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SUR UNE RELATION ENTRE LA CROISSANCE ET LE
NOMBRE DE VALEURS DEFICIENTES DE FONCTIONS

ALGEBROIDES OU DE STSTEMES15

PAR NOBUSHIGE TODA

1. Soit f(z) une function algebroϊde a n branches dans le plan fini definie par
Γequation irreductible

oύ les coefficients sont entiers sans zeros communs a tous et au moins un rapport
entre eux est transcendant.

Ozawa [5] a pose un probleme: S'il y a n+l valeurs ak (k=l, 2, ••-,«+!)
telles que δ(ak,f) = l, est-ce que Γordre de f(z) est entier? On donne une solution
positive pour ce probleme dans ce memoire.

On utilise des symboles usuels de la theorie de Nevanlinna-Selberg.

2. Soient /0, ~,fn (n^l) n+l functions entieres sans zeros communs a toutes,

u(reίθ)= max log \fj(reίθ)\

et

On dit que T(r,f) est la fonction caracteristique du systeme /=(/0, " ,Λ), qui est
convexe par rapport a logr ([!]).

LEMME 1. Pour tout ί^j (/,y=0, 1, •••, w),

τ(r,£-)-0(ΐ)<T(r,f)< Σ τ(r,-
\ Λ / k^j \ j j

Demonstration. 1) L'inegalite gauche est due a Cartan [1]. 2) L'inegalite droite.
II suffit de prouver le cas oύ j=Q. En utilisant Γinegalite suite

^ Σ log+

fe=l

Received November 6, 1969.
1) Ce travail a ete fait en partie avec Γaide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai

Foundation).
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on a

T(r, /)+β(0)= -

— v w[* y f c

— ^j wir, -7r-

w /

= ΣT(r, , O,/.)- Σ Nr, -

Or, les functions /0,/ι, •• ,Λ n'ont pas de zeros communs a toutes, par con-
sequent, on a

de sorte que Ton a

Cette inegalite conduit a

LEMME 2. Solent A=(aij)^:::^ une maίrice reguliere ou atj sont constants
(resp. polynomes) et

y on a

(resp. T(r,/)-0(log r)< Γ(r, F)< T(r,/)+O(log r))

(HI).

LEMME 3.

une combinaison linέaϊre homogene a coefficients constants non tons nuls (resp. de
polynomes sans zeros communs a tous). Alors, on a

JV(nO,F)<Γ(r,/)+0(l)

(resp. N(r,0,F)<T(r,f)+0(logr))
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DEFINITION 1. Soit

une combinaison lineaire homogene a coefficients constants non tous nuls ou de
polynomes sans zeros communs a tous. On dit que

ι r=l— hm sup
T(r,f)

le defaut de la combinaison F, qui est non negatif plus petit que ou egal a un
d'apres le lemme 3.

DEFINITION 2. On dit que le nombre

rhm sup -
logr

Γordre du systeme /=(/0, ••-,/»*) ou de la fonction caracteristique T(r,f).

DEFINITION 3.

Γ(n/) '

K(p)=mfK(f) ou / est d'ordre p.

3. On donne dans ce paragraphic une reponse positive pour le probleme
d'Ozawa [5].

LEMME 4. Solent Π(z) un prodult canonlque de genre q et n(t)=n(t,Q, 77).
Alors, on a

-T7T dt

ou c(0)=l et cte)*=2(2+log(g+l)) si q^l ([4]).

LEMME 5. Solent φ(f) et ψ(t) deux functions continues positives de t pour
t^to^Q et telles que

1) φ(t) n'est pas decrolssante,

2) limsup φ(t)=+oo,
ί-»00

Λ/4\

3) lin

Alors, II exlste une suite {rn}n=\ telle que
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1) U<rι et rn\ +00,

2)

tow* » ([3], p. 101).

THEOREMS 1.2) Solent fo, ~,fn (n^l) n+l functions entieres sans zeros com-
muns a toutes et telles que Γordre p du systeme /=(/o, ••-,/») est fini non entier.

Sy on a

(l-p) si 0<p<l et K(p)^(q+l-p)(p-q)lpc(q) si p>l et q=[p].

Demonstration. En utilisant les lemmes 1 et 3, on peut supposer que les
ordres de /0, •••,/,» sont au plus egal a p. Par consequent, on peut ecrire

oύ pi est entier, Pi(z) est polynome de degre q au plus et Πi(z) est produit
canonique des zeros (^0) de fi(z), de sorte que

:r),

en utilisant le lemme 4 et Γ(r, 77i)^logM(r, 77$),

Γ(r,/i)^(0>«{ Γ ̂ ^^+^Γ^τ- l̂+O(1°β r)+°09)
I J θ * J r * \

oύ ^(0=^(£,0, 77i), integrant en partie

T(r,fi)^c(q)rq\q\ * dt+(q+\)r\ * dt +O(rα)+O(logr)

oύ

Or, utilisant le lemme 1 ou de la definition de T(r,/), on a

+O(r")+0(log r)

2) Ce theoreme a ete ameliore d'apres une suggestion de Prof. Ozawa.
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Si Γordre de N(r) est plus petit que p, Γordre de T(r,f) devient plus petit que
p. C'est une contradiction, par consequent, Γordre de N(r) est egal a p. On
applique le lemme 5 a

et

oύ ε est un nombre positif quelconque suffisamment petit. Alors, on a

(2)

N(t) g — N(rn)

pour tout n.
Si 0 <p<l, q=Q et c(q)=l. Dans ce cas, on a

JL £

Par consequent, on a

~\ dt+0(l)

*- +0(1).

Quand ζ?>0, #</o<#+l Dans ce cas, on a

«

p-q-ε

c(q)(p-(2q+l)e)N(rn)

De (2), il existe un nombre c positif tel que

pour tout TẐ O. Par consequent

rn

q=o(N(rn))
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En consequence, on a

COROLLAIRE. Si K(f)=Q, Γordre du systeme f est entier ou ΓinfinL

THEOREME 2. Solent fo, ,fn (n^l) n+l functions entier es sans zeros com-
muns a toutes et telles que

lim sup— j— - — =+oo.
r_»oo logr

S'il y a n+\ combinaisons Fo, ,Fn lineaires, homogenes a coefficients con-
stants (ou de polynomes sans zeros communs a tons') def0,- ,fn, lineairement
independantes n+1 a n+ί et telles que

l (ι=0, !»-,«),

alors, Γordre du systeme /=(/0, •••,/») est entier ou ΓinfinL

Demonstration. Soit

(F9, ,Fny=A(f9, ,fny,

alors, A^O (ou 3pO) et d'apres le lemme 2,

1'ordre de T(r,/)=Γordre de Γ(r,F)

ou F=(F0, — ,Fn). Parce que Γon peut supposer que les ordres de /0, •••,/»
n'excedent pas celui de T(r,f), les ordres de F0, ,Fn n'excedent pas celui de
Γ(r,F). Soit Γordre de T(r,/) fini.

=im sup =^ ^
r-*oo J. (T, Γ ) 1=0

Par consequent, d'apres le corollaire, Γordre de F, ou de / est entier.

Le theoreme 2 s'applique en particulier aux algebroϊdes en utilisant le lemme
suivant.

LEMME 6. Soit f(z) une function algebroϊde definie par Γ equation (1). Alors,

T(r,f)-±T(r,A)

ou A=(Λ,-,Aι) ([7]).

THEOREME 3. Soit f(z) une function algebroϊde definie par Γ equation (1). S'il
y a n+l valeurs aly •• ,αn+ι telles que
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d(*,,/) = l (i = l,-,*+!),

Γordre de la function f(z) est entier ou Γinfini.

Demonstration. Les vecteurs

(fl^ύTi*-1,-,!) (ί=l, ,w+l)

sont lineairement independants ou on considere

(an,an-\ -••,!)=(!, 0, ,0) si α=oo.

De plus, d'apres le lemme 6, on a

)=1—lim sup-
r-»oo ± \l, J )

, F(z, a))
r-»oo -t \y , /l^

ou F(z,tf)=ACzKH ----- \-An(z) si #^oo et F(z,oo)=A*(z).
Par consequent, on obtient ce theoreme tout de suite en vertu du theoreme 2.

4. D'apres le theoreme fundamental de Selberg [6], le nombre de valeurs a
telles que δ(a,f)=l est au plus egal a 2n ou / est definie par (1). Dans le cas
particulier, comme une consequence du theoreme 2, on a

THEOREME 4. Solent /0, ••-,/« (w^l) n+l functions entieres sans zeros com-
muns a toutes et telles que Γordre du systeme /=(/o, ••-,/»») n'est pas entier.
Alorsy le nombre de combinaisons F lineaires, homogenes a coefficients constants
(ou de polynomes sans zeros communs a tons) de /0, ••-,/«, lineairement indepen-
dantes n+\ a n+1 et telles que

est au plus egal a n.

Le theoreme 4 s'applique en particulier aux algebroϊdes d'apres le lemme 6.

THEOREME 5. Soit f(z) une function algebroϊde definie par ΐ equation (1) dont
Γordre riest pas entier. Alors, le nombre de valeurs a (resp. de polynomes P)
telles que

δ(a,f)=l (resp. a(P,/) = l)

est au plus egal a n, ou

N(r P f}
ί(P,/)=l-lim sup ' ' '// ,

r-»oo I \ f ι J )

= -N(r,Q,F(z,P)) et F(z,P)=A0(z)Pn+-+An(z).
n
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