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SUR UNE RELATION ENTRE LA CROISSANCE ET LE
NOMBRE DE VALEURS DEFICIENTES DE FONCTIONS
ALGEBROIDES OU DE SYSTEMES®

PARrR NosusHIGE Topa

1. Soit f(2) une fonction algébroide a # branches dans le plan fini définie par
I’équation irréductible

(1) A"+ AR P e+ An(2)=0

ot les coefficients sont entiers sans zéros communs a tous et au moins un rapport
entre eux est transcendant.

Ozawa [5] a posé un probleme: Sl y a n+1 valeurs ai (B=1,2, -, n+1)
telles que d(ax, f)=1, est-ce que l'ordre de f(z) est entier? On donne une solution
positive pour ce probléme dans ce mémoire.

On utilise des symboles usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg.

2. Soient fo, -+, fn (®=1) n-+1 fonctions entieres sans zéros communs a toutes,
u(ret?)= max log | f;(re*)|
0sjsn
et
1 (2 )
T )=+ S w(ret)dd—u(0).
271' 0
On dit que T'(7,f) est la fonction caractéristique du systeme f=(f, -+, fu), Qui est
convexe par rapport a log# ([1]).
LemMme 1. Pour tout ixj (1,7=0,1, -, n),

T (r, JJ:’ ) —0m<ThN< T T(r, ;-:) +Oq).

Démonstration. 1) L’inégalité gauche est due a Cartan [1]. 2) L’inégalité droite.
11 suffit de prouver le cas ot j=0. En utilisant 'inégalité suite

J1(2)

So(2)

+log| fo(2)],

u(z)= f'_. log*
k=1

Received November 6, 1969.
1) Ce travail a été fait en partie avec 'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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on a
70, F)+u0)= 5 | utre)as
g% 2 log* J; "322 db-+ 5 S"log;fo(rew)ua
= 5 m(n Z)+Ne, 0, 70D
-5 T( J}" >+N(r, 0,70~ 3 N(r, j:" >+0(1)

Or, les fonctions f,fi,+, fn n'ont pas de zéros communs a toutes, par con-
séquent, on a

w00 (- 2)

de sorte que 'on a

NG, 0,195 3 N ( f")
=1 fo
Cette inégalité conduit a
S
Jo

LEMME 2. Soient A=(a;;)itn une malrice véguliere on a;; Ssomt comstants
(resp. polynomes) et

T, f)< z; T(r, >+0(1)

(FO; A I'?'n)t A(fO’ ""fn)t’

alors, on a
T, )—0)<T(r, F)T(r,/H+0Q)
(resp. T(r,)—0(og N<T(r, F)<T(r, f)+O(log 1))
.
LemME 3. Soit
F(z)= ;)aifi(z)
une combinaison linéaire homogéne a coefficients constants non tous nuls (resp. de
polynomes sans zéros communs @ tous). Alors, on a
N(r, 0, F)<T(r, )+0(1)

(resp. N(r,0, F)<T(r, f)+0(log 7))
(@p.
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DériNITION 1. Soit
F(z)= ;azfi(z)

une combinaison linéaire homogene a coefficients constants non tous nuls ou de
polynomes sans zéros communs a tous. On dit que

o(F)=1—1im supN—Iq’(”‘(—)%

le défaut de la combinaison F, qui est non négatif plus petit que ou égal a un
d’apres le lemme 3.

DEériNITION 2. On dit que le nombre

. log T'(r, f)
11111 Sup logr

Pordre du systéme f=(f, -+, f») ou de la fonction caractéristique 7'(z,f).

DErINITION 3.

31 N, 0, £)
K()=lim sup*=>7em—,

K(p)=ir}f K(f) ou f est d’ordre p.

3. On donne dans ce paragraphe une réponse positive pour le probleme
d’Ozawa [5].

LeMME 4. Soient II(z) un produit canonique de gemre q et n(t)=n(t,0, ).
Alors, on a

log M, 11)<c(q>w{ S@ dt+rS°°@ dt}

0 t11+1 r tq+2

on c(0)=1 et c(q)=2(2+1og(g+1)) si g=1 ([4]).

LeEMME 5. Soient ¢(t) et ¢(f) deux fonctions continues positives de t pour
t=t,=0 et telles que

1) ¢@t) nest pas décroissante,

2) lin? sup ¢(t)=-+-oo,
im 2O _
% im s =

Alors, il existe une suite {ra)n-, telle que
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1) telr: et r,,T +OO,
#@) _ B(ra)
2) IO=d(rn) (Lo=t=rn) el gb_(l‘j = Ora) (rn=t)

pour tout n ([3], p. 101).

THEOREME 1.2 Soient fo, -, fn =1) n+1 fonctions entieres sans zéros com-
muns @ toutes et telles que Povdre p du systeme f=(fo, ---, fa) est fini non entier.
Alors, on a

K(f)=K(p)
o K(p)z(1—p) si 0<p<1 et K(p)=(q+1—p)o—q)pc(@) si p>1 et g=[p].

Démonstration. En utilisant les lemmes 1 et 3, on peut supposer que les
ordres de fo, -+, f sont au plus égal a p. Par conséquent, on peut écrire

fi(z)=2"% exp (Pi(2))1+(2)

ou p; est entier, Pi(z) est polynome de degré ¢ au plus et I1,(z) est produit
canonique des zéros (x0) de fi(2), de sorte que

T(r, f)=T, I1)+0@r)+0(og 1),
en utilisant le lemme 4 et T'(r, I1;)<log M(r, II,),

T(r, fi)éd!ﬁr‘l{ So o) dt+r8°° ’;;(fz) dt} +0(log N +0(%)

ol ni(t)=n(t, 0, II;), intégrant en partie

76; oot o - av+ q+1yr TS0t -+ o oog

0

Ni)= S:”"T(t)dt.

Or, utilisant le lemme 1 ou de la définition de T'(r,f), on a
TrfN= E)T(f, fH+0@)

=c(g)r? { q Srﬂdﬁ—@—l— Lr X:o-%g— dt} +0@%4-0(log 7)

o 17

ol N(t)= Zi7-0 Ni(®).

2) Ce théoréme a été amélioré d’apres une suggestion de Prof. Ozawa.
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Si l'ordre de N(7) est plus petit que p, I'ordre de T'(r, f) devient plus petit que
o. Clest une contradiction, par conséquent, l'ordre de N() est égal a p. On
applique le lemme 5 a

N@)
tr

P(t) = et gt)=t>

ol ¢ est un nombre positif quelconque suffisamment petit. Alors, on a

N(t)g(;i—)“N(m) A=t=r),

(2)
Niy= (T—i)"“Nm) (ra=t< o)

pour tout .
Si 0<p<1, g=0 et c(g)=1. Dans ce cas, on a

© t pte—2
Tt )= 7N (T) at+0(1)
= _]‘_‘Z_V&L +O(1)
—e—p
Par conséquent, on a

K(f)= lirrrl%soup T(N+r])‘.) =1—p.

Quand ¢>0, g<p<g+1. Dans ce cas, on a
T (ra, )—0(ra)

= coriNen|a|" () st + v (2) "

n n

q q+1 >

= N (54— +

_ _@(p—Q2g+1e)N(rx)
(p—g—e)g+1—p—e)
De (2), il existe un nombre ¢ positif tel que

< N(ra)

TRt

0<c

pour tout z=x, Par conséquent

r'=0(N(rz))  (n—o0).



CROISSANCE ET VALEURS DEFICIENTES DE FONCTIONS ALGEBROIDES 119

En conséquence, on a

K(f)=1im sup TJZ/;,?) = (q+1()—cxz’;§ﬂ—4) .

COROLLAIRE. Si K(f)=0, lordre du systéme f est entier ou linfini.

THEOREME 2. Soient fo, -+, fan #=1) n+1 fonctions entiéres sans zéros com-
muns @ toutes et telles que

lim sup—z(—ﬁ)— =
r—00 log v -

4o

Sil y a n+1 combinaisons F,,---, F, linéaires, homogénes a coefficients con-
stants (ou de polynomes sans zéros communs @ tous) de fy, -+, fn, linéairement
indépendantes n+1 a n+1 et telles que

dF)=1  (=0,1,-,m),
alors, lordre du systeme f=(fo, -+, fu) est entier ou Uinfini.
Démonstration. Soit
(Foy ++, Fn)'=A(fo, ++, fa)'s
alors, Ax0 (ou =0) et d’apres le lemme 2,
lordre de T(r,f)=lordre de T(, F)

ot F=(Fy, -, Fn). Parce que lon peut supposer que les ordres de fo, -, /n
n'excédent pas celui de T(r,f), les ordres de F,,---, F, n'excédent pas celui de
T(r, F). Soit 'ordre de T'(r,f) fini.

3! N(r, 0, F)

—13 =0
O=K(F)=lim sup-="r77

=nt1— 3 8(F)=0.
1=0
Par conséquent, d’apres le corollaire, 'ordre de F, ou de f est entier.

Le théoréme 2 s’applique en particulier aux algébroides en utilisant le lemme
suivant.

LEMME 6. Soit f(2) une fonction algébroide définie par I'équation (1). Alors,
T(r, ) = T, )| <OD)

Ot\t A=(Ao, tty An) ([7])

THEOREME 3. Soit f(2) une fonction algébroide définie par I'équation (1). S'il
y a n+1 valeurs ay, -, @nyy telles que
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aa, f)=1 @=L, -, n+l),

lordre de la fonction f(z) est entier ou linfini.

Démonstration. Les vecteurs

(@™ a1 (E=1, -, n+l)
sont linéairement indépendants ot on considére
(a® a1, .-, 1)=(1,0, -+, 0) si a=oco.

De plus, d’apres le lemme 6, on a

5(ay f) =1 *llﬂ}qiup%}{_)‘

—1—lim sup N, 0, F(z, a))

n sup o =P @)

o F(z, a)=A¢2)a" -+ An(2) si a0 et F(z, 00)=A(2).
Par conséquent, on obtient ce théoréme tout de suite en vertu du théoréme 2.

4. Dapres le théoreme fondamental de Selberg [6], le nombre de valeurs «
telles que &(a,f)=1 est au plus égal a 2% ou f est définie par (1). Dans le cas
particulier, comme une conséquence du théoréme 2, on a

THEOREME 4. Soient fy, -, fn ®=1) nt+1l fonctions entiéres sans z2éros com-
muns 4 toutes et telles que lordre du systeme f=(fs, -, fa) West pas entier.

Alors, le nombre de combinaisons F linéaires, homogenes a coefficienls constants

N

(ou de polynomes sans zévos communs @ tous) de fy, -+, fn, linéairement indépen-
dantes n+1 a n+1 et telles que

o(F)=1
est au plus égal a n.

Le théoréme 4 s’applique en particulier aux algébroides d’apres le lemme 6.

THEOREME 5. Soit f(2) ume fonction algébroide définie par I'équation (1) dont
lordre w'est pas entier. Alors, le nombre de valeurs a (resp. de polynomes P)
telles que

oa, f)=1  (resp. (P, f)=1)
est au plus égal @ n, on

oP, )= 1—1in;1_§°up % )

N@, P.f )=%N(7’, 0,F(z,P)) et F(z, P)=Ay2)P"++Au(2).
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