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FIBRES VECTORIELS FEUILLETES

PAR TONG VAN Due

§ 1 . Connexions partielles.

Soit (E, p, M) un fibre vectoriel et soit (VE, p, E) son fibre vertical.

DEFINITION. Une connexion lineaire C sur (E, p, M) est la donnee d'un
sous-fibre vectoriel (HE, p, E) de TE telle que:

2) hlHEϊ=HEa%, VflGί* et

Soient Γ et H les projections de TE sur VE et HE. Γ s'appelle la forme
de connexion de C. VX^%(M), on designe par Dx la derivee covariante definie
par C et par d la differentielle exterieure associee a Dx._

On rappelle que C induit une connexion lineaire C sur le fibre vertical
(VE, p, E).

Soit B(E)= ΈBq(E) Γalgebre de Lie graduee des formes vectorielles sur la

variete E munie du crochet de Nijenhuis [2]. On definit un operateur //* sur
B(E) par:

H*Φ(Alf - , Aq)=Φ(HAl9 - , HAq), MΦ^Bq(E) et

H*Φ est une forme semi-basique, i.e. iAH*Φ=0,

On designe par %$q le %(E)-modu\e des ^-formes semi-basiques sur E a

valeurs dans VE et on pose 23— Σ ^ e .

DEFINITION. La differentielle absolue d'une #-forme Φ sur £ a valeurs dans
VE est une q+l forme notee VΦ et definie par:

VΦ=d(H*Φ).

PROPOSITION. 55 est une sous-αlgebre de Lie graduee de B(E) et V est une
derivation de 55, i. e.:

(1) V[Φ, ?Γ]=[VΦ, F ] + ( - l ) β [ Φ , 7!Γ], VΦe55g et
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Preuve: Si A est un champ vertical et si Φ est a. valeurs dans VE, il en
est de meme de sa derivee de Lie ΘAΦ. La premiere assertion decoule alors de
la formule (6) de la page 354 de [1] par un raisonnement de recurrence.
D'autre part, on a montre que 1Φ= — [_Γ, Φ~] et la deuxieme assertion est une
consequence immediate de la formule (2) de la meme page.

DEFINITION. Une connexion lineaire partielle sur un fibre vectoriel (E, p, M)
est un sous-fibre vectoriel F de TE tel que:

1) Fz Π VEs=0

2) hZFs=Fas, VαejR* et VZe£,

ou Fz designe la fibre de F au-dessus de Z.

DEFINITION. Une connexion lineaire C sur (E, p, M) sera dite adaptee a
une connexion lineaire partielle F si VZe£, HE2Z)Fz.

DEFINITION. Une connexion lineaire partielle F sur (E, p, M) sera dite plate
si VΛ BΪΞF, [ Λ B ] G F .

Dans la suite, par connexion (partielle), on entendra une connexion lineaire
(partielle).

PROPOSITION. Soit F une connexion partielle sur (E, p, M) les conditions
suivantes sont equivalentes:

1) F est plate,

2) pour toutes les connexions adaptees a F, leur forme de courbure Ω
verifie:
(2) Ω(A,B)=0, VΛ 5 ε F ;

3) si une connexion Γ est adaptee a F, sa forme de courbure verifie (2).

Preuve: La demonstration se fait exactement comme dans le cas d'un fibre
principal muni d'une connexion partielle [3].

Dans ce qui suit, on considere un fibre vectoriel (E, p, M) muni d'une con-
nexion partielle plate. Une telle connexion definit sur la variete E un feuilletage
$ qu'on appelle feuilletage transerve.

DEFINITION. Une connexion Γ sur (E, p, M) adaptee a F sera dite basique
si VΛGΞF, ΘΛΓ=0.

LEMME. ΘΛΓ=0

Preuve : On a :

ΘΛΓ(B)=IA, ΓB1-ΓZA, BΓ\

et Ω(A, B)=ΓZA, B^-Γ[_A, ΓE], MA^F et
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Si ΘΛΓ=O, on a [Λ ΓB~]=Γ[_A, B~] par suite Γ [ A ΓE]=Γ[_A, E] et z^β^O.
Reciproquement, si ιAΩ=0, en calculant la valeur de ^ F respectivement sur les
champs horizontaux et verticaux, on trouve ΘAΓ=O.

Exemples de connexion basique.

Soient (E, p, M) un fibre vectoriel quelconque, / une application differenti-
a t e d'une variete N dans M et / * ( £ ) = ( £ ' , pf, N) Γimage reciproque de
(E, p, M) par / . Alors Γapplication canonique u de Ef sur E definit une con-
nexion partielle plate sur / * ( £ ) . Soient Γ une connexion sur (E, p, M) et Γ'
Γimage reciproque de Γ par / . Alors Γr est une connexion basique adaptee a.
F. En effet, on a [(6), 1] :

uτoΓf=ΓoU

τ.

Done Γ'(A)=Q, \/A^F car qτ est un isomorphisme sur les fibres. D'autre part,
soient Ω' et Ω les formes de courbures de Γ' et Γ et A^F. On a:

uτB)=O, ΊZ'SΞE' et

Done iAΩ'=0.

En particulier, le fibre vertical (VE, p, E) est muni d'un feuilletage canonique
et pour toute connexion Γ sur (E, p, M), la connexion Γ est basique.

§ 2. Fibres vectoriels f euilletes.

A partir de maintenant, on ne considere que des fibres vectoriels dont la
base est munie d'un feuilletage X. On designera par L le sous-fibre vectoriel de
TM constitue par des vecteurs tangents aux feuilles de X.

DEFINITION. Un fibre vectoriel (E, p, M) est dit feuillete s'il est muni d'un
feuilletage transverse £F dont les feuilles sont des revetements de feuilles de X.

Soit F la connexion partielle plate qui definit £F et soit Γ une connexion
adaptee a F. La loi de derivation correspondant a Γ se restreint a une applica-
tion jβ-bilineaire D de LxE dans E qui possede les proprietes suivantes :

(3) DfxΫ=fDxΫ, VX^L, V ? e £ et

DxfΫ=fDxΫ+XfΫ.

Utilisant la definition de la derivee covariante [1], on verifie facilement que
D ne depend pas de la connexion adaptee Γ.

Puisque la connexion partielle est plate, il resulte du theoreme 7 de [1] que:

(4) DxDY-DYDx-DiX,Y1=0, VZ,
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i.e.: R(X, Y)=DxDγ-DγDx-DLχ,Y1=0.

oύ R est la courbure de Γ.

DEFINITION. On appellera loi de derivation partielle des sections d'un fibre
vectoriel (E, p, M), toute application /2-bilineaire de LxE dans E qui satisfait
(3). De plus, si la condition (4) est remplie, la loi de derivation sera dite plate.

Ainsi a chaque fibre vectoriel feuillete est canoniquement associee une loi
de derivation partielle plate de ses sections. Reciproquement, soit D une telle loi
sur les sections d'un fibre vectoriel (E, p, M). On peut prolonger D en une loi
de derivation. Soit Γ la connexion lineaire correspondante. Pout tout
on pose:

On obtient ainsi une connexion partielle F qui est plate d'apres le theoreme
mentionne plus haut. Done la donnee de D et de L fait de (E, p, M) un fibre
vectoriel feuillete.

Exemple de fibre vectoriel feuillete.

Soit f*(E)=(E', p't N) Γimage reciproque d'un fibre vectoriel (E, py M) par
une submersion / d'une variete N sur M. Alors (E, p, M) est feuillete par les
feuilletages definis par / et la projection canonique de Er sur E.

% 3. Obstruction a Pexistence d'une connexion basique.

Si Γexistence sur un fibre vectoriel feuillete d'une connexion adaptee est
toujours assuree, il n'en est pas de meme pour les connexions basiques comme
on va le voir dans ce qui suit.

Soit Γ une connexion adaptee a un fibre vectoriel feuillete {E, p, M). En
utilisant le lemme de la page 374 de [1], on trouve encore:

dΓ=Ω.

On se donne une fois pour toutes un sous-fibre vectoriel Q de TE tel que
TE=Q 0 F.

DEFINITION. Une forme Φ sur la variete E a valeurs dans un fibre vectoriel
quelconque sera dite de type (r, s) si Φ(Λlf •••, ̂ 4 r + s)=0 chaque fois que la suite
Alf ••-, Ar+S contient plus de r vecteurs de Q ou plus de s vecteurs de F.

On designera par Br>s le £F(£)-module des formes de type (r, s) a valeurs
dans VE.
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Si Φ<ΞBr's, dΦ se decompose en une somme de trois formes de type
(r, s+ΐ), ( r + 1 , s) et (r+2, s-1)

La forme de courbure β de Γ et la courbure R άe Γ sont done des sommes
de 3 formes:

Ω=Ω2>°+Ω1>1+Ω°>2

R=R2>°+R1>1+R°>2

Puisque la connexion partielle est plate, Ω0>2=0. D'autre part, le lemme cite
ci-dessus montre que R°>2=0.

Comme d2Φ=RΛΦ, en calculant la composante de type (r, s+2) de 32Φ,
on trouve 3FΦ=0. Pour chaque entier q, on a done le complexe:

dp _ - d p
βQ,0 > βq,l > βq,2 > ... βq,r > . . .

dF ne depend pas de la connexion adaptee Γ. En effet, soit Γf une autre con-
nexion adaptee a F. Alors Ψ—Γ'—Γ est une 1-forme semibasique de type (1,0).
Or:

En calculant la composante de type (r, 5+1) des deux membres de Γegalite,
on trouve:

d'FΦ=dFΦ.

Soit maintenant un sous-fibre vectoriel S de TM tel que TM=S®L. En
definissant les formes de type (r, s) comme precedemment, on voit que pour
toute connexion adaptee Γ, R°'2=Q. Γ induit d'autre part une connexion Γ dans
le fibre adjoint End (E) et on a :

R{X, Y)h=R(X, Y)h-hR(X, Y), VZ, YCΞX(M) et

Ainsi R°'2=0 et on a un complexe:

dL dL

oί«'°(M, End E) — > Jl**1 — > ••• Jlq>r — >

oύ Jlq>r designe le £F(M)-module des formes de type (q, r) sur M a valeurs
dans le fibre vectoriel End E.

On verifie encore que dL ne depend pas de Γ. Comme dR=Q, on en deduit
dLRhl=0. Soit Γ' une autre connexion adaptee et soit h:X(M)xE—> E
definie par h(X, Ϋ)=D'XΫ-DXΫ, VZeae(M) et V F G E . Alors h considere
comme element de Jl(M, End E) est de type (1, 0) et on a : R'=R + dh + hΛh.
D'oύ R/hl=Rlfl+dLh. II en resulte que la classe de cohomologie de R1'1 ne
depend pas de la connexion Γ.
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On posera:

a (E)= IR1'x^Hϊι(M, End E).

Toujours d'apres le theoreme 7 de [1], une connexion adaptee Γ est basique
si et seulement si ixR=0, VZeΓ.

THEOREME 1. Pour qu'il existe une connexion basique sur un fibre vectoriel
feuilletέ (E, p, M) il faut et il suffit que a(E)=0.

Preuve: Dans un sens, c'est immediat. Reciproquement, si a{E)=-Q, soit Γ
une connexion adaptee et R sa courbure. On a a(E)=ZR1'12=0. Done il existe
heJl^iM, End E) telle que R1'1=dLh. Soit Dx=Dx-ixh et soit Γ la con-
nexion adaptee correspondant a D'x. On a:

R/1'1=R1'1-dLh=0.

Par suite ιxR'=0, VXGΞL.
En ce qui concerne les classes caracteristiques, on a le:

THEOREME 2. Les classes de Pontrjagin d'un fibre vectoriel feuillete sont
nulles en dimension superieure a deux fois la codimension du feuilletage trans-
verse.

Si en plus, a(E)=0, les classes de Pontrjagin d'un fibre vectoriel feuillete
sont nulles en dimension superieure a la codimension du feuilletage transverse.

On retrouve ainsi un resultat de P. Molino [4] sans passer par les fibres
principaux associes.

§ 4. Faisceau des germes des sections f euilletees.

Puisque la variete M est feuilletee, il existe un atlas de M tel que si (x*)
(i, j , -"—I, 2, •••, m) sont les coordonnees locales dans un ouvert U de Γatlas,
les champs de vecteurs d/dxu (u, v, ~=q+l, •••, m) constituent une base locale
de L. Ce qui equivaut a dire que sur UΠV suppose non vide, dxa'/dxu=0
(a, by •••=1, •••, q), oύ V est un autre ouvert de Γatlas muni de coordonnees
locales (V')

Suivant I. Vaisman [5], une fonction differentiate / sur la variete feuilletee
M sera dite feuilletee si df/dxu—0.

D'autre part, puisque (E, p, M) est feuillete, il existe un atlas de M verifiant
la condition ci-dessus et tel que si (U, φ) et (V, ψ) sont deux cartes vectorielles
de (£, p, M), il existe une application x—>(M%x)) de UΓlV dans Gl(n, R)
constante sur les feuilles et telle que Γapplication ψ~1oφ ait pour expression
locales : (x\ za) — > (x\ M%za).
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DEFINITION. Une section Ϋ— ΫaEa de (E, p, M) au-dessus d'un ouvert U
de Γatlas deίini plus haut sera dite feuilletee si les fonctions Ϋa sont feuilletees.

On verifie que cette condition ne depend pas de coordonnees locales.

On designe par δ le faisceau des germes des sections feuilletees et on se
propose de calculer les groupes de cohomologie de M a coefficients dans δ.

Soit ω une forme scalaire sur M de type (r, s). On a vu que dω=dLωJr
dι

Lω+d\ω. II en resulte que di=0.

D'autre part, d'apres un theoreme de Faisman [5], toute forme scalaire de
type (r, s) derinie sur un ouvert de M et dL-fermέe est dL-ex3.cte sur cet
ouvert.

Soit maintenant Φ une forme de type (r, s) a valeurs dans (E, p, M) ayant
pour expression locale Φ=Φa® Ea.

On pose dLΦ=dLΦa® Ea. On verifie encore que dL est bien defini. De
plus di=0. On obtient ainsi un complexe:

dL

(5) 0—>(3—>Jl°{M, E)—>Jl»>ι(M, £ ) — - > . . .

—>Jlo>n-q(M, E)—>0

oύ Jlr>s(M, E) designe le faisceau des germes des formes de type (r, s) a
valeurs dans (E, p, M). Dans ce qui suit, on suppose la variete M para-
compacte.

THEOREME 3. Le complexe (5) est une resolution fine de δ.

Preuve: la suite (5) est exacte en Jl° (M, E) par definition de δ. Ailleurs,
on peut supposer que (E, p, M) a pour rang 1 et on applique alors le theoreme
de Vaisman.

COROLLAIRE. HΎ{My δ)^Z^'rIdLJL^r~\M, E) oύ Z°'r est Γespace des
formes de type (0, r) dL-fermees.
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