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Résumé. Etant donnée une famille de fonctions analytiques en 0 € C"
paramétrée par un espace lisse, nous étudions le polynéme de Bernstein de la fi-
bre sur une variété irréductible V' de ’espace des parametres et nous montrons qu’il
est génériquement constant. Nous montrons que ce polyndéme b satisfait une équation
fonctionnelle générique sur V' et ’on dérive une stratification constructible de I’espace
des parametres par le polynéome de Bernstein de la fibre. Lorsque 'hypersurface ad-
met génériquement une singularité unique en 0 € C"™ nous montrons que b est le
polynéme de Bernstein générique au sens de Briangon-Geandier-Maisonobe. Les out-
ils utilisés sont une généralisation formelle d’un algorithme de Oaku calculant le
polynéme de Bernstein local et les bases standard génériques récemment étudiées par
l’auteur.

Introduction et motivations.

Le polynoéme de Bernstein (ou b-fonction) a été introduit de maniere indépendante
par I. N. Bernstein [Ber72] et M. Sato [SS72]. Son existence a été démontrée par Bern-
stein dans le cas polynomial et par J. E. Bjork [Bjo73] dans le cas analytique et formel
(voir aussi [Bj679)]) ainsi que par M. Kashiwara [Kas76] qui démontra en plus la ratio-
nalité des racines du polyndéme de Bernstein analytique. Dans le cas de plusieurs fonc-
tions analytiques, I'existence de polynémes de Bernstein revient a C. Sabbah ([Sab87a],
[Sab87Db], voir aussi [Gyo93] et [Bah05]). Ici, nous nous intéressons au polynéme de
Bernstein d’une fonction analytique dépendant de parametres.

On sait depuis les travaux de D. T. Lé et C. P. Ramanujam [Lé73], [LR76] qu'une
déformation & nombre de Milnor p constant d’une singularité isolée d’hypersurface con-
serve son type topologique ainsi que la classe de conjugaison de sa monodromie locale.
Ceci combiné aux travaux de B. Malgrange [Mal74] liant la monodromie et les racines
du polynome de Bernstein local nous dit que les racines de ce dernier restent inchangées
modulo Z. Cependant ses racines ne sont pas constantes (voir par exemple T. Yano
[YanT78]).

F. Geandier [Gea89], [Gea91] a étudié de maniere étendue le polynéme de Bernstein
associé a une déformation a un parametre d’une hypersurface a singularité isolée avec
une étude du polynéme de Bernstein générique et relatif (ou “en famille”). J. Briancon,
F. Geandier et Ph. Maisonobe [BGM92] ont généralisé et complété 1’étude précédente
au cas de plusieurs parametres, toujours dans le cas d’une déformation d’une singularité
isolée.

Dans [BGMMA&9|, J. Briangon, M. Granger, Ph. Maisonobe et M. Miniconi ont

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 32530; Secondary 16532, 13P99.
Key Words and Phrases. polynéme de Bernstein-Sato, déformations de singularités, bases standard
paramétriques.



596 R. BAHLOUL

donné un algorithme de calcul du polynéme de Bernstein pour une fonction semi-quasi-
homogene ou non dégénérée au sens de Kouchnirenko. C’est aussi la que la notion de
polynome de Bernstein générique fut introduite avec le calcul exact dans le cas d’'une
déformation semi-universelle a deux variables. Dans le méme esprit, citons également les
travaux de P. Cassou-Nogues [Cas86], [Cas87], [Cas88].

T. Oaku [Oak97b] a donné un algorithme (sans conditions) de calcul du polynéme
de Bernstein local et global associé a un polynoéme. Ces algorithmes sont basés sur
les bases de Grobner dans des anneaux d’opérateurs différentiels polynomiaux. Dans
[Oak97a], il a initié une étude paramétrique de ses algorithmes. Ceci a permis &
A. Leykin [Ley01] d’obtenir un résultat de constructibilité concernant le polynéme de
Bernstein global pour un polynéme dépendant de parameétres (voir aussi [BMO02] et
[Bah03a)).

Ce rappel historique (non exhaustif) étant fait, introduisons le présent travail.

On fixe deux entiers n,m > 0. Pour commencer, considérons une fonction polyno-
miale f = f(x,y) € k[z,y] ot x = (x1,...,2,) est le systéeme de variables principales et
y=(y1,---,Ym) est vu comme parametre (et k est un corps de caractéristique zéro). Il
est bien connu que le polynéme de Bernstein générique global est non nul (voir Biosca
[Bio96a], [Bio96b] pour k = C, [Bah03b] en général). De plus nous savons qu'il est
égal au polynéme de Bernstein usuel de f vu dans Frac(k[y])[z] et nous savons enfin qu’il
est égal au polyndéme de Bernstein de la fibre générique (voir [Ley01], voir aussi [BM02]
et [BahO03a)).

Plus généralement on peut considérer le polynéme de Bernstein de la classe (f) o de
f modulo un idéal premier 2 C k[y], vue dans Frac(k[y]/2)[z] (ce que, dans [Bah03b],
nous avons appelé polynéme de Bernstein générique de f sur V(2) C Spec(kly])) et
I'on montre alors que d’une part il satisfait une équation fonctionnelle “générique”
([Bah03b]) et d’autre part c’est le polyndéme de Bernstein de la fibre générique sur
V(£2) (voir les trois références ci-dessus).

Maintenant si f est un germe de fonction analytique dans C{z,y}, nous pouvons
faire une construction similaire: voir f dans %[[z]] avec € = C{y} et considérer le
polynéme de Bernstein formel de f vu dans Frac(%)[[z]] (dont lexistence est assurée
par [Bjo73]). Plus généralement, étant donné 2 € Spec(%), on voit f dans €[[z]], on
considere sa classe modulo £ que l'on voit dans Frac(%/2)[[x]] et enfin on prend son
polynome de Bernstein formel b. Avec ce polyndme b, a-t-on des résultats similaires a
ceux du cas global rappelés ci-dessus? Nous savons que les choses sont plus complexes
dans le cas local puisque par exemple, le polynome de Bernstein générique n’existe pas
toujours (Biosca [Bio96a], [Bio96b]). Le but du présent travail est de mieux comprendre
le role joué par b. Bien qu’il soit défini de maniere algébrique, nous montrons qu’il a
un role géométrique naturel et nous faisons le lien avec le travail de Briangon et al.
[BGM92].

NoOTE. Dans la suite, pour plus de généralité et aussi pour adhérer aux notations
généralement utilisées, nous travaillerons sur un polydisque compact Z7 = X x Y C
C™ x C™ (X pouvant étre nul). Si & désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur
C™™ alors on notera Oy les sections globales du faisceau ﬁ| 7 restreint a Z. L’anneau 0z
est noethérien (Frisch, [Fri67]). Cette noethérianité nous sera nécessaire pour terminer
la preuve du théoreme principal. Dans la suite, nous n’aurons pas besoin de réduire le
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diametre des polydisques sauf celui de Y dans la démonstration du corollaire 2 et de la
remarque 1(c) (nous n’en ferons pas mention explicite).

REMERCIEMENTS. Je remercie Michel Granger qui, en fevrier 2004, m’a aidé a trou-
ver une erreur dans une version préliminaire ainsi que pour des discussions éclairantes.
Ce travail est effectué dans le cadre d’une bourse post-doctorale FY2003 de la JSPS.

1. Enoncé des résultats principaux.

Soient X C C™ et Y C C™ des polydisques compactes centrés en 0, Z = X X Y et
f une fonction analytique sur Z telle que 'hypersurface W = f~1(0) C Z contienne 0.
Pour y € Y, W, est 'hypersurface de X définie par f, : z — f(x,y).

D7)y désigne 'anneau des opérateurs différentiels relatifs. C’est le sous anneau
de 27 constitué d’opérateurs sans dérivation par rapport aux y;. Suivant [BMO02],
introduisons C(s, 9;) 'algebre C[s, d;] modulo la relation d;s = s9; — Oy et Dz (s,0) =
Pz @ C(s,0;). Sit désigne une nouvelle variable alors l'identification s = —9;t fournit
les inclusions d’anneaux: Zz[s] C Zz(s,0:) C Pzxc-. Cette identification provient du
fait que le module libre &z[1/f, s]- f* est un Pz« c-module et que 'action de s coincide
avec celle de —d:t (voir Malgrange [Mal74]).

Soit € = Oy ('anneau des parameétres) et 2 € Spec(%). On voit f dans €[[z]] et
on note [f]2 € (¢/2)[[]] la série obtenue en prenant la classe modulo 2 des coefficients
de f. Enfin, on note (f)o la série précédente vue dans Frac(¢/2)[[z]].

THEOREME 1.  Soit b(s) € Frac(€¢/2)[s] le polynome de Bernstein (formel) de
(f) 2 alors:

(i): b(s) est a racines rationnelles.
(ii): b(s) est le polyndme unitaire de plus bas degré dans Cs] tel qu’il existe h(x,y) €
Oy tel que
h(z,y) - b(s)f* € Dz/vls]- ffft+2. Dyy(s,0p) - f° 1)
avec h(0,y) € Oy \ 2.

(iil): Il existe h' € Oy ~ 2 tel que pour tout y € V(2) NV (R'), b(s) est le polynéme de
Bernstein local (en x = 0) de f,.

REMARQUE 1.

(a) Le polynome de Bernstein b, d’'un g € k[[z]] (k étant un corps de caractéristique
nulle) est non nul (Bjork [Bj673]) ainsi notre polynoéme b(s) est non nul. Par
contre le fait que b, soit a racines rationnelles est & notre connaissance une question
ouverte donc le point (i) du théoréme nécessite une démonstration.

(b) Dans (ii), la spécialisation en yo € V(2) \ V(h(0,y)) fait de b(s) un polynéme de
Bernstein de f,,. D’apres (iii), c’est en fait le polynéme de Bernstein de f, si de
plus A/ (yo) # 0.

(c) La relation (1) est en général fausse si 'on remplace 2,y (s, 0;) par 2,y [s] (voir
la démonstration en section 2).
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(d) Supposons 2 = (0). Le point (ii) établit le fait que le polynéme b(s) (polyndéme
de Bernstein formel de f vue dans Frac(&fy)[[z]]) est solution de I’équation (1)
(et c’est en fait dans C[s] le générateur de 1'idéal des solutions). Dans [Bio96b,
Section 2.7], H. Biosca se pose le probléme inverse. Elle se donne I’équation (1)
et en cherche une solution (en fait elle travaille avec plusieurs fonctions f;) et
elle montre qu’un itéré d’un polynéme de Bernstein absolu local en (z,y) = 0 est
une solution. En conséquence de (ii), nous obtenons: il existe N € N tel que le
polynome b(s) divise by(s)---bp(s+ N) ce qui au passage implique le point (i) de
notre théoreme (grace a [Kas76]). Ici by est le polynéme de Bernstein (absolu) de
f.

(e) D’un point de vue géométrique, b(s) n’est intéressant que si f n’est pas générique-
ment lisse sur V' (2) sinon d’apres (iii): b(s) = s + 1 si f,(0) = 0 pour y générique
dans V(2) et b(s) = 1 sinon.

Si f est polynomiale, nous pouvons préciser le point (ii) du théoréme précédent.
De fagon plus générale, soit ¥ un anneau commutatif, inteégre, unitaire et contenant
les nombres rationnels et soit f € €[x] (c’est le cadre de [Bah03b]). Notons A, (%)
l'algébre de Weyl au dessus de € et posons A, (%)(s,0) = An(¥) ®q Q(s,d;). Pour
2 € Spec(€), considérons (f)o qui est donc dans Frac(€/2)[x]. Puisque Frac(%/2)
est de caractéristique nulle (car @ est inclus dans &), b(s) le polynéme de Bernstein
formel de (f)o est & racines rationnelles (voir [Bri], voir aussi [Bah03b]).

PROPOSITION 1.  Le polynéme b(s) est le polynéme unitaire de plus bas degré dans
C|s] tel que

{h(ﬁc) b(s)f* € An(@)[s] - [T+ 2 An(€)(s,00) - f* @)

avec h(z) € €[z] et h(0) € €\ 2.

REMARQUE 2. Notons by (s) le polynéme de Bernstein global de (f) o alors c’est
le polynéme unitaire de plus bas degré dans C|s| réalisant

{h “bgion(8)f* € Ap(€)[s] - ST+ 2 A, (€)(s,0) - f* 3)

avec h € € \ 2.
Autrement dit, c’est le polynéme de Bernstein générique global de f sur V(2) ce qui
compléte [Bah03b].

Revenons a la situation de départ : f € Oxxy. Comme conséquence du théoreme
1, nous obtenons le résultat de constructibilité suivant:

COROLLAIRE 1.  La partition de Y définie par le polynome de Bernstein de f, est
constructible.

Voici le dernier des principaux résultats que nous démontrerons.

COROLLAIRE 2. Supposons que génériquement sur V(2), le lieu singulier relatif
de [ se projette sur O par la projection canonique Z — X. Alors le polynome b(s) du
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théoréme 1 est le polynome unitaire de plus bas degré dans C|[s] pour lequel il existe
H e Oy \ 2 tel que:

H(y) -b(s)f* € Dyyyls]- 5T+ 2 Dyyy(s,00) - f°. (4)

Si 2 = (0), cela nous dit que b(s) est le polynéme de Bernstein générique de f au
sens de Briangon et al. [BGM92]. Remarquons cependant que dans ce corollaire, on ne
suppose rien sur fo. On est donc en dehors du cadre étudié dans loc. cit.

Pour finir, décrivons la structure de l'article. Dans un premier temps (section 2),
nous démontrons la proposition 1 et la remarque 2. Nous démontrons aussi les corollaires
1 et 2 et Passertion (c) de la remarque 1 supposant aquis le théoréeme 1. Le reste du
papier est consacré a le démontrer. Nous rappelons (section 3) ce qui nous sera nécessaire
concernant les bases standard génériques [Bah04], puis nous donnons (section 4) un
algorithme (infini) de calcul du polynéme de Bernstein formel pour f € k[[z]] (il s’agit
d’une généralisation d’un algorithme de T. Oaku [Oak97b]). En section 5, nous débutons
la preuve du Théoreme 1 qui consiste a suivre l'algorithme pas a pas. Une premiere
étape consiste en ’élimination de variables globales que sont 0; et les 0,,, la seconde,
plus technique, est une “élimination” des variables locales x;. A la fin de la premicre
étape nous serons en mesure de démontrer (i) puis (iii). La derniére section est consacrée
a la preuve de (ii); cela passe par 1’établissement d’une relation fonctionnelle générique
formelle puis un “passage du formel & l'analytique” inspiré de [BM90].

2. Premiéres démonstrations.

Ici nous démontrons des résultats dont la preuve est indépendante du reste du papier:
la proposition 1, la remarque 2; et supposant acquis le théoreme 1, les deux corollaires
ainsi que le (¢) de la remarque 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.  Si ¢(s) € C[s] satisfait (2) alors il est
un polynéme de Bernstein local de (f)o et est donc multiple de b(s) donc il suffit de
montrer que b(s) satisfait (2). Il est bien connu que le polynéme de Bernstein formel d’un
polynome g € k[z] est le plus petit polynome unitaire tel que g(z)b(s)g® € A, (k)[s]g*T*
avec q(z) € klz] et ¢(0) # 0 (voir par exemple [BM90]). Appliquons ceci & (f)o €
F(2)[z]. En conséquence, il existe ¢ € €\ 2, ¢’ € €[z] avec q(0) ¢ L et P € A, (F)[s]
tels que: (c-¢'(z) - b(s) — Pf)a - ((f)2)* = 0.

Posons U = ¢ ¢'(z) - b(s) — Pf € A,(€)[s] et notons I’ I'idéal de A, (€)(s,0)
engendré par s + f(z)0; et O, + gTiat pour ¢ = 1,...,n. Son spécialisé (I')e C
A, (F(2))(s,0;) est Pannulateur de (f)%, (voir [BMO2]). Ainsi (U)o € (I') 2. Ecrivons
(U)o =3 uj-(m;)a avec m; € I'. Dans cette écriture, on releve les u;, on chasse les

J
dénominateurs et on obtient 'existence de ¢’ € € \ 2 tel que

cd - q'(x) - b(s) € Ap(€)[s|f + 1 + An(2)(s, ).

En appliquant cet opérateur a f°, nous obtenons la relation voulue ce qui démontre la
proposition. O
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Pour la remarque 2, les arguments sont tout a fait similaires. Nous laissons les
détails au lecteur. Maintenant supposons acquis le théoreme 1 et commengons par une.

ESQUISSE DE PREUVE DU COROLLAIRE 1.  On montre que pour tout fermé de
Zariski V de Y, on a une stratification V' = UW en espaces localement fermés telle
que sur chaque strate le polynéme de Bernstein de f, est constant. Cela se fait par
récurrence sur la dimension de V (le résultat étant trivial si dimV = 0). On écrit
V =V(21)U---UV(Z,) comme réunion de ses composantes irréductibles et on ap-
plique le (iii) du Théoréme 1 & chacun des idéaux premiers 2;, on note h; le b’ obtenu.
On a alors V.= V1 UV, ot Vi = U(V(Z;) ~ V(h;)) et sur chaque strate de V; le
polynome de Bernstein est constant. On applique ’hypotheése de récurrence a Vo =
U(V(LZ;) NV (h;)) qui est de dimension strictement inférieure a dim V. O

Maintenant, démontrons le corollaire 2.

DEMONSTRATION.  Cette preuve s’inspire de celle de [BGM92, Proposition 1.4].
Pour démontrer le corollaire, il suffit de montrer que b(s) satisfait (4). Notons J 'idéal
de Oz engendré par f et les 5%. Par hypothese, il existe hg € Oy \ 2 tel que pour tout
Yo € V(2) N\ V(ho), V(J)y,) = {0} C X. Par conséquent, V(J + Oz - 2)\V(0z - hg) C
{0} x V(£2). Autrement dit

V(VJ+ 0z 2:ho) C {0} xV(2).

Ainsi le lieu des zéros de (v/J + Oz - 2 : hy) et de h (celui de (ii) dans le Théoreme 1)
est inclus dans le lieu des zéros de h(0,%). Ainsi, pour [ € N assez grand, hy := h(0,y)!
est dans idéal (v/J + Oz -2 : hy) + Oz - h. On constate alors que pour un certain
k€ N, H := (hoh1)* appartient & I'idéal J + Oz -2+ Oz - h. Notons que H € Oz~ 2.
Maintenant, puisque f,(0) = 0 pour y générique dans V(2) alors b(s) est multiple de

(s 4 1). Ainsi, si I'on note b(s) = (s + 1)b(s), on a pour tout i,

8f s _ T 0 s
8xif = b(s)aj'f +

b(s)

K2

De cette équation et de la relation (1), on obtient la relation désirée (4). O
Pour finir, démontrons l'assertion (c¢) de la remarque 1.

DEMONSTRATION.  Soit f une fonction analytique de n + 1 variables complexes
Z1y...,2Tn,y. Supposons que 'hypothése du corollaire 2 soit vérifiée pour 2 = (0). De
plus supposons que le nombre de Milnor de fq soit différent de celui de f,, pour yo # 0
proche de 0. Par exemple, on peut prendre f = 2% + yx3 + 3. Sur cet exemple, on a
V(f of ﬂ) = {(0,0)} x C. Appliquons le corollaire 2 & 2 = (0):

’ Oxq? Oxa

H(y) - b(s)f* € Dgyv[s]- fH (*)

Quitte & multiplier cette relation par une unité de &y o on peut supposer que H(y) = yv
pour un certain entier N. Maintenant appliquons l'assertion (ii) du théoréeme 1 & 2 = (y).
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Notons by(s) le polyndéme de Bernstein en question et (par ’absurde) supposons fausse
lassertion (c) de la remarque 1, on obtient donc:

h(z,y) - bo(s)f° € Duyyls)- [*T 4y Dyyyvls] - f° (%)

avec h(0,y) ne s’annulant pas en 0. Cette derniére condition nous dit que h est inversible,
on peut donc le supposer égal & 1. En itérant (xx) on obtient by(s)™ f* € 27,y [s]- f*T +

- Dz/v[s] - f°. En multipliant cette derniere relation par b(s) et en utilisant (x), on
obtlent b(s)bo(s)Nf5 € Dzvls] - f57 ie. il existe un polynome de Bernstein relatif
non nul. Or f est une déformation & un parametre de f(x,0) & nombre de Milnor non
constant ce qui contredit [BLM91, Théoréme 4]. O

3. Bases standard paramétriques.

3.1. Bases standard génériques.

Pour que le papier soit le plus autonome possible, nous avons décidé de donner les
rappels nécessaires concernant les bases standard. Cependant, afin de garder une taille
raisonable a ce papier, nous n’entrerons pas dans tous les détails. Le lecteur sera renvoyé
a (Castro-Jiménez, Granger [CGO04]). Nous donnons ensuite les résultats nécessaires sur
les bases standard génériques (voir [Bah04] pour un traitement plus complet). Enfin
dans le paragraphe suivant, nous appliquons ces dernieres a 1’élimination générique de
variables globales.

Dans la suite, nous aurons besoin de travailler dans plusieurs types de k[[z]]-algebres
non commutatives (k étant un corps de caractéristique 0). Dans cette section, nous
donnons une construction qui couvre tous les cas rencontrés plus loin. Ce qui suit peut
étre vu comme une version locale proche de [BMO02].

Soit = (21,...,2,) et 2 = (21,...,%,) deux systémes de variables. Soit #Z =
Z(k) = k[[z]](z) la k[[z]]-algebre engendrée par les z; avec les relations de commutation
suivantes:

(i) [zi, a(x)] € K[[z]] pour a(z) € K[[z]],
(i) [2i,25] € klla]] + D Kllz]]
k=1

La notation k[[z][(z) rappelle que les variables z; ne sont pas commutatives en

général. Les cas que nous rencontrerons dans la suite sont: %, (k)(s,0;) = Dn(k) O
k(s,0:) o Jn(k) est Panneau des opérateurs différentiels & coefficients dans kl[[z]],
Dn(k)]s], [[ 11[s], k[s]. Tous ces cas sont couverts par la construction ci-dessus.

REMARQUE 3.1. Avec cette définition de £, on n’a pas nécessairement unicité
de Vécriture & gauche. Par exemple, si Z = k(z1,292,23) (n = 0,q = 3), [21,22] =
21, [21,23] = 22 et [z9,23] = 21 alors 232129 aura (au moins) deux écritures possibles:
212923 — z% — z% et z12023 — z% — zg — 2z9. On obtient la premiére en faisant commuter
(dans le terme de degré 3) deux z; suivant les transpositions d’indices: (3,1) et (3,2).
Pour la seconde, on utilise (1,2) suivie de (3,2), (3,1) et (2,1).

Dans la suite, nous imposons donc ’hypothése supplémentaire d’unicité de I’écriture
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a gauche (cette unicité, bien entendu, a lieu dans tous les anneaux énumérés ci-dessus).

Pour commencer, nous devons énoncer un théoréme de division dans Z.

Pour P € % s’écrivant (de maniere unique) P = 3" cop1°2”, (o, ) € N", ¢, €
k, on définit son diagramme de Newton .4 (P) C N comme ’ensemble des (o, 3) tels
que ¢ est non nul.

Soit < un ordre (total et compatible avec ’addition) sur les (o, 3) € N™T4 défini
comme suit: on se donne une forme linéaire L(3) = ), 1;3;, tels que les I; soient positifs
ou nuls et on définit <=<:

L(B) < L(B)
ou égalité et |8 < |3']
ou égalités et |a| > ||

ou égalités et (o, 3) >¢ (¢, ).

Ici < est un ordre total, bon et compatible avec I’addition dans N™t4.

Pour P € % non nul, on note exp_(P) le maximum de .4 (P) pour <. Clest
son exposant privilégié. On note aussi son terme et coefficient privilégié: tp_(P) =
(‘T’Z)exp<(P)v Cp<(P) = Cexp_(P)- B

Soient Pj,...,P. € #Z. On définit une partition N**¢ = A; U--- UA,UA
associée aux exp_(P;) comme suit: A; = exp_(P) + N"T%, puis pour j > 2, A; =
(exp_(Pj) + N™ 1) Ui;;Ak'

THEOREME 3.2 (Théoréme de division). Pour P € %, il ewiste un unique
(Q1y...,Qp, R) € Z™HL tel que

- P:ZijPj+R7
— pour tout j, Q; =0 ou bien A (Q;) + exp_(P;) C 4;,
~ R =0 ou bien A (R) C A.

IDEE DE LA PREUVE. L’unicité est facile, occupons nous de 'existence. Pour cela,
nous allons nous ramener aux résultats de [CGO04].

LEMME 3.3. Il existe une forme linéaire L' d coefficients strictement positifs agis-
sant sur les (3 tel que pour j =1,...,r, exp_, (P;) = exp<L,(Pj).

La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle de [ACGO1, Proposition 8§].
Remarquons que la division ne dépend que des exp_(P;), ainsi grace & ce lemme nous
pouvons supposer que L est a coefficients strictement positifs. La forme L donne lieu &
une filtration sur #Z dont le gradué est isomorphe a k[[z]][&1,. .., &,]. Iciles & sont des
variables commutatives correspondant aux z;. En considérant les symboles principaux
de P et des P; par rapport a L, on se ramene & une division dans cet anneau. Ainsi, la
preuve se fait exactement comme celle de [CGO04, Théoreme 2.4.1]. O

Voici quelques définitions et résultats utiles pour la suite (voir [CGO04] pour les
démonstrations).

1. Dans le théoreme précédent, on a:
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exp, (P) = max{exp<L(Qij),j =1,... ,r;exp<L(R)}.

On définit ord”(P) comme étant le maximum des L(3) pour (a, 3) € A4 (P). En
conséquence,

ord”(P) = max {ordL(Qij),j =1,... 77";01"dL(R)}.

2. Pour un idéal J C #, on définit Exp_(J) comme I’ensemble des exp_(P) pour
P € J non nul. Cet ensemble est stable par addition dans N1, ainsi il existe
Pi,..., P, dans J tels que Exp_(J) = U;(exp4(P;) + N""9). Un tel ensemble est
appelé base standard de J (pour <).

3. Soient Py,...,P. € J. Les assertions suivantes sont équivalentes.

— Py,..., P, forment une <-base standard de J.

—Pour Pe #Z: PecJ <= lereste R de la division de P par les P; est nul.

4. S-opérateurs et critere de Buchberger ([Buc70] dans le cas polynomial).

— Soient P, P’ € #. Notons e = exp_(P) et ¢/ = exp_(P’). Soit p = max(e, )
que 'on définit en posant u; = max(e;,e}) pour chaque i = 1,...,n 4+ ¢. On
définit alors le S-opérateur de P et P’ : S(P,P') = cp_(P")mP—cp_(P)m'P’
ottm = (z,2)" ¢ et m' = (z,2)" ¢

— Soit ¢ un systeme de générateurs de J C Z, alors 4 est une base standard
de J si pour tout P, P’ € ¥, le reste de la division de S(P, P') par ¢ est nul
[CGO04, Proposition 2.5.1].

Maintenant introduisons les bases standard génériques. Soit % un anneau integre
commutatif unitaire et contenant comme sous-anneau le corps des nombres rationnels.
En ce qui nous concerne, il faut penser & € = Oy, cependant € peut étre égal & d’autres
anneaux, tel que k[y]. Soit .# = Frac(%) son corps des fractions. On note Spec(¥) et
Specm(%) son spectre et son spectre maximal, respectivement. Dans la suite, lorsque
% = Oy, nous identifierons Specm(%) et Y. Pour tout & € Spec(¥), .Z () désigne le
corps des fractions de €/ Z2; c’est un corps de caractéristique 0 (ceci grace a ’hypothese
Q C ¥). Pour tout idéal #, V(&) = {& € Spec(¥)|.F C P} désigne le fermé de
Zariski défini par .#. On notera V,,(.#) sa restriction & Specm(%).

Soit & € Spec(€) et ¢ € €. On note [c] » sa classe dans €/ L et (¢)» = [C]T@ cette
classe vue dans le corps % (). On appelle () » la spécialisation en 2.

Dans ce qui suit, afin de rendre l'exposition plus rigoureuse, nous invoquons le
language des catégories mais vue la simplicité de notre situation, nous aurions pu l’éviter.
Considérons la catégorie dont un objet est A[[x]] olt A est un anneau et les fleches sont
des applications (ensemblistes).

On se donne une fleche ¢ de 'objet €[[z]] vers lui-méme et pour tout & € Spec(%),
¢ une fleche de F(Z)[[z]] vers lui méme. Nous dirons que ¢ est adaptée aux ¢4 si
pour tout a(z) € Flal], ($(a(x)) s = b ((a(2)) ).

Maintenant, pour tout &, on se donne Z(%#(2)) = F(2)[[z]]{z). Pour chaque
i=1,...,q, on définit la fleche ¢; » de Z (Z?)[[x]] vers lui-méme en posant ¢; z(c(x)) =
[z, c(x)]. On définit alors Z(%) comme la %-algebre engendrée par €[[z]] et z1,. .., 24
avec les relations de commutation suivantes:



604 R. BAHLOUL
(i) [z, a(x)] = ¢i(a(x)) pour a(x) € €[[x],

q
(11) [Zi7 Zj] = U4y + Zvijkzk.
k=1

Ici on a fixé les u;; et v;;p comme étant des entiers dans Z (pour simplifier) et ¢; est
une fleche adaptée aux ¢; ». De plus on suppose que les commutateurs [z;, z;] soient les
mémes dans Z (%) et dans les Z(.% (£?)). Dans la suite, les choses seront simples et ’on
aura ¢; = Bixi lorsque z; sera une dérivation partielle et ¢; = 0 dans les autres situations.

Une fois cette définition faite, on étend de fagon naturelle les opérations de
spécialisation aux éléments de Z(%), ainsi qu’a ceux de Z(%), dont le dénominateur
des coefficients n’est pas dans &2.

Maintenant si J est un idéal de Z(€), on note (J)» l'idéal de Z(F(4?)) engendré
par les (P)g avec P € J.

Fixons un ordre <==<j, comme plus haut et fixons 2 € Spec(%). On note Z(2)
l'idéal de Z (%) dont les éléments ont leurs coefficients dans 2.

Soit P € Z(€)\Z%(2), qu’on écrit comme plus haut sauf qu'ici les cop sont dans .
On définit .4 ™°42(P) son diagramme de Newton modulo 2 comme 'ensemble des (o, 3)
tels que cop € € \ 2. En fait #™42(P) = A4 ((P)g). On définit exp°??(P) son
exposant privilégié modulo 2 comme le maximum (pour <) de 442 (P). On définit
aussi son terme et son coefficient privilégié modulo 2: tp2°d2(P) = (z, 2)>P%" 7 (P)
Cpfodg(P) = Cexpmed2(p)-

Soit J un idéal de Z(€). Soit Exp™°??(J) 'ensemble des exp™°d?(P) pour P €
J N Z(2). 1 est facile de voir que cet ensemble est stable par addition. Ainsi, par le
lemme de Dickson, la définition suivante n’est pas vide.

DEFINITION 3.4.  On définit une base standard générique de J sur V(2) (pour
<) comme un sous ensemble fini 4 = {P,...,P.} de J tel que Expm°I2(J) =
U, (expi2ed<(Py) + N™*9).

Dans [BahO04], nous avons donné une définition plus générale. Cependant pour
I'usage qu’on en fera ici, la définition ci-dessus est suffisante.

Notons (2) I'idéal de Z(.%) constitué d’éléments dont le numérateur des coeflicients
est dans 2.

ProposITION 3.5 (Division modulo 2, [Bah04, Proposition 2.1.2]). Soient
Py,...,P. € Z(€) et soit Ay U---U A, UA la partition de N"* associée auz
exp°d?(P;). Pour P € #(%), il existe Q1,...,Qr,R € Z(F) et T € (2) tels que
P:ZijPj+R+T et

- H(Q)) + expi?(P)) C Aj 5i Q; # 0,

- AN (R)CAsiR#D0,

— le dénominateur des coefficients de R, T et des Q; sont des puissances de

h =11, cpod?(P;). Autrement dit, la division a lieu dans Z(€[h~1]) (i.e. les
coefficients sont dans le localisé de € par rapport a h).

De plus (Q1,...,Qr, R) est unique modulo (2). On appelle R le reste modulo 2.
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DEMONSTRATION.  La preuve consiste & poser P; = P; — P} avec P? € (2) et
exp_ (P}) = exp°d?(P;) et a effectuer la division de P par les P} dans Z(.%). Voir les

détails dans [Bah04, Proposition 2.1.2]. O

COROLLAIRE 3.6.  Soit P € Z(%) tel que (P)g € (J)a et soit 4 une <-base
standard générique de J sur V(2) alors le reste modulo 2 de la division modulo 2 de
P par 4 est nul.

DEMONSTRATION.  Ecrivons P = >.;Q;Pj + R+ T comme dans la proposition.
Remarquons que exp™°d?(P;) = exp_((P;)2) donc la partition de N9 dans la propo-
sition est égale a celle associée aux exp_((P;)e). Spécialisons I’égalité précédente en
2 (c’est possible puisque h ¢ 2). On obtient (P)e = 3 ;(Q;)2(Pj)2 + (R)e avec
N (Qj)2) +exp_((Pj)2) C Aj et A ((R)2) C A. Ainsi I'égalité précédente est le
résultat de la division de (P)g par (¢)g, or (P)g € (J)2 donc par le rappel (3.) page
603, (R)o =0 ie. R € (2). O

THEOREME 3.7 ([Bah04, Théoreme 2.1.6]). Soit 4 = {Pi,..., P.} une base stan-
dard générique de J sur V(2) et soit h =[], cpod? (P;). Pour tout 2 € V(2)\V(h),
(9) o est une base standard de (J) .

Remarquons que exp_ ((Pj)») = exp™°d?(P;) par définition de h, par conséquent

Exp_((J) ) est génériquement constant et égal a Exp™°?(.J). Remarquons aussi que

V(£2) N\ V(h) n’est pas vide puisque h ¢ 2.

DEMONSTRATION.  Nous allons utiliser le critére de Buchberger (rappel (4.)
page 603). Pour P € J, effectuons sa division modulo £ par ¢4: P = Zj Q;P;+R+T,
le reste modulo 2 est nul par le corollaire 3.6. Comme dans la preuve de ce corollaire,
nous spécialisons cette division en & € V(£2) \ V(h) (ce qui est possible car h ¢ &).
Ce que nous obtenons est la division de (P)g par (¢), division dont le reste est nul
puisque 2 C £. En conséquence (4) 4 engendre (J) 5.

Maintenant soient P, P’ dans ¢ et S = cp°d?(P")ymP — cp°d?(P)m/ P’ ol I'on
a posé m = (zx, z)’“""p’:om(P), m' = (x, z)“’CXPYEOdQ(P/) et u = max(expm°d?(P),
exp©d2(P")). On constate que pour tout 2 € V(2)\V(h), (S)» = S(P)», (P')»).
Par les mémes arguments que ci-dessus, on montre que la division de (S) % par (¢) % a
un reste nul. On conclut a I'aide du critéere de Buchberger. (]

3.2. Elimination générique de variables globales.

Ce que nous appelons variables globales sont les z;. Par opposition les z; sont dites
variables locales. Dans ce paragraphe, nous montrons comment éliminer génériquement
les variables z,11,..., 24 avec p < q.

Enon(;ons d’abord le résultat dans le cas non paramétrique. Soit J un idéal dans
% (k). Soit L la forme définie par L(3) = ZZH B;. Grossierement on met un poids
strictement positif (ici 1) sur les variables & éliminer et un poids nul sur les autres.
Notons <==r, ordre défini par L et soit <’ sa restriction aux (a, 3’) € N™P. Notons
que cet ordre est un ordre sur N™T7 associé a la forme linéaire L'(B1,...,0,) = D1 Bi
donc le théoreme de division dans k[[z]](z"), 2’ = (#1,..., 2p), s’applique.
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PROPOSITION 3.8.  Soit ¢ une <-base standard de J alors 9’ = 4 N k[[z]](z') est
une <'-base standard de J N k[[z]](z’).

On dit d’un tel ordre < que c’est un ordre qui élimine les variables zp41,..., 2.

DEMONSTRATION.  Les arguments sont standard et similaires a ceux de [CGO04,
1.7]. Soit P € J N k[[z]|(z'). Divisons P par ¢ par rapport a l'ordre <: P =3, Q;F;.
Par hypothese sur P, ordL(P) = 0 donc (voir rappel (1.) page 602-603) pour tout j
tel que @; # 0, ordL(Qj) = 0 et pour un tel j, ordL(Pj) = 0ie @, et P; sont dans
k[[z]](z). On constate alors que la division précédente est la division de P par ¢’ par
rapport & <’, division pour laquelle le reste est nul. On achéve la preuve en utilisant le
rappel (3.) page 603. O

Maintenant soit J dans Z(%) et 4 une <-base standard générique de J sur V(2).

PROPOSITION 3.9.  Soit 9’ C 4 l'ensemble des P; tels que tp°i2(P;) est dans
C[z]](z"). Alors G’ est une <'-base standard générique de J' = (J + Z(L2)) (€ |[[x]]{z")
sur V(2).

DEMONSTRATION. Par définition d’une base standard générique, il suffit de montrer
que pour tout P € J', exp_,((P)2) appartient & exp_,((P;)2) + N™*? pour un certain
P; €9’ Pouruntel P,ona (P)g € (J)2NF(2)[[x]](z"). Maintenant il est facile de voir
que (9') g est égal & (9) 2 N.F(2)[[x]](z"). Or par définition de ¥ est par la proposition
précédente, ce dernier ensemble est une <’-base standard de (J) o N.Z(2)[[z]]{z’) ce qui
acheve notre démonstration. O

COROLLAIRE 3.10.  Soit h le produit des cp™°?(P;) avec P; € 4 alors pour tout
ZeV(2)\V(h),

(Do NF( )R = (1 +2(2) F[2))

et ces idéaux sont engendrés par (9') o = (9) o N F(2)[[z])(z)).

DEMONSTRATION. (’est une application directe du théoréme 3.7 et des deux propo-
sitions précédentes. O

4. Construction algorithmique du polynéme de Bernstein formel.

Etant donnée une série formelle f = f(z) € k[[z]] & n variables et & coefficients dans
un corps k de caractéristique 0, J. E. Bjork ([Bjo73], voir aussi [Bj679]) a démontré que
le polynéme de Bernstein by associé est non nul. De plus si au départ f € C{z} alors
d’apres J. Briangon et Ph. Maisonobe [BM90], son polynéme de Bernstein analytique est
égal a son polynome de Bernstein formel. Enfin toujours dans ce méme cas, M. Kashiwara
[Kas76] a démontré que les racines de by sont rationnelles négatives. La rationalité de
by pour f € k[[z]] est, & notre connaissance, une question ouverte.

T. Oaku [0Oak97b] a donné un algorithme de calcul du polynéme de Bernstein
formel pour f € k[z]. Cet algorithme se compose d’une premiere partie ol 'on élimine
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des variables globales et d’une seconde ou l'on “élimine” les variables locales x;. Ici nous
proposons une variante de la premiére partie (variante inspirée de [BMO02]) et montrons
que la seconde partie fonctionne pour f € k[[x]].

Soit f € k[[z]]. Le module libre . = k[[z]][1/f,s] - f* a une structure naturelle
de 9, (k)[s]-module. Suivant B. Malgrange [Mal74], on en fait un %, (k)-module (ot
I'on batise ¢ la nouvelle variable): si g(s) € k[[z]][1/f,s], on pose t-g(s)f* = g(s+1)f f*
et 9y - g(s)f* = —sg(s — 1)f~1f%. On constate alors que s agit sur .# comme —jt.
Cette identification permet de faire de £ un %, (k)(s,d;)-module (cette approche est
dte a Briangon et Maisonobe [BMO02] dans le cas algébrique). Considérons les idéaux
suivants.

0: I(f) = Dulk)(s,00) - (s + f(w 6t+29 (s, 00) - (@L*gf )

AFFIRMATION. Cet idéal est Iannulateur de f* dans %, (k)(s, ;).

1 1(f) = I(f) N GuR)s).
Ainsi, I (f) s’obtient & partir de I(f) en éliminant la variable (globale) 9.
AFFIRMATION. L’idéal I1(f) est Pannulateur de f* dans Z,(k)[s].

% D(f) = L(f) + Du(k)ls] - /.

3 J(f) = L2(f) N E[[]][s].

Ainsi, J(f) s’obtient en éliminant les variables (globales) 9,,.

B(f) = J(f) N kls]
= L(f) N k[s].

Ce dernier idéal s’obtient en “éliminant” les variables (locales) x; dans I'idéal J(f).
AFFIRMATION. L’idéal %(f) est I'idéal de Bernstein de f. Son générateur unitaire
qu’on note by est le polynéme de Bernstein de f.

DEMONSTRATION DES AFFIRMATIONS. Démontrons la premiere. Il est facile de
voir que I(f) est inclus dans lannulateur de f*. Montrons l'inclusion inverse. Soit
Pe @n(kxs, 0;) s'annulant sur f*. Modulo I(f), on peut supposer que P appartient &
K[[2]][8;]. Bcrivons P = > uy(x)07. Onaalors P- f* =5 w,(x)(—1)"s(s—1)---(s—
v+1)f77f* = 0. Cette égalité ayant lieu dans £, on en déduit que les u, (x) sont nuls ce
qui démontre la premiere affirmation. La seconde étant triviale, voyons la troisieme. Soit
¢(s) € k[s]. Cest un polynome de Bernstein de f si et seulement si il existe P € Z,,(k)[s]
tel que c(s)f* = P - f5*1 ou encore c(s) — Pf annule f*, ce qui d’apres la seconde
affirmation est équivalent & ¢(s) — Pf € I1(f) ou encore c(s) € I1(f) + Dn(k)[s]f. O

D’apres les résultats de la section précédente, nous savons calculer des générateurs
des idéaux I1(f), I2(f) et J(f), ceci en faisant un calcul de bases standard pour un ordre
bien choisi. Le probléme est maintenant le suivant: étant donné J C k[[z]][s], comment
calculer le générateur unitaire b de J N k[s]? Nous supposerons ce b non nul (ce qui est
le cas dans notre situation).

Dans ([Oak97b], Algorithme 4.5), T. Oaku a traité la question suivante: soit .J C
k[z][s], comment calculer (k[[z]][s] - J) N k[s] ?

Nous allons utiliser le méme algorithme en apportant une légere modification a la
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démonstration. Pour les besoins du probleme, nous aurons besoin de travailler avec la
cloture algébrique k de k. Cependant, nous verrons que si 'on sait & Pavance que b(s)
est a racines dans k alors k est inutile.

4.1. Elimination des variables z;: version formelle d’un algorithme de
Oaku.

(a): Soit by(s) le générateur unitaire de J(0,s) = {g(0, s)|g(z,s) € J} (qui forme un
idéal de Kk[s]).
Remarquons que J(0, s) est engendré par {g(0,s)|g € G} si G engendre J. Ainsi
bo(s) s’obtient via un calcul de pged ou bien un calcul de bases de Grébuer (ce que
nous utiliserons).
Remarque: b(s) est un multiple de bg(s) qui est donc non nul.

(8): Soit bo(s) = (5 — s1)*1 -+ (s — 8, )™ la factorisation de by(s) dans k[s].
Par la remarque précédente, b(s) s’écrit b(s) = p(s)(s — s1)"* -+ (s — sm)"™ avec
p(si) Z0etv; > p; pour i =1,...,m.

(7): Soit J = k[[z]][s] - J.

(8): Pouri=1,...,m,soit [; € N le plus petit entier [ tel qu'il existe h(z, s) € k[[z]][s]
avec h(z,s)(s —s;)t € J et h(0,s;) # 0.
En considérant b(s), on constate que de tels I et h(z, s) existent et que I; < v;. De
plus, en faisant (z,s) = (0, s;), on voit que I; > p;.
Enfin remarquons que pour un ! donné, un tel h(x,s) se trouve dans le quotient
J : (s —s;)!. Ainsi, on voit aisément que [ > [; si et seulement si n’importe quel
systeme de générateurs de J : (s — s;)! contient un élément qui ne s’annule pas en
(z,8) = (0, ;).

(6): On pose c(s) = (s — s1)1 -+ (5 — 8)"m.

PROPOSITION 4.2. b(s) est égal a c(s).

DEMONSTRATION.  Posons E = J : ¢(s); cet idéal contient J. Considérons le lieu
des zéros de E(0,s) C k[s] dans k. On a alors:

V(E(0,s)) C V(J(0,s)) =V (bo(s)) = {s1,---,Sm}

D’autre part, pour chaque i = 1,...,m, il existe h;(z,s) € k[[x]][s] tel que h;(z,s)(s —
s;)t € J et hi(0,s;) # 0. Ainsi, h;(z,s) appartient & E et ne s’annule pas en (z,s) =
(0, s;). En conséquence, V(E(0,s)) = .

Par le théoreme des zéros de Hilbert, 1 € E(0,s). Cela signifie qu’il existe e =
e(z,s) € E tel que e(0,s) = 1. Quitte & multiplier e(x, s) par une unité de k[[z]], on
peut supposer que e € 1+ 31" k[[z]][s] - (x;5).

Maintenant, notons d le degré de b(s) € J C J C E. Considérons le k[[z]]-module
M = k[[z]] @ --- @ k[[z]]s? et posons N = M N E.

Montrons que pour tout entier ¢, 1 appartient a miM + N, m étant I'idéal maximal
de k[[z]].

D’apres ce qui précede, il existe v € mk[[z]][s]s et e € E tel que 1 = v +e. En
élevant a la puissance g, on obtient:

1 € mik[[z]][s]s + E.
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Ecrivons: 1 = v15 + v2s2 + --- + uns? + € avec v; € mf et ¢ € E. Pour chaque
k=N,N—-1,....,d+1 (si N > d+ 1), on divise vys* par b(s) et on obtient vys* €
mis+---+misk~1 + E. A la fin de ces divisions, on a 1 € m9s +--- +m%s? + E. Ainsi
1 € m9M + N. Par le théoréme d’intersection de Krull, 1 € N C E, i.e. ¢(s) € J N k[s].

Remarque: le polyndme b(s) joue ici le role du polynéme g(z, s) de [0ak97b, Algo.
4.5]. Afin d’arriver & 1 € E, T. Oaku loc. cit. a utilisé le théoréme dit d’extension
[CLO92, Chapitre 3, §6].

Montrons que c¢(s) engendre J N k[s]. Soit ¢(s) € J N k[s]. Ecrivons t(s) = q(s)(s —
$1)% - (8= 8m) %™ avec q(s;) # 0. Par définition de I;, on a u; > I; ainsi ¢(s) est multiple
de ¢(s).

Pour finir, montrons que c(s) est dans J N k[s]. Notons 7 : k — k la projection
k®S — kou S est un supplémentaire de k. On I’étend & k[[z]][s]. Comme c(s) appartient
a J et que ce dernier est engendré par J, on peut écrire: c(s) = >, ¢;(z, 8)gi(z, s) ot les
q; sont dans k[[x]][s] et les g; dans J (donc dans k[[z]][s]). Appliquons 7 et remarquons
que puisque g; € k[[z]][s], on a m(g;9;) = 7(q;)g;- Nous obtenons que 7(c(s)) appartient
a J N k[s] donc & J N k[s] et par conséquent est multiple de c(s). Or, puisque c(s)
est unitaire, il a méme degré que 7(c(s)). Ainsi ¢(s) égale m(c(s)) et appartient bien &
J N kls].

Nous savions que ¢(s) divise b(s). Maintenant, nous savons que ¢(s) est multiple de
b(s) ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Dans la suite, lorsque nous utiliserons 1’algorithme précédent, nous serons dans une
situation ou 'on sait a ’avance que le polynéme de Bernstein est a racines rationnelles.
Cela nous permet de simplifier 'algorithme de la fagon suivante.

REMARQUE 4.3. Supposons que dans l'algorithme précédent, les racines de b(s)
soient dans k alors k est inutile, plus précisément:

— Dans étape (), la factorisation se fait dans k[s].

— L’étape () peut étre sautée.

— Enfin, dans I’étape (6), il suffit de considérer J : (s—s;)!, i.e. I; est le plus petit [ tel
que J : (s—s;)! contienne un h(z, s) € k[[z]][s] ne s’annulant pas en (z,s) = (0, s;).

5. Démonstration de (i) et (iii) du théoréme 1.

A partir d’ici, ¥ = Oy . Considérons les idéaux suivants:

n

I=9,(€)(s,0) - (s + flz Z (s,0,) - <axi + gjat)

1L = (I+?3n(=@)<s,8t>) In(E)]s].
2: Ig = Il + @A"(‘g)[s] . f
3 J = (I + n(2)ls) € ][5

Soit ¢ une base standard générique de I sur V(2) pour un ordre < qui élimine la
variable 0;. Soit hg € € ~ 2 le produit des cpm"d’z(P) pour P € % et soit ¥} le sous-
ensemble de ¥ constitué d’éléments dont le terme privilégié modulo 2 est indépendant
de 9;. De méme, % est une base standard générique de I sur V(£2) pour un ordre <o
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qui élimine les variables 0,,. On note hy € € \ 2 le produit des coefficients privilégiés

modulo 2 et on définit ¥ C % comme le sous-ensemble dont les éléments ont leur
mod 2

tpZy¢~ indépendant des O, .
LEMME 5.1.
(0) Pour tout & € Spec(€), (1) = I((f)»).
(1) Pour tout Z € V(2)\V(hy), (I1)» =L((f)2).
(2) Pour tout & € V(2)\V(ho), (I2) 2 = L((f) »)-
(3) Pour tout & € V(2) \ V(hoha), (J)» Ne)

Rappelons que les notations I((f)#), I1((f)=), etc, sont celles introduites dans la

construction algorithmique formelle donnée page 607 (ici on applique la construction &

(e € Z(2)[x]]).

DEMONSTRATION.  L’assertion (0) est triviale. L’assertion (1) découle directement
du corollaire 3.10 et de (0). L’assertion (2) est une conséquence directe de (1). La (3)
découle du corollaire 3.10 et de (2). O

Nous en sommes a la fin de I’étape 3. Pour poursuivre, nous avons besoin de quelques
résultats supplémentaires.

5.1. Résultats préparatoires et début de la fin.

Dans la suite, nous aurons besoins de calculer “génériquement” les quotients du type
J:uou J C k[[x]][s] et u € k[s]. Rappelons comment les calculer dans le cas absolu (i.e.
non paramétrique).

LEMME 5.2 ([CLO92, chapitre 4, §3 et §4]).  Soit { une nouvelle variable, alors

T 0 (kllz)[s] - u) = (K[[=]][s][¢] - ¢ - T + K[[a]][s][] - (1 =€) - w) N K[[x]][s]

et si G = {g1,...,9-} est un systéme de générateurs de J N k[[z]][s] - u alors G/u =
{g1/u,...,g./u} engendre J : u.

Ainsi, le calcul se résume en la simple élimination d’une variable globale.
Pour finir cette sous-section, voici un résultat indispensable pour continuer. C’est
lui qui nous permettra, via la remarque 4.3, de démontrer le point (i) du théoréme 1.

LEMME 5.3 (de rationalité). Soit p € Oy|[s] dont on note cp(p) € Oy le coefficient
du monome de plus haut de degré. Supposons qu’il existe un ouvert W de Zariski de
Vin(2) C Y tel que pour tout y € W, (p/cp(p))}y, (soit bien défini) et appartienne a
Q[s] alors il existe g € Q[s] unitaire tel que p — cp(p)g € 2]s].

DEMONSTRATION.  Ecrivons p = ZZN 1¢i(y)s' et ey = cp(p). Pour chaque i, con-
sidérons 'application D; : y € W — Z’ﬂ € C. Son image D;(W) est un constructible
de C (voir [Har92, Théoreme 3.16]), or par hypothese D;(W) C @ donc D;(W) est
une réunion finie de points rationnels. Par lirréductibilité de V,,,(2), D;(W) est un
singleton. Par conséquent, il existe ¢; € Q tel que ¢;(y) — gicn(y) € 2. Le polyndéme

q=>",qs" est le polynéme que l'on cherchait. U
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5.2. Les étapes (a) et (3).
Reprenons la démonstration du théoreme 1. Nous en étions a la fin de I'étape 3 ou
nous avions construit I'idéal J C €[[x]][s].

LEMME 5.4. Pour tout & € V(2) \ V(hoh2),

(J(0,8)) 2 = (J)2(0,8) = J((f)2)(0, 5).

La premiere égalité est triviale en utilisant les définitions et la deuxéme découle
directement de 1’étape 3.

Soit maintenant ¥ une base standard générique de J(0, s) sur V(2) relativement
a lordre usuel de N. Soit hg le produit des coefficients privilégié modulo 2 et soit
bo I'élément de ¥ dont l'exposant privilégié modulo 2 est le plus petit (ou dit plus
simplement, dont le degré en s modulo 2 est le plus petit).

LEMME 5.5.  Pour tout 2 € V(2) \ V(hohahs), (bo) 2 engendre (J(0, s))y

Ce lemme découle du corollaire 3.10. Afin de poursuivre dans de bonnes conditions,
nous avons besoin du

LEMME 5.6. Il existe by(s) unitaire et a racines rationnelles tel que

bo(s) — cp(bo(s)) - bo(s) € 2]s].

DEMONSTRATION.  Par l'algorithme 4.1, nous savons que pour tout yg € Y, le
polynéme de Bernstein de f(z,yo) (qui est & racines dans @) a les mémes racines que
le générateur de J(f(x,y0))(0,s). Ainsi d’aprés ce qui précede, pour tout yo dans un
ouvert de Zariski de V,(2), (b~0)|y0 est a racines dans Q. On peut donc appliquer
le lemme de rationalité 5.3 ce qui nous fournit by € Q[s] unitaire vérifiant la relation
bo(s) — cp(bo(s)) - bo(s) € 2[s]. En spécialisant encore dans un ouvert de V;,(2) on
montre que ce by est & son tour a racines rationnelles. O

Notons qu’a ce stade de la démonstration, nous savons que pour un & générique
dans V(2), les racines du polynéme de Bernstein de (f) 4 (qui sont celles de by(s)) sont
rationnelles et constantes. En particulier, le point (i) du théoréme 1 est acquis.

5.3. Fin du parcours: I’étape (9).
Pour le moment, nous savons que pour tout & € V(2)\ V(hohahs), les polynémes
suivant sont égaux:

— le polynéme by (& racines rationnelles) obtenu dans le lemme précédent,
— le polynéme qu’on note bo((f)%) et qui est celui qu'on obtient & 1’étape («) de
lalgorithme 4.1 appliqué & (f) .

Au passage, introduisons quelques autres notations. Soient s1,..., S, € Q les racines de
bp. Pour chaque 4, et chaque & comme au dessus, on note u;(Z?) et 1;(L?) les entiers
obtenus dans lalgorithme 4.1 appliqué & (f) z.

On sait déja que les p; () sont génériquement constants et tout ce qui nous reste
faire, c’est de montrer qu’en excluant une nouvelle hypersurface de V(2), les I;(Z?) sont
aussi constants.
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Fixons i € {1,...,m} et posons p; = u;(2) et l; = 1;(2). Maintenant, pour tout
entier [ avec p; <1 <;, considérons 'idéal J(i,1) dans €[[z]][s][¢]:

J(i,0) = €ll2))[s][¢] - ¢ - T + Cl2ll[s][¢] - (1 =€) - (s = sa)".

Pour tout p; <1 <;, soit 4(i,1) une base standard générique de J(i,1) sur V(2)
relativement & un ordre qui élimine la variable . Notons h} le produit des coefficients
privilégiés modulo 2 des éléments des ¥(i,1) pour | = u;,...,l;. Finalement soit ¢’ (i, 1)
les éléments dont le terme privilégié modulo 2 est indépendant de (.

En utilisant le lemme 5.2, on a: pour tout & € V(2) \ V(hohahshl), (9'(i,1)) »
engendre

(7(i.0) 2 N F(2)[[allls] = (¢ () + (1= (s = )') 0 F(P)[[al][s]
= (Do N (F(2)[[allls] - (s — 1))

Ainsi, pour les mémes &2, (gi(_zisl?))l@ engendre (J) % : (s — s;)\.

REMARQUE 5.7.  Soit P € ¢4/(i,1) alors le diagramme de Newton de (P) g est égal
A pmed2(p). Or ﬁ(P)Q est dans .# (2)[[z]][s] (i-e. n’a pas de pdle en s = s;) donc
il existe un unique couple (P!, P2) avec Pt € (€'~ 2)[[z]][s] - (s —s;)" et P2 € 2[[z]][s][¢]
tel que P = P! + P2. Ici, (¢ ~ 2)[[z]][s] est le sous-ensemble de €[[x]][s] dont les
éléments ont leur coefficients dans ¢ \ 2.

e Montrons que, pour & € V(2) \ V(hohahsh}), ;(£) > I; = ,(2).
Par I'absurde, soit I < I; pour lequel il existe un élément dans (J)z : (s — ;)"
qui ne s’annule pas en (z,s) = (0,s;). Cela signifie qu’il existe P dans ¥’(i,1) tel
que (ﬁ)@(o, s;) # 0 (voir les remarques & I’étape (0) de I'algorithme 4.1). Or
2 C & donc (ﬁ)g(o, s;) # 0. Cela contredit la propriété de minimalité de
1;,(2).

e Il nous reste & montrer I'inégalité réciproque. Pour cela, nous allons exclure une
derniere hypersurface.
Par définition de I; = [;(2), il existe P dans 4’(i,[;) tel que (FF;”)Q(O, 54) # 0.
Pour un tel P, notons

Pl
h/i/: ZF(O,Si)E%\Q.

(s —s;)k

Voir la remarque ci-dessus pour la définition de P!. Pour tout & € V(2) \
V (hohahghhl), (ﬁ)y(o,si) # 0, ce qui implique I;(2) < ;.

Bilan:

Si on note b’ le produit de hohahg, des b et des kY, alors pour tout & € V(2)\V(h'),
le polynéme de Bernstein (formel) de (f)g est constant. Le point (iii) du théoréme 1
en découle puisque le polynéme de Bernstein analytique de f, est égal & son homologue
formel [BM90].
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6. L’assertion (ii) du théoréme 1.

Si ¢(s) € C|s] satisfait (1) alors une spécialisation en un y générique de V,,,(2) nous
dit que c(s) est un multiple de b(s) (ceci grace & (iii)). Ainsi pour démontrer (ii), il suffit
de montrer que b(s) satisfait (1).

Soit ¢ une base standard générique de I> (cf. page 609) sur V(Z2) pour un ordre
< quelconque (on demande juste que le théoréme de division dans Z,(k)[s] par rapport
a cet ordre existe). Notons ¢ le produit des coefficients privilégiés modulo 2 de 4. Par
construction, on sait que b = (b) o appartient & (I2) 2. On peut donc effectuer la division
modulo 2 de b par ¢ dans %,(0y)[s], division dont le reste est nul modulo 2 par le
corollaire 3.6. Ainsi: b(s) € Z,,(Oy[c ' )[s] - I + Zn(2]c "])[s]. En appliquant b(s) &
f*, on obtient une équation fonctionnelle

b(s)f* = Po(s)f5 + Py(s,0,) f*

olt Py(s) appartient & 2, (Oy[c])[s] et Pi(s,d;) & Dn(2]c ) (s, 8,).

A partir de cette équation, nous allons faire un passage du formel & I’analytique en
nous inspirant de [BM90].

On considere Z,,(Oy [¢™])[s] /51! et 2,,(2]c™]) (s, ;) f* dans la somme directe suiv-
ante

P ov (e Mlzlle Oy =llL/ £, 515

1>0

otég=fet &= (s—1+1)-- s pourl>1.
L’action de Z,,(Oy[c™1])(s,d;) se résume & : pour u € Oy [c[[z]],

— O, ub = PG +upl b,
-0 -u§ = —uéj41,
- s-ué = lué + ufflJrl.

Maintenant, soit d le maximum des entiers degy(b(s)), degy  (FPo(s)) et
degp, 5.0,(P1(s,0:)). Au vu des trois identités ci-dessus, I'’équation du début a lieu dans
Bo<i<q Ovlc[[z])6i- Remarquons des & présent que:

b(s)f* € @ 078.

0<i<d

Ecrivons Py(s) = Y. Vo(B,k)0%s* avec Vo(B,k) € Oylc Y[[z]]. Pour chaque (8,k),
éerivons 92 s f5HL =" 1 d0(B,k,1)€. Remarquons que les ¢o(3, k,1) sont dans 0.

De méme, on écrit Py (s,0;) = > Vi(B, k,v)02s*0¢ avec V1 (B, k,v) dans 2[c™][[z]]
et pour chaque (3, k,v), 0s*0Y f* = Y oo<i<a @1(B, kv, 1)&. Les ¢1(8, k,v,1) sont aussi
dans 0. T

Maintenant, si on note Kg le nombre de Vj i, Vo € (Oy[c™][[z]])%° le vecteur formé
de ces derniers et @ la matrice Ky x d formée des ¢o(f, k,1) alors on peut représenter
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Py(s) 5+ sous la forme &g (Vp).

On définit de la méme maniere Ky, Vi € (2[c!][[z]])X" et &; (matrice de taille
K, x d) et on a: Py(s,0)f* s’identifie & &1(V7).

Notons que les matrices &g et P, sont a coeflicients dans &, C Oy [c‘l] ce qui nous
permet de définir les applications &z[c~!]-linéaires:

— B (021 = (041"

~ B (Ogc7-2)% = (057!
données respectivement par les matrices en question.

Enfin, notons W € (ﬁz)d le vecteur représentant b(s)f® dans la base &,...,&.
Remarquons qu’on peut voir W dans (0z[c1])%.

Maintenant, soit ¢ > 0 un entier quelconque. Considérons la troncature de V, a
lordre g, i.e. écrivons Vo = Vj + V§' ou Vj € (Oy[c1][x])K0 est de degré (en x) plus
petit que g, et V' est dans m? - (Oy[c~Y[[z]])%° on m désigne I'idéal de Oy [c™!][[x]]
engendré par les x;. Le point clé est que Vj est dans Oz[c™1].

Faisons de méme pour Vi = V{ + V" avec V{/ € (Z[c Y[z])Ko et V" € m? -
(Oy e Y[[z]])K°. On a que V] appartient & Oz[c71] - 2.

L’équation fonctionnelle de départ se traduit alors par les égalités
W=y - Vo+&1-V;
=@, -Vyg+ &, V| +&- V) +&,- V.
Or W et @) - V§ + @, - V{ sont dans (Oz[c™!])? donc &y - V' + &, - V{' appartient &

(Oz[c™1])? et sa valuation en x est au moins q.
Si on note m’ I'idéal de €z[c™!] engendré par les z;, on obtient

W € Im(®)) + Im (&) + (m)? - (O4[c))".
Rappelons que Z est un polydisque compact et donc que Oz[c™!] est noethérien.

Appliquons le théoreme d’intersection de Krull (voir [Eis95, page 150]). Il existe p € m/
tel que

(1+p)W € Im(P;) + Im(P)).
En remontant la construction, cette égalité se traduit par:
(L+p)b(s)f* € Ozlc™ U B)[s] - [ + (Oz[c™] - 2)(0u)(5,0%) - [°.

On multiplie alors par une puissance k assez grande de ¢ pour chasser les dénominateurs
et I'on pose h = c¢*(1 4 p), ce qui fournit la relation cherchée.
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