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Abstract. We give a symplectic description of the fiber space for each J-th Painlevé

system ðJ ¼ V; IV; III; IIÞ which was constructed by K. Okamoto. Hamiltonian function

in every chart is a polynomial of the canonical coordinates.

§0. Introduction.

This is the second part of the series of our papers. In the preceding paper ([11]), we

studied a Hamiltonian structure of the sixth Painlevé system ðHVIÞ equivalent to the

sixth Painlevé equation PVI. More precisely, we gave a description of the fiber space

EVI for the sixth Painlevé system constructed by K. Okamoto ([7 ]) so that each fiber

EVIðtÞ has a symplectic structure and proved that there exists no other Hamiltonian

system holomorphic on the whole space EVI than the sixth Painlevé system. In this

paper, we continue the study for other Painlevé systems, namely, we obtain a symplectic

description of the fiber space EJ for each J ¼ V, IV, III, II. The uniqueness of

holomorphic Hamiltonian systems on each EJ will be proved in the next part ([12]).

We have not yet completed the study for the first Painlevé system because it has some

di‰culty to obtain a symplectic description of EI.

Painlevé equations PJ are the equations given by
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PII :
d 2x

dt2
¼ 2x3 þ txþ a;

PI :
d 2x

dt2
¼ 6x2 þ t;

where x and t are complex variables, a, b, g, and d are complex constants ([4]). It is

known that each PJ is equivalent to a Hamiltonian system ðHJÞ : dx=dt ¼ qHJ=qy, dy=dt

¼ ÿqHJ=dx, where

HVIðx; y; tÞ ¼
1

tðtÿ 1Þ
½xðxÿ 1Þðxÿ tÞy2 ÿ fk0ðxÿ 1Þðxÿ tÞ
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k :¼
1

4
½ðk0 þ k1 þ kt ÿ 1Þ2 ÿ ky
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HIVðx; y; tÞ ¼ 2xy2 ÿ fx2 þ 2txþ 2k0gyþ kyx;

HIIIðx; y; tÞ ¼
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Here the relations between the constants in the equations PJ and the Hamiltonians HJ

are given by

a ¼
1

2
k2
y
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2
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t

for J ¼ VI,

a ¼ k2
y
=2; b ¼ ÿk2

0=2; g ¼ ÿhð1þ ktÞ; d ¼ ÿh2=2

for J ¼ V,

a ¼ ÿk0 þ 2ky þ 1; b ¼ ÿ2k2
0

for J ¼ IV, and

a ¼ ÿ4h
y
ky; b ¼ 4h0ðk0 þ 1Þ; g ¼ 4h2

y
; d ¼ ÿ4h20

for J ¼ III ([4], [8]). The equivalence of PJ and ðHJÞ means that if we eliminate the

variable y in ðHJÞ then we obtain PJ . We notice that each Hamiltonian HJ is a
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polynomial of x and y of which the coe‰cients are rational functions of t holomorphic

in BJ where

BVI ¼ C ÿ f0; 1g; BV ¼ BIII ¼ C ÿ f0g; BIV ¼ BII ¼ BI ¼ C :

The most important property of ðHJÞ (or PJ ) is the so called Painlevé property

which is stated as: if ðxðtÞ; yðtÞÞ is a local solution of ðHJÞ determined by an arbitrary

initial condition xðt0Þ ¼ x0 A C , yðt0Þ ¼ y0 A C with t0 A BJ then both xðtÞ and yðtÞ can be

meromorphically continued along any curve in BJ with a starting point t0.

Let QJ ¼ ðC 2 � BJ ; pJ ;BJÞ be a trivial fiber space over BJ . Then the system ðHJÞ

determines a complex 1-dimensional nonsingular foliation such that every leaf passing

through a point in C
2 � tðt A BJÞ is transversal to the fiber C 2 � t. But this foliation is

not uniform, namely, for a point ðx0; y0; t0Þ A C
2 � BJ and a curve l in BJ with a starting

point t0, l may not be lifted to a leaf in C
2 � BJ through the point ðx0; y0; t0Þ because

xðtÞ or yðtÞ may have poles on l where ðxðtÞ; yðtÞÞ is the solution of ðHJÞ with ðxðt0Þ;

yðt0ÞÞ ¼ ðx0; y0Þ.

In the paper [7 ], K. Okamoto constructed a fiber space PJ ¼ ðEJ ; pJ ;BJÞ such that

(i) PJ contains QJ as a fiber subspace,

(ii) the system ðHJÞ of di¤erential equations in C
2 � BJ is holomorphically

extended to a system in EJ and it determines a uniform foliation on PJ ,

(iii) every leaf in EJ intersects with the total space of QJ .

He named each fiber EJðtÞ ¼ pJ
ÿ1ðtÞ a space of initial conditions of ðHJÞ, since there

exists a bijection from it to the set of all solutions of ðHJÞ. We can imagine the space

EJ by virtue of the following fact: for any simply connected domain U in BJ , pJ
ÿ1ðUÞ

is, as a set, a disjoint union of all the extended trajectories determined by ðHJÞ. Each

fiber EJðtÞ is constructed as follows. We first take a compactification Se (the so called

Hirzeburch surface) of C
2 where e is a certain constant depending on the constants

in HJ . Next we make finite number of quadric transformations to Se � t and get

EJðtÞ. Lastly we obtain EJðtÞ by removing some divisors which consist of vertical

leaves and inaccessible singular points. Here, a vertical leaf is a leaf contained in a

fiber, and an inaccessible singular point is a singular point of the foliation through which

no solution of ðHJÞ passes.

The object of this paper is to introduce certain local coordinate systems of each

space EJ ðJ ¼ V; IV; III; IIÞ so that ð1�Þ every fiber EJðtÞ has a symplectic structure

and (2�) in each chart of EJ , the original Hamiltonian system ðHJÞ is written as a

Hamiltonian system with a Hamiltonian function which is a polynomial of the canonical

coordinates.

In Section 1, we state our results in five theorems. We also cite a result in the

preceding paper [11] which corresponds to those of this paper. In the following

sections, we prove these theorems except the last theorem because it can be verified

by simple calculations. In case J ¼ VI, we could easily obtain canonical coordinate

systems by composing standard coordinate systems of quadric transformations ([11]).

However, in the other cases, we have to make a certain device, namely, we have to

insert a change of variables as (2.9), (3.6), (4.3) or (5.5) in order to make transition

functions symplectic.
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§1. Main results.

In order to state our results, we explain a definition and a property of a symplectic

mapping. Let f : x ¼ xðX ;Y ; tÞ, y ¼ yðX ;Y ; tÞ, t ¼ t be a biholomorphic mapping

from a domain D in C
3
C ðX ;Y ; tÞ into C

3
C ðx; y; tÞ. We say that f is symplectic, if

for every t ¼ t0, ft0 ¼ fjt¼t0
is a symplectic mapping from Dt0 ¼ Djt¼t0

to fðDt0Þ, namely,

if

dy5 dx ¼ dY 5 dX

for every fixed t ¼ t0. Let f be a symplectic mapping as above. Then any Hamil-

tonian system dx=dt ¼ qH=qy, dy=dt ¼ ÿqH=qx defined in fðDÞ is transformed to

dX=dt ¼ qK=qY , dY=dt ¼ ÿqK=qX in D where K ¼ KðX ;Y ; tÞ is a function in D

satisfying

dy5 dxÿ dH5 dt ¼ dY 5 dX ÿ dK 5 dt:ð1:1Þ

We note that the Hamiltonian function K ¼ KðX ;Y ; tÞ is uniquely determined modulo

functions independent of X and Y.

Then the first assertion of this paper is stated as

Theorem 1. The space EV for the fifth Painlevé system ðHVÞ is obtained by glueing

five copies of C
2 � BV:

Vð00Þ � BV ¼ C
2 � BV C ðx; y; tÞ ¼ ðxð00Þ; yð00Þ; tÞ;

Vð0yÞ � BV ¼ C
2 � BV C ðxð0yÞ; yð0yÞ; tÞ;

Vð1yÞ � BV ¼ C
2 � BV C ðxð1yÞ; yð1yÞ; tÞ;

Vðy0þÞ � BV ¼ C
2 � BV C ðxðy0þÞ; yðy0þÞ; tÞ;

Vðy0ÿÞ � BV ¼ C
2 � BV C ðxðy0ÿÞ; yðy0ÿÞ; tÞ

via the following symplectic transformations

xð00Þ ¼ yð0yÞðk0 ÿ xð0yÞyð0yÞÞ; yð00Þ ¼ 1=yð0yÞ;ð1:2Þ

xð00Þ ¼ 1þ xð1yÞ; yð00Þ ¼ ÿ
ht

xð1yÞ2
þ

kt þ 1

xð1yÞ
þ yð1yÞ;ð1:3Þ

xð00Þ ¼ 1=xðy0þÞ; yð00Þ ¼ xðy0þÞðeðþÞ ÿ xðy0þÞyðy0þÞÞ;ð1:4Þ

xðy0þÞ ¼ yðy0ÿÞðky ÿ xðy0ÿÞyðy0ÿÞÞ; yðy0þÞ ¼ 1=yðy0ÿÞð1:5Þ

where

BV ¼ C ÿ f0g;ð1:6Þ

eðþÞ ¼ ðk0 þ kt þ kyÞ=2;ð1:7Þ

and Vð00Þ � BV is the original space in which the Hamiltonian function HVðx; y; tÞ is

defined.
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Theorem 2. The space EIV for the fourth Painlevé system ðHIVÞ is obtained by

glueing four copies of C
2 � BIV:

Vð00Þ � BIV ¼ C
2 � BIV C ðx; y; tÞ ¼ ðxð00Þ; yð00Þ; tÞ;

Vð0yÞ � BIV ¼ C
2 � BIV C ðxð0yÞ; yð0yÞ; tÞ;

Vðy0Þ � BIV ¼ C
2 � BIV C ðxðy0Þ; yðy0Þ; tÞ;

VðyyÞ � BIV ¼ C
2 � BIV C ðxðyyÞ; yðyyÞ; tÞ

via the following symplectic transformations

xð00Þ ¼ yð0yÞðk0 ÿ xð0yÞyð0yÞÞ; yð00Þ ¼ 1=yð0yÞ;ð1:8Þ

xð00Þ ¼ 1=xðy0Þ; yð00Þ ¼ xðy0Þðky ÿ xðy0Þyðy0ÞÞ;ð1:9Þ

xðy0Þ ¼ xðyyÞ;

yðy0Þ ¼ ÿ
1=2

xðyyÞ3
ÿ

t

xðyyÞ2
þ
2ky ÿ k0 þ 1

xðyyÞ
þ yðyyÞ

ð1:10Þ

where

BIV ¼ C ;ð1:11Þ

and Vð00Þ � BIV is the original space in which the Hamiltonian function HIVðx; y; tÞ is

defined.

Theorem 3. The space EIII for the third Painlevé system ðHIIIÞ is obtained by

glueing four copies of C
2 � BIII:

Vð00Þ � BIII ¼ C
2 � BIII C ðx; y; tÞ ¼ ðxð00Þ; yð00Þ; tÞ;

Vð0yÞ � BIII ¼ C
2 � BIII C ðxð0yÞ; yð0yÞ; tÞ;

Vðy0Þ � BIII ¼ C
2 � BIII C ðxðy0Þ; yðy0Þ; tÞ;

Vðyh
y
tÞ � BIII ¼ C

2 � BIII C ðxðyh
y
tÞ; yðyh

y
tÞ; tÞ;

via the following symplectic transformations

xð00Þ ¼ xð0yÞ; yð00Þ ¼ ÿ
h0t

xð0yÞ2
þ

k0 þ 1

xð0yÞ
þ yð0yÞ;ð1:12Þ

xð00Þ ¼ 1=xðy0Þ; yð00Þ ¼ xðy0Þðeÿ xðy0Þyðy0ÞÞ;ð1:13Þ

xðy0Þ ¼ xðyh
y
tÞ; yðy0Þ ¼ ÿ

h
y
t

xðyh
y
tÞ2

þ
ky

xðyh
y
tÞ
þ yðyh

y
tÞð1:14Þ
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where

BIII ¼ C ÿ f0g;ð1:15Þ

e ¼ ðk0 þ kyÞ=2;ð1:16Þ

and Vð00Þ � BIII is the original space in which the Hamiltonian function HIIIðx; y; tÞ is

defined.

Theorem 4. The space EII for the second Painlevé system ðHIIÞ is obtained by

glueing three copies of C
2 � BII:

Vð00Þ � BII ¼ C
2 � BII C ðx; y; tÞ ¼ ðxð00Þ; yð00Þ; tÞ;

Vðy0Þ � BII ¼ C
2 � BII C ðxðy0Þ; yðy0Þ; tÞ;

VðyyÞ � BII ¼ C
2 � BII C ðxðyyÞ; yðyyÞ; tÞ

via the following symplectic transformations

xð00Þ ¼ 1=xðy0Þ; yð00Þ ¼ xðy0Þðeÿ xðy0Þyðy0ÞÞ;ð1:17Þ

xðy0Þ ¼ xðyyÞ;

yðy0Þ ¼ ÿ
2

xðyyÞ4
ÿ

t

xðyyÞ2
ÿ

2a

xðyyÞ
þ yðyyÞ

ð1:18Þ

where

BII ¼ C ;ð1:19Þ

e ¼ ÿaÿ
1

2
;ð1:20Þ

and Vð00Þ � BII is the original space in which the Hamiltonian function HIIðx; y; tÞ is

defined.

The second assertion of this paper is

Theorem 5. For every J ¼ V, IV, III, II, the Hamiltonian function HJð�Þ ¼

HJð�; xð�Þ; yð�Þ; tÞ in every chart Vð�Þ � BJ is a polynomial of xð�Þ and yð�Þ of which the

coe‰cients are rational functions of t holomorphic in BJ .

For the reader’s convenience, we cite here a result in [11] corresponding the above

theorems: The space EVI is obtained by glueing six copies of C 2 � BVI via the following

symplectic transformations

xð00Þ ¼ yð0yÞðk0 ÿ xð0yÞyð0yÞÞ; yð00Þ ¼ 1=yð0yÞ;

xð00Þ ¼ 1þ yð1yÞðk1 ÿ xð1yÞyð1yÞÞ; yð00Þ ¼ 1=yð1yÞ;

xð00Þ ¼ tþ yðtyÞðkt ÿ xðtyÞyðtyÞÞ; yð00Þ ¼ 1=yðtyÞ;

xð00Þ ¼ 1=xðy0þÞ; yð00Þ ¼ xðy0þÞðeðþÞ ÿ xðy0þÞyðy0þÞÞ;

xðy0þÞ ¼ yðy0ÿÞðky ÿ xðy0ÿÞyðy0ÿÞÞ; yðy0þÞ ¼ 1=yðy0ÿÞ;
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where eðþÞ ¼ ðk0 þ k1 þ kt ÿ 1þ kyÞ=2. Moreover, the Hamiltonian function in each

chart is a function of a polynomial of the coordinates of which the coe‰cients are rational

functions of t holomorphic in BVI.

§2. Proof of THEOREM 1.

In the following sections, we prove Theorems from 1 to 4 by reviewing the

construction of each fiber EJðtÞ ðt A BJ ; J ¼ V; . . . ; IIÞ ([7 ]) and by suitably choosing

local canonical coordinate systems.

For every J, we begin our study with a minimal compactification Se of C
2 obtained

by glueing four Ui ¼ C
2
C ðxi; yiÞ; i ¼ 0; 1; 2; 3, via the following identifications:

x0 ¼ x1; y0 ¼ 1=y1;ð2:1Þ

x0 ¼ 1=x2; y0 ¼ x2ðeÿ x2 y2Þ;ð2:2Þ

x2 ¼ x3; y2 ¼ 1=y3;ð2:3Þ

where e is a complex constant. This manifold is known as Hirzeburch surface, which is

isomorphic to P
1 � P

1 if e 6¼ 0, and to a compactification of the cotangent bundle over

P
1 if e ¼ 0. We consider each Ui or Ui � BJ as a chart of Se or Se � BJ respectively.

Note that y1 ¼ 0 in U1 corresponds to y3 ¼ 0 in U3 because

x1 ¼ 1=x3; y1 ¼ y3=½x3ðey3 ÿ x3Þ�:

In the present case where J ¼ V, we take the constant e as e ¼ eðþÞ given by (1.7):

e ¼ ðk0 þ kt þ kyÞ=2:

2.1. We extend the system ðHVÞ defined in U0 � BV C ðx0; y0; tÞ ¼ ðx; y; tÞ to a

Pfa‰an system defined in the whole space Se � BV and we observe the foliation of

Se � BV defined by the Pfa‰an system. We see that, in Ui � BV; i ¼ 0; 2, the foliation

has no singular points and every leaf is transversal with fibers. However, in Ui � BV;

i ¼ 1; 3, the foliation has both singular points and vertical leaves. Recall that a vertical

leaf is, by definition, a leaf contained in a fiber. Set

Dð0ÞðtÞ ¼ ðU1ðy1 ¼ 0Þ � tÞU ðU3ðy3 ¼ 0Þ � tÞGP
1;

að0Þ
n
ðtÞ ¼ fðx1; y1; tÞ ¼ ðn; 0; tÞg; n ¼ 0; 1;

að0Þ
n
ðtÞ ¼ fðx3; y3; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg; n ¼ y;

where Uiðyi ¼ 0Þ denotes the set fðxi; yiÞ A Ui j yi ¼ 0g. Then Dð0ÞðtÞ ÿ6
n
fa

ð0Þ
n ðtÞg is

a vertical leaf and the three points a
ð0Þ
n ðtÞ; n ¼ 0; 1;y are the singular points of the

foliation, which is verified, for example, by

dy1

dx1
¼

½3x2
1 ÿ 2x1 þ 1þOðy1Þ�y1

2x1ðx1 ÿ 1Þ2 þOðy1Þ
;

dt

dx1
¼

ty1

2x1ðx1 ÿ 1Þ2 þOðy1Þ

where Oðy1Þ denotes a polynomial of x1; y1; t with a factor y1. In the following, OðrÞ

always denotes a polynomial of some three variables which has a factor r and
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the superscript ðkÞ of a letter indicates that it is concerned with a k-th quadric

transformation.

2.2. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
n ðtÞ and a

ð1Þ
n ðtÞ for arbitrarily fixed

t A BV and n ¼ 0;y. In order to completely separate the leaves passing through the

point a
ð0Þ
n ðtÞ, we make quadric transformations two times successively. We denote the

quadric transformation with center a by Qa.

2.2.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
n ðtÞ. Let ðz

ð1Þ
n ;w

ð1Þ
n Þ A C

2 and

ðZ
ð1Þ
n ;W

ð1Þ
n Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð1Þ
0 ðtÞ ¼ Q

a
ð0Þ

0
ðtÞ
ðU1 � tÞ for n ¼ 0 or of

V
ð1Þ
y ðtÞ ¼ Q

a
ð0Þ
y ðtÞ

ðU3 � tÞ for n ¼ y defined by

x1 ¼ z
ð1Þ
0 ; y1 ¼ z

ð1Þ
0 w

ð1Þ
0 ;

x1 ¼ Z
ð1Þ
0 W

ð1Þ
0 ; y1 ¼ W

ð1Þ
0

ð2:4Þ

for n ¼ 0, or

x3 ¼ zð1Þ
y
; y3 ¼ zð1Þ

y
wð1Þ
y
;

x3 ¼ Zð1Þ
y
W ð1Þ

y
; y3 ¼ W ð1Þ

y

ð2:5Þ

for n ¼ y, then the exceptional curve is given by

Dð1Þ
n
ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ
n
ðtÞ
ðað0Þ

n
ðtÞÞ

¼ fðzð1Þ
n
;wð1Þ

n
; tÞ j zð1Þ

n
¼ 0gU fðZð1Þ

n
;W ð1Þ

n
; tÞ jW ð1Þ

n
¼ 0g

and our system is written as

dW

dZ
¼

ð1þOðWÞÞW

Z ÿ kn þOðWÞ
;

dt

dZ
¼

tW

Z ÿ kn þOðWÞ

with ðZ;WÞ ¼ ðZ
ð1Þ
n ;W

ð1Þ
n Þ in a neighborhood of D

ð1Þ
n ðtÞ ¼ fW

ð1Þ
n ¼ 0g, or

w
dz

dt
¼

1

t
½2þOðzÞ þOðwÞ�; z

dw

dt
¼

1

t
½ÿ1þOðzÞ þOðwÞ�

with ðz;wÞ ¼ ðz
ð1Þ
n ;w

ð1Þ
n Þ in a neighborhood of ðz

ð1Þ
n ;w

ð1Þ
n ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ. Therefore, we see

that

að1Þ
n
ðtÞ ¼ fðZð1Þ

n
;W ð1Þ

n
; tÞ ¼ ðkn; 0; tÞg A Dð1Þ

n
ðtÞ;

bð1Þ
n
ðtÞ ¼ fðzð1Þ

n
;wð1Þ

n
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð1Þ

n
ðtÞVDð0ÞðtÞ

are singular points of the foliation and D
ð1Þ
n ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
n ðtÞ; b

ð1Þ
n ðtÞg is a vertical leaf. Here

we also denote by the Dð0ÞðtÞ the proper image of Dð0ÞðtÞ by the above quadric

transformations. The similar convention is made throughout the paper. We see

moreover that the point b
ð1Þ
n ðtÞ is a singular point through which no solution of

ðHVÞ passes by virtue of Painlevé property and the above form of the system near

ðz
ð1Þ
n ;w

ð1Þ
n ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ. We call such a singular point an inaccessible singular point.
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2.2.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
n ðtÞ. Let ðz

ð2Þ
n ;w

ð2Þ
n Þ A C

2

and ðZ
ð2Þ
n ;W

ð2Þ
n Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð2Þ
0 ðtÞ ¼ Q

a
ð1Þ

0
ðtÞ
ðV

ð1Þ
0 ðtÞÞ for n ¼ 0 or of

V
ð2Þ
y ðtÞ ¼ Q

a
ð1Þ
y ðtÞ

ðV
ð1Þ
y ðtÞÞ for n ¼ y defined by

Zð1Þ
n

¼ kn þ zð2Þ
n
; W ð1Þ

n
¼ zð2Þ

n
wð2Þ
n
;

Zð1Þ
n

¼ kn þ Zð2Þ
n
W ð2Þ

n
; W ð1Þ

n
¼ W ð2Þ

n
;

ð2:6Þ

then

Dð2Þ
n
ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ
n ðtÞ

ðað1Þ
n
ðtÞÞ ¼ fzð2Þ

n
¼ 0gU fW ð2Þ

n
¼ 0g:

We can verify that the Pfa‰an system is written as

tdZð2Þ
n

ÿ PnðZ
ð2Þ
n
;W ð2Þ

n
; tÞ dt ¼ 0;

tdW ð2Þ
n

ÿQnðZ
ð2Þ
n
;W ð2Þ

n
; tÞ dt ¼ 0

in the coordinates Z
ð2Þ
n , W

ð2Þ
n and t where Pn;Qn are certain polynomials of Z

ð2Þ
n ;W

ð2Þ
n

and t. This means that the foliation has no singular points in ðZ
ð2Þ
n ;W

ð2Þ
n ; tÞ-space

C
2 � BV and every leaf in the space is transversal with fibers. On the other hand, the

point ðz
ð2Þ
n ;w

ð2Þ
n ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ is not a singular point of the foliation and the leaf which

passes the point is the vertical leaf D
ð1Þ
n ðtÞ ÿ fb

ð1Þ
n ðtÞg, because our system is written as

dw

dz
¼

w

1þOðwÞ
;

dt

dz
¼

tw

1þOðwÞ

with ðz;wÞ ¼ ðz
ð2Þ
n ;w

ð2Þ
n Þ in a neighborhood of ðz

ð2Þ
n ;w

ð2Þ
n ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ.

2.3. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
1 ðtÞ; . . . ; a

ð3Þ
1 ðtÞ for arbitrarily fixed t A

BV. In order to separate the leaves passing through the point a
ð0Þ
1 ðtÞ, we make quadric

transformations four times successively.

2.3.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
1 ðtÞ. Let ðz

ð1Þ
1 ;w

ð1Þ
1 Þ A C

2 and

ðZ
ð1Þ
1 ;W

ð1Þ
1 Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð1Þ
1 ðtÞ ¼ Q

a
ð0Þ

1
ðtÞ
ðU1 � tÞ defined by

x1 ¼ 1þ z
ð1Þ
1 ; y1 ¼ z

ð1Þ
1 w

ð1Þ
1 ;

x1 ¼ 1þ Z
ð1Þ
1 W

ð1Þ
1 ; y1 ¼ W

ð1Þ
1 ;

ð2:7Þ

then

D
ð1Þ
1 ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ

1
ðtÞ
ða

ð0Þ
1 ðtÞÞ ¼ fz

ð1Þ
1 ¼ 0gU fW

ð1Þ
1 ¼ 0g;

and our system is expressed as

dz

dw
¼

ðOðzÞ þOðwÞÞz

ðÿhtwþOðzÞÞw
;

dt

dw
¼

tz

ÿhtwþOðzÞ
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in a neighborhood of D
ð1Þ
1 ðtÞ ¼ fz

ð1Þ
1 ¼ 0g where ðz;wÞ ¼ ðz

ð1Þ
1 ;w

ð1Þ
1 Þ, or

dW

dZ
¼

OðWÞW

htþOðWÞ
;

dt

dZ
¼

tW

htþOðWÞ
;

in a neighborhood of ðZ
ð1Þ
1 ;W

ð1Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ where ðZ;WÞ ¼ ðZ

ð1Þ
1 ;W

ð1Þ
1 Þ. Hence we

see that the point

a
ð1Þ
1 ðtÞ ¼ fðz

ð1Þ
1 ;w

ð1Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð1Þ
1 ðtÞVD

ð0Þ
1 ðtÞ

is a singular point and D
ð1Þ
1 ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
1 ðtÞg is a vertical leaf.

2.3.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
1 ðtÞ. Let ðz

ð2Þ
1 ;w

ð2Þ
1 Þ A C

2

and ðZ
ð2Þ
1 ;W

ð2Þ
1 Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð2Þ
1 ðtÞ ¼ Q

a
ð1Þ

1
ðtÞ
ðV

ð1Þ
1 ðtÞÞ defined by

z
ð1Þ
1 ¼ z

ð2Þ
1 ; w

ð1Þ
1 ¼ z

ð2Þ
1 w

ð2Þ
1 ;

z
ð1Þ
1 ¼ Z

ð2Þ
1 W

ð2Þ
1 ; w

ð1Þ
1 ¼ W

ð2Þ
1 ;

ð2:8Þ

then

D
ð2Þ
1 ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ

1
ðtÞ
ða

ð1Þ
1 ðtÞÞ ¼ fz

ð2Þ
1 ¼ 0gU fW

ð2Þ
1 ¼ 0g;

and our system is written as

dz

dw
¼

ðOð1Þ þOðzÞ þOðwÞÞz

ðÿ2ÿ 2htwþOðzÞÞw
;

dt

dw
¼

tz

ÿ2ÿ 2htwþOðzÞ

with ðz;wÞ ¼ ðz
ð2Þ
1 ;w

ð2Þ
1 Þ in a neighborhood of D

ð2Þ
1 ðtÞ ¼ fz

ð2Þ
1 ¼ 0g, or

w
dz

dt
¼

1

t
½2þOðzÞ þOðwÞ�; z

dw

dt
¼

1

t
½ÿ2þOðzÞ þOðwÞ�

in a neighborhood of ðz
ð2Þ
1 ;w

ð2Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ, or

W
dZ

dt
¼

1

t
½2htþOðZÞ þOðWÞ�; Z

dW

dt
¼

1

t
½ÿ2htþOðZÞ þOðWÞ�

with ðZ;WÞ ¼ ðZ
ð2Þ
1 ;W

ð2Þ
1 Þ in a neighborhood of ðZ

ð2Þ
1 ;W

ð2Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ. Therefore we

see that the points

a
ð2Þ
1 ðtÞ ¼ fðz

ð2Þ
1 ;w

ð2Þ
1 ; tÞ ¼ ð0;ÿ1=ðhtÞ; tÞg A D

ð2Þ
1 ðtÞ;

b
ð2Þ
10 ðtÞ ¼ fðz

ð2Þ
1 ;w

ð2Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð2Þ
1 ðtÞVDð0ÞðtÞ;

b
ð2Þ
1yðtÞ ¼ fðZ

ð2Þ
1 ;W

ð2Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð2Þ
1 ðtÞVD

ð1Þ
1 ðtÞ

are singular points, b
ð2Þ
10 ðtÞ and b

ð2Þ
1yðtÞ are inaccessible singular points, and D

ð2Þ
1 ðtÞÿ

fa
ð2Þ
1 ðtÞ; b

ð2Þ
10 ðtÞ; b

ð2Þ
1yðtÞg is a vertical leaf.
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2.3.3. The third quadric transformation with center a
ð2Þ
1 ðtÞ. Here we insert a change

of variables

z
ð2Þ
1 ¼ z

ð2Þ
1 ; w

ð2Þ
1 ¼ 1=v

ð2Þ
1 ;ð2:9Þ

namely, a change of local coordinates near the point a
ð2Þ
1 ðtÞ. The change of variables is

necessary for making transition functions in a description of EV symplectic.

Let ðz
ð3Þ
1 ;w

ð3Þ
1 Þ A C

2 and ðZ
ð3Þ
1 ;W

ð3Þ
1 Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð3Þ
1 ðtÞ ¼

Q
a
ð2Þ

1
ðtÞ
ðV

ð2Þ
1 ðtÞÞ defined by

z
ð2Þ
1 ¼ z

ð3Þ
1 ; v

ð2Þ
1 ¼ ÿhtþ z

ð3Þ
1 w

ð3Þ
1 ;

z
ð2Þ
1 ¼ Z

ð3Þ
1 W

ð3Þ
1 ; v

ð2Þ
1 ¼ ÿhtþW

ð3Þ
1 ;

ð2:10Þ

then

D
ð3Þ
1 ðtÞ :¼ Q

a
ð2Þ

1
ðtÞ
ða

ð2Þ
1 ðtÞÞ ¼ fz

ð3Þ
1 ¼ 0gU fW

ð3Þ
1 ¼ 0g:

We see that our system is expressed as

dz

dw
¼

ðÿhtþOðzÞÞz

2htððkt þ 1Þ ÿ wÞ þOðzÞ
;

dt

dw
¼

tz

2htððkt þ 1Þ ÿ wÞ þOðzÞ

in a neighborhood of D
ð3Þ
1 ðtÞ ¼ fz

ð3Þ
1 ¼ 0g where ðz;wÞ ¼ ðz

ð3Þ
1 ;w

ð3Þ
1 Þ, or

W
dZ

dt
¼

1

t
½htþOðZÞ þOðWÞ�; Z

dW

dt
¼

1

t
½ÿ2htþOðZÞ þOðWÞ�

in a neighborhood of ðZ
ð3Þ
1 ;W

ð3Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ whereðZ;WÞ ¼ ðZ

ð3Þ
1 ;W

ð3Þ
1 Þ. Therefore,

a
ð3Þ
1 ðtÞ ¼ fðz

ð3Þ
1 ;w

ð3Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; kt þ 1; tÞg A D

ð3Þ
1 ðtÞ;

b
ð3Þ
1 ðtÞ ¼ fðZ

ð3Þ
1 ;W

ð3Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð3Þ
1 ðtÞVD

ð2Þ
1 ðtÞ

are singular points, b
ð3Þ
1 ðtÞ is an inaccessible singular point, and D

ð3Þ
1 ðtÞ ÿ fa

ð3Þ
1 ðtÞ; b

ð3Þ
1 ðtÞg

is a vertical leaf.

2.3.4. The fourth quadric transformation with center a
ð3Þ
1 ðtÞ. Let ðz

ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 Þ A C

2

and ðZ
ð4Þ
1 ;W

ð4Þ
1 Þ A C

2 be coordinate systems of V
ð4Þ
1 ðtÞ ¼ Q

a
ð3Þ

1
ðtÞ
ðV

ð3Þ
1 ðtÞÞ defined by

z
ð3Þ
1 ¼ z

ð4Þ
1 ; w

ð3Þ
1 ¼ ðkt þ 1Þ þ z

ð4Þ
1 w

ð4Þ
1 ;

z
ð3Þ
1 ¼ Z

ð4Þ
1 W

ð4Þ
1 ; w

ð3Þ
1 ¼ ðkt þ 1Þ þW

ð4Þ
1 :

ð2:11Þ

We can verify that the Pfa‰an system is written as

tdz
ð4Þ
1 ÿ P1ðz

ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 ; tÞ dt ¼ 0;

tdw
ð4Þ
1 ÿQ1ðz

ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 ; tÞ dt ¼ 0

Painlevé systems 853



in the coordinates z
ð4Þ
1 , w

ð4Þ
1 , and t where P1;Q1 are certain polynomials of z

ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 and

t. This means that the foliation has no singular points in ðz
ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 ; tÞ-space C

2 � BV

and every leaf in the space is transversal with fibers. On the other hand,we can verify

that

dZ

dW
¼

ZOðZÞ

ÿhtþOðZÞ
;

dt

dW
¼

tZ

ÿhtþOðZÞ

in a neighborhood of ðZ
ð4Þ
1 ;W

ð4Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ where ðZ;WÞ ¼ ðZ

ð4Þ
1 ;W

ð4Þ
1 Þ, which shows

that the point ðZ
ð4Þ
1 ;W

ð4Þ
1 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ is not a singular point of the foliation and the leaf

which passes the point is the vertical leaf D
ð3Þ
1 ðtÞ ÿ fb

ð3Þ
1 ðtÞg.

2.4. The space EV. Denote by Ft the composition of all the above eight quadric

transformations. Then the space constructed by K. Okamoto ([7 ]) is the space defined

by

EV ¼ 6
t ABV

EVðtÞ � t;

where

EVðtÞ ¼ EVðtÞ ÿDð0ÞðtÞU 6
n¼0;y

Dð1Þ
n ðtÞU 6

k¼1;2;3

D
ðkÞ
1 ðtÞ; EVðtÞ ¼ FtðSe � tÞ:

We can verify that the extended system of ðHVÞ defines a uniform foliation on EV.

By following the above procedure, we see that EV is a 3-dimensional complex

manifold obtained by glueing

fðx0; y0; tÞ A C
2 � BVg; fðx2; y2; tÞ A C

2 � BVg;

fðZð2Þ
n ;W ð2Þ

n ; tÞ A C
2 � BVg; n ¼ 0;y;

fðz
ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 ; tÞ A C

2 � BVg

via the coordinate transformations (2.1)–(2.11). It is easy to see that

dy0 5 dx0 ¼ dy2 5 dx2;

dy0 5 dx0 ¼ ÿdW
ð2Þ
0 5 dZ

ð2Þ
0 ; dy2 5 dx2 ¼ ÿdW ð2Þ

y
5 dZð2Þ

y
;

dy0 5 dx0 ¼ dw
ð4Þ
1 5 dz

ð4Þ
1 :

Therefore, by choosing new coordinate systems as

ðxð00Þ; yð00ÞÞ ¼ ðx0; y0Þ;

ðxð0yÞ; yð0yÞÞ ¼ ðÿZ
ð2Þ
0 ;W

ð2Þ
0 Þ; ðxð1yÞ; yð1yÞÞ ¼ ðz

ð4Þ
1 ;w

ð4Þ
1 Þ;

ðxðy0þÞ; yðy0þÞÞ ¼ ðx2; y2Þ; ðxðy0ÿÞ; yðy0ÿÞÞ ¼ ðÿZð2Þ
y
;W ð2Þ

y
Þ;

we obtain a description of EV given in Theorem 1. Thus we have proved Theorem 1.
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§3. Proof of THEOREM 2.

In the following sections, we only give the exact forms of our transformations,

because the verification of the transformations is the same as that in the preceding

section, x2.

In the case of J ¼ IV, we take e for Se as e ¼ ky.

3.1. Extend the system ðHIVÞ defined in U0 � BIV C ðx0; y0; tÞ ¼ ðx; y; tÞ to a

Pfa‰an system defined in the whole space Se � BIV. Then, in Ui � BIV; i ¼ 0; 2, the

foliation defined by the Pfa‰an system has no singular points and every leaf is

transversal with fibers, however, in Ui � BIV; i ¼ 1; 3, the foliation has both singular

points and vertical leaves. We see that, for any fixed t A BVI, D
ð0ÞðtÞ ÿ6

n
fa

ð0Þ
n ðtÞg is a

vertical leaf and the two points a
ð0Þ
n ðtÞ; n ¼ 0;y are singular points of the foliation,

where

Dð0ÞðtÞ ¼ ðU1ðy1 ¼ 0Þ � tÞU ðU3ðy3 ¼ 0Þ � tÞGP
1
;

a
ð0Þ
0 ðtÞ ¼ fðx1; y1; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg; að0Þ

y
ðtÞ ¼ fðx3; y3; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg:

3.2. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
0 ðtÞ and a

ð1Þ
0 ðtÞ for any fixed t A BIV.

In order to separate the leaves passing through the point a
ð0Þ
0 ðtÞ, we make quadric

transformations two times successively.

3.2.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
0 ðtÞ. Let

x1 ¼ z
ð1Þ
0 ; y1 ¼ z

ð1Þ
0 w

ð1Þ
0 ;

x1 ¼ Z
ð1Þ
0 W

ð1Þ
0 ; y1 ¼ W

ð1Þ
0 ;

ð3:1Þ

D
ð1Þ
0 D

ð1Þ
y

D
ð2Þ
0 D

ð2Þ
0

D
ð2Þ
1

Dð0Þ

b
ð1Þ
0 b

ð2Þ
10 b

ð1Þ
y

D
ð3Þ
1

b
ð3Þ
1

D
ð1Þ
1

b
ð2Þ
1y

D
ð4Þ
1

Figure 1. J ¼ V
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then

D
ð1Þ
0 ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ

0
ðtÞ
ða

ð0Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð1Þ
0 ¼ 0gU fW

ð1Þ
0 ¼ 0g;

the points

a
ð1Þ
0 ðtÞ ¼ fðZ

ð1Þ
0 ;W

ð1Þ
0 ; tÞ ¼ ðk0; 0; tÞg A D

ð1Þ
0 ðtÞ;

b
ð1Þ
0 ðtÞ ¼ fðz

ð1Þ
0 ;w

ð1Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð0ÞðtÞVD

ð1Þ
0 ðtÞ

are singular points of the foliation, D
ð1Þ
0 ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
0 ðtÞ; b

ð1Þ
0 ðtÞg is a vertical leaf, and b

ð1Þ
0 ðtÞ

is an inaccessible singular point.

3.2.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
0 ðtÞ. Let

Z
ð1Þ
0 ¼ k0 þ z

ð2Þ
0 ; W

ð1Þ
0 ¼ z

ð2Þ
0 w

ð2Þ
0 ;

Z
ð1Þ
0 ¼ k0 þ Z

ð2Þ
0 W

ð2Þ
0 ; W

ð1Þ
0 ¼ W

ð2Þ
0 ;

ð3:2Þ

then

D
ð2Þ
0 ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ

0
ðtÞ
ða

ð1Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð2Þ
0 ¼ 0gU fW

ð2Þ
0 ¼ 0g:

We see that, in the ðZ
ð2Þ
0 ;W

ð2Þ
0 ; tÞ-space C

2 � BIV, the Pfa‰an system has no singular

points, every leaf is transversal with the fibers, and the point ðz
ð2Þ
0 ;w

ð2Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ is not

a singular point of the foliation and the leaf which passes it is the vertical leaf D
ð1Þ
0 ðtÞÿ

fb
ð1Þ
0 ðtÞg.

3.3. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
y ðtÞ; . . . ; a

ð5Þ
y ðtÞ for any fixed t A BIV.

To separate the leaves passing through the point a
ð0Þ
y ðtÞ, we make quadric trans-

formations six times successively.

3.3.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
y ðtÞ. Let

x3 ¼ zð1Þ
y
; y3 ¼ zð1Þ

y
wð1Þ
y
;

x3 ¼ Zð1Þ
y
W ð1Þ

y
; y3 ¼ W ð1Þ

y
;

ð3:3Þ

then

Dð1Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ
y ðtÞ

ðað0Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð1Þ

y
¼ 0gU fW ð1Þ

y
¼ 0g;

the point

að1Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð1Þ

y
;wð1Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð1Þ

y
ðtÞ

is a singular point of the foliation, and D
ð1Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

3.3.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
y ðtÞ. Let

zð1Þ
y

¼ zð2Þ
y
; wð1Þ

y
¼ zð2Þ

y
wð2Þ
y
;

zð1Þ
y

¼ Zð2Þ
y
W ð2Þ

y
; wð1Þ

y
¼ W ð2Þ

y
;

ð3:4Þ
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then

Dð2Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ
y ðtÞ

ðað1Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð2Þ

y
¼ 0gU fW ð2Þ

y
¼ 0g;

the points

að2Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð2Þ

y
;wð2Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð2Þ

y
ðtÞ;

bð2Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð2Þ

y
;W ð2Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð1Þ

y
ðtÞVDð2Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð2Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð2Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð2Þ
y ðtÞ; b

ð2Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

3.3.3. The third quadric transformation with center a
ð2Þ
y ðtÞ. Let

zð2Þ
y

¼ zð3Þ
y
; wð2Þ

y
¼ zð3Þ

y
wð3Þ
y
;

zð2Þ
y

¼ Zð3Þ
y
W ð3Þ

y
; wð2Þ

y
¼ W ð3Þ

y
;

ð3:5Þ

then

Dð3Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð2Þ
y ðtÞ

ðað2Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð3Þ

y
¼ 0gU fW ð3Þ

y
¼ 0g:

We see that

að3Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð3Þ

y
;wð3Þ

y
; tÞ ¼ ð0;ÿ2; tÞg A Dð3Þ

y
ðtÞ;

b
ð3Þ
y0ðtÞ ¼ fðzð3Þ

y
;wð3Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð0ÞðtÞVDð3Þ

y
ðtÞ;

bð3Þ
yy

ðtÞ ¼ fðZð3Þ
y
;W ð3Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð2Þ

y
ðtÞVDð3Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the points b
ð3Þ
y0ðtÞ and b

ð3Þ
yyðtÞ are inaccesssible

singular points, and D
ð3Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð3Þ
y ðtÞ; b

ð3Þ
y0ðtÞ; b

ð3Þ
yyðtÞg is a vertical leaf.

3.3.4. The fourth quadric transformation with center a
ð3Þ
y ðtÞ. Here we make a

change of coordinate systems near the point a
ð3Þ
y ðtÞ given by

zð3Þ
y

¼ zð3Þ
y
; wð3Þ

y
¼ 1=vð3Þ

y
:ð3:6Þ

Let

zð3Þ
y

¼ zð4Þ
y
; vð3Þ

y
¼ ÿ1=2þ zð4Þ

y
wð4Þ
y
;

zð3Þ
y

¼ Zð4Þ
y
W ð4Þ

y
; vð3Þ

y
¼ ÿ1=2þW ð4Þ

y
;

ð3:7Þ

then

Dð4Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð3Þ
y ðtÞ

ðað3Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð4Þ

y
¼ 0gU fW ð4Þ

y
¼ 0g;

the points

að4Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð4Þ

y
;wð4Þ

y
; tÞ ¼ ð0;ÿt; tÞg A Dð4Þ

y
ðtÞ;

bð4Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð4Þ

y
;W ð4Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð3Þ

y
ðtÞVDð4Þ

y
ðtÞ
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are singular points of the foliation, b
ð4Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and D

ð4Þ
y ðtÞÿ

fa
ð4Þ
y ðtÞ; b

ð4Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

3.3.5. The fifth quadric transformation with center a
ð4Þ
y ðtÞ. Let

zð4Þ
y

¼ zð5Þ
y
; wð4Þ

y
¼ ÿtþ zð5Þ

y
wð5Þ
y
;

zð4Þ
y

¼ Zð5Þ
y
W ð5Þ

y
; wð4Þ

y
¼ ÿtþW ð5Þ

y
;

ð3:8Þ

then

Dð5Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð4Þ
y ðtÞ

ðað4Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð5Þ

y
¼ 0gU fW ð5Þ

y
¼ 0g;

the points

að5Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð5Þ

y
;wð5Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 1ÿ k0 þ 2ky; tÞg A Dð5Þ

y
ðtÞ;

bð5Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð5Þ

y
;W ð5Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð4Þ

y
ðtÞVDð5Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, b
ð5Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and D

ð5Þ
y ðtÞÿ

fa
ð5Þ
y ðtÞ; b

ð5Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

3.3.6. The sixth quadric transformation with center a
ð5Þ
y ðtÞ. Let

zð5Þ
y

¼ zð6Þ
y
; wð5Þ

y
¼ ð1ÿ k0 þ 2kyÞ þ zð6Þ

y
wð6Þ
y
;

zð5Þ
y

¼ Zð6Þ
y
W ð6Þ

y
; wð5Þ

y
¼ ð1ÿ k0 þ 2kyÞ þW ð6Þ

y
;

ð3:9Þ

then

Dð6Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð5Þ
y ðtÞ

ðað5Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð6Þ

y
¼ 0gU fW ð6Þ

y
¼ 0g:

We can verify that our system has no singular points and every leaf is transversal

with the fibers in ðz
ð6Þ
y ;w

ð6Þ
y ; tÞ-space C

2 � BIV, moreover, the point ðZ
ð6Þ
y ;W

ð6Þ
y ; tÞ ¼

ð0; 0; tÞ is not a singular point of the foliation and the leaf which passes it is the vertical

leaf D
ð5Þ
y ðtÞ ÿ fb

ð5Þ
y ðtÞg.

3.4. The space EIV. Denote by Ft the composition of all the above eight quadric

transformations. Then the space constructed by K. Okamoto is the space defined by

EIV ¼ 6
t ABIV

EIVðtÞ � t

where

EIVðtÞ ¼ EIVðtÞ ÿDð0ÞðtÞUD
ð1Þ
0 ðtÞ 6

1UkU5

D
ðkÞ
0 ðtÞ; EIVðtÞ ¼ FtðSe � tÞ:

By the above procedure, we see that EIV is a 3-dimensional complex manifold

obtained by glueing

fðx0; y0; tÞ A C
2 � BIVg; fðx2; y2; tÞ A C

2 � BIVg;

fðZ
ð2Þ
0 ;W

ð2Þ
0 ; tÞ A C

2 � BIVg; fðzð6Þ
y
;wð6Þ

y
; tÞ A C

2 � BIVg
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via the coordinate transformations (3.1)–(3.9), and

dy0 5 dx0 ¼ dy2 5 dx2; dy0 5 dx0 ¼ ÿdW
ð2Þ
0 5 dZ

ð2Þ
0 ; dy2 5 dx2 ¼ dwð6Þ

y
5 dzð6Þ

y
:

Therefore, by choosing new coordinate systems as

ðxð00Þ; yð00ÞÞ ¼ ðx0; y0Þ; ðxð0yÞ; yð0yÞÞ ¼ ðÿZ
ð2Þ
0 ;W

ð2Þ
0 Þ;

ðxðy0Þ; yðy0ÞÞ ¼ ðx2; y2Þ; ðxðyyÞ; yðyyÞÞ ¼ ðzð6Þ
y
;wð6Þ

y
Þ;

we obtain an expression of EIV given in Theorem 2, which completes the proof of the

theorem.

§4. Proof of THEOREM 3.

In the case of J ¼ III, we take e for Se as (1.16).

4.1. For any fixed t A BIII, our extended Pfa‰an system has two singular points

a
ð0Þ
n ðtÞ; n ¼ 0;y and a vertical leaf Dð0ÞðtÞ ÿ6

n
fa

ð0Þ
n ðtÞg on a fiber Se � t where

Dð0ÞðtÞ ¼ ðU1ðy1 ¼ 0Þ � tÞU ðU3ðy3 ¼ 0Þ � tÞGP
1
;

a
ð0Þ
0 ðtÞ ¼ fðx1; y1; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg; að0Þ

y
ðtÞ ¼ fðx3; y3; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg:

4.2. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
0 ðtÞ; . . . ; a

ð3Þ
0 ðtÞ for any fixed t A BIII.

To separate the leaves passing through the point a
ð0Þ
0 ðtÞ, we make quadric trans-

formations four times successively.

4.2.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
0 ðtÞ. Let

x1 ¼ z
ð1Þ
0 ; y1 ¼ z

ð1Þ
0 w

ð1Þ
0 ;

x1 ¼ Z
ð1Þ
0 W

ð1Þ
0 ; y1 ¼ W

ð1Þ
0 ;

ð4:1Þ

then

D
ð1Þ
0 ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ

0
ðtÞ
ða

ð0Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð1Þ
0 ¼ 0gU fW

ð1Þ
0 ¼ 0g;

D
ð1Þ
0

b
ð1Þ
0 b

ð3Þ
y0

D0 D
ð6Þ
y

D
ð2Þ
0

D
ð4Þ
y

b
ð4Þ
y b

ð5Þ
y

b
ð3Þ
yy b

ð2Þ
y

D
ð2Þ
y

D
ð3Þ
y

D
ð1Þ
y

D
ð5Þ
y

Figure 2. J ¼ IV
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the point

a
ð1Þ
0 ðtÞ ¼ fðz

ð1Þ
0 ;w

ð1Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð1Þ
0 ðtÞ

is a singular point of the foliation, and D
ð1Þ
0 ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
0 ðtÞg is a vertical leaf.

4.2.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
0 ðtÞ. Let

z
ð1Þ
0 ¼ z

ð2Þ
0 ; w

ð1Þ
0 ¼ z

ð2Þ
0 w

ð2Þ
0 ;

z
ð1Þ
0 ¼ Z

ð2Þ
0 W

ð2Þ
0 ; w

ð1Þ
0 ¼ W

ð2Þ
0 ;

ð4:2Þ

then

D
ð2Þ
0 ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ

0
ðtÞ
ða

ð1Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð2Þ
0 ¼ 0gU fW

ð2Þ
0 ¼ 0g;

the points

a
ð2Þ
0 ðtÞ ¼ fðz

ð2Þ
0 ;w

ð2Þ
0 ; tÞ ¼ ð0;ÿ1=ðh0tÞ; tÞg A D

ð2Þ
0 ðtÞ;

b
ð2Þ
00 ðtÞ ¼ fðz

ð2Þ
0 ;w

ð2Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð0ÞðtÞVD

ð2Þ
0 ðtÞ;

b
ð2Þ
0yðtÞ ¼ fðZ

ð2Þ
0 ;W

ð2Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð1Þ
0 ðtÞVD

ð2Þ
0 ðtÞ

are singular points of the foliation, b
ð2Þ
00 ðtÞ; b

ð2Þ
0yðtÞ are inaccessible singular points, and

D
ð2Þ
0 ðtÞ ÿ fa

ð2Þ
0 ðtÞ; b

ð2Þ
00 ðtÞ; b

ð2Þ
0yðtÞg is a vertical leaf.

4.2.3. The third quadric transformation with center a
ð2Þ
0 ðtÞ. We insert here the

transformation

z
ð2Þ
0 ¼ z

ð2Þ
0 ; w

ð2Þ
0 ¼ 1=v

ð2Þ
0 :ð4:3Þ

Let

z
ð2Þ
0 ¼ z

ð3Þ
0 ; v

ð2Þ
0 ¼ ÿh0tþ z

ð3Þ
0 w

ð3Þ
0 ;

z
ð2Þ
0 ¼ Z

ð3Þ
0 W

ð3Þ
0 ; v

ð2Þ
0 ¼ ÿh0tþW

ð3Þ
0 ;

ð4:4Þ

then

D
ð3Þ
0 ðtÞ :¼ Q

a
ð2Þ

0
ðtÞ
ða

ð2Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð3Þ
0 ¼ 0gU fW

ð3Þ
0 ¼ 0g;

the points

a
ð3Þ
0 ðtÞ ¼ fðz

ð3Þ
0 ;w

ð3Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; k0 þ 1; tÞg A D

ð3Þ
0 ðtÞ;

b
ð3Þ
0 ðtÞ ¼ fðZ

ð3Þ
0 ;W

ð3Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A D

ð2Þ
0 ðtÞVD

ð3Þ
0 ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð3Þ
0 ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð3Þ
0 ðtÞ ÿ fa

ð3Þ
0 ðtÞ; b

ð3Þ
0 ðtÞg is a vertical leaf.

4.2.4. The fourth quadric transformation with center a
ð3Þ
0 ðtÞ. Let

z
ð3Þ
0 ¼ z

ð4Þ
0 ; w

ð3Þ
0 ¼ ðk0 þ 1Þ þ z

ð4Þ
0 w

ð4Þ
0 ;

z
ð3Þ
0 ¼ Z

ð4Þ
0 W

ð4Þ
0 ; w

ð3Þ
0 ¼ ðk0 þ 1Þ þW

ð4Þ
0 ;

ð4:5Þ

then

D
ð4Þ
0 ðtÞ ¼ Q

a
ð3Þ

0
ðtÞ
ða

ð3Þ
0 ðtÞÞ ¼ fz

ð4Þ
0 ¼ 0gU fW

ð4Þ
0 ¼ 0g:
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We see that our system has no singular points and every leaf is transversal with the

fibers in ðz
ð4Þ
0 ;w

ð4Þ
0 ; tÞ-space C

2 � BIII, moreover, the point ðZ
ð4Þ
0 ;W

ð4Þ
0 ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ is not

a singular point of the foliation and the leaf which passes it is the vertical leaf D
ð3Þ
0 ðtÞÿ

fb
ð3Þ
0 ðtÞg.

4.3. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
y ðtÞ; . . . ; a

ð3Þ
y ðtÞ for any fixed t A BIII.

This procedure is the same as that given in the preceding section 4.2 provided the

constants k0; ky; h0; hy are replaced by ky ÿ 1; k0 þ 1; hy; h0 respectively.

4.4. The space EIII. Let Ft denote the composition of all the above eight quadric

transformations. Then the space constructed by K. Okamoto is the space defined by

EIII ¼ 6
t ABIII

EIIIðtÞ � t

where

EIIIðtÞ ¼ EIIIðtÞ ÿDð0ÞðtÞU 6
n¼0;y;1UkU3

DðkÞ
n ðtÞ; EIIIðtÞ ¼ FtðSe � tÞ:

We see that EIII is a 3-dimensional complex manifold obtained by glueing

fðx0; y0; tÞ A C
2 � BIIIg; fðx2; y2; tÞ A C

2 � BIIIg;

fðz
ð4Þ
0 ;w

ð4Þ
0 ; tÞ A C

2 � BIIIg; fðzð4Þ
y
;wð4Þ

y
; tÞ A C

2 � BIIIg

via the coordinate transformations (4.1)–(4.5) for n ¼ 0 and the corresponding ones for

n ¼ y, and

dy0 5 dx0 ¼ dy2 5 dx2; dy0 5 dx0 ¼ dw
ð4Þ
0 5 dz

ð4Þ
0 ; dy2 5 dx2 ¼ dwð4Þ

y
5 dzð4Þ

y
:

Therefore, by taking new coordinate systems as

ðxð00Þ; yð00ÞÞ ¼ ðx0; y0Þ; ðxð0yÞ; yð0yÞÞ ¼ ðz
ð4Þ
0 ;w

ð4Þ
0 Þ;

ðxðy0Þ; yðy0ÞÞ ¼ ðx2; y2Þ; ðxðyhytÞ; yðyhytÞÞ ¼ ðzð4Þ
y
;wð4Þ

y
Þ;

we obtain an expression of EIII given in Theorem 3, which proves the theorem.

D
ð2Þ
0 ðtÞ D

ð2Þ
y ðtÞ

b
ð2Þ
y0ðtÞ

Dð0ÞðtÞ

b
ð2Þ
00 ðtÞ

D
ð4Þ
0 ðtÞ D

ð4Þ
y ðtÞ

b
ð3Þ
y ðtÞD

ð3Þ
0 ðtÞ

b
ð3Þ
0 ðtÞ D

ð3Þ
y ðtÞ

b
ð2Þ
yyðtÞD

ð1Þ
0 ðtÞ D

ð1Þ
y ðtÞ

b
ð2Þ
0yðtÞ

Figure 3. J ¼ III
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§5. Proof of THEOREM 4.

In the case of J ¼ II, we take e for Se as (1.20).

5.1. For any fixed t A BIII, our extended Pfa‰an system has a singular point a
ð0Þ
y ðtÞ

and a vertical leaf Dð0ÞðtÞ ÿ fa
ð0Þ
y ðtÞg on a fiber Se � t where

Dð0ÞðtÞ ¼ ðU1ðy1 ¼ 0Þ � tÞU ðU3ðy3 ¼ 0Þ � tÞGP
1
;

að0Þ
y
ðtÞ ¼ fðx3; y3; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg:

5.2. Quadric transformations with centers a
ð0Þ
y ðtÞ; . . . ; a

ð7Þ
y ðtÞ for any fixed t A BII.

To separate the solutions which pass through the point a
ð0Þ
y ðtÞ, we make quadric

transformations eight times successively.

5.2.1. The first quadric transformation with center a
ð0Þ
y ðtÞ. Let

x3 ¼ zð1Þ
y
; y3 ¼ zð1Þ

y
wð1Þ
y
;

x3 ¼ Zð1Þ
y
W ð1Þ

y
; y3 ¼ W ð1Þ

y
;

ð5:1Þ

then

Dð1Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð0Þ
y ðtÞ

ðað0Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð1Þ

y
¼ 0gU fW ð1Þ

y
¼ 0g;

the point

að1Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð1Þ

y
;wð1Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð1Þ

y
ðtÞ

is a singular point of the foliation and D
ð1Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð1Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.2. The second quadric transformation with center a
ð1Þ
y ðtÞ. Let

zð1Þ
y

¼ zð2Þ
y
; wð1Þ

y
¼ zð2Þ

y
wð2Þ
y
;

zð1Þ
y

¼ Zð2Þ
y
W ð2Þ

y
; wð1Þ

y
¼ W ð2Þ

y
;

ð5:2Þ

then

Dð2Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð1Þ
y ðtÞ

ðað1Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð2Þ

y
¼ 0gU fW ð2Þ

y
¼ 0g;

the points

að2Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð2Þ

y
;wð2Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð2Þ

y
ðtÞ;

bð2Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð2Þ

y
;W ð2Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð1Þ

y
ðtÞVDð2Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð2Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð2Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð2Þ
y ðtÞ; b

ð2Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.3. The third quadric transformation with center a
ð2Þ
y ðtÞ. Let

zð2Þ
y

¼ zð3Þ
y
; wð2Þ

y
¼ zð3Þ

y
wð3Þ
y
;

zð2Þ
y

¼ Zð3Þ
y
W ð3Þ

y
; wð2Þ

y
¼ W ð3Þ

y
;

ð5:3Þ
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then

Dð3Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð2Þ
y ðtÞ

ðað2Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð3Þ

y
¼ 0gU fW ð3Þ

y
¼ 0g;

the points

að3Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð3Þ

y
;wð3Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð3Þ

y
ðtÞ;

bð3Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð3Þ

y
;W ð3Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð2Þ

y
ðtÞVDð3Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð3Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð3Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð3Þ
y ðtÞ; b

ð3Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.4. The fourth quadric transformation with center a
ð3Þ
y ðtÞ. Let

zð3Þ
y

¼ zð4Þ
y
; wð3Þ

y
¼ zð4Þ

y
wð4Þ
y
;

zð3Þ
y

¼ Zð4Þ
y
W ð4Þ

y
; wð3Þ

y
¼ W ð4Þ

y
;

ð5:4Þ

then

Dð4Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð3Þ
y ðtÞ

ðað3Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð4Þ

y
¼ 0gU fW ð4Þ

y
¼ 0g;

the points

að4Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð4Þ

y
;wð4Þ

y
; tÞ ¼ ð0;ÿ1=2; tÞg A Dð4Þ

y
ðtÞ;

b
ð4Þ
y0ðtÞ ¼ fðzð4Þ

y
;wð4Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð0ÞðtÞVDð4Þ

y
ðtÞ;

bð4Þ
yy

ðtÞ ¼ fðZð4Þ
y
;W ð4Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð3Þ

y
ðtÞVDð4Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the points b
ð4Þ
y0ðtÞ; b

ð4Þ
yyðtÞ are inaccessible singular

points, and D
ð4Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð4Þ
y ðtÞ; b

ð4Þ
y0ðtÞ; b

ð4Þ
yyðtÞg is a vertical leaf.

5.2.5. The fifth quadric transformation with center a
ð4Þ
y ðtÞ. We insert here a

transformation given by

zð4Þ
y

¼ zð4Þ
y
; wð4Þ

y
¼ 1=vð4Þ

y
:ð5:5Þ

Let

zð4Þ
y

¼ zð5Þ
y
; vð4Þ

y
¼ ÿ2þ zð5Þ

y
wð5Þ
y
;

zð4Þ
y

¼ Zð5Þ
y
W ð5Þ

y
; vð4Þ

y
¼ ÿ2þW ð5Þ

y
;

ð5:6Þ

then

Dð5Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð4Þ
y ðtÞ

ðað4Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð5Þ

y
¼ 0gU fW ð5Þ

y
¼ 0g;

the points

að5Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð5Þ

y
;wð5Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð5Þ

y
ðtÞ;

bð5Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð5Þ

y
;W ð5Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð0ÞðtÞVDð5Þ

y
ðtÞ
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are singular points of the foliation, the point b
ð5Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð5Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð5Þ
y ðtÞ; b

ð5Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.6. The sixth quadric transformation with center a
ð5Þ
y ðtÞ. Let

zð5Þ
y

¼ zð6Þ
y
; wð5Þ

y
¼ zð6Þ

y
wð6Þ
y
;

zð5Þ
y

¼ Zð6Þ
y
W ð6Þ

y
; wð5Þ

y
¼ W ð6Þ

y
;

ð5:7Þ

then

Dð6Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð5Þ
y ðtÞ

ðað5Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð6Þ

y
¼ 0gU fW ð6Þ

y
¼ 0g;

the points

að6Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð6Þ

y
;wð6Þ

y
; tÞ ¼ ð0;ÿt; tÞg A Dð6Þ

y
ðtÞ;

bð6Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð6Þ

y
;W ð6Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð5Þ

y
ðtÞVDð6Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð6Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð6Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð6Þ
y ðtÞ; b

ð6Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.7. The seventh quadric transformation with center a
ð6Þ
y ðtÞ. Let

zð6Þ
y

¼ zð7Þ
y
; wð6Þ

y
¼ ÿtþ zð7Þ

y
wð7Þ
y
;

zð6Þ
y

¼ Zð7Þ
y
W ð7Þ

y
; wð6Þ

y
¼ ÿtþW ð7Þ

y
;

ð5:8Þ

then

Dð7Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð6Þ
y ðtÞ

ðað6Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð7Þ

y
¼ 0gU fW ð7Þ

y
¼ 0g;

the points

að7Þ
y
ðtÞ ¼ fðzð7Þ

y
;wð7Þ

y
; tÞ ¼ ð0;ÿ2a; tÞg A Dð7Þ

y
ðtÞ;

bð7Þ
y
ðtÞ ¼ fðZð7Þ

y
;W ð7Þ

y
; tÞ ¼ ð0; 0; tÞg A Dð6Þ

y
ðtÞVDð7Þ

y
ðtÞ

are singular points of the foliation, the point b
ð7Þ
y ðtÞ is an inaccessible singular point, and

D
ð7Þ
y ðtÞ ÿ fa

ð7Þ
y ðtÞ; b

ð7Þ
y ðtÞg is a vertical leaf.

5.2.8. The eighth quadric transformation with center a
ð7Þ
y ðtÞ. Let

zð7Þ
y

¼ zð8Þ
y
; wð7Þ

y
¼ ÿ2aþ zð8Þ

y
wð8Þ
y
;

zð7Þ
y

¼ Zð8Þ
y
W ð8Þ

y
; wð7Þ

y
¼ ÿ2aþW ð8Þ

y
;

ð5:9Þ

then

Dð8Þ
y
ðtÞ :¼ Q

a
ð7Þ
y ðtÞ

ðað7Þ
y
ðtÞÞ ¼ fzð8Þ

y
¼ 0gU fW ð8Þ

y
¼ 0g:

We see that, in ðz
ð8Þ
y ;w

ð8Þ
y ; tÞ-space C

2 � BII, our system has no singular points and

every leaf is transversal with the fibers, moreover, the point ðZ
ð8Þ
y ;W

ð8Þ
y ; tÞ ¼ ð0; 0; tÞ is

not a singular point of the foliation and the leaf which passes the point is the vertical

leaf D
ð7Þ
y ðtÞ ÿ fb

ð7Þ
y ðtÞg.
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5.3. The space EII. Let Ft denote the composition of all the above eight quadric

transformations. Then a space defined by

EII ¼ 6
t ABII

EIIðtÞ � t

with

EIIðtÞ ¼ EIIðtÞ ÿDð0ÞðtÞU 6
1UkU7

DðkÞ
y
ðtÞ; EIIðtÞ ¼ FtðSe � tÞ

is the space constructed by K. Okamoto.

By the above procedure, we can verify that EII is a 3-dimensional complex manifold

obtained by glueing

fðx0; y0; tÞ A C
2 � BIIg; fðx2; y2; tÞ A C

2 � BIIg; fðzð8Þ
y
;wð8Þ

y
; tÞ A C

2 � BIIg

via the coordinate transformations (5.1)–(5.9), and

dy0 5 dx0 ¼ dy2 5 dx2; dy2 5 dx2 ¼ dwð8Þ
y

5 dzð8Þ
y
:

Therefore, by choosing coordinate systems as

ðxð00Þ; yð00ÞÞ ¼ ðx0; y0Þ; ðxðy0Þ; yðy0ÞÞ ¼ ðx2; y2Þ;

ðxðyyÞ; yðyyÞÞ ¼ ðzð8Þ
y
;wð8Þ

y
Þ;

we obtain an expression of EII given in Theorem 4, which shows the theorem.
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