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Introduction

Dans un travail [11], I. Satake a associé a une algeébre de Lie semi-simple
réelle un diagramme qui la caractérise & un isomorphisme prés, que nous
appellerons son diagramme de Satake. Le but principal de cet article est
d’étudier au point de vue des diagrammes de Satake quelques questions plus
ou moins connues sur les grotipes algébriques linéaires réels. On traitera la
connexion topologique d'un groupe algébrique irréductible, la structure du
groupe des automorphismes d’une algébre de Lie semi-simple et la question
de conjugaison des sous-groupes résolubles maximaux et des sous-groupes de
Cartan d’un groupe algébrique.

Au paragraphe 1, nous rappelons d’abord quelques résultats de [II] qui
seront essentiels pour la suite de cet article. Nous envisageons ensuite la con-
nexion topologique d’'un groupe algébrique réel. On ‘sait que tout groupe
algébrique irréductible complexe est topologiquement connexe et que ce n’est
pas toujours vrai pour les groupes algébriques irréductibles réels. Nous
démontrons que tout groupe algébrique G irréductible réel est le produit semi-
direct de la composante topologiquement connexe de I'élément neutre dans G
par un sous-groupe fini composé d’éléments involutifs.

Le paragraphe 2 est consacré a I'dtude des automorphismes d’une algébre
de Lie g semi-simple réelle. Soient G le groupe des automorphismes de g et
G° celui des automorphismes intérieurs de g. La structure du groupe quotient
G/G® a été etudiée par E. Cartan [5] et, aprés lui, par d’autres auteurs (cf.
S. Murakami [107], M. Takeuchi . Nous donnons une méthode permettant
de la déterminer a partir du diagramme de Satake de g, et démontrons incidem-
ment, en utilisant la classification des algébres de Lie simples, que G est le
produit semi-direct de G° par un sous-groupe fini S, ce qui nous semble avoir
été implicitement vérifié depuis E. Cartan [5]. Nous pouvons déterminer
explicitement un pareil sous-groupe S pour chaque algébre de Lie simple
réelle.

Le paragraphe 3 est essentiellement relatif a la question de conjugaison
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des sous-algébres résolubles maximales et des sous-algébres de Cartan d’une
algébre de Lie g semi-simple réelle. Aprés avoir traité quelques propriétés
des sous-algébres paraboliques de g, nous étudions les sous-algébres résolubles
maximales de ¢: nous prouvons que les classes de conjugaison par G° de ces
derniéres sont en correspondance biunivoque avec celles de sous-algébres para-
boliques de g ayant une sous-algébre semi-simple maximale de la premiére
catégorie. On pourrait déduire ceci immédiatement d’un résultat de G.D.
Mostow [9], mais nous nous plagons & un point de vue un peu différent.

Quant aux sous-algébres de Cartan, nous ne faisons qu'adapter les résultats
de B. Kostant [8] et de M. Sugiura a la théorie des diagrammes de
Satake. Par lintermédiaire des sous-algébres de Cartan ““standard”, nous
réduisons la question de conjugaison des sous-algébres de Cartan de g & celle
de certains sous-diagrammes du diagramme de Satake de g. Remarquons ici
qu’il est naturel, selon nos résultats, de déterminer les classes de conjugaison
de sous-algébres résolubles maximales avant celles de sous-algébres de Cartan.
' Nous donnons a l'appendice quelques résultats obtenus en suivant nos
méthodes pour les formes réelles non compactes des algébres de Lie simples
complexes.

Dans cet article, les objets algébriques (espaces vectoriels, algébres de Lie,
groupes algébriques etc.) seront considérés, sauf mention du contraire, sur le
corps des réels R, et le complexifié d’un objet algébrique A sera désigné par A.

Je tiens a exprimer ici ma reconnaissance & M.N. Iwahori et a M. T.
Nagano, qui ont bien voulu diriger mes études. Je les remercie vivement de
tous les suggestions et les encouragements qu’ils m’ont donnés au cours de ce
travail. Je remercie également M.F. Bruhat, qui a bien voulu me guider de
ses conseils pendant son séjour & Tokyo en 1963.

§1. Préliminaires

1. Nous allons d’abord rappeler quelques résultats de 1. Satake [117, sur
lesquels nous nous appuierons dans la suite de ce travail.

Soient ¢ une algébre de Lie semi-simple, ¥ sa complexifiée et ¢ le semi-
automorphisme involutif de ¥ défini par g. On sait que § posséde une forme
réelle compacte g, invariante par ¢. ¢ commute au semi-automorphisme in-
volutif = de § défini par g, et g se décompose en somme directe de deux
sous-espaces f etp, ot f=gg, et p=g"+v —1 g, L’automorphisme involutif
0 =0t de 7 laisse invariantes g et g, respectivement, et la restriction de 7 a
g s’appelle l'involution de Cartan de g associée a la décomposition de g ci-
dessus. On sait que f correspond & un sous-groupe compact maximal du groupe
adjoint G° de g.
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Soient §~ une sous-algébre maximale dans p et ) une sous-algébre abélienne
maximale de g contenant §~. 0 est alors somme directe de §* et de §~ (ou
" =6t et 5"=Hh D) et donc une sous-algebre de Cartan de g. Sa complexi-
fide B est une sous-algébre de Cartan de §: soit 4 le systéme des racines non
nulles de § suivant 17 Désignons par Y, le sous-espace vectoriel sur R composé
des vecteurs h H tels que a(h) soit réel pour toute racine a: on sait que ¥,
est somme directe de b~ et de v/ —1 §*. La forme de Killing (x, ¥> de § induit
sur ) une forme quadratique non dégénérée qui permet d’identifier § et son
dual: une racine a sera identifiée avec le vecteur h,<Y, tel que l'on ait
a(h)=<hy, b pour tout <1 On voit facilement que ¢ et = laissent 4 in-
variant et induisent sur }, des rotations pour la forme de Killing: on a de
plus o|vV—1%*=—1, ¢|§~=1 et 7|h,=—1. Nous désignerons désormais par
o, la restriction de ¢ & %,. 4d,=4 vV —15" est un systéme de racines. Nous
noterons W [resp. W,] le groupe de Weyl associé a 4 [resp. 4,], c’est-a-dire,

le groupe de rotations de §, engendré par les symétries s, définies par

sa(h) = —%Er—gg—a (e = d) [resp. (a = 4,)] et désignerons par W, le sous-

{a,

groupe de W composé des éléments commutant a o, Il est clair que W,
contient W,. Nous appellerons systéme o-fondamental de 4 un systéme founda-
mental de 4 tel que, pour toute racine positive «, g,a soit positive ou bien
égale a —a. On peut ordonner totalement les vecteurs de §, par un ordre
lexicographique de sorte que le systéeme fondamental de 4 pour cet ordre soit
o-fondamental. Soit /7 un systéme o-fondamental de 4 et posons [1,=II N 4,.
On vérifie facilement que I7, est un systeme fondamental de 4,. En notant
s, ’élément involutif dans W, bien déterminé par sy(/1,)= —1II,, on voit sans
peine que 7,= 5,0, conserve l’ensemble des racines positives et donc /I aussi:
autrement dit, 7, est une rotation particuliére de §, relative a /1. De plus on
a évidemment 73=1 et g,= 7,5, = So¥,.

Supposons alors que I7 = {ay, a, -+, Q—1g, Crggr1, =, A}y o= {1441, Ximigre
-+, a;} ou [ et [, sont respectivement les rangs de 4 et de 4, et que

rea;=a; pour 1=1=py,

7’0ai:ai+p2 pour f)1+1§1§p1+p2

1.1)

et
T =y,  pour  pitpFl=isl-lo=p+2p,.

Alors, posant p=p,+p, et y;=(a;+0,a;)/2 pour 1 =i =<p, on voit facilement
que 7y, 7s -, 7p Constituent une base de %~. En outre [1-={r,, 7, -+, 7p} est
un systéme fondamental d’un systéme de racines 4~ plongé dans §~ ([117]).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant, principalement dd
a E. Cartan et a I. Satake (pour la démonstration, voir [I1]):
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THEOREME 1.1. Désignons par G°=K°P la décomposition de Cartan du
groupe adjoint G° de g définie par t|g.

a. St une sous-algébre ¥ de g correspond d un sous-groupe compact maxi-
mal de G°, il existe un élément & = G° tel que on ait E(f*)=1.

b. Si §* est une sous-algebre de Cartan de g telle que %* N\ p soit une sous-
algebre maximale dans 9, il existe un élément & = K° tel que l'on ait £(5%)=1.

c. En restreignant a b, les opérations du normalisateur Ng.(§) de Y dans
K°, on obtient un homomorphisme de Ng§) sur W

d. W, est simplement transitif sur ensemble des systémes o-fondamentaux
de 4.

e. En restreignant a Y~ les opérations de W, on obtient un homomorphisme
de W, sur W= ayant W, pour noyau, ou W— désigne le groupe de Weyl associé
a 4-.

Le diagramme de Satake de g, désigné par le symbole (/1, o), est le dia-
gramme obtenu, a partir du diagramme de Dynkin de J représentant /I, en
marquant les sommets dans /1, et en indiquant par des fléches la restriction
a I1—-11, de la permutation involutive 7, (cf. [I1],[16]). Nous appellerons /I~
le systeme fondamental restreint associé a (/I, o), et p=dim )~ le rang rest-
reint de g ou de (I, o).

D’apres le théoréme 1.1, le diagramme de Satake de g ne dépend pas du
choix de (%, 4, [1): réciproquement, si une algébre de Lie semi-simple a le
diagramme de Satake isomorphe a celui de g, c’est isomorphe a g ([T).

Soit maintenant /I’ une partie de Il telle que g, laisse invariant le sous-
espace de %, sous-tendu par les vecteurs dans /I’. Il existe alors une sous-
algébre semi-simple ¢’ de g canoniquement associée a /I’ ([II]) dont le dia-
gramme de Satake est le diagramme (/I’, o) obtenu en retirant de ({1, o) les
sommets n'appartenant pas a /I’ et les traits et fléeches qui y aboutissent. Le
diagramme (/1’, o) sera appelé un sous-diagramme de (/I, o).

Nous allons maintenant considérer la catégorie d’une algébre de Lie semi-
simple.

Si la restriction de € a g, est un automorphisme intérieur de g,, g est dite
de la premiére catégorie: sinon g est dite de la seconde catégorie. Nous
dirons que son diagramme de Satake (//, o) est de la premiére [resp. seconde]
catégorie, si g est de la premiére [resp. seconde] catégorie.

Démontrons la proposition suivante, qui nous sera utile plus loin:

PROPOSITION 1.1. a. g est de la premiere catégorie si et seulement si g
posséde une sous-algébre de Cartan compacte.

b. (I, 0) est de la premiére catégorie si et seulement si —a, appartient @ W.

DEMONSTRATION. On rappelle qu’une sous-algébre de g est dite compacte
si elle correspond a un sous-groupe compact de G°. On note d’abord que f se
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compose de tous les éléments de g, laissés fixes par 8. Comme on le sait, si
un automorphisme € de g, laisse fixes tous les éléments d’une sous-algeébre de
Cartan 9, de g, il existe un élément h &Y, tel que &=exp(ad h); et, récipro-
quement, tout automorphisme intérieur de g, laisse fixes tous les éléments
d’au moins une sous-algebre de Cartan de g, (voir par exemple [127]). La pre-
miére assertion en résulte immédiatement.

D’autre part @ |g, est intérieur si et seulement si @ est un automorphisme
intérieur de 7, et pour ceci il faut et suffit que 6|%, = —o, appartienne a W
[12]: d’ou la deuxiéme assertion de la proposition 1.1.

2. Nous allons a ce numéro envisager la connexion topologique d’un
groupe algébrique irréductible.

Nous rappelons tout d’abord un résultat bien connu sur les groupes algé-
briques (cf. [6]). Soit L un groupe algébrique d’automorphismes d’un espace
vectoriel V de dimension finie. Soient ! son algébre de Lie et u le plus grand
idéal de I composé d’éléments nilpotents. ! est la somme semi-directé de u et
d’une sous-algébre réductive m, et la composante irréductible L, de 1’élément
neutre dans L est le produit semi-direct de U par M,, ou U [resp. M,] est
le sous-gropue algébrique irréductible correspondant a u [resp. a m]: U est le
plus grand sous-groupe algébrique unipotent distingué de L. Il existe alors
un sous-groupe M de L tel que M admette M, comme sous-groupe d’indice
fini et tel que L soit le produit semi-direct de U par M. De plus, tout sous-
groupe algébrique réductif de L est conjugué d’un sous-groupe de M.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1.2. Soient L un groupe algébrique irréductible et L° la com-
posante topologiquement connexe de ['élément neutre dans L. L posséde alors
un sous-groupe fini S composé d’éléments involutifs tel que L soit le produit
semi-direct de L° par S.

DEMONSTRATION. D’aprés ce qui précéde, pour établir ce théoréme, on
peut supposer que L soit réductif: car tout groupe algébrique unipotent est
topologiquement connexe. Il existe alors une involution de Cartan ¢ du groupe
GL(V) qui laisse L invariant (voir par exemple [4]): c’est un automorphisme
de GL(V) défini par 6(&)="'6"1 (£ e GL(V)) ou ¢ désigne le transposé de &
relatif & une forme quadratique définie positive sur V. On a donc les décom-
positions de L et de son algébre de Lie [ définies par 0 : L= KP, [=f+.
On a alors L°=K°P ou K° est la composante connexe de I’élément neutre
dans K. Soit I le complexifié de L: c’est irréductible et donc topologiquement
connexe, son algébre de Lie est la complexifiée T de 1, et L=L ~GL(V) [6D.
0 se prolonge en une involution 7z du complexifié GL( V) de GI(V) definie par
(&)= (& e GL(V): r laisse I invariant. On a donc la décomposition de
I définie par t:L=L,exp(vV—11,), ol I,=*f++—1p est lalgébre de Lie
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du groupe compact connexe L,, et on a K= L, \GL(V).

Ceci dit, nous allons appliquer le théoréme 1.1 3 { (ou plus précisément a
sa sous-algébre dérivée). Soit § une sous-algébre de Cartan de ! telle que
h~=H D soit une sous-algebre maximale dans p. Le théoréme 1.1 b entraine
d’abord que K= K°Ng(h) ou Ng(h) désigne le normalisateur de § dans K. Or,
quel que soit n & Ng(h), ad 9 | §, (§, = bh=-++ —1 §*, h* =H ~¥) laisse §~ invariant :
d’autre part, I étant connexe, adn | %, appartient au groupe de Weyl de T
relatif 3 ). On en déduit, par le theoréme 1.1 ¢, que Ng(§) = Ng.(§)Zx(B), Zx(H)
étant le centralisateur de § dans K. Il est clair que Zx(§)=Kn Z.,(H), ou
Z.(h) est le centralisateur dans L, de ¥, c’est-a-dire de §,=5H"++—1%-. Or,
puisque Y, est une sous-algébre de Cartan de [, et puisque L, est compact
connexe, on a Z,(h)=-exph,=exph*texp(v'—14) (12]. Par suite on a
Z{=exph'Q, ou Q=K exp(—18§) est l'ensemble des éléments in-
volutifs dans exp (v —1%"). On a ainsi vu que K=K°). Soit finalement S
un sous-groupe de @ tel que @ soit le produit direct de Q,= K°"Q par S.
Il est alors immédiat que L est le produit semi-direct de L° par S, c.q.f. d.

COROLLAIRE. Soit D un tore algébrique R-trivial maximal de L. On a
alors L=L°D.

Le corollaire résulte’ immédiatement de la démonstration du théoréme 1.2.

§2. Automorphismes d’une algébre de Lie semi-simple

3. Soit g une algeébre de Lie semi-simple. Soient G le groupe algébrique
des automorphismes de g, G, [resp. G°] la composante irréductible [resp. topo-
logiquement connexe] de I'édlément neutre dans G; G° est le groupe adjoint
de g.

Nous étudierons dans ce paragraphe la structure du groupe G modulo G°
(cf. [5], [10], [14D.

Nous reprenons les notations du n° 1 et les fixons une fois pour toutes a
ce paragraphe.

L’involution de Cartan 7 |g définit sur les groupes G, G, et G° leurs décom-
positions de Cartan respectives:

G=KP, G,=K,P et G'=K°P.

Soient de plus G, le groupe des automorphismes de g, et G) le groupe adjoint
de g,. Les groupes G et G, sont contenus canoniquement dans le groupe des
automorphismes de § que nous désignerons par Aut (§). D’autre part = définit
sur Aut (3) sa décomposition de Cartan, Aut(§) =G, exp(v'—14g,), et Aut ()
n’est autre que le complexifié de G,: celui de G} ou de G, est la composante
irréductible de I’dlément neutre dans Aut(§), c’est-a-dire le groupe adjoint
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Int(g) de §. Nons avons donc:
G={{|§ < Aut(y), o§=Ea},
Gu.={§1§ € Aut(Q), té=¢£7},
K=G.NG={{|E€ Gy 06=E0},
K.=GNnG.

(2.1)

Nous allons maintenant considérer la décomposition de § suivant §. On
sait qu’il existe une base de § formée de vecteurs h; €9, ¢0=1,2,---,1) et de
vecteurs e, (a € 4) vérifiant les égalités suivantes:

2.2) Lh, e.] = a(h)e, pour he B .
(23) [ea: e~a:| - _ha s
2.4 Leas 5] = Ny plars pour a, B, a+-pe4d,

les N, étant des nombres réels non nuls tels que Nupg= N_s-p
2.5 TCu=C_g pour acd.

Une telle base de § sera appelée une base de Weyl de 7 adaptée a sa forme
réelle compacte g,.

Quant au semi-automorphisme o, on voit facilement que [4, ge,] = o,a(h)oe,
pour a4 et hh: donc ge, est toujours proportionnel a €s0ar NOUS pOSONS
donc:

2.6) ey = Yalaya pour acsd,

On vérifie alors les égalités suivantes [11]:

Q.7 Paoa=1, voyv-a=1, Pa=v_4 |vul=1 pour aecd,
2.8) Vot Na,s = Va¥sNgoa,008 pour a, B,a+Bed,
2.9 voa=1 pour acd,.

En vertu de (1.1) et (2.7), il existe un élément helh~ tel que v,
=exp (W —1 ayh) pour ey 1, 1<i<p. En posant £é=exp(v'—ladh/2) et
en remplagant e, par £e,, on a, en plus des égalités (6) a (9, va; =1 pour a;
(1=i<p): on en déduit sans peine:

(2.10) Vo= %1 pour acd.

Remarquons que, si g est normale, c’est-a-dire, si f=10~, ona la de plus y,=1
pour tout e € 4.

Nous fixerons désormais une base de Weyl de § adaptée a g,.

Soit T, le groupe des rotations de Y, qui laissent 4 invariant et commutent
a g,. D’aprés le théoréme 1.1. d, T, est le produit semi-direct de W, par le
sous-groupe Aut /I, o) composé des éléments conservant I7: un élément de
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Aut({l, o) sera appelé automorphisme du diagramme de Satake (/1, o). Aut({l, o)
se compose des rotations de Y, qui laissent invariants Il et II, respective-
ment et commutent a 7,.

LEMME 2.1. Soit & un élément du normalisateur NGu(Y)) de Af) dans G, tel
que &Y, appartienne a T, Il existe alors un élément hel~ tel que
y=¢Eexp (v —1 ad h) appartienne au normalisateur Ng(h) de ) dans K.

DEMONSTRATION. En posant t = &|%,, on voit immédiatement que e (a < d)
est proportionnel a e, : posons donc £e,= A6, pour a = 4. En vertu de (3)
et (5), on vérifie aussitdt:

(2.11) Auheg=1, [2.]1=1 pour acd.

En notant que ¢ commute a og,, on obtient alors:

(2.12) E71080(ey) = Malnw aVEC Uy= Az'VisguAsgaPw, POUT as4.
D’aprés (11), on a o = xdspaPabioge €t ON voit par les égalités (7), (9), (10) que

Pa= Uoow pour acd,
(2.13) ’
te=1 pour ac<d,.

D’autre part, £~l¢f0 étant un automorphisme de F, on a

(2.14) Ualls =ltarsg  Pour «a, B, at+ped.
On déduit alors sans difficulté des égalités (13) et (14) que l'on a

(2.15) oy = roas pour a, =11 .

D’aprés (13) et (15), il existe un élément h, € = tel que p,, =exp (V' —1ay(h)
pour a; < II, autrement dit tel que &'ofo=exp (v —1 ad h,). Posons finale-
ment 7=2~& exp (W —1ad(h,/2): il est facile de vérifier que » commute & o
et donc appartient au normalisateur Nx(h) de § dans K. Ceci achéve la dé-
monstration du lemme 2.1.

Pour énoncer le théoréme principal de ce numéro, nous introduirons quel-
ques sous-groupes finis de K. On sait qu’on peut associer a tout ¢ & Aut (1, o)
un automorphisme &, de g, défini par &, =€, 0 =—0_yy Pour eIl : on a
£, 9=t Les éléments &, t< Aut(/l,s), forment un sous-groupe A, de G,
qui est isomorphe a Aut(/l,s). En notant que A,exp(v—lad}~) est un
sous-groupe de G,, nous définirons les sous-groupes de K suivants: ‘

(2.16) Q=GN A,exp(v—1ad)),
(2.17) Q.1=6:NQ,
(2.18) Qe=G"NQ.

Le groupe Q est contenu dans Ng(§). On a Q,=G,nexp (W —1adp~), car
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As N\ Int (F) se réduit & I'élément neutre (voir par exemple [12]): par suite Q,
se compose des éléments involutifs dans exp (v —1 ad §~), donc est d’ordre 22,
p=dim b~ étant le rang restreint de g. D’autre part, d’aprés le lemme 2.1, Q/Q,
est isomorphe a Aut ({7, o).

' Ceci dit, nous allons démontrer le théoréme et son corollaire suivants:

THEOREME 2.1. On a G=G°Q. Le groupe quotient G/G° est isomorphe
a Q/Q,.

COROLLAIRE. Le groupe gquotient G/G, est isomorphe a Aut (1, o).

DEMONSTRATION. On déduit facilement du théoréme 1.1 que K=KNg(h, IT)-
ol Ng(h, IT) désigne le sous-groupe de Ni(f) composé des éléments laissant /7
invariant. En restreignant a §, les opérations de Ng(5, /T), on obtient un homo-
morphisme j de Nx(h, [I) dans Aut(ll, o), son noyau étant Ng(h, INNK,:
d’autre part, comme nous l'avons vu plus haut, Q est contenu dans Ng(§, IT)
et limage de Q par j est identique & Aut(J7,s). On en déduit immédiate-
ment que Ng(h, [T) = (N, INDNK)Q, donc que K=K,Q. Par ailleurs, la
démonstration du théoréme 1.2 montre que K,=K°Q,. Par suite on a
K=K°Q, d’ou le théoréme 2.1. Quant au corollaire, il en résulte immédiate-
ment.

REMARQUE. @ est une extension du groupe Q/Q, par Q, Cette exten-
sion n’est pas toujours inessentielle (cf. n° 5, exemple).

4. Nous voulons a ce numéro caractériser les éléments de Q, parmi ceux
de Q, et exposer une méthode permettant de déterminer ceux-la explicitement.

Pour & G, nous désignerons par g¢ la sous-algébre de g composée des.
éléments fixes de & et poserons ¥ =géN 1.

Nous allons tout d’abord démontrer la

PROPOSITION 2.1. Supposons que g soit simple et non compacte. Désignons
par Z le centralisateur de ¥ dans G.

a. Linvolution de Cartan @ est le seul élément involutif non neutre dans Z..

b. Si g est de la premiére catégorie, Z est contenu dans K°.

c. Si g est de la seconde catégorie, Z N\ K, se réduit a 'élément neutre.

DEMONSTRATION. On rappelle que K est le normalisateur de f dans G; Z
est donc contenu dans K. D’autre part on sait que, g étant simple, ¥ est une
sous-algébre propre maximale dans ¢: la premiére assertion en résulte im-
médiatement.

Supposons que g soit de la premiere catégorie. f contient alors une sous-
algébre de Cartan 4, de g, (proposition 1.1); d’autre part on sait que le cen-
tralisateur de 9, dans G, est contenu dans exp(ad¥f,). Ceci implique la deu-
xiéme assertion.

Supposons ensuite que Z\ K, renferme un élément ¢ non neutre. Puisque
f est maximale dans g, g¢ est égale a f. f est alors identique aussi a la sous-
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algebre de g, composée des éléments fixes de £, et donc contient une sous-
algébre de Cartan de g,; car ¢ appartient a GY%. D’aprés la proposition 1.1, g
est alors de la premiére catégorie. Cela prouve la derniére assertion de la
proposition 2.1,

REMARQUE. La proposition 2.1 a implique que le tore Z° est de dimension
au plus 1. En fait on sait que Z est fini d’ordre 2 ou bien un tore de dimen-
sion 1 (2.

COROLLAIRE 1. Pour qu'un &< K, appartienne a K°, il faut et il suffit
que ¥ soit de méme rang que f.

COROLLAIRE 2. Supposons g simple. Si g est de la premiére [resp. seconde]
catégorie, K/K° [resp. K,/K°] est isomorphe a un sous-groupe de Aut (£)/Int(f),
ot Aut (f) désigne le groupe des automorphismes de ¥ étant involutifs sur le
centre de ¥, et Int(t) désigne la composante connexe de élément neutre dans
Aut ().

Les corollaires résultent facilement de la proposition 2.1.

Nous allons maintenant introduire une sous-algebre semi-simple normale
de g (cf. [I3]). Soient 3(h*) le centralisateur de §* dans g et ¢’ sa sous-algébre
dérivée: soient de plus % le sous-espace de §~ sous-tendu par les éléments
dans 4’=4 %" et §” le supplémentaire orthogonal de §’ dans §~. On vérifie
facilement que 3(6*) est la somme direct de ¢’ et de h*+5”, et que §’ est une
sous-algébre de Cartan de ¢’: donc g’ est semi-simple normale. D’autre part,
g/ étant invariante par z,ona ¢’ =¥+p ol '=tNg et p=pnN¢g, et 3GHNE
=grE.

On peut voir facilement que 4’=4 Y% est le systéme de racines de ¢’
relatif a B/, et que le diagramme de Satake de g’ est isomorphe & un sous-
diagramme de celui de la forme réelle normale de §. On a aussi:

(2.19) 4'={Blped, B )=0,rp=p}.

Nous définirons les groupes finis Q] et Q4 d’automorphismes de ¢’ (cf. (16),

17), (18)):

(2.20) Qi=Aut (@) Nnexp (v —ladyh), Q=1Int )N Q1,

ou Aut(g”) [resp. Int(g)] désigne le groupe des automorphismes [resp. des
automorphismes [intérieurs] de g¢’.

Ceci posé, les rapports existant entre @, et Qf sont exprimés par le lemme
suivant :

LEMME 2.2. Tout élément de Q, laisse ¢’ invariante: en restreignant a ¢’
les opérations de Q,, on obtient un homomorphisme j de Q, dans Qi. En outre,
pour qu'un we< Q, appartienne a Q,, il faut et il suffit que j(w) appartienne
4 Q.

DEMONSTRATION. Il est clair que 3(§*) et g’ sont invariantes par tout
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automorphisme de g laissant §* invariant. En désignant par j la restriction a
g’ de tels automorphismes de g, on a, dans la complexification, j(exp (+v/—1 ad 7))
= jlexp (W —T ad §) exp (W —1 ad §")) = jlexp (W —1 ad ¥")) = exp (v —1 ade/ §’):
d’ot la premiére assertion.

Comme nous 'avons vu plus haut, on a:

2.21) END) =041
On a donc plus généralement, pour @ € Q,,
(2.22) 1 M3 = hr e

en posant {77 =t ~¥, D’autre part on sait que N\ 3(H*) [resp. I " 3(Hh*)] est
de méme rang que f [resp. I*]. En vertu de (21) et (22), it en résulte que f*
est de méme rang que f si et seulement si ¥7/¢ est de méme rang que Y.
Par le corollaire 1 a la proposition 2.1, ceci démontre la deuxiéme assertion du
lemme 2.2.

Nous pouvons maintenant dessiner une méthode permettant de déterminer
explicitement les éléments de @, Rappelons tout d’abord que le systéme
fondamental restreint /7- associé a (/I, ¢) est une base de §~:

(2.23) I=={y0 720 70} -

Soit {e;, &, -+, ¢,} la base de §~ duale & IT-:

2.24) {es 740 = 04y pour 1=Z54,75p.
Alors, en posant ,

(2.25) w,=exp(v—lad(ze;)) pour 1=Zi<p,

on voit facilement que ,, w,, ---, w, constituent une base canonique du groupe
Q, fini abélien.

1° Plagons-nous d’abord dans le cas ou g est normale. Dans ce cas, pour
w e Q,, g° est aussi réductive normale et de méme rang que g. Pour w=w,
(t=1,2,-,p) et pour d'autres o < Q,, en déterminant un systéme fondamental
du systéeme de racines 4” de g” et en comparant ensuite le rang de f° avec
celui de f, on examine, par le corollaire 1 a la proposition 2.1, si w appartient
a Q,. On peut ainsi déterminer les éléments de Q,.

2° Dans le cas général, on détermine d’abord le systéme fondamental /7’
de 4’ a partir du diagramme de Satake ({7, o) de g (voir [2.19)) et puis I’homo-
morphisme j:Q,— Q). D’aprés le lemme 2.2, on peut alors déterminer les é1é-
ments de Q, en utilisant le résultat déja obtenu dans le cas normal.

REMARQUE. a. Pour effectuer ces procédés, il nous faut connaitre,
pour toute algébre de Lie simple g normale, le rang de f et la racine dominante
en forme de combinaison lindaire des racines simples.

b. Le corollaire 2 a la proposition 2.1 permet d’obtenir une borne supérieure
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pour l'ordre de Q/Q, ou de Q,/Q, en voyant le type de f (cf. aussi n° 7).

5. Rappelons briévement quelques résultats bien connus sur les algebres
de Lie simples complexes et réelles.

On sait que la famille des algébres de Lie simples complexes (@ un iso-
morphisme prés) se compose de quatre classes d’algébres simples classiques,
désignées par les symboles (A,) (n=1), B,) #=2), (C) (n=3) et (D,) (n=4),
et en outre de cing algebres simples exceptionnelles, désignées par (E,)
(n=6,7,8), (F,) et (Gy).

Soient § une algébre de Lie simple complexe et 5 une sous-algébre de
Cartan de §. Désignons par T le groupe des transformations linéaires de §
conservant le systéme de racines 4 de § relatif a E et par W le groupe de
Weyl associé & 4. On sait que le groupe quotient Aut (g)/Int (§) est isomorphe
a T/W et aussi au groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de
3 : réellement il est isomorphe a:

Ss, si g est de type (D)),
(2.26) Z,, si § est de 'un des types (A,) (n=2), (D,) (n=5) et (Ey),
{1}, sinon;

ou S, désigne le groupe symétrique de degré 3, et Z, le groupe cyclique
d’ordre 2.

D’autre part la transformation scalaire —1 appartient toujours a T': on
sait qu’elle n’appartient pas a W si et seulement si § est de I'un des types
(A,) n=2), Dymey) m=2) et (Eq). Ainsi, st Aut(g) n'est pas identique a
Int(Q) et si —1 appartient ¢ W, § est de l'un des types (Dyy) (m=2).

Soit maintenant g une algeébre de Lie simple: g est ou bien une forme
réelle d’'une algébre de Lie simple complexe ou bien l'algébre de Lie obtenue
par la restriction scalaire d’une algébre de Lie simple complexe. On sait que
toute algébre de Lie simple complexe posséde une et une seule forme réelle
normale a un isomorphisme pres.

En vue d’une utilisation ultérieure, nous allons déterminer, suivant la
méthode exposée au numéro précédent, le groupe quotient Q/Q, pour une
algébre de Lie simple normale g, de type (D,) (n=4). On peut supposer, en
vertu de (10), que A, soit contenu dans K, donc que @ soit le produit semi-
direct de Q, par A, (voir (16)). Prenons le diagramme de Satake (I1, o) de ¢,:
a, Apmg Olp—y
2.27) oo o<

o,

et la base canonique de Q,, {w,, w,, -+, ®,}, associée a [T par (24), (25). Rap-

pelons ici que: 1) si g est simple normale de type (A,), ¥ est de rang [i—ztlﬁ];
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ii) si g est simple normale de type (D,), f est de rang 2 [g] (cf. n° 10).

Ceci dit, jetant un regard sur les racines positives, on vérifie que g9 est
de type:

(Dp-)+Dy) pour o, 1=i1=n-2),
(A,-)+(D) pour w; (j=n—1,n),
Dpss)+Di-y)  pour w0, C=i=n—2),
(Dn-D+({Dy)  pour @@y,

(Dn2)+(D;)  pour @0, 0;

ot (D,) désigne l'algébre de Lie d’un tore algébrique de dimension 1, (D,) et
(D,) signifient (A)-+(A,) et (A,) respectivement. Faisant usage de ce qu'on
vient de rappeler, on en déduit les relations modulo Q, suivantes:

pour n impair,

D=EW,= =Wy =1,
Wy =@, #E 1
pour n pair,
W =W= =Wy =1,
Op =1, 0, =, 0, =03 = =Wy = @y, F 1.

On en conclut d’abord que Q/Q, est isomorphe a Z,XZ, pour n impair.
Pour 7 pair, en posant S;={1, 0,0, 0,0, ®,0,} (n=4) ou S;={1, W, ©p, Vpey Wy}
{n = 6), on voit facilement que @, est le produit direct de @, par S, et que S,
est invariant par A, @Q est donc le produit semi-direct de Q, par S=S;4,:
par suite G est aussi le produit semi-divect de G® par S. On en déduit que
Q/Q, est isomorphe a S, (n=4) ou a D, (n=6); S, désigne ici le groupe
symétrique de degré 4, et D, le groupe diédrique d’ordre 8.

6. A ce numéro, a 'aide de quelques vérifications utilisant la classifica-
tion des algébres de Lie simples, nous allons démontrer que G est le produit
semi-direct de G° par un sous-groupe fini.

Vérifions d’abord la proposition suivante:

PROPOSITION 2.2. Supposons que g soit une forme véelle non compacte
d’une algébre de Lie simple complexe et que G ne soit pas identique da Gy, 1!
existe alors un automorphisme involutif & de ¢ tel que i) G=G,{1, &}, ii)
& e N, €19 =—1, sauf dans le cas ou g soit isomorphe @ I'une des formes
véelles normales de types (D,y) (m=2).

DEMONSTRATION. D’aprés ce qu’on a rappelé au numéro précédent, ’hypo-
thése faite entraine que § est de l'un des types (A,) (n=2), (D, (n=4) et
(E,). Nous distinguons quelques cas:

1°. Supposons que g soit de la seconde catégorie. On voit alors immédiate-
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ment que Aut ([, o) est d’ordre 2 et que l'involution de Cartan 6 vérifie les
propriétés requises pour &,

2°. Supposons que § soit de I'un des types (A,) 1=2), Dyps) (m=2),
(E¢). Soit alors & automorphisme de § bien défini par &e,=e_, (a =) par
rapport a la base de Weyl vérifiant encore [2.10]: c’est un automorphisme
involutif de g qui n’appartient pas a G,. Ceci entraine immédiatement notre
assertion dans ce cas.

3°. Supposons que J soit de 'un des types (D,,) (m=2) et que g ne soit
pas normale. Un coup d’ceil sur les diagrammes de Satake des algébres de
Lie de cette sorte montre que Aut(//, o) est d’ordre 2 (s'il n’est pas neutre)
et que son élément non neutre ¢ induit sur %)~ I'application identique (cf. ap-
pendice). Soit maintenant 7 l'automorphisme involutif de § défini par

NCy = €y, Nl = o pour acll.

Par le lemme 2.1, il existe un automorphisme & de ¢ de la forme &=
n(v/—ladh), hel~: légalité »|fj~=—1 entraine que & est aussi involutif.
—t n’appartenant pas a W, on a G=G,{1, &}. Ceci achéve la démonstration
de la proposition 2.2.

Nous sommes maintenant en état de prouver le théoréme suivant:

THEOREME 2.2. G posséde un sous-groupe fini S tel que

1) G soit le produit semi-direct de G° par S,

1) S soit le produit semi-direct de G, N\S par un sous-groupe E.

DEMONSTRATION. Pour établir ce théoréme, on peut supposer sans nuire
la généralité que g soit simple.

1°. Supposons que g soit compacte. Comme nous l'avons vu dans ce qui
précéde le théoréme 2.1, notre assertion est bien connue dans ce cas: on a ici
toujours G, =G".

2°. Supposons que ¢ soit isomorphe a la restriction scalaire d’une algébre
de Lie simple complexe ?,f étant une forme réelle compacte de t. Aut (?)
posséde un sous-groupe fini E’ tel que tout élément de E’ laisse f invariante
et tel que Aut (?) soit le produit semi-direct de Int (f) par E’. En posant
E=EFE'{1, 6}, on vérifie aussitét notre assertion dans ce cas: on a ici toujours
G, =G"

3°. Supposons que g soit une forme réelle non compacte d’une algeébre de
Lie simple complexe.

a. Supposons en outre que Aut(/7, o) se réduise a I’élément neutre. Dans
ce cas notre assertion résulte immediatement du théoréme 2.1.

b. Supposons que Aut(/1, ¢) ne se réduise pas a I'élément neutre et que
g ne soit isomorphe a aucune des formes réelles normales de types (D,,) (m=2).
Soit alors & un élément de G vérifiant les propriétés mentionnées dans la
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proposition 2.2: 'une d’elles entraine que & commute a tout élément de Q,.
Posons E={1,&} et soit S, un sous-groupe de Q, tel que Q, soit le produit
direct de Q, par S,. Il est alors immédiat que le sous-groupe S=S,E satisfait
aux conditions indiquées dans le théoréme 2.2. Remarquons que S se compose
des éléments involutifs dans ce cas.

c. Supposons que g soit 'une des formes réelles normales de types (D,,)
(m=2). Dans ce cas on a déja vérifié notre assertion a la fin du numéro.
précédent.

La démonstration du théoréme 2.2 est maintenant compléte.

En résumé, quant aux algébres de Lie simples nous avons rétabli le
résultat suivant [5]:

PROPOSITION 2.3. Supposons g simple. Le groupe quotient G/G° se com-
pose d’éléments involutifs sauf dans le cas ou g soit isomorphe a l'une des
suwantes: 1) la restriction scalaire de lalgébre de Lie simple complexe de
type (D)), i) la forme réelle compacte de type (D)), iii) les formes réelles
normales de types (D,,) (m=2). Pour celles-ci G/G° est isomorphe: i) a D,
i) @ Sy, iii) @ S, (m=2) ou @ D, (m=3); D, désigne ici le groupe diédrigue
d’ordre 2n et S, le groupe symétrique de degré n.

7. Traitons finalement un cas particulier : nous supposerons a ce numéro.
que g soit simple et que f posséde un centre 3 de dimension 1. Aut (%) et
Int (3) seront désignés, pour la raison psychologique, par (N;u et 63 respective-
ment.

Soit 2 un élément non nul dans 3. L’endomorphisme ad(v—1 k) de §
étant semi-simple a valeurs propres réelles, soit 1 la somme des sous-espaces.
propres correspondant aux valeurs non négatives: c’est une sous-algébre para-.
bolique de §. Soit Lle sous-groupe de 63 correspondant a 1.

PROPOSITION 2.4. a. Le centralisateur K* de 3 dans K est d’indice 2 dans
K, et on a K*N\K,—K°.

b. K*L est le normalisateur Nau(f) de [ dans G, NEU(IN,)/E est isomorphe
a K*/K°.

DEMONSTRATION. On note d’abord que K* [resp. K* N\ K,] est égal au
centralisateur de 3 dans G, [resp. G)] (cf. proposition 2.1. a). Ainsi, puisque
GY est connexe, K*\ K, est aussi connexe et donc égal a K°. Soit maintenant
b, une sous-algébre de Cartan de g, contenant 3. On sait qu’il existe alors.
un élément & & N, (b,) tel que &Y, = —1: & appartient & K mais non a K*,
Ceci entraine la premiére assertion.

On sait que @u:Guf et que f=g,N1. Par suite on a Nzu(f):NGu(f)f,,
et on voit facilement que NGu(f) est identique au centralisateur de 3 dans G, :
d’ou la deuxiéme assertion de la proposition 2.4.

Cela peut naturellement se traduire en termes géométriques. On sait que-
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M=G"/K° est un espace symétrique hermitien non compact irréductible et
M,=G./K° 'espace symétrique hermitien compact correspondant. G est iso-
morphe au groupe des isométries de M, G* = K*G° au groupe H(M) des trans-
formations holomorphes de M, et Go* =G N’au(lj) au groupe H(M,) des trans-
formations holomorphes de M, (cf. par exemple [3], [I7]). La proposition 2.4. b
signifie donc que H(M)/H(M)® est isomorphe a H(M,)/H(M,)" ou H(M) [resp.
H(M,)"] désigne la composante connexe de 'élément neutre dans H(M)® [resp.
HOM,)] o

Ajoutons enfin que la structure du groupe quotient G} /G peut étre lue
du diagramme associé a I'espace homogéne kédhlérien G/L: en effet le quotient
est isomorphe au groupe des automorphismes du diagramme (voir [15]).

§ 3. Sous-groupes résolubles maximaux, sous-groupes de Cartan

8. Nous verrons a ce numéro que la question de conjugaison des sous-
groupes résolubles maximaux [resp. de Cartan] d’un groupe algébrique revient
a celle des sous-algebres résolubles maximales [resp. de Cartan] d’une algébre
de Lie semi-simple.

Soient L un groupe algébrique et | son algébre de Lie. Nous entendons
par sous-groupe résoluble maximal [resp. de Cartan] de L un sous-groupe
algébrique irréductible dont lalgébre de Lie est une sous-algébre résoluble
maximale [resp. de Cartan] de 1.

Soient U le plus grand sous-groupe unipotent distingué de L et G un sous-
groupe réductif maximal de L: L est le produit semi-direct de U par G.

On sait que deux sous-groupes de Cartan d’un groupe algébrique résoluble
sont toujours conjugués ([7]). On en déduit que tout sous-groupe de Cartan
de L est conjugué a celui C qui contient un sous-groupe de Cartan C, de G:
C est le centralisateur irréductible de C,. Soit C’/ un autre sous-groupe de
Carten de L qui contient un sous-groupe de Cartan C} de G: on voit facile-
ment que C et C’ sont conjugués dans L si et seulement si C, et Cj le sont
dans G.

Puisque G est réductif, la question de conjugaison des sous-groupes de
Cartan de L revient ainsia celle des sous-algébres de Cartan de la sous-algébre
dérivée g’ de g sous les automorphismes (intérieurs) de g’. Il en est triviale-
ment ainsi des sous-groupes résolubles maximaux de L.

9. Rappelons a ce numére quelques propriétés des sous-algébres paraboli-
ques d’une algeébre de Lie semi-simple g. Nous reprenons les notations du §2
et les fixons une fois pour toutes dans la suite de ce paragraphe.

Un élément x de J sera appelé nilpotent [resp. semi-simple, semi-simple
réel] si ad x est un endomorphisme nilpotent [resp. semi-simple, semi-simple a
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valeurs propres réelles]. On sait que les sous-algébres de Cartan de g sont
les sous-algébres abéliennes maximales de g composées d’éléments semi-simples.

Soit & un élément semi-simple réel de g [resp. de §]. gy(h), a:(A) et gu(h)
[resp. Go(h), B+(h) et Qu(h)] désignerons la somme des sous-espaces de g [resp.
de g7 correspondant aux valeurs propres de ad A, respectivement, nulles, posi-
tives, et non négatives: ce sont des sous-algébres de g [resp. de .

Pour un sous-espaceAl de g, [+ désignera le sous-espace orthogonal & ! par
rapport a la forme de Killing de g.

Une sous-algébre m de g est parabolique si sa complexifiée fii contient une

sous-algébre résoluble maximale de §. On rappelle que E—{— > Ce, est une sous-
a>0

algébre résoluble maximale de 3.

ProprosITION 3.1. St m est une sous-algébre parabolique de g, on a m=qu(h)
pour un élément h semi-simple rvéel. Réciproquement, pour tout élément h semi-
simple réel, gx(h) est parabolique dans g.

DEMONSTRATION. Soient m une sous-algébre parabolique de g et ¢ une
sous-algébre de Cartan de m. Par les théorémes de conjugaison des sous-algé-
bres résolubles maximales et des sous-algébres de Cartan dans § et 1, T est
une sous-algebre de Cartan de §. On voit sans peine que, m étant parabolique
dans G, on a fii=Gs(h’) pour un A’ €T semi-simple réel. On a alors = Fu(h)
aussi pour h=(h'+oh’)/2=c¢c, ce qui entraine que m=g4(h). La réciproque
est facile a vérifier.

COROLLAIRE. Soient m une sous-algébre parabolique de ¢ et n son plus
grand idéal composé d’éléments nilpotents. On a alors mt=n.

Ceci résulte du fait que n=g.(h) si m=gu(h).

Soit ¢ la chambre de Weyl positive de §~ par rapport a [7-:

3.0 C={hlheh, <rsh>=0 pour tout yr;ll-}.

Si ¢ est une sous-algébre de Cartan de g, ¢= désignera I’ensemble de ses
dléments semi-simples réels, et ¢* celui de ses éléments orthogonaux a ¢=: on
ac=ct4c .

On démontre alors la proposition et son corollaire suivants:

ProOPOSITION 3.2. Toute sous-algébre de Cartan de g est conjuguée par G°
a celle ¢ qui vérifie les conditions suivantes:

D ecy,
(3.2) i) c¢rcCt,
iii) ¢ N\C contient un élément h tel que g,(h)=13(c").
COROLLAIRE. Toute sous-algebre abélienne de § composée d’éléments semi-

simples réels est conjuguée a une sous-algebre de Yy~. Tout élément semi-simple
réel de g est conjugué @ un élément de C.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ une sous-algébre de Cartan de g. On sait qu’il
existe une forme réelle compacte g de F contenant c¢*--+/—1 ¢~ et invariante
par ¢ (voir par exemple [12]). La proposition 3.2 et son corollaire en résultent
facilement par le théoréme 1.1.

Soit & un élément de . Désignons par [I(h) 'ensemble des racines sim-
ples s’annulant en £ :

3.3) Hn)y={a;|a;= Il, {a;, k) =0}.

La sous-algébre g,(h) est réductive, son centre étant le sous-espace orthogonal
a II(h) dans b. La sous-algébre dérivée g,(h) de g,(h) est invariante par = et
b =9 g, k) est une sous-algébre de Cartan de g,(h)’. En outre II(h) est un
systéme o-fondamental des racines de §,(h)’ suivant §: le diagramme de Satake
de g,(h)" est donc isomorphe au sous-diagramme ([1(h), o) de (I, o).

Pour & et h' e, g,(h) et g,(h") [resp. gx(h) et gu(h’)] sont égales si et
seulement si //(h) et II(h') le sont. D’autre part, pour tout sous-diagramme
(1’, ) de (I, o) contenant [1,, il existe un h<C tel que II(h)=1II" (cf. n° 1).

Par les propositions 3.1 et 3.2, toute sous-algébre parabolique de g est con-
juguée a l'une des g.(h) (h=C). On sait d’ailleurs que g.(h) et gy (h’) distincts
(h, " €C) ne sont pas conjuguées par G°: en effet leurs compléxifies ne le
sont pas par Int(§) (cf. par exemple [15]). On a donc prouvé le théoréme
suivant :

THEOREME 3.1. Les classes de conjugaison par G° de sous-algébres para-
boliques de g sont en correspondance biunivoque avec les sous-diagrammes de
1, o) contenant II,.

COROLLAIRE. Les classes de conjugaison par G de sous-algébres paraboli-
ques de g sont en correspondance biunivogque avec les classes de conjugaison
par Aut(ll, o) de sous-diagrammes de (II, o) contenant II,.

10. Nous allons a ce numéro étudier les classes de conjugaison de sous-
algébres résolubles maximales et de sous-algeébres de Cartan de g.

PROPOSITION 3.3. Soient 8 une sous-algébre résoluble maximale de g, n son
tdéal composé des éléments nilpotents et m le normalisateur de n dans g. On
a alors m=n',

DEMONSTRATION. Puisque § est résoluble maximale dans m, n se compose
de tous les éléments nilpotents du radical de m. Par suite, m étant la somme
semi-directe de n et d’une sous-algebre réductive, on a mt "\m=n. Or suppo-
sons par l'absurde que n & mt. Puisquon a [n, m+]C mt, il existe alors, d’apres
le théoréme d’Engel, un x < m’ appartenant a m mais non & n: ceci contredit
le fait que mt \m=n. On a donc mt=n, autrement dit m=ni.

COROLLAIRE 1. Si g’ est une sous-algébre semi-simple maximale de m,8 g’
est une sous-algeébre de Cartan de ¢'.
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DEMONSTRATION. &8N\ ¢’ ne posséde aucun élément nilpotent non nul et
donc se compose d’éléments semi-simples. Par suite 8§\ g’ est abélienne et,
étant résoluble maximale dans g/, une sous-algébre de Cartan de g¢'.

COROLLAIRE 2. m est la plus petite sous-algébre parabolique de g conten-
ant 8.

DEMONSTRATION. Soit ¥ une sous-algébre résoluble maximale de § con-
tenant #. Puisque #i se compose d’éléments nilpotents, # est orthogonal a
T:71 D% m est donc parabolique dans g. Soient ensuite m, une sous-algébre
parabolique de g contenant & et n, son plus grand idéal composé d’éléments
nilpotents. Puisque § est résoluble maximale dans m,, 1, est contenue dans
8 et méme dans n. On a donc ntCni, ce qui implique que mCm,, par les
propositions 3.1 et 3.3.

PROPOSITION 3.4. ([9]) Toute sous-algebre résoluble maximale de g contient
une sous-algebre de Cartan de g.

COROLLAIRE. Soient | une algébre de Lie et 8 une sous-algébre résoluble
maximale de g. 8 contient alors une sous-algebre de Cartan de 1.

DEMONSTRATION. Soient 8 une sous-algébre résoluble maximale de g et m
la plus petite sous-algébre parabolique de g contenant 8. Soient t le radical
de m et g’ une sous-algeébre semi-simple maximale de m:m=g¢’-+1r. On a alors
8=1+4+8 ¢/, et par le corollaire 1 a la proposition 3.3, 8\ g’ est une sous-algébre
de Cartan de ¢’. Il en résulte que & contient une sous-algebre de Cartan de
m: c’est une sous-algébre de Cartan de g puisque m est parabolique dans g.
La proposition 3.4 et son corollaire sont ainsi démontrés.

LEMME 3.1. Soit ¢ une sous-algébre de Cartan de g. Pour que ¢ soit résolu-
ble maximale dans g, 1l faut et il suffit que ¢ soit compacte.

DEMONSTRATION. Si ¢ n’est pas compacte, ¢ n’est pas résoluble maximale.
En effet, ¢ posséde alors un élément 4 semi-simple réel non nul et c¢+g.(h) est
une algébre résoluble strictement plus grande que c¢. Supposons ensuite que
¢ soit compacte et soit 8 une sous-algébre résoluble maximale de ¢ contenant
¢. Pour vérifier que 8§=¢, il suffit de montrer que 8 ne posséde aucun élément
nilpotent non nul (cf. la démonstration du corollaire 1 a la proposition 3.3).
Supposons par Pabsurde que 8 posséde un élément nilpotent non nul et soit m
la plus petite sous-algébre parabolique de g contenant 8 Par la proposition
3.3 m n’est alors pas identique a g. Puisque & contient le radical de m, par la
proposition 3.1, & posséde un élément h semi-simple réel non nul. % est alors
contenu dans une sous-algébre de Cartan de 8 mais ceci contredit 'hypothése
en vertu de la conjugaison des sous-algébres de Cartan dans &.

LEMME 3.2. Soient m une sous-algébre parabolique de g et § une sous-
algébre résoluble maximale de m. & est alors résoluble maximale dans g.

DEMONSTRATION. Soient § une sous-algebre résoluble maximale de g con-
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tenant 8 et n/ son idéal composé des éléments nilpotents. Puisque § contient
I'ensemble n des éléments nilpotents du radical de-m, n’ aussi contient n. Par
les propositions 3.1 et 3.3, on a donc & Cn/L Cnt=m, ce qui entraine que 8 =3a.
Le lemme 3.2 est donc démontré.

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme suivant:

THEOREME 3.2. En faisant correspondre une sous-algébre rvésoluble maxi-
male 8 de g d la plus petite sous-algébre parabolique de g contenant 8, on obtient
une correspondance biunivoque entre les classes de conjugaison par G° [resp.
G] de sous-algebres résolubles maximales de g et celles de sous-algébres para-
boliques de g ayant une sous-algébre semi-simple maximale de la premiére
catégorie.

DEMONSTRATION. Soient 8 une sous-algébre résoluble maximale de g et m
la plus petite sous-algébre parabolique de g contenant & D’aprés le lemme 3.1
et le corollaire 1 a la proposition 3.3, m posséde une sous-algébre semi-simple
maximale de la premiére catégorie. II est clair que la classe de conjugaison
de m ne dépend que de celle de 8.

Soient maintenant m une sous-algébre parabolique de g ayant une sous-
algébre semi-simple maximale ¢’ de la premiére catégorie, et 8 une sous-algébre
résoluble maximale de m rencontrant ¢’ suivant une sous-algébre de Cartan
compacte de ¢’. D’aprés le lemme 3.2 8 est résoluble maximale dans g, et, par
les propositions 3.1 et 3.3, m est la plus petite sous-algébre parabolique de g
contenant & D’autre part, d’apres le théoreme de Levi-Malcev et celui de con-
jugaison des sous-algébres de Cartan compactes, la classe de conjugaison de 8
ne dépend que de celle de m. Ceci démontre que la correspondance en ques-
tion est biunivoque.

COROLLAIRE. Les classes de conjugaison par G° de sous-algébres résolubles
maximales de g sont en corrvespondance biunivoque avec les sous-diagrammes
de (II, o) contenant Il, et de la premiére catégorie.

C’est une conséquence immédiate des théorémes 3.1 et 3.2.

Nous étudions maintenant les classes de conjugaison de sous-algébres de
Cartan de g (cf. [8], [13].

Notons d’abord le

LEMME 3.3. a. Soit ¢ une sous-algebre de Cartan de . La sous-algebre
dérivée 3(c7) du centralisateur 3(¢7) de ¢~ est alors semi-simple de la premiére
catégorie.

b. Soient ¢ et ¢, des sous-algébres de Cartan de g. ¢ et ¢, sont conjuguées
par G° si et seulement si ¢~ et ¢ le sont.

DEMONSTRATION. a. 3(¢) est réductive et ¢ est une sous-algébre de Cartan
de 3(c). cN3e) =ct i) est donc une sous-algebre de Cartan de 3(c7).
Ceci prouve lassertion a.
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b. Supposons que ¢~ et ¢ soient conjuguées: &(c{)=c~ avec E€G°. ¢ et
&(c,) sont alors des sous-algébres de Cartan de 3(c~). Puisque ¢* n\3(c7) et
(¢ N3c) sont des sous-algeébres de Cartan compactes de 3(c), il existe un
7 € Zglc™) qui transforme &£(ct) N 3(c7) en ¢t N3(c=). On a alors 9&(c;)=c¢. La
réciproque est évidente.

Soit maintenant ¢ une sous-algébre de Cartan de g vérifiant (3.2). Alors
II(h) est 'ensemble des a; € [l s’annulant sur ¢~, et donc bien déterminé par
¢: on pose [I(h)=1I(c). Le centre de 3(c™) est alors le sous-espace orthogonal
a II(c) dans ¥, et II(c) est un systéme o-fondamental des racines de 3(c)

suivant h N 3@ (cf. n° 9). D’aprés le lemme 3.3 le diagramme de Satake (J7(c), o)
de 3(¢7) est de la premiére catégorie. Puisque ¢~ est le sous-espace orthogonal
a II(c) dans %~, la dimension de ¢~ est égale a2 p—p’ ott p [resp. p’] est le
rang restreint de (/1, o) [resp. de (/I(c), a)].

Ceci dit, on démontre la proposition suivante:

PROPOSITION 3.5. Soient ¢ et ¢, des sous-algebres de Cartan de g vérifiant
(3.2). Pour que c¢ et ¢, soient conjuguées par G°, il faut et il suffit qu’il existe
un s€ W, qui transforme II(c;) en II(c).

DEMONSTRATION. Supposons que ¢ et ¢, soient conjuguées par un £ G°:
§(c)=c. On a alors &Cr)=c" et EG(MN)=3("). hNa) et &GN 3cr)) sont
des sous-algébres de Cartan de 3(c=)’. Par le théoréme 1.1 appliqué a 3(c7Y, il
existe un 7 & Zg(c™) tel que G ) =93 et pEUI(c)=1I(): on a
alors 7&(H) =Y. On sait dailleurs que Ng(h) = Nx.(h) exp§h~. Par suite, si on
pose s=7&|Y, on a s(lI(c,))=1I(c) avec s= W,. La réciproque est facile a
vérifier en vertu du théoréme 1.1 et du lemme 3.3.

D’aprées les propositions 3.2 et 3.5, on a prouvé le théoreme suivant:

THEOREME 3.3. Les classes de conjugaison par G° [resp. G] de sous-
algebres de Cartan de g sont en correspondance biunivoque avec les classes de
conjugaison par W, [resp. T,] de sous-diagrammes de (II, o) contenant Il et
de la premiere catégorie.

Ajoutons enfin la proposition suivante [13], qui résulte facilement du
théoréme 3.3 et de la proposition 2.2:

PROPOSITION 3.6. Supposons g simple. Alors les classes de conjugaison
par G de sous-algebres de Cartan de ¢ sont identiques avec celles par G°, sauf
dans le cas on ¢ soit isomorphe a 'une des formes réelles normales de types
(Dym) (m = 2).

11. On verra a l'appendice le nombre de classes de conjugaison par Int (g)
de sous-algébres résolubles maximales [resp. de Cartan] pour les formes réelles
non compactes g des algébres de Lie simples complexes. Nous nous bornons
ici a donner un simple exemple.

Soient V un espace vectoriel de dimension n et G le groupe des automor-
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phismes de V de déterminant 1 (n=0). Désignons par s(n) [resp. c(n)] le
nombre de classes de conjugaison de sous-groupes résolubles maximaux [resp.
de Cartan] de G.

Soit D—(Vo, V., +,V, un drapeau de sous-espaces vectoriels de V:
V=V, 2V,2 - 2V,=0) m=n). Le stabilisateur M de D dans G est un
sous-groupe parabolique de G, et tout sous-groupe parabolique de G est le
stabilisateur d’un tel drapeau convenable. Les stabilisateurs de deux drapeaux
D et D’ sont conjugués si et seulement si D et D’ sont de méme espece. M
posséde un sous-groupe semi-simple maximal de la premiére catégorie si et
seulement si dim V-, <dim V,;+2 pour 1<i<m. Par suite, s(n) est égal au
nombre de suites (v,,v,, -+, vn) composées d’entiers 1 ou 2 et ayant n pour

somme, et c(n) a celui de répartitions de n en des entiers 1 ou 2: ¢(n) :[—%]—H.

Remarquons que les identités suivantes sont trés utiles au compte des
nombres en question pour des algébres de Lie d’autres types:

) s(n)+sn+1)=sn+2),

3 s = (12—
ii) i}s(n—z)_—s(n—]_Z) 1,
[5

Z s(n—21)= s(n+1)~-—(l+( -1,

i) c(n)= [%—]—H ,

£ iy = ([ 5 ]+) +5 a5 ]+)
2]

Ben—2y =75 1r)([5]+2)-

i

Appendice

Nous donnerons une liste des résultats obtenus en suivant les méthodes
exposées aux §82 et 3 pour les formes réelles non compactes des algébres de
Lie simples complexes.

Pour chacune d’elles, g, on présentera, par ordre successif, son diagramme
de Satake (I, ¢), éventuellement le groupe des automorphismes de celui-ci, le
groupe quotient @Q,/Q, avec des relations modulo @, dans @,, le nombre de
classes de conjugaison par Int(g) de sous-algébres résolubles maximales et de
sous-algébres de Cartan de g. Pour les notations employées, on se reportera



Groupes de Lie algébriques réels 441

aux 8§82 et 3.

(AD) (=1

ay a, Ay Oy
OO m == — -~ —_— 0 Aut(H,O'):Zz (lgz)'

Q./Q,=2, (=impair): wy=1l, o,=0;=-=w;*1.
Q:/Qo= {1} (I=pair).

s(I+1).

[d+1D/2]+1.

(AI) (I=2p-+1=3)

o, Ay
O o= mm = —o0—e Aut(1,0)=2,.

Q1/Qo={1}.
1.
1.
(All) (=2,1=p=1/2)

Aut(l, 0)=2,.
Q:/Qy = {1} .
p+1.
p+1.

(AIV) (I=2p—1=3)

! ( @p Aut (1, 0)=2Z,.

Q/Qv=2,: 0, =w,= " Ea)p..lEl, w,#1.

p+1.
p+1.
Bh) (=2,1=p=D
a, a, ap
OO — O - - —— 0
Q,/Qo=2;: wzizl,wlzwgz---zwzq_lsél,q:[f%l«]‘

s(p+2)—1.



442 H. MaTsuMoTO

(Cp/21+1r+QA+(=DPH{Cp/21+D)/2.

ChH U=3)
a, A, A1
OO ===~ —o0&—0
Q./Qv=27,: o,=w,=-=w_,=1,0,#1.
s(l-+2)—1.
(C/2]+124+1/2Q +(=1")C/21+1) .
cm (1z31=p='51)

o, a,
*—O0—O0—----—O—— - — g9
Q./Qo=11}.
p+1.
p+1.

(CIII) (=2p=4)

a, Ap—y a,
*—O0—@—-n-n —O——OE—D
Q./Q0=27,: 0, =W, = =w=1, 0,#1.
p+1.
p+1.

@O (z41=p=sl-2;l=p+1=d

a, a, «a

o—-——-oz—---———-op——c-—---—<< Aut(l,0)=27,.
Ap

a;  «a, Ap—1

OO = mmmmm - - = §<> Aut(1,0)=2,.

Q:/Qo= {1} (p=impair).

Q./Qv=2, (p=pair): o;=0,==0,=l,0,=0;= =0, #1.

s(p+D—QA+(—=1)"1/2.

Cp/21+D(Cp/21+2)/2 .
DD (=49

o, A, (242 i
o e - Aut(1,0)=S, (=4), Z(=5).
@
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Q./Q,=7Z, (l=impair): w,=w,==w,=1, 0,=0,%1.
Q./Q,=(Z,)? (I=pair): w,=w,

I

oo E(I)l_zEl, G)L..l—/i—l, w;il s

=Wy =W @ FE L.

RS
I
i

2s(D—QA+(=1"H/2.
(C1/21+1(01/2142)/2+A+(=1)H /2.
(DID) (=5, p=[1/2D)

ap

e —0 @ ———mamm ) (I =impair) Aut(I,o0)=2Z,.

a «a %
— o e . (=pair)  Aut(T,o)={1}.

Q./Q,= {1} (I=1impair).

Q./Qv=2, (l=pair): o, =w,=-=0,,=1,0,#1.
p+1.

p+1.

S Aut(1,0)=2,.

Q:/Qv= {1} .
23.
5.

@—o Autl, 0)=2,.

Q./Qo={1}.
6.
5,

(EIID)

(:>——<> Aut I, 0)=2,.

Q1/Qo={1}.

(ED)

(EID)
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(EIV)

° -0
I Aut(l,0)=2,.

Q:/Qo={1}.
1.
1.

(EV)

Q:/Qe=2;: v =o=0=0=1, 0, =w;,=w,*1.

40.

10.
(EV])

—Oo—o 1
Q:/Qo={1}.
6.

5.
(EVID)

Q:/Q=2,: wy=w;=1,w,#1.
4.
4,

(EVIID)
T
o

Q:/Qo={1}.
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64 .
10.

(EIX)
o——o——o——o—I—a———o

Q:/Qo={1}.
6.
5.
(FD
o——O=—0—0
Q:/Qo={1}.
12.
8.
(FII)
o —e——>0—O
Q:/Qs={1}.
2.
2.
(GD
o=——d¢j
Q1/Qo={1}.
4.

4.
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