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Introduction

Dans un travail [11], I. Satake a associ\’e \‘a une alg\‘ebre de Lie semi-simple
r\’eelle un diagramme qui la caract\’erise \‘a un isomorphisme pr\‘es, que nous
appellerons son diagramme de Satake. Le but principal de cet article est
d’\’etudier au point de vue des diagrammes de Satake quelques questions plus
ou moins connues sur les groupes alg\’ebriques lin\’eaires r\’eels. On traitera la
connexion topologique d’un groupe alg\’ebrique irr\’eductible, la structure du
groupe des automorphismes d’une alg\‘ebre de Lie semi-simple et la question
de conjugaison des sous-groupes r\’esolubles maximaux et des sous-groupes de
Cartan d’un groupe alg\’ebrique.

Au paragraphe 1, nous rappelons d’abord quelques r\’esultats de [11] qui
seront essentiels pour la suite de cet article. Nous envisageons ensuite la con-
nexion topologique d’un groupe alg\’ebrique r\’eel. On sait que tout groupe
alg\’ebrique irr\’eductible complexe est topologiquement connexe et que ce n’est
pas toujours vrai pour les groupes alg\’ebriques irr\’eductibles re’els. Nous
d\’emontrons que tout groupe alg\’ebrique $G$ irr\’eductible r\’eel est le produit semi-
direct de la composante topologiquement connexe de l’\’el\’ement neutre dans $G$

par un sous-groupe fini compos\’e d’\’el\’ements involutifs.
Le paragraphe 2 est consacr\’e \‘a l’\’etude des automorphismes d’une alg\‘ebre

de Lie $\mathfrak{g}$ semi-simple r\’eelle. Soient $G$ le groupe des automorphismes de $\mathfrak{g}$ et
$G^{0}$ celui des automorphismes int\’erieurs de $\mathfrak{g}$ . La structure du groupe quotient
$G/G^{0}$ a \’et\’e etudi\’ee par E. Cartan [5] et, apr\‘es lui, par d’autres auteurs (cf.

S. Murakami [10], M. Takeuchi [14]). Nous donnons une m\’ethode permettant
de la d\’eterminer \‘a partir du diagramme de Satake de $\mathfrak{g}$ , et d\’emontrons incidem-
ment, en utilisant la classification des alg\‘ebres de Lie simples, que $G$ est le
produit semi-direct de $G^{0}$ par un sous-groupe fini $S$, ce qui nous semble avoir
\’et\’e implicitement v\’erifi\’e depuis E. Cartan [5]. Nous pouvons d\’eterminer
explicitement un pareil sous-groupe $S$ pour chaque alg\‘ebre de Lie simple
r\’eelle.

Le paragraphe 3 est essentiellement relatif \‘a la question de conjugaison
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des sous-alg\‘ebres r\’esolubles maximales et des sous-alg\‘ebres de Cartan d’une
alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}$ semi-simple r\’eelle. Apr\‘es avoir trait\’e quelques propri\’et\’es
des sous-alg\‘ebres paraboliques de $\mathfrak{g}$ , nous \’etudions les sous-alg\‘ebres r\’esolubles
maximales de $fI$ : nous prouvons que les classes de conjugaison par $G^{0}$ de ces
derni\‘eres sont en correspondance biunivoque avec celles de sous-alg\‘ebres para-
boliques de $\mathfrak{g}$ ayant une sous-alg\‘ebre semi-simple maximale de la premi\‘ere
cat\’egorie. On pourrait d\’eduire ceci imm\’ediatement d’un r\’esultat de G. D.
Mostow [9], mais nous nous plagons \‘a un point de vue un peu diff\’erent.

Quant aux sous-alg\‘ebres de Cartan, nous ne faisons qu’adapter les r\’esultats
de B. Kostant [8] et de M. Sugiura [13] \‘a la th\’eorie des diagrammes de
Satake. Par l’interm\’ediaire des sous-alg\‘ebres de Cartan ”standard”, nous
r\’eduisons la question de conjugaison des sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ \‘a celle
de certains sous-diagrammes du diagramme de Satake de $\mathfrak{g}$ . Remarquons ici
qu’il est naturel, selon nos r\’esultats, de d\’eterminer les classes de conjugaison
de sous-alg\‘ebres r\’esolubles maximales avant celles de sous-alg\‘ebres de Cartan.

Nous donnons \‘a l’appendice quelques r\’esultats obtenus en suivant nos
m\’ethodes pour les formes r\’eelles non compactes des alg\‘ebres de Lie simples
complexes.

Dans cet article, les objets alg\’ebriques (espaces vectoriels, alg\‘ebres de Lie,
groupes alg\’ebriques etc.) seront consid\’er\’es, sauf mention du contraire, sur le
corps des r\’eels $R$ , et le complexifi\’e d’un objet alg\’ebrique $A$ sera d\’esign\’e par $\tilde{A}$ .

Je tiens \‘a exprimer ici ma reconnaissance \‘a M. N. Iwahori et \‘a M. T.
Nagano, qui ont bien voulu diriger mes \’etudes. Je les remercie vivement de
tous les suggestions et les encouragements qu’ils $m’ ont$ donn\’es au cours de ce
travail. Je remercie \’egalement M. F. Bruhat, qui a bien voulu me guider de
ses conseils pendant son s\’ejour \‘a Tokyo en 1963.

\S 1. Pr\’eliminaires

1. Nous allons d’abord rappeler quelques r\’esultats de I. Satake [11], sur
lesquels nous nous appuierons dans la suite de ce travail.

Soient $\mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie semi-simple, $\sim tJ$ sa complexifi\’ee et $\sigma$ le semi-
automorphisme involutif de $\sim \mathfrak{g}$ d\’efini par $\mathfrak{g}$ . On sait que $\sim t!$ poss\‘ede une forme
reelle compacte $\mathfrak{g}_{u}$ invariante par $\sigma$ . $\sigma$ commute au semi-automorphisme in-
volutif $\tau$ de $\sim \mathfrak{g}$ d\’efini par $\mathfrak{g}_{u}$ , et $\mathfrak{g}$ se d\’ecompose en somme directe de deux
sous-espaces $f$ et $\mathfrak{p}$ , o\‘u $f=\mathfrak{g}\cap 0_{u}$ et $\mathfrak{p}=\mathfrak{g}\cap\sqrt{-1}\mathfrak{g}_{n}$ . L’automorphisme involutif
$\theta=\sigma\tau$ de $\sim tJ$ laisse invariantes $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{g}_{u}$ respectivement, et la restriction de $\tau$ \‘a
$\mathfrak{g}$ s’appelle 1‘involution de Cartan de $\mathfrak{g}$ associ\’ee \‘a la d\’ecomposition de $\mathfrak{g}$ ci-
dessus. On sait que $f$ correspond \‘a un sous-groupe compact maximal du groupe
adjoint $G^{0}$ de $\mathfrak{g}$ .
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Soient $\mathfrak{h}^{-}$ une sous-alg\‘ebre maximale dans $\mathfrak{p}$ et $\mathfrak{h}$ une sous-alg\‘ebre ab\’elienne
maximale de $ti$ contenant $\mathfrak{y}-$. $\mathfrak{h}$ est alors somme directe de $\mathfrak{h}^{+}$ et de $\mathfrak{h}^{-}$ (o\‘u
$\mathfrak{h}^{+}=\mathfrak{h}\cap f$ et $\mathfrak{y}-=\mathfrak{h}\cap \mathfrak{p}$) et donc une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ . Sa complexi-
ti\’ee 6 est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\sim \mathfrak{g}$ : soit $\Delta$ le syst\‘eme des racines non
nulles de $\sim \mathfrak{g}$ suivant $\mathfrak{h}\sim$. D\’esignons par $\mathfrak{h}_{0}$ le sous-espace vectoriel sur $R$ compos\’e
des vecteurs $h\in\sim \mathfrak{h}$ tels que $\alpha(h)$ soit r\’eel pour toute racine $\alpha$ ; on sait que $\mathfrak{h}_{0}$

est somme directe de $\mathfrak{y}-$ et de $\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{+}$ . La forme de Killing $\langle x, y\rangle$ de $\sim \mathfrak{g}$ induit
sur 6 une forme quadratique non d\’eg\’en\’er\’ee qui permet d’identifier $\sim \mathfrak{h}$ et son
dual: une racine $\alpha$ sera identifi\’ee avec le vecteur $h_{\alpha}\in \mathfrak{h}_{0}$ tel que l’on ait
$\alpha(h)=\langle h_{a}, h\rangle$ pour tout $ h\in \mathfrak{y}\sim$ . On voit facilement que $\sigma$ et $\tau$ laissent $\Delta$ in-
variant et induisent sur $\mathfrak{h}_{0}$ des rotations pour la forme de Killing: on a de
plus $\sigma|\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{+}=-1,$ $\sigma|\mathfrak{h}^{-}=1$ et $\tau|\mathfrak{h}_{0}=-1$ . Nous d\’esignerons d\’esormais par
$\sigma_{0}$ la restriction de $\sigma$ \‘a $\mathfrak{h}_{0}$ . $\Delta_{0}=\Delta\cap\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{+}$ est un syst\‘eme de racines. Nous
noterons $W$ [resp. $W_{0}$] le groupe de Weyl associe \‘a $\Delta$ [resp. $\Delta_{0}$], c’est-\‘a-dire,
le groupe de rotations de $\mathfrak{h}_{0}$ engendre par les sym\’etries $s_{\alpha}$ d\’efinies par
$s_{\alpha}(h)=h-\frac{2\langle h,\alpha}{\langle\alpha,\alpha}\rangle^{\rangle}\alpha(\alpha\in\Delta)$ [resp. $(\alpha\in\Delta_{0})$] et d\’esignerons par $W_{\sigma}$ le sous-
groupe de $W$ compos\’e des \’el\’ements commutant \‘a $\sigma_{0}$ . Il est clair que $W_{\sigma}$

contient $W_{0}$ . Nous appellerons syst\‘eme $\sigma$ -fondamental de $\Delta$ un syst\‘eme founda-
mental de $\Delta$ tel que, pour toute racine positive $\alpha,$ $\sigma_{0}\alpha$ soit positive ou bien
\’egale \‘a $-\alpha$ . On peut ordonner totalement les vecteurs de $\mathfrak{h}_{0}$ par un ordre
lexicographique de sorte que le syst\‘eme fondamental de $\Delta$ pour cet ordre soit
$\sigma$ -fondamental. Soit $\Pi$ un syst\‘eme $\sigma$ -fondamental de $\Delta$ et posons $\Pi_{0}=\Pi\cap\Delta_{0}$ .
On v\’erifie facilement que $\Pi_{0}$ est un syst\‘eme fondamental de $\Delta_{0}$ . En notant
$s_{0}$ l’\’el\’ement involutif dans $W_{0}$ bien d\’etermin\’e par $s_{0}(\Pi_{0})=-\Pi_{0}$ , on voit sans
peine que $r_{0}=s_{0}\sigma_{0}$ conserve l’ensemble des racines positives et donc $\Pi$ aussi:
autrement dit, $r_{0}$ est une rotation particuli\‘ere de $\mathfrak{h}_{0}$ relative \‘a $\Pi$ . De plus on
a \’evidemment $r_{0}^{2}=1$ et $\sigma_{0}=r_{0}s_{0}=s_{0}r_{0}$ .

Supposons alors que $\Pi=\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{l-\iota_{0}}, \alpha_{l-\iota_{0}\prec-1}, \cdots, \alpha_{\iota}\},$ $\Pi_{0}=\{\alpha_{l-l_{0}+1},$ $\alpha_{l-l_{0}+2}$ ,
... , $\alpha_{\iota}$ } o\‘u $l$ et $l_{0}$ sont respectivement les rangs de $\Delta$ et de $\Delta_{0}$ , et que

$r_{0}\alpha_{i}=\alpha_{i}$ pour $1\leqq i\leqq p_{1}$ ,
(1.1)

$r_{0}\alpha_{i}=\alpha_{i+p2}$ pour $p_{1}+1\leqq i\leqq p_{1}+p_{2}$

et
$r_{0}\alpha_{i}=\alpha_{i-p_{2}}$ pour $p_{1}+p_{2}+1\leqq i\leqq l-l_{0}=p_{1}+2p_{2}$ .

Alors, posant $p=p_{1}+p_{2}$ et $\gamma_{i}=(\alpha_{i}+\sigma_{0}\alpha_{i})/2$ pour $1\leqq i\leqq p$ , on voit facilement
que $\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$

$\cdots$ , $\gamma_{p}$ constituent une base de $\mathfrak{h}^{-}$ . En outre $\Pi-=\{\gamma_{1}, \gamma_{2}, \cdots , \gamma_{p}\}$ est
un syst\‘eme fondamental d’un syst\‘eme de racines $\Delta\rightarrow plong\acute{e}$ dans $\mathfrak{y}\rightarrow([11])$ .

Nous pouvons maintenant \’enoncer le r\’esultat suivant, principalement d\^u
\‘a E. Cartan et \‘a I. Satake (pour la d\’emonstration, voir [11]):
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TH\’EOR\‘EME 1.1. D\’esignons par $G^{0}=K^{0}P$ la d\’ecomposition de Cartan $du$

groupe adjoint $G^{0}$ de $\mathfrak{g}$ d\’efinie par $\tau|\mathfrak{g}$ .
$a$ . Si une sous-alg\‘ebre $f^{*}$ de $\mathfrak{g}$ correspond \‘a un sous-groupe compact maxi-

mal de $G^{0}$ , il existe un \’el\’ement $\xi\in G^{0}$ tel que l’on ait $\xi(f^{*})=f$ .
$b$ . Si $\mathfrak{h}^{*}$ est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ telle que $\mathfrak{h}^{*}\cap \mathfrak{p}$ soit une sous-

alg\‘ebre maximale dans $\mathfrak{p}$, il existe un \’el\’ement $\xi\in K^{0}$ tel que l’on ait $\xi(\mathfrak{h}^{*})=\mathfrak{h}$ .
$c$ . En restreignant \‘a $\mathfrak{h}_{0}$ les op\’erations $du$ normalisateur $N_{K^{0}}(\mathfrak{h})$ de $\mathfrak{h}$ dans

$K^{0}$ , on obtient un homomorphisme de $N_{K^{0}}(\mathfrak{h})$ sur $W_{!J}$ .
$d$ . $W$, est simplement transitif sur l’ensemble des syst\‘emes a-fondamentaux

de $\Delta$ .
$e$ . En restreignant \‘a $\mathfrak{h}^{-}les$ op\’erations de $W_{\sigma}$ , on obtient un homomorphisme

de $W_{\sigma}$ sur $W^{-}$ ayant $W_{0}$ pour noyau, o\‘u $W^{-}$ d\’esigne le groupe de Weyl associ\’e
\‘a $\Delta^{-}$ .

Le diagramme de Satake de $\mathfrak{g}$ , d\’esign\’e par le symbole $(\Pi, \sigma)$ , est le dia-
gramme obtenu, \‘a partir du diagramme de Dynkin de $\sim \mathfrak{g}$ repr\’esentant $\Pi$ , en
marquant les sommets dans $\Pi_{0}$ et en indiquant par des fl\‘eches la restriction
\‘a $\Pi-\Pi_{0}$ de la permutation involutive $r_{0}$ (cf. [11], [16]). Nous appellerons $\Pi\rightarrow$

le systeme fondamental restreint associ\’e \‘a $(\Pi, \sigma)$ , et $p=\dim \mathfrak{h}^{\rightarrow}$ le rang rest-
reint de $t!$ ou de $(\Pi, \sigma)$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1.1, le diagramme de Satake de $\mathfrak{g}$ ne d\’epend pas du
choix de $(f, \mathfrak{h}, \Pi)$ : r\’eciproquement, si une alg\‘ebre de Lie semi-simple a le
diagramme de Satake isomorphe \‘a celui de $\mathfrak{g}$ , c’est isomorphe \‘a $\mathfrak{g}$ ([1]).

Soit maintenant $\Pi$ ’ une partie de $\Pi$ telle que $a_{0}$ laisse invariant le sous-
espace de $\mathfrak{h}_{0}$ sous-tendu par les vecteurs dans $\Pi^{\prime}$ . Il existe alors une sous-
alg\‘ebre semi-simple $\mathfrak{g}^{\prime}$ de $\mathfrak{g}$ canoniquement associ\’ee \‘a $\Pi^{\prime}$ ([11]) dont le dia-
gramme de Satake est le diagramme $(\Pi/, \sigma)$ obtenu en retirant de $(\Pi, \sigma)$ les
sommets n’appartenant pas \‘a $\Pi^{\prime}$ et les traits et fi\‘eches qui $y$ aboutissent. Le
diagramme $(\Pi’, \sigma)$ sera appel\’e un sous-diagramme de $(\Pi, \sigma)$ .

Nous allons maintenant consid\’erer la categorie d’une alg\‘ebre de Lie semi-
simple.

Si la restriction de $\theta$ \‘a $\mathfrak{g}_{u}$ est un automorphisme int\’erieur de $\mathfrak{g}_{u},$ $\mathfrak{g}$ est dite
de la premi\‘ere categorie: sinon $\mathfrak{g}$ est dite de la seconde cat\’egorie. Nous
dirons que son diagramme de Satake $(\Pi, \sigma)$ est de la premi\‘ere [resp. seconde]
cat\’egorie, si $\mathfrak{g}$ est de la premi\‘ere [resp. seconde] categorie.

D\’emontrons la proposition suivante, qui nous sera utile plus loin:
PROPOSITION 1.1. $a$ . $\mathfrak{g}$ est de la premi\‘ere cat\’egorie si et seulement si $\mathfrak{g}$

poss\‘ede une sous-alg\‘ebre de Cartan compacte.
$b$ . $(\Pi, \sigma)$ est de la premi\‘ere cat\’egorie si et seulement si $-\sigma_{0}$ appartient \‘a $W$.
$D^{\prime}E$MONSTRATION. On rappelle qu’une sous-alg\‘ebre de $\mathfrak{g}$ est dite compacte

si elle correspond \‘a un sous-groupe compact de $G^{0}$ . On note d’abord que $f$ se
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compose de tous les \’el\’ements de $\mathfrak{g}_{u}$ laiss\’es fixes par $\theta$ . Comme on le sait, si
un automorphisme $\xi$ de $\mathfrak{g}_{u}$ laisse fixes tous les \’el\’ements d’une sous-alg\‘ebre de
Cartan $\mathfrak{h}_{u}$ de $\mathfrak{g}_{u}$ il existe un \‘el\‘ement $h\in \mathfrak{h}_{u}$ tel que $\xi=\exp(adh)$ ; et, r\’ecipro-
quement, tout automorphisme int\’erieur de $\mathfrak{g}_{u}$ laisse fixes tous les \’el\’ements

d’au moins une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}_{u}$ (voir par exemple [12]). La pre-
mi\‘ere assertion en r\’esulte imm\’ediatement.

D’autre part $\theta|\mathfrak{g}_{u}$ est int\’erieur si et seulement si $\theta$ est un automorphisme
int\’erieur \’oe $\sim \mathfrak{g}$ , et pour ceci il faut et suffit que $\theta|h_{0}=-a_{0}$ appartienne \‘a $W$

([12]): d’o\‘u la deuxi\‘eme assertion de la proposition 1.1.
2. Nous allons \‘a ce num\’ero envisager la connexion topologique d’un

groupe alg\’ebrique irr\’eductible.
Nous rappelons tout d’abord un r\’esultat bien connu sur les groupes alg\’e-

briques (cf. [6]). Soit $L$ un groupe alg\’ebrique d’automorphismes d’un espace
vectoriel $V$ de dimension finie. Soient I son alg\‘ebre de Lie et $n$ le plus grand
id\’eal de I compos\’e d’\’elements nilpotents. I est la somme semi-direct\’e de $\iota\downarrow$ et
d’une sous-alg\‘ebre r\’eductive $\mathfrak{m}$ , et la composante irr\’eductible $L_{1}$ de l’\’el\’ement
neutre dans $L$ est le produit semi-direct de $U$ par $M_{1}$ , o\‘u $U$ [resp. $M_{1}$] est
le sous-gropue algebrique irr\’eductible correspondant $\grave{a}\downarrow\downarrow$ [resp. \‘a $\mathfrak{m}$] $:U$ est le
plus grand sous-groupe alg\’ebrique unipotent distingu\’e de $L$ . Il existe alors
un sous-groupe $M$ de $L$ tel que $M$ admette $M_{1}$ comme sous-groupe d’indice
fini et tel que $L$ soit le produit semi-direct de $U$ par $M$. De plus, tout sous-
groupe alg\’ebrique reductif de $L$ est conjugu\’e d’un sous-groupe de $M$.

Nous allons maintenant d\’emontrer le th\’eor\‘eme suivant:
TH\’EOR\‘EME 1.2. Soient $L$ un groupe alg\’ebrique irr\’eductible et $L^{0}$ la com-

posante topologiquement connexe de l’\’el\’ement neutre dans L. $L$ poss\‘ede alors
un sous-groupe fini $S$ compos\’e d’\’el\’ements involutif$s$ tel que $L$ soit le produit
semi-direct de $L^{0}$ par S.

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, pour \’etablir ce th\’eor\‘eme, on
peut supposer que $L$ soit r\’eductif: car tout groupe alg\’ebrique unipotent est
topologiquement connexe. Il existe alors une involution de Cartan $\theta$ du groupe
$GL(V)$ qui laisse $L$ invariant (voir par exemple [4]): c’est un automorphisme
de $GL(V)$ d\’efini par $\theta(\xi)={}^{t}\xi^{-1}(\xi\in GL(V))$ o\‘u ${}^{t}\xi$ d\’esigne le transpos\’e de $\xi$

relatif \‘a une forme quadratique d\’efinie positive sur $V$ . On a donc les d\’ecom-
positions de $L$ et de son alg\‘ebre de Lie I d\’efinies par $\theta$ : $L=KP,$ $I=f+\mathfrak{p}$ .
On a alors $L^{0}=K^{0}P$ o\‘u $K^{0}$ est la composante connexe de l’\’el\’ement neutre
dans $K$. Soit $\tilde{L}$ le complexifi\’e de $L$ : c’est irr\’eductible et donc topologiquement
connexe, son alg\‘ebre de Lie est la complexifi\’ee $I$ de $I$ , et $L=\tilde{L}\cap GL(V)$ ([6]).
$\theta$ se prolonge en une involution $\tau$ du complexifi\’e $GL(\tilde{V})$ de $GL(V)$ definie par
$\tau(\xi)=({}^{t}\overline{\xi})^{-1}(\xi\in GL(\tilde{V})):\tau$ laisse $\tilde{L}$ invariant. On a donc la d\’ecomposition de
$\tilde{L}$ d\’efinie par $\tau;\tilde{L}=L_{u}\exp(\sqrt{-1}|_{u}),$ o\‘u $Y_{u\backslash }^{*}=+\sqrt{-1}\mathfrak{p}$ est l’alg\‘ebre de Lie
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du groupe compact connexe $L_{u}$ , et on a $K=L_{u}\cap GL(V)$ .
Ceci dit, nous allons appliquer le th\’eor\‘eme 1.1 \‘a I (ou plus pr\’ecis\’ement \‘a

sa sous-alg\‘ebre d\’eriv\’ee). Soit $\mathfrak{h}$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de I telle que
$\mathfrak{h}^{\rightarrow}=\mathfrak{h}\cap \mathfrak{p}$ soit une sous-alg\‘ebre maximale dans $\mathfrak{p}$ . Le th\’eor\‘eme 1.1 $b$ entraine
d’abord que $K=K^{0}N_{K}(\mathfrak{h})$ o\‘u $N_{K}(\mathfrak{h})$ designe le normalisateur de $\mathfrak{h}$ dans $K$. Or,

quel que soit $\eta\in N_{K}(\mathfrak{h})$ , ad $\eta|\mathfrak{h}_{0}(\mathfrak{h}_{0}=\mathfrak{h}^{-}+\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{+}, \mathfrak{h}^{+}=\mathfrak{h}\cap f)$ laisse $\mathfrak{h}^{-}$ invariant:
d’autre part, $\tilde{L}$ \’etant connexe, ad $\eta|\mathfrak{h}_{0}$ appartient au groupe de Weyl de $\sim I$

relatif \‘a $\sim \mathfrak{h}$. On en d\’eduit, par le theor\‘eme 1.1 $c$ , que $N_{K}(\mathfrak{h})=N_{K},(\mathfrak{h})Z_{K}(\mathfrak{h}),$ $Z_{K}(\{))$

\’etant le centralisateur de $\mathfrak{h}$ dans $K$. Il est clair que $Z_{K}(\mathfrak{h})=K\cap Z_{Lu}(\mathfrak{h})$ , o\‘u
$Z_{Lu}(\mathfrak{h})$ est le centralisateur dans $L_{u}$ de $\mathfrak{h},$ $c’ est$ -\‘a-dire de $\mathfrak{h}_{u}=\mathfrak{h}^{+}+\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{-}$ . Or,
puisque $\mathfrak{h}_{u}$ est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $1_{u}$ et puisque $L_{u}$ est compact
connexe, on a $Z_{Lu}(\mathfrak{h})=\exp \mathfrak{h}_{u}=\exp \mathfrak{h}^{+}\exp(\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{-})$ ([12]). Par suite on a
$Z_{K}(\mathfrak{h})=\exp \mathfrak{h}^{+}Q$ , o\‘u $Q=K\cap\exp(\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{-})$ est l’ensemble des \’el\’ements in-
volutifs dans $\exp(\sqrt{-1}\mathfrak{h}^{-})$ . On a ainsi vu que $K=K^{0}Q$ . Soit finalement $S$

un sous-groupe de $Q$ tel que $Q$ soit le produit direct de $Q_{0}=K^{0}\cap Q$ par $S$ .
Il est alors imm\’ediat que $L$ est le produit semi-direct de $L^{0}$ par $S,$ $c$ . q. f. $d$ .

$CoROLLAIRE$ . Soit $D$ un tore alg\’ebrique R-trivial maximal de L. On a
alors $L=L^{0}D$ .

Le corollaire r\’esulte imm\’ediatement de la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1.2.

\S 2. Automorphismes d’une alg\‘ebre de Lie semi-simple

3. Soit $\mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie semi-simple. Soient $G$ le groupe alg\’ebrique
des automorphismes de $\mathfrak{g},$ $G_{1}$ [resp. $G^{0}$] la composante irr\’eductible [resp. topo-
logiquement connexe] de l’\’el\’ement neutre dans $G;G^{0}$ est le groupe adjoint
de $\mathfrak{g}$ .

Nous \’etudierons dans ce paragraphe la structure du groupe $G$ modulo $G^{0}$

(cf. [5], [10], [14]).

Nous reprenons les notations du $n^{o}1$ et les fixons une fois pour toutes \‘a

ce paragraphe.
L’involution de Cartan $\tau|\mathfrak{g}$ d\’efinit sur les groupes $G,$ $G_{1}$ et $G^{0}$ leurs d\’ecom-

positions de Cartan respectives:

$G=KP$ , $G_{1}=K_{1}P$ et $G^{0}=K^{0}P$ .
Soient de plus $G_{u}$ le groupe des automorphismes de $\mathfrak{g}_{u}$ et $G_{u}^{0}$ le groupe adjoint
de $\mathfrak{g}_{u}$ . Les groupes $G$ et $G_{u}$ sont contenus canoniquement dans le groupe des
automorphismes de $\sim \mathfrak{g}$ que nous d\’esignerons par Aut $(\sim \mathfrak{g})$ . D’autre part $\tau$ d\’efinit
sur Aut $(\sim \mathfrak{g})$ sa d\’ecomposition de Cartan, Aut $(\sim \mathfrak{g})=G_{u}\exp(\sqrt{-1}\mathfrak{g}_{u})$ , et Aut $(\sim \mathfrak{g})$

n’est autre que le complexifi\’e de $G_{u}$ : celui de $G_{u}^{0}$ ou de $G_{1}$ est la composante
irr\’eductible de l’\’el\’ement neutre dans Aut (g), c’est-\‘a-dire le groupe adjoint
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Int (g) de $\sim \mathfrak{g}$ . Nons avons donc:
$G=\{\xi|\xi\in Aut(\sim \mathfrak{g}), \sigma\xi=\xi\sigma\}$ ,

$G_{u}=\{\xi|\xi\in Aut(\sim \mathfrak{g}), \tau\xi=\xi\tau\}$ ,
(2.1)

$K=G_{u}\cap G=\{\xi|\xi\in G_{u}, \theta\xi=\xi\theta\}$ ,

$K_{1}=G_{u}^{0}\cap G$ .
Nous allons maintenant consid\’erer la d\’ecomposition de $\sim \mathfrak{g}$ suivant $\sim \mathfrak{h}$. On

sait qu’il existe une base de $\sim \mathfrak{g}$ form\’ee de vecteurs $h_{i}\in \mathfrak{h}_{0}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , l) et de
vecteurs $e_{\alpha}(\alpha\in\Delta)$ v\’erifiant les \’egalit\’es suivantes:

(2.2) $[h, e_{\alpha}]=\alpha(h)e_{\alpha}$ pour $ h\in \mathfrak{h}\sim$ ,

(2.3) $[e_{\alpha}, e_{-\alpha}]=-h_{\alpha}$ ,

(2.4) $[e_{\alpha}, e_{\beta}]=N_{\alpha,\beta}e_{\alpha+\beta}$ pour $\alpha,$ $\beta,$ $\alpha+\beta\in\Delta$ ,

les $N_{\alpha,\beta}$ \’etant des nombres r\’eels non nuls tels que $N_{x.\beta}=N_{-\alpha.-\beta}$ ,

(2.5) $\tau e_{\alpha}=e_{-\alpha}$ pour $\alpha\in\Delta$ .
Une telle base de $\sim \mathfrak{g}$ sera appel\’ee une base de Weyl de $\sim \mathfrak{g}$ adapt\’ee \‘a sa forme
r\’eelle compacte $\mathfrak{g}_{u}$ .

Quant au semi-automorphisme $a$ , on voit facilement que $[h, \sigma e_{\alpha}]=\sigma_{0}\alpha(h)\sigma e_{\alpha}$

pour $\alpha\in\Delta$ et $ h\in \mathfrak{h}:\sim$ donc $\sigma e_{\alpha}$ est toujours proportionnel \‘a $e_{\sigma_{0}\alpha}$ . Nous posons
donc:

(2.6) $\sigma e_{\alpha}=\nu_{\alpha}e_{\sigma_{0}\alpha}$ pour $\alpha\in\Delta$ .
On v\’erifie alors les \’egalit\’es suivantes [11]:

\langle 2.7) $\overline{\nu}_{\alpha}\nu_{\sigma_{0}\alpha}=1$ , $\nu_{\alpha}\nu_{-\alpha}=1$ , $\overline{\nu}_{\alpha}=\nu_{-\alpha}$ , $|\nu_{\alpha}|=1$ pour $\alpha\in\Delta$ ,

(2.8) $\nu_{a+\beta}N_{\alpha,\beta}=\nu_{\alpha}\nu_{\beta}N_{\sigma_{0}\alpha,\sigma_{0}\beta}$ pour $\alpha,$ $\beta,$ $\alpha+\beta\in\Delta$ ,

(2.9) $\nu_{\alpha}=1$ pour $\alpha\in\Delta_{0}$ .
En vertu de (1.1) et (2.7), il existe un \’el\’ement $h\in \mathfrak{h}^{-}$ tel que $\nu_{\alpha_{i}}$

$=\exp(\sqrt{-1}\alpha_{i}(h))$ pour $\alpha_{i}\in\Pi,$ $1\leqq i\leqq p$ . En posant $\xi=\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $h/2$) et
en $rempla_{\xi}ante_{\alpha}$ par $\xi e_{\alpha}$ , on a, en plus des egalit\’es (6) \‘a (9), $\nu_{\alpha_{i}}=1$ pour $\alpha_{i}$

$(1\leqq i\leqq p)$ : on en d\’eduit sans peine:

(2.10) $\nu_{\alpha}=\pm 1$ pour $\alpha\in\Delta$ .
Remarquons que, si $\mathfrak{g}$ est normale, c’est-\‘a-dire, si $\mathfrak{h}=\mathfrak{y}-$, on a l\‘a de plus $\nu_{\alpha}=1$

pour tout $\alpha\in\Delta$ .
Nous fixerons d\’esormais une base de Weyl de li adapt\’ee \‘a $\mathfrak{g}_{u}$ .
Soit $T_{\sigma}$ le groupe des rotations de $\mathfrak{h}_{0}$ qui laissent $\Delta$ invariant et commutent

\‘a $a_{0}$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1.1. $d,$ $T_{\sigma}$ est le produit semi-direct de $W_{\sigma}$ par le
sous-groupe Aut $(\Pi, \sigma)$ compos\’e des \’el\’ements conservant $\Pi$ : un \’el\’ement de
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$Aut(\Pi, a)$ sera appel\’e automorphisme du diagramme de Satake $(\Pi, \sigma)$ . $Aut(\Pi, \sigma)$

se compose des rotations de $\mathfrak{h}_{0}$ qui laissent invariants $\Pi$ et $\Pi_{0}$ respective-
ment et commutent \‘a $r_{0}$ .

LEMME 2.1. Soit $\xi$ un \’el\’ement $du$ normalisateur $ N_{Gu}(\mathfrak{h})\sim$ $de\sim \mathfrak{h}$ dans $G_{u}$ tel
que $\xi|\mathfrak{h}_{0}$ appartienne \‘a $T_{\sigma}$ . Il existe alors un \’el\’ement $h\in \mathfrak{h}^{-}$ tel que
$\eta=\xi\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad h) appartienne au normalisateur $N_{K}(\mathfrak{h})$ de $\mathfrak{h}$ dans $K$.

D\’EMONSTRATION. En posant $t=\xi|\mathfrak{h}_{0}$ , on voit imm\’ediatement que $\xi e_{\alpha}(\alpha\in\Delta)$

est proportionnel \‘a $e_{t\alpha}$ : posons donc $\xi e_{\alpha}=\lambda_{a}e_{t\alpha}$ pour $\alpha\in\Delta$ . En vertu de (3)

et (5), on v\’erifie aussit\^ot:

(2.11) $Z_{a}2_{-\alpha}=1$ , $2_{a}|=1$ pour $\alpha\in\Delta$ .
En notant que $t$ commute \‘a $a_{0}$ , on obtient alors:

(2.12) $\xi^{-1}\sigma\xi\sigma(e_{a\}})=\mu_{\alpha}e_{\alpha}$ avec $\mu_{\alpha}=\lambda_{\overline{\alpha}^{1}}\nu_{t\sigma_{0}a}\overline{\lambda}_{\sigma_{0}\alpha}\overline{\nu}_{\alpha}$ , pour $\alpha\in\Delta$ .
D’apr\‘es (11), on a $\mu_{a}=\overline{\lambda}_{a\}}\overline{\lambda}_{\sigma_{0}a}\overline{\nu}_{\alpha}\nu_{t\sigma_{0}\alpha}$ et on voit par les \’egalit\’es (7), (9), (10) que

$\mu_{\alpha}=\mu_{\sigma_{0}\alpha}$ pour $\alpha\in\Delta$ ,
(2.13)

$\mu_{\alpha}=1$ pour $\alpha\in\Delta_{0}$ .
D’autre part, $\xi^{-1}\sigma\xi\sigma$ \’etant un automorphisme de $\sim \mathfrak{g}$ , on a
(2.14) $\mu_{a\}}\mu_{\beta}=\mu_{a+\beta}$ pour $\alpha,$ $\beta,$ $\alpha+\beta\in\Delta$ .
On d\’eduit alors sans difficult\’e des \’egalit\’es (13) et (14) que l’on a

(2.15) $\mu_{\alpha_{i}}=\mu_{r_{0}a_{i}}$ pour $\alpha_{i}\in\Pi$ .
D’apr\‘es (13) et (15), il existe un \’el\’ement $h_{1}\in \mathfrak{h}^{-}$ tel que $\mu_{a_{i}}=\exp(\sqrt{-1}\alpha_{i}(h_{1}))$

pour $\alpha_{i}\in\Pi$ , autrement dit tel que $\xi^{\rightarrow 1}a\xi\sigma=\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $h_{1}$). Posons finale-
ment $\eta=\xi\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $(h_{1}/2)$): il est facile de v\’erifier que $\eta$ commute \‘a $\sigma$

et donc appartient au normalisateur $N_{K}(\mathfrak{h})$ de $\mathfrak{h}$ dans $K$. Ceci ach\‘eve la d\’e-
monstration du lemme 2.1.

Pour \’enoncer le theor\‘eme principal de ce num\’ero, nous introduirons quel-
ques sous-groupes finis de $K$. On sait qu’on peut associer \‘a tout $t\in Aut(\Pi, \sigma)$

un automorphisme $\xi_{t}$ de $\mathfrak{g}_{u}$ d\’efini par $\xi_{t}e_{a}=e_{ta},$ $\xi_{t}e_{-\alpha}=e_{-ta}$ pour $\alpha\in\Pi$ ; on a
$\xi_{t}|\mathfrak{h}_{0}=t$ . Les \’el\’ements $\xi_{l},$ $ t\in$ Aut $(\Pi, \sigma)$ , forment un sous-groupe $A_{\sigma}$ de $G_{u}$ ,

qui est isomorphe \‘a Aut $(\Pi, \sigma)$ . En notant que $ A_{a}\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{-}$ ) est un
sous-groupe de $G_{u}$ , nous d\’efinirons les sous-groupes de $K$ suivants:

(2.16) $Q=G\cap A_{\sigma}\exp(\sqrt{-1}$ ad $l)^{-}$),

(2.17) $Q_{1}=G_{1}\cap Q$ ,

(2.18) $Q_{0}=G^{0}\cap Q$ .
Le groupe $Q$ est contenu dans $N_{K}(\mathfrak{h})$ . On a $ Q_{1}=G_{1}\cap\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{-}$), car
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$A_{\sigma}\cap Int(\sim \mathfrak{g})$ se r\’eduit \‘a l’\’el\’ement neutre (voir par exemple [12]): par suite $Q_{1}$

se compose des \’el\’ements involutifs dans $\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{-}$), donc est d’ordre $2^{p}$,
$p=\dim \mathfrak{h}^{-}$ \’etant le rang restreint de $\mathfrak{g}$ . D’autre part, d’apr\‘es le lemme 2.1, $Q/Q_{1}$

est isomorphe \‘a Aut $(\Pi, \sigma)$ .
Ceci dit, nous allons demontrer le th\’eor\‘eme et son corollaire suivants:
TH\’EOR\‘EME 2.1. On a $G=G^{0}Q$ . Le groupe quotient $G/G^{0}$ est $isomorphe^{\wedge}$

\‘a $Q/Q_{0}$ .
COROLLAIRE. Le groupe quotient $G/G_{1}$ est isomorphe \‘a Aut $(\Pi, \sigma)$ .
D\’EMONSTRATION. On d\’eduit facilement du th\’eor\‘eme 1.1 que $K=K^{0}N_{K}(\mathfrak{h},$ $\Pi\rangle$

$\$ $

o\‘u $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)$ d\’esigne le sous-groupe de $N_{K}(\mathfrak{h})$ compos\’e des \’el\’ements laissant $\Pi$

invariant. En restreignant \‘a $\mathfrak{h}_{0}$ les op\’erations de $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)$ , on obtient un homo-
morphisme $j$ de $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)$ dans Aut $(\Pi, \sigma)$ , son noyau \’etant $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)\cap K_{1}$ :
d’autre part, comme nous l’avons vu plus haut, $Q$ est contenu dans $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)$

et l’image de $Q$ par $j$ est identique \‘a Aut $(\Pi, \sigma)$ . On en d\’eduit imm\’ediate-

ment que $N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)=(N_{K}(\mathfrak{h}, \Pi)\cap K_{1})Q$ , donc que $K=K_{1}Q$ . Par ailleurs, la
d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1.2 montre que $K_{1}=K^{0}Q_{1}$ . Par suite on a
$K=K^{0}Q$ , d’o\‘u le th\’eor\‘eme 2.1. Quant au corollaire, il en r\’esulte imm\’ediate-
ment.

REMARQUE. $Q$ est une extension du groupe $Q/Q_{0}$ par $Q_{0}$ . Cette exten-
sion n’est pas toujours inessentielle (cf. $n^{\circ}5$ , exemple).

4. Nous voulons \‘a ce num\’ero caract\’eriser les \’el\’ements de $Q_{0}$ parmi ceux
de $Q_{1}$ et exposer une m\’ethode permettant de d\’eterminer ceux-l\‘a explicitement.

Pour $\xi\in G$ , nous d\’esignerons par $\mathfrak{g}^{\xi}$ la sous-alg\‘ebre de $\mathfrak{g}$ compos\’ee des
\’el\’ements fixes de $\xi$ et poserons $f^{\xi}=\mathfrak{g}^{\xi}\cap f$ .

Nous allons tout d’abord d\’emontrer la
PROPOSITION 2.1. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit simple $ef$ non compacte. D\’esignons

par $Z$ le centralisateur de $f$ dans $G$ .
$a$ . L’involution de Cartan $\theta$ est le seul \’el\’ement involutif non neutre dans $Z$.
$b$ . Si $\mathfrak{g}$ est de la premi\‘ere cat\’egorie, $Z$ est contenu dans $K^{0}$ .
$c$ . Si $\mathfrak{g}$ est de la seconde cat\’egorie, $Z\cap K_{1}$ se r\’eduit \‘a l’\’el\’ement neutre.
D\’EMONSTRATION. On rappelle que $K$ est le normalisateur de $f$ dans $G;Z$

est donc contenu dans $K$. D’autre part on sait que, $\mathfrak{g}$ \’etant simple, $f$ est une
sous-alg\‘ebre propre maximale dans $\mathfrak{g}:$ la premi\‘ere assertion en r\’esulte im-
m\’ediatement.

Supposons que $\mathfrak{g}$ soit de la premi\‘ere cat\’egorie. $f$ contient alors une sous-
alg\‘ebre de Cartan $\mathfrak{h}_{u}$ de $\mathfrak{g}_{u}$ (proposition 1.1); d’autre part on sait que le cen-
tralisateur de $\mathfrak{h}_{u}$ dans $G_{u}$ est contenu dans $\exp$ (ad $\mathfrak{h}_{u}$). Ceci implique la deu-
xi\‘eme assertion.

Supposons ensuite que $Z\cap K_{1}$ renferme un \’el\’ement $\zeta$ non neutre. Puisque
$f$ est maximale dans $\mathfrak{g},$

$\mathfrak{g}^{\zeta}$ est \’egale \‘a {. $f$ est alors identique aussi \‘a la sous-
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alg\‘ebre de $\mathfrak{g}_{u}$ compos\’ee des \’el\’ements fixes de $\zeta$ , et donc contient une sous-
alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}_{u}$ ; car $\zeta$ appartient \‘a $G_{u}^{0}$ . D’apr\‘es la proposition 1.1, $\mathfrak{g}$

est alors de la premi\‘ere cat\’egorie. Cela prouve la derni\‘ere assertion de la
proposition 2.1.

REMARQUE. La proposition 2.1 a implique que le tore $Z^{0}$ est de dimension
au plus 1. En fait on sait que $Z$ est fini d’ordre 2 ou bien un tore de dimen-
sion 1 ([2]).

COROLLAIRE 1. Pour qu’un $\xi\in K_{1}$ appartienne \‘a $K^{0}$ , il faut et il suffit
que $f^{\xi}$ soit de m\^eme rang que $f$ .

COROLLAIRE 2. Supposons $\mathfrak{g}$ simple. Si $\mathfrak{g}$ est de la premi\‘ere [resp. seconde]

cat\’egorie, $K/K^{0}$ [resp. $K_{1}/K^{0}$] est isomorphe \‘a un sous-groupe de Aut (f)/Int(f),
ot) Aut(f) d\’esigne le groupe des automorphismes de $f$ \’etant involutifs sur le
centre de $f$ , et Int(f) d\’esigne la composante connexe de l’\’el\’ement neutre dans
Aut (f).

Les corollaires r\’esultent facilement de la proposition 2.1.
Nous allons maintenant introduire une sous-alg\‘ebre semi-simple normale

de $\mathfrak{g}$ (cf. [13]). Soient \’o $(\mathfrak{h}^{+})$ le centralisateur de $\mathfrak{h}^{+}$ dans $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{g}^{\prime}$ sa sous-alg\‘ebre
d\’eriv\’ee: soient de plus $\mathfrak{h}^{\prime}$ le sous-espace de $\mathfrak{h}^{-}$ sous-tendu par les \’el\’ements

dans $\Delta^{\gamma}=\Delta\cap \mathfrak{h}^{-}$ et $\mathfrak{h}^{\prime\prime}$ le suppl\’ementaire orthogonal de $\mathfrak{h}^{\prime}$ dans $\mathfrak{h}^{-}$ . On v\’erifie
facilement que $8(\mathfrak{h}^{+})$ est la somme direct de $\mathfrak{g}^{\prime}$ et de $\mathfrak{h}^{+}+\mathfrak{h}^{\prime\prime}$ , et que $\mathfrak{h}^{\prime}$ est une
sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}^{\prime}$ : donc $\mathfrak{g}^{\prime}$ est semi-simple normale. D’autre part,
$\mathfrak{g}^{f}$ \’etant invariante par $\tau$ , on a $\mathfrak{g}^{\prime}=f^{\prime}+\mathfrak{p}^{\gamma}$ o\‘u $f^{\prime}=f\cap \mathfrak{g}^{f}$ et $\mathfrak{p}^{\prime}=\mathfrak{p}\cap \mathfrak{g}^{\prime}$ , et $3(\mathfrak{h}^{+})\cap f$

$=\mathfrak{h}^{+}+f^{\prime}$ .
On peut voir facilement que $\Delta^{\prime}=\Delta\cap \mathfrak{h}^{-}$ est le syst\‘eme de racines de $\mathfrak{g}^{\prime}$

relatif \‘a $\mathfrak{h}^{\prime}$ , et que le diagramme de Satake de $\mathfrak{g}^{\prime}$ est isomorphe \‘a un sous-
diagramme de celui de la forme r\’eelle normale de $\sim \mathfrak{g}$ . On a aussi:

(2.19) $\Delta^{\prime}=\{\beta|\beta\in\Delta, \langle\beta, \Pi_{0}\rangle=0, r_{0}\beta=\beta\}$ .
Nous d\’efinirons les groupes finis $Q_{1}^{\prime}$ et $Q_{0}^{\prime}$ d’automorphismes de $\mathfrak{g}^{\prime}$ (cf. (16),

(17), (18)):

(2.20) $Q_{1}^{\prime}=Aut(\mathfrak{g}^{\prime})\cap\exp(\sqrt{-1}ad_{\mathfrak{g}\prime}\mathfrak{h}^{\prime}),$ $Q_{0}^{\prime}=Int(\mathfrak{g}^{\prime})\cap Q_{1}^{\prime}$ ,

o\‘u Aut $(\mathfrak{g}^{\prime})$ [resp. Int $(\mathfrak{g}^{\prime})$] d\’esigne le groupe des automorphismes [resp. des
automorphismes [int\’erieurs] de $\mathfrak{g}^{\prime}$ .

Ceci pos\’e, les rapports existant entre $Q_{1}$ et $Q_{1}^{\prime}$ sont exprim\’es par le lemme
suivant:

LEMME 2.2. Tout \’el\’ement de $Q_{1}$ laisse $\mathfrak{g}^{\prime}$ invariante: en restreignant \‘a $\mathfrak{g}^{\prime}$

les op\’erations de $Q_{1}$ , on obtient un homomorphismej de $Q_{1}$ dans $Q_{1}^{\prime}$ . En outre,
pour qu’un $\omega\in Q_{1}$ appartienne \‘a $Q_{0}$ , il faut et il suffit que $j(\omega)$ appartienne
\‘a Q\’o.

$D^{\prime}E$ MONSTRATION. Il est clair que $\int(\mathfrak{h}^{+})$ et $\mathfrak{g}^{\prime}$ sont invariantes par tout
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automorphisme de $\mathfrak{g}$ laissant $\mathfrak{h}^{+}$ invariant. En d\’esignant par $j$ la restriction $\grave{\text{\‘{a}}}$

$g^{\prime}$ de tels automorphismes de $\mathfrak{g}$ , on a, dans la complexification, $j$($\exp(\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{-})$)

$=j$ ($\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{\prime}$ ) $\exp(\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{\prime/})$) $=j$ ($\exp(\sqrt{-1}$ ad $\mathfrak{h}^{\prime})$) $=\exp(\sqrt{-1}ad_{\mathfrak{g};}\mathfrak{h}^{\prime})$ :
d’o\‘u la premi\‘ere assertion.

Comme nous l’avons vu plus haut, on a:
(2.21) $f\cap \mathfrak{z}(\mathfrak{h}^{+})=\mathfrak{h}^{+}+f^{\prime}$ .
On a donc plus g\’en\’eralement, pour $\omega\in Q_{1}$ ,

(2.22) $f^{\omega}\cap\partial(\mathfrak{h}^{+})=\mathfrak{h}^{+}+f^{\prime j(\omega)}$ ,

en posant $f^{\prime j(\omega)}=f^{0)}\cap f$ ‘. D’autre part on sait que $f\cap\partial(\mathfrak{h}^{+})$ [resp. $\{’\cap\int(\mathfrak{h}^{+})$] est
de m\^eme rang que $f$ [resp. $f^{\omega}$]. En vertu de (21) et (22), it en r\’esulte que $f^{\omega}$

est de m\^eme rang que $f$ si et seulement si $f^{\gamma j(\omega)}$ est de m\^eme rang que $f^{\prime}$ .
Par le corollaire 1 \‘a la proposition 2.1, ceci d\’emontre la deuxi\‘eme assertion du
lemme 2.2.

Nous pouvons maintenant dessiner une m\’ethode permettant de d\’eterminer
explicitement les \’el\’ements de $Q_{0}$ . Rappelons tout d’abord que le syst\‘eme
fondamental restreint $\Pi-$ associ\’e \‘a $(\Pi, \sigma)$ est une base de $\mathfrak{h}^{-}:$

(2.23) $\Pi-=\{\gamma_{1}, \gamma_{2}, \gamma_{p}\}$ .
Soit $\{\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{p}\}$ la base de $\mathfrak{h}^{-}$ duale \‘a $\Pi^{-};$

\langle 2.24) $\langle\epsilon_{i}, \gamma_{j}\rangle=\delta_{ij}$ pour $1\leqq i,$ $j\leqq p$ .
Alors, en posant

\langle 2.25) to, $=\exp$ ($\sqrt{-1}$ ad $(\pi\epsilon_{i})$) pour $1\leqq i\leqq p$ ,

on voit facilement que $\omega_{1},$ $\omega_{2},$ $\cdots,$ $\omega_{p}$ constituent une base canonique du groupe
$Q_{1}$ fini ab\’elien.

1 Plagons-nous d’abord dans le cas o\‘u $\mathfrak{g}$ est normale. Dans ce cas, pour
to $\in Q_{1},$ $\mathfrak{g}^{\omega}$ est aussi r\’eductive normale et de m\^eme rang que $\mathfrak{g}$ . Pour $\omega=\omega_{i}$

$(i=1,2, \cdots , p)$ et pour d’autres $\omega\in Q_{1}$ , en d\’eterminant un syst\‘eme fondamental
du syst\‘eme de racines $\Delta^{\omega}$ de $\mathfrak{g}^{\omega}$ et en comparant ensuite le rang de $f^{\omega}$ avec
celui de $f$ , on examine, par le corollaire 1 \‘a la proposition 2.1, si $\omega$ appartient
\‘a $Q_{0}$ . On peut ainsi d\’eterminer les \’el\’ements de $Q_{0}$ .

2’ Dans le cas g\’eneral, on d\’etermine d’abord le syst\‘eme fondamental $\Pi$ ’

de $\Delta^{\prime}$ \‘a partir du diagramme de Satake $(\Pi, \sigma)$ de $\mathfrak{g}$ (voir (2.19)) et puis l’homo-
morphisme $j:Q_{1}\rightarrow Q_{1}^{\prime}$ . D’apr\‘es le lemme 2.2, on peut alors d\’eterminer les el\’e-
ments de $Q_{0}$ en utilisant le r\’esultat d\’ej\‘a obtenu dans le cas normal.

REMARQUE. $a$ . Pour effectuer ces proc\’ed\’es, il nous faut connaitre,
pour toute alg\‘ebre de Lie simple $\mathfrak{g}$ normale, le rang de $f$ et la racine dominante
en forme de combinaison lin\’eaire des racines simples.

$b$ . Le corollaire 2 \‘a la proposition 2.1 permet d’obtenir une borne sup\’erieure
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pour l’ordre de $Q/Q_{0}$ ou de $Q_{1}/Q_{0}$ en voyant le type de $f$ (cf. aussi $n^{\circ}7$).
5. Rappelons bri\‘evement quelques r\’esultats bien connus sur les alg\‘ebres

de Lie simples complexes et r\’eelles.
On sait que la famille des alg\‘ebres de Lie simples complexes (\‘a un iso-

morphisme pr\‘es) se compose de quatre classes d’alg\‘ebres simples classiques,
design\’ees par les symboles $(A_{n})(n\geqq 1),$ $(B_{n})(n\geqq 2),$ $(C_{n})(n\geqq 3)$ et $(D_{n})(n\geqq 4)$ ,

et en outre de cinq alg\‘ebres simples exceptionnelles, d\’esign\’ees par $(E_{n})$

$(n=6,7,8),$ $(F_{4})$ et $(G_{2})$ .
Soient $\sim \mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie simple complexe et $\sim \mathfrak{h}$ une sous-alg\‘ebre de

Cartan de $\sim \mathfrak{g}$ . D\’esignons par $T$ le groupe des transformations lin\’eaires de 6
conservant le syst\‘eme de racines $\Delta$ de $\sim \mathfrak{g}$ relatif \‘a $\mathfrak{h}\sim$, et par $W$ le groupe de
Weyl associ\’e \‘a $\Delta$ . On sait que le groupe quotient Aut $(\sim \mathfrak{g})/Int(\sim \mathfrak{g})$ est isomorphe
\‘a $T/W$ et aussi au groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de
$\sim \mathfrak{g}$ : r\’eellement il est isomorphe \‘a :

(2.26) $\{Z_{2}^{3},si^{\sim}es_{;}tS,si_{si^{\mathfrak{g}est}}^{\sim}\{1\},n^{\mathfrak{g}}ondedetype(D)l’ undes^{4}types(A_{n})(n\geqq 2),$ $(D_{n})(n\geqq 5)$ et $(E_{6})$ ,

o\‘u $S_{3}$ d\’esigne le groupe sym\’etrique de degr\’e 3, et $Z_{2}$ le groupe cyclique
d’ordre 2.

D’autre part la transformation scalaire $-1$ appartient toujours \‘a $T$ : on
sait qu’elle n’appartient pas \‘a $W$ si et seulement si $\sim \mathfrak{g}$ est de l’un des types
$(A_{n})(n\geqq 2),$ $(D_{2m+1})(m\geqq 2)$ et $(E_{6})$ . Ainsi, $si$ Aut $(\sim \mathfrak{g})$ n’est pas identique \‘a

Int $(\mathfrak{g}\sim)$ et si $-1$ appartient \‘a $W,$ $\sim \mathfrak{g}$ est de l’un des types $(D_{2m})(m\geqq 2)$ .
Soit maintenant $\mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie simple: $\mathfrak{g}$ est ou bien une forme

r\’eelle d’une alg\‘ebre de Lie simple complexe ou bien l’alg\‘ebre de Lie obtenue
par la restriction scalaire d’une alg\‘ebre de Lie simple complexe. On sait que
toute alg\‘ebre de Lie simple complexe poss\‘ede une et une seule forme r\’eelle
normale \‘a un isomorphisme pr\‘es.

En vue d’une utilisation ult\’erieure, nous allons d\’eterminer, suivant la
m\’ethode expos\’ee au numero pr\’ec\’edent, le groupe quotient $Q/Q_{0}$ pour une
alg\‘ebre de Lie simple normale $\mathfrak{g}_{0}$ de type $(D_{n})(n\geqq 4)$ . On peut supposer, en
vertu de (10), que $A_{\sigma}$ soit contenu dans $K$, donc que $Q$ soit le produit semi-
direct de $Q_{1}$ par $A_{\sigma}$ (voir (16)). Prenons le diagramme de Satake $(\Pi, \sigma)$ de $g_{0}$ :

(2.27)
$\alpha\alpha$

$\alpha_{n-2}\circ\alpha_{n^{-1}}0^{1}-0^{2}\circ<_{o\alpha^{n}}$

et la base canonique de $Q_{1},$ $\{\omega_{1}, \omega_{2}, \cdot.. , \omega_{n}\}$ , associ\’ee \‘a $\Pi$ par (24), (25). Rap-

pelons ici que: i) si $\mathfrak{g}$ est simple normale de type $(A_{n}),$ $f$ est de rang $[\underline{n}\underline{+}21]i$
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ii) si $\mathfrak{g}$ est simple normale de type $(D_{n}),$ $f$ est de rang 2 $[-n2]$ (cf. $n^{\circ}10$).

Ceci dit, jetant un regard sur les racines positives, on v\’erifie que $\mathfrak{g}_{0}^{\omega}$ est
de type:

$(D_{n-i})+(D_{i})$ pour $\omega_{i}(1\leqq i\leqq n-2)$ ,

$(A_{n-1})+(D_{1})$ pour $\omega_{j}(j=n-1, n)$ ,

$(D_{n-i+1})+(D_{i-1})$ pour $\omega_{1}\omega_{i}(2\leqq i\leqq n-2)$ ,

$(D_{n-1})+(D_{1})$ pour $\omega_{n-1}\omega_{n}$ ,

$(D_{n-2})+(D_{2})$ pour $\omega_{1}\omega_{n-1}\omega_{n}j$

o\‘u $(D_{1})$ d\’esigne l’alg\‘ebre de Lie d’un tore alg\’ebrique de dimension 1, $(D_{2})$ et
(D) signifient $(A_{1})+(A_{1})$ et $(A_{3})$ respectivement. Faisant usage de ce qu’on
vient de rappeler, on en d\’eduit les relations modulo $Q_{0}$ suivantes:
pour $n$ impair,

$\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\cdots\equiv\omega_{n-2}\equiv 1$ ,

$\omega_{n-1}\equiv\omega_{n}\not\equiv 1$ ;
pour $n$ pair,

$\omega_{2}\equiv\omega_{4}\equiv\cdots\equiv\omega_{n-2}\equiv 1$ ,

$\omega_{n-1}\underline{\neq}1,$ $\omega_{n}\not\equiv 1,$ $\omega_{1}\equiv\omega_{3}\equiv\cdots\equiv\omega_{n-3}\equiv\omega_{n-1}\omega_{n}\not\equiv 1$ .
On en conclut d’abord que $Q/Q_{0}$ est isomorphe \‘a $Z_{2}\times Z_{2}$ pour $n$ impair.

Pour $n$ pair, en posant $S_{1}=\{1, \omega_{3}\omega_{4}, \omega_{4}\omega_{1}, \omega_{1}\omega_{3}\}(n=4)$ ou $S_{1}=\{1, \omega_{n-1}, \omega_{n}, \omega_{n-1}\omega_{n}\}$

$(n\geqq 6)$ , on voit facilement que $Q_{1}$ est le produit direct de $Q_{0}$ par $S_{1}$ et que $S_{1}$

est invariant par $A_{\sigma}$ . $Q$ est donc le produit semi-direct de $Q_{0}$ par $S=S_{1}A_{\sigma}$ :
par suite $G$ est aussi le produit semi-direct de $G^{0}$ par $S$. On en d\’eduit que
$Q/Q_{0}$ est isomorphe \‘a $S_{4}(n=4)$ ou \‘a $D_{4}(n\geqq 6);S_{4}$ d\’esigne ici le groupe
sym\’etrique de degr\’e 4, et $D_{4}$ le groupe di\’edrique d’ordre 8.

6. A ce num\’ero, \‘a l’aide de quelques v\’erifications utilisant la classifica-
tion des alg\‘ebres de Lie simples, nous allons d\’emontrer que $G$ est le produit
semi-direct de $G^{0}$ par un sous-groupe fini.

V\’erifions d’abord la proposition suivante:
PROPOSITION 2.2. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit une forme r\’eelle non compacte

d’une alg\‘ebre de Lie simple complexe et que $G$ ne soit pas identique \‘a $G_{1}$ , Il
existe alors un automorphisme involutif $\xi$ de $\mathfrak{g}$ tel que i) $G=G_{1}\{1, \xi\}$ , ii)
$\xi\in N_{K}(\mathfrak{h}),$ $\xi|\mathfrak{h}^{-}=-1$ , sauf dans le cas o\‘u $\mathfrak{g}$ soit isomorphe \‘a l’une des formes
reelles normales de types $(D_{2m})(m\geqq 2)$ .

$D^{\prime}E$MONSTRATION. D’apr\‘es ce qu’on a rappel\’e au num\’ero pr\’ec\’edent, l’hypo-
th\‘ese faite entraine que $\sim \mathfrak{g}$ est de l’un des types $(A_{n})(n\geqq 2),$ $(D_{n})(n\geqq 4)$ et

$|\langle E_{6}$). Nous distinguons quelques cas:
1. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit de la seconde cat\’egorie. On voit alors imm\’ediate-
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ment que Aut $(\Pi, \sigma)$ est d’ordre 2 et que l’involution de Cartan $\theta$ v\’erifie les
propri\’et\’es requises pour $\xi$ .

$2^{o}$ . Supposons que $\sim \mathfrak{g}$ soit de l’un des types $(A_{n})(n\geqq 2),$ $(D_{2m+1})(m\geqq 2)$ ,
(E). Soit alors $\xi$ l’automorphisme de $\sim \mathfrak{g}$ bien d\’efini par $\xi e_{a}=e_{-a}(\alpha\in\Delta)$ par
rapport \‘a la base de Weyl v\’erifiant encore (2.10): c’est un automorphisme
involutif de $\mathfrak{g}$ qui n’appartient pas \‘a $G_{1}$ . Ceci entraine immediatement notre
assertion dans ce cas.

3. Supposons que $\sim \mathfrak{g}$ soit de l’un des types $(D_{2m})(m\geqq 2)$ et que $\mathfrak{g}$ ne soit
pas normale. Un coup d’oeil sur les diagrammes de Satake des alg\‘ebres de
Lie de cette sorte montre que Aut $(\Pi, \sigma)$ est d’ordre 2 (s’il n’est pas neutre)
et que son \’el\’ement non neutre $t$ induit sur $\mathfrak{h}^{-}$ l’application identique (cf. ap-
pendice). Soit maintenant $\eta$ l’automorphisme involutif de $\sim \mathfrak{g}$ d\’efini par

$\eta e_{\alpha}=e_{-ta}$ , $\eta e_{-\alpha}=e_{ta}$ pour $\alpha\in\Pi$ .
Par le lemme 2.1, il existe un automorphisme $\xi$ de $\mathfrak{g}$ de la forme $\xi=$

$\eta$ ($\sqrt{-1}$ adh), $h\in \mathfrak{y}-:$ l’\’egalit\’e $\eta|\mathfrak{h}^{-}=-1$ entraine que $\xi$ est aussi involutif.
$-t$ n’appartenant pas \‘a $W$, on a $G=G_{1}\{1, \xi\}$ . Ceci ach\‘eve la d\’emonstration
de la proposition 2.2.

Nous sommes maintenant en \’etat de prouver le th\’eor\‘eme suivant:
TH\’EOR\‘EME 2.2. $G$ poss\‘ede un sous-groupe fini $S$ tel que
i) $G$ soit le produit semi-direct de $G^{0}$ par $S$.
ii) $S$ soit le produit semi-direct de $G_{1}\cap S$ par un sous-groupe $E$ .
D\’EMONSTRATION. Pour etablir ce th\’eor\‘eme, on peut supposer sans nuire

la g\’en\’eralit\’e que $\mathfrak{g}$ soit simple.
1. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit compacte. Comme nous Pavons vu dans ce qui

pr\’ec\‘ede le th\’eor\‘eme 2.1, notre assertion est bien connue dans ce cas: on a ici
toujours $G_{1}=G^{0}$ .

2. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit isomorphe \‘a la restriction scalaire d’une alg\‘ebre
de Lie simple complexe $\sim f,$ $f$ etant une forme r\’eelle compacte de $\sim f$. Aut $(f)\sim$

poss\‘ede un sous-groupe fini $E^{\prime}$ tel que tout \’el\’ement de $E^{\prime}$ laisse $f$ invariante
et tel que Aut $(f)\sim$ soit le produit semi-direct de Int $(f)\sim$ par $E^{\prime}$ . En posant
$E=E^{\prime}\{1, \theta\}$ , on v\’erifie aussit\^ot notre assertion dans ce cas: on a ici toujours
$G_{1}=G^{0}$ .

3. Supposons que $\mathfrak{g}$ soit une forme r\’eelle non compacte d’une alg\‘ebre de
Lie simple complexe.

$a$ . Supposons en outre que Aut $(\Pi, \sigma)$ se r\’eduise \‘a l’\’el\’ement neutre. Dans
ce cas notre assertion r\’esulte immediatement du th\’eor\‘eme 2.1.

$b$ . Supposons que Aut $(\Pi, \sigma)$ ne se r\’eduise pas \‘a l’\’el\’ement neutre et que
$\mathfrak{g}$ ne soit isomorphe \‘a aucune des formes r\’eelles normales de types $(D_{2m})(m\geqq 2)$ .
Soit alors $\xi$ un \’el\’ement de $G$ v\’erifiant les propri\’et\’es mentionn\’ees dans la
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proposition 2.2: 1‘une d’elles entraine que $\xi$ commute \‘a tout \’el\’ement de $Q_{1}$ .
Posons $E=\{1, \xi\}$ et soit $S_{1}$ un sous-groupe de $Q_{1}$ tel que $Q_{1}$ soit le produit
direct de $Q_{0}$ par $S_{1}$ . Il est alors imm\’ediat que le sous-groupe $S=S_{1}E$ satisfait
aux conditions indiqu\’ees dans le th\’eor\‘eme 2.2. Remarquons que $S$ se compose
des \’el\’ements involutifs dans ce cas.

$c$ . Supposons que $\mathfrak{g}$ soit l’une des formes reelles normales de types ( $D_{zm}\rangle$

$(m\geqq 2)$ . Dans ce cas on a d\’ej\‘a verifi\’e notre assertion \‘a la fin du num\’ero

pr\’ec\’edent.
La d\’emonstration du th\’eor\‘eme 2.2 est maintenant compl\‘ete.
En r\’esum\’e, quant aux alg\‘ebres de Lie simples nous avons r\’etabli le

r\’esultat suivant [5]:

PROPOSITION 2.3. Supposons $\mathfrak{g}$ simple. Le groupe quotient $G/G^{0}$ se com-
pose d’\’el\’ements involutifs sauf dans le cas o\‘u $\mathfrak{g}$ soit isomorphe \‘a l’une des
suivantes: i) la restriction scalaire de l’alg\‘ebre de Lie simple complexe de
type $(D_{4})$ , ii) la forme r\’eelle compacte de type $(D_{4})$ , iii) les formes r\’eelles
normales de types $(D_{2m})(m\geqq 2)$ . Pour celles-ci $G/G^{0}$ est isomorphe: i) \‘a $D_{6}$ ,

ii) \‘a $S_{8}$ , iii) \‘a $S_{4}(m=2)$ ou \‘a $D_{4}(m\geqq 3);D_{n}$ d\’esigne ici le groupe di\’edrique
d’ordre $2n$ et $S_{n}$ le groupe sym\’etrique de degr\’e $n$ .

7. Traitons finalement un cas particulier: nous supposerons \‘a ce num\’ero
que $\mathfrak{g}$ soit simple et que $f$ poss\‘ede un centre 3 de dimension 1. Aut $(\sim \mathfrak{g})$ et
Int $(\sim \mathfrak{g})$ seront d\’esign\’es, pour la raison psychologique, par $\tilde{G}_{u}$ et $\tilde{G}_{u}^{0}$ respective-
ment.

Soit $h$ un \’el\’ement non nul dans $\partial$ . L’endomorphisme ad $(\sqrt{-1}h)$ de $\sim \mathfrak{g}$

etant semi-simple \‘a valeurs propres r\’eelles, soit $\sim I$ la somme des sous-espaces
propres correspondant aux valeurs non negatives: c’est une sous-alg\‘ebre para-
bolique de $\sim \mathfrak{g}$ . Soit $\tilde{L}$ le sous-groupe de $\tilde{G}_{u}^{0}$ correspondant \‘a $\sim 1$.

PROPOSITION 2.4. $a$ . Le centralisateur $K^{*}$ de $\partial$ dans $K$ est d’indice 2 dans
$K$, et on a $K^{*}\cap K_{1}=K^{0}$ .

$b$ . $K^{*}\tilde{L}$ est le normalisateur $N_{G}^{\sim_{u}}(\tilde{L})$ de $\tilde{L}$ dans $\tilde{G}_{u}$ . $N_{G}^{\sim_{u}}(\tilde{L})/\tilde{L}$ est isomorphe
\‘a $K^{*}/K^{0}$ .

D\’EMONSTRATION. On note d’abord que $K^{*}$ [resp. $K^{*}\cap K_{1}$] est \’egal au
centralisateur de 3 dans $G_{u}$ [resp. $G_{u}^{0}$ ] (cf. proposition 2.1. a). Ainsi, puisque
$G_{u}^{0}$ est connexe, $K^{*}\cap K_{1}$ est aussi connexe et donc \’egal \‘a $K^{0}$ . Soit maintenant
$\mathfrak{h}_{u}$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}_{u}$ contenant 3. On sait qu’il existe alors
un \’el\’ement $\xi\in N_{o_{u}}(\mathfrak{h}_{u})$ tel que $\xi|\mathfrak{h}_{u}=-1$ : $\xi$ appartient \‘a $K$ mais non \‘a $K^{*}$ .
Ceci entraine la premi\‘ere assertion.

On sait que $G_{u}=G_{u}\tilde{L}$ et que $f=\mathfrak{g}_{u}\cap I\sim$. Par suite on a $N_{G}^{\sim_{u}}(\tilde{L})=N_{a_{u}}(\tilde{L})\tilde{L}$,

et on voit facilement que $N_{Gu}(\tilde{L})$ est identique au centralisateur de 3 dans $G_{u}$ :
d’o\‘u la deuxi\‘eme assertion de la proposition 2.4.

Cela peut naturellement se traduire en termes g\’eom\’etriques. On sait que
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$M=G^{0}/K^{0}$ est un espace sym\’etrique hermitien non compact irr\’eductible et
$M_{u}=G_{u}^{0}/K^{0}1$‘espace sym\’etrique hermitien compact correspondant. $G$ est iso-
morphe au groupe des isom\’etries de $M,$ $G^{*}=K^{*}G^{0}$ au groupe $H(M)$ des trans-
formations holomorphes de $M$, et $G_{u^{*}}=\tilde{G}_{u}^{0}N_{Gu}^{\sim}(\tilde{L})$ au groupe $H(M_{u})$ des trans-
formations holomorphes de $M_{u}$ (cf. par exemple [3], [17]). La proposition 2.4. $b$

signifie donc que $H(M)/H(M)^{0}$ est isomorphe \‘a $H(M_{u})/H(M_{u})^{0}$ o\‘u $H(M)$ [resp.
$H(M_{u})^{0}]$ d\’esigne la composante connexe de 1\’el\’ement neutre dans $H(M)^{0}$ [resp.
$H(M_{u})]$ .

Ajoutons enfin que la structure du groupe quotient $\tilde{G}_{u}^{*}/\tilde{G}_{u}^{0}$ peut \^etre lue
du diagramme associe a l’espace homog\‘ene k\"ahl\’erien $\tilde{G}_{u}^{0}/\tilde{L}$ : en effet le quotient
est isomorphe au groupe des automorphismes du diagramme (voir [15]).

\S 3. Sous-groupes r\’esolubles maximaux, sous-groupes de Cartan

8. Nous verrons \‘a ce num\’ero que la question de conjugaison des sous-
groupes r\’esolubles maximaux [resp. de Cartan] d’un groupe alg\’ebrique revient
\‘a celle des sous-alg\‘ebres r\’esolubles maximales [resp. de Cartan] d’une alg\‘ebre
de Lie semi-simple.

Soient $L$ un groupe alg\’ebrique et I son alg\‘ebre de Lie. Nous entendons
par sous-groupe r\’esoluble maximal [resp. de Cartan] de $L$ un sous-groupe
algebrique irr\’eductible dont l’alg\‘ebre de Lie est une sous-alg\‘ebre r\’esoluble
maximale [resp. de Cartan] de I.

Soient $U$ le plus grand sous-groupe unipotent distingu\’e de $L$ et $G$ un sous-
groupe r\’eductif maximal de $L:L$ est le produit semi-direct de $U$ par $G$ .

On sait que deux sous-groupes de Cartan d’un groupe alg\’ebrique resoluble
sont toujours conjugu\’es ([7]). On en d\’eduit que tout sous-groupe de Cartan
de $L$ est conjugu\’e \‘a celui $C$ qui contient un sous-groupe de Cartan $C_{0}$ de $G$ :
$C$ est le centralisateur irr\’eductible de $C_{0}$ . Soit C’ un autre sous-groupe de
Carten de $L$ qui contient un sous-groupe de Cartan $C_{0}^{\prime}$ de $G$ : on voit facile-
ment que $C$ et $C^{\prime}$ sont conjugu\’es dans $L$ si et seulement si $C_{0}$ et $C_{0}^{\prime}$ le sont
dans $G$ .

Puisque $G$ est r\’eductif, la question de conjugaison des sous-groupes de
Cartan de $L$ revient ainsi \‘a celle des sous-alg\‘ebres de Cartan de la sous-alg\‘ebre
d\’eriv\’ee $\mathfrak{g}^{\prime}$ de $\mathfrak{g}$ sous les automorphismes (int\’erieurs) de $t!^{\prime}$ . Il en est triviale-
ment ainsi des sous-groupes r\’esolubles maximaux de $L$ .

9. Rappelons \‘a ce num\’ere quelques propri\’et\’es des sous-alg\‘ebres paraboli-
ques d’une alg\‘ebre de Lie semi-simple $\mathfrak{g}$ . Nous reprenons les notations du \S 2
et les fixons une fois pour toutes dans la suite de ce paragraphe.

Un \’el\’ement $x$ de $\sim \mathfrak{g}$ sera appel\’e nilpotent [resp. semi-simple, semi-simple
r\’eel] si ad $x$ est un endomorphisme nilpotent [resp. semi-simple, semi-simple \‘a
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valeurs propres r\’eelles]. On sait que les sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ sont
les sous-alg\‘ebres ab\’eliennes maximales de $\mathfrak{g}$ compos\’ees d’\’el\’ements semi-simples.

Soit $h$ un \’el\’ement semi-simple r\’eel de $\mathfrak{g}$ [resp. de $\sim \mathfrak{g}$]. $\mathfrak{g}_{0}(h),$ $\mathfrak{g}_{+}(h)$ et $\mathfrak{g}_{*}(h)$

[resp. $\sim_{0}\mathfrak{g}(h),$ $\sim_{+}\mathfrak{g}(h)$ et $\sim_{*}\mathfrak{g}(h)$] d\’esignerons la somme des sous-espaces de $\mathfrak{g}$ [resp.

de $\sim \mathfrak{g}$] correspondant aux valeurs propres de ad $h$ , respectivement, nulles, posi-
tives, et non n\’egatives: ce sont des sous-alg\‘ebres de $\mathfrak{g}$ [resp. de $\sim \mathfrak{g}$].

Pour un sous-espace 1 de $\mathfrak{g},$

$\iota\perp$ d\’esignera le sous-espace orthogonal \‘a I par
rapport \‘a la forme de Killing de $\mathfrak{g}$ .

Une sous-alg\‘ebre $\mathfrak{m}$ de $\mathfrak{g}$ est parabolique si sa complexifi\’ee $\tilde{\mathfrak{m}}$ contient une
sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\sim \mathfrak{g}$ . On rappelle que $\sim \mathfrak{h}+\sum_{\alpha>0}Ce_{\alpha}$ est une sous-
alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\sim_{\mathfrak{g}}$

PROPOSITION 3.1. Si $\mathfrak{m}$ est une sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ , on a $\mathfrak{m}=\mathfrak{g}_{*}(h)$

pour un \’el\’ement $h$ semi-simple r\’eel. R\’eciproquement, pour tout \’el\’ement $h$ semi-
simple r\’eel, $\mathfrak{g}_{*}(h)$ est parabolique dans $\mathfrak{g}$ .

D\’EMONSTRATION. Soient $\mathfrak{m}$ une sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ et $c$ une
sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{m}$ . Par les th\’eor\‘emes de conjugaison des sous-alg\‘e-
bres r\’esolubles maximales et des sous-alg\‘ebres de Cartan dans $\sim \mathfrak{g}$ et $\tilde{\mathfrak{m}},$ $\sim c$ est
une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\sim \mathfrak{g}$ . On voit sans peine que, $\tilde{\mathfrak{m}}$ \’etant parabolique
dans $\sim \mathfrak{g}$ , on a $\tilde{\mathfrak{m}}=\sim_{*}\mathfrak{g}(h^{\prime})$ pour un $h^{\prime}\in\sim c$ semi-simple r\’eel. On a alors $\tilde{\mathfrak{m}}=\sim_{*}\mathfrak{g}(h)$

aussi pour $h=(h^{\prime}+\sigma h^{\prime})/2\in c$ , ce qui entraine que $\mathfrak{m}=\mathfrak{g}_{*}(h)$ . La r\’eciproque
est facile \‘a v\’erifier.

COROLLAIRE. Soient $\mathfrak{m}$ une sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{n}$ son plus
grand id\’eal compos\’e d’\’el\’ements nilpotents. On $a$ alors $m^{\perp}=n$ .

Ceci r\’esulte du fait que $\mathfrak{n}=\mathfrak{g}_{+}(h)$ si $\mathfrak{m}=\mathfrak{g}_{*}(h)$ .
Soit $C$ la chambre de Weyl positive de $\mathfrak{h}^{-}$ par rapport \‘a $\Pi^{-};$

(3.1) $c=$ { $h|h\in \mathfrak{h}^{-}$, $\langle\gamma_{i},$ $h\rangle\geqq 0$ pour tout $\gamma_{i}\in\Pi-$ }.

Si $c$ est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g},$ $c^{-}$ d\’esignera l’ensemble de ses
\’el\’ements semi-simples r\’eels, et $c^{+}$ celui de ses \’el\’ements orthogonaux \‘a $c^{-}:$ on
a $c=c^{+}+c^{-}$ .

On d\’emontre alors la proposition et son corollaire suivants:
PROPOSITION 3.2. Toute sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ est conjugu\’ee par $G^{0}$

\‘a celle $c$ qui v\’erifie les conditions suivantes:

i) $c^{-}\subset \mathfrak{h}^{-}$ ,

(3.2) ii) $c^{+}cf$ ,

iii) $c^{-}\cap C$ contient un \’el\’ement $h$ tel que $\mathfrak{g}_{0}(h)=\mathfrak{z}(c^{-})$ .
COROLLAIRE. Toute sous-alg\‘ebre ab\’elienne de $\mathfrak{g}$ compos\’ee d’\’el\’ements semi-

simples r\’eels est conjugu\’ee \‘a une sous-alg\‘ebre de $\mathfrak{h}^{-}$. To $ut$ \’el\’ement semi-simple
r\’eel de $\mathfrak{g}$ est conjugu\’e \‘a un \’el\’ement de $C$.
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D\’EMONSTRATION. Soit $c$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ . On sait qu’il
existe une forme r\’eelle compacte $\mathfrak{g}_{u}^{*}$ de $\sim \mathfrak{g}$ contenant $c^{+}+\sqrt{-1}c^{-}$ et invariante
par $\sigma$ (voir par exemple [12]). La proposition 3.2 et son corollaire en r\’esultent
facilement par le th\’eor\‘eme 1.1.

Soit $h$ un \’el\’ement de $C$. D\’esignons par $\Pi(h)$ l’ensemble des racines sim-
ples s’annulant en $h$ :

(3.3) $\Pi(h)=\{\alpha_{i}|\alpha_{i}\in\Pi, \langle\alpha_{i}, h\rangle=0\}$ .
La sous-alg\‘ebre $\mathfrak{g}_{0}(h)$ est r\’eductive, son centre \’etant le sous-espace orthogonal
\‘a $\Pi(h)$ dans $\mathfrak{h}$ . La sous-alg\‘ebre d\’eriv\’ee $\mathfrak{g}_{0}(h)^{\prime}$ de $\mathfrak{g}_{0}(h)$ est invariante par $\tau$ et
$\mathfrak{h}^{\prime}=\mathfrak{h}\cap \mathfrak{g}_{0}(h)^{\prime}$ est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}_{0}(h)^{\prime}$ . En outre $\Pi(h)$ est un
syst\‘eme $\sigma$ -fondamental des racines de $\sim_{0}\mathfrak{g}(h)^{\prime}$ suivant $\sim,\mathfrak{h}$ : le diagramme de Satake
de $\mathfrak{g}_{0}(h)^{\prime}$ est donc isomorphe au sous-diagramme $(\Pi(h), \sigma)$ de $(\Pi, \sigma)$ .

Pour $h$ et $h^{\prime}\in C,$ $\mathfrak{g}_{0}(h)$ et $\mathfrak{g}_{0}(h^{\prime})$ [resp. $\mathfrak{g}_{*}(h)$ et $\mathfrak{g}_{*}(h^{\prime})$] sont \’egales si et
seulement si $\Pi(h)$ et $\Pi(h^{\prime})$ le sont. D’autre part, pour tout sous-diagramme
$(\Pi’, \sigma)$ de $(\Pi, \sigma)$ contenant $\Pi_{0}$ , il existe un $h\in C$ tel que $\Pi(h)=\Pi$ ’ (cf. $n^{\circ}1$).

Par les propositions 3.1 et 3.2, toute sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ est con-
jugu\’ee \‘a l’une des $\mathfrak{g}_{*}(h)(h\in C)$ . On sait d’ailleurs que $\mathfrak{g}_{*}(h)$ et $\mathfrak{g}_{*}(h^{\prime})$ distincts
$(h, h^{\prime}\in C)$ ne sont pas conjugu\’ees par $G^{0}$ : en effet leurs compl\’exifi\’ees ne le
sont pas par Int $(\sim \mathfrak{g})$ (cf. par exemple [15]). On a donc prouv\’e le th\’eor\‘eme
suivant:

TH\’EOR\‘EME 3.1. Les classes de conjugaison par $G^{0}$ de sous-alg\‘ebres para-
boliques de $\mathfrak{g}$ sont en correspondance biunivoque avec les sous-diagrammes de
$(\Pi, \sigma)$ contenant $\Pi_{0}$ .

COROLLAIRE. Les classes de conjugaison par $G$ de sous-alg\‘ebres paraboli-
ques de $\mathfrak{g}$ sont en correspondance biunivoque avec les classes de conjugaison
par Aut $(\Pi, \sigma)$ de sous-diagrammes de $(\Pi, \sigma)$ contenant $\Pi_{0}$ .

10. Nous allons \‘a ce num\’ero \’etudier les classes de conjugaison de sous-
alg\‘ebres r\’esolubles maximales et de sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ .

PROPOSITION 3.3. Soient $B$ une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $g,$ $11$ son
id\’eal compos\’e des \’el\’ements nilpotents et $\mathfrak{m}$ le normalisateur de $\mathfrak{n}$ dans $\mathfrak{g}$ . On
$a$ alors $\mathfrak{m}=\mathfrak{n}^{\perp}$ .

D\’EMONSTRATION. Puisque @ est r\’esoluble maximale dans $\mathfrak{m},$
$\mathfrak{n}$ se compose

de tous les \’elements nilpotents du radical de $\mathfrak{m}$ . Par suite, $\mathfrak{m}$ \’etant la somme
semi-directe de $n$ et d’une sous-alg\‘ebre r\’eductive, on a $\mathfrak{m}^{\perp}\cap \mathfrak{m}=\mathfrak{n}$ . Or suppo-
sons par l’absurde que $\mathfrak{n}\subsetneqq \mathfrak{m}^{\perp}$ . Puisqu’on a $[\uparrow\uparrow, \mathfrak{n}\tau^{\perp}]\subset \mathfrak{m}^{\perp}$ , il existe alors, d’apr\‘es
le th\’eor\‘eme d’Engel, un $x\in \mathfrak{m}^{\lrcorner_{-}}$ appartenant \‘a $\mathfrak{n}\tau$ mais non \‘a $\mathfrak{n}$ : ceci contredit
le fait que $\mathfrak{m}^{\perp}\cap \mathfrak{m}=\mathfrak{n}$ . On a donc $m^{\perp}=n$ , autrement dit $\mathfrak{m}=\mathfrak{n}^{\perp}$ .

COROLLAIRE 1. Si $\mathfrak{g}^{\prime}$ est une sous-alg\‘ebre semi-simple maximale de $\mathfrak{m}$, @\cap g’

est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $Q^{\prime}$ .
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$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . $e\cap \mathfrak{g}^{\prime}$ ne poss\‘ede aucun \’el\’ement nilpotent non nul et
donc se compose d’\’el\’ements semi-simples. Par suite @\cap g’ est ab\’elienne et,
\’etant r\’esoluble maximale dans $\mathfrak{g}^{\prime}$ , une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}^{\prime}$ .

COROLLAIRE 2. $\mathfrak{m}$ est la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ conten-
ant 9.

D\’EMONSTRATION. Soit $\sim_{\mathfrak{r}}$ une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\sim \mathfrak{g}$ con-
tenant $\mathfrak{n}\sim$. Puisque $\mathfrak{n}\sim$ se compose d’\’el\’ements nilpotents, $\mathfrak{n}\sim$ est orthogonal \‘a
$\sim\sim \mathfrak{r}:\mathfrak{n}^{\perp}\supset \mathfrak{r}\sim$ . $\mathfrak{m}$ est donc parabolique dans $\mathfrak{g}$ . Soient ensuite $\mathfrak{m}_{1}$ une sous-alg\‘ebre
parabolique de $\mathfrak{g}$ contenant $ 8\wedge$ et $\mathfrak{n}_{1}$ son plus grand id\’eal compos\’e d’\’el\’ements
nilpotents. Puisque \S est r\’esoluble maximale dans $\mathfrak{m}_{1},$ $\mathfrak{n}_{1}$ est contenue dans
$i_{I}$ et m\^eme dans $\mathfrak{n}$ . On a donc $\mathfrak{n}^{\perp}\subset n_{1}^{\perp}$ , ce qui implique que $\mathfrak{m}\subset \mathfrak{m}_{1}$ , par les
propositions 3.1 et 3.3.

PROPOSITION 3.4. ([9]) Toute sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{g}$ contient
une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ .

$CoROLLAIRE$ . Soient ! une alg\‘ebre de Lie et 6 une sous-alg\‘ebre r\’esoluble
maximale de $\mathfrak{g}$ . $R$ contient alors une sous-alg\‘ebre de Cartan de I.

$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . Soient @ une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{m}$

la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ contenant 9. Soient $r$ le radical
de $\mathfrak{m}$ et $\mathfrak{g}^{\prime}$ une sous-alg\‘ebre semi-simple maximale de $\mathfrak{m}:\mathfrak{m}=\mathfrak{g}^{\prime}+\iota\cdot$ . On a alors
$6=\mathfrak{r}+@\cap \mathfrak{g}^{\prime}$ , et par le corollaire 1 \‘a la proposition 3.3, $B\cap \mathfrak{g}^{\prime}$ est une sous-alg\‘ebre
de Cartan de $\mathfrak{g}^{\prime}$ . Il en r\’esulte que @ contient une sous-alg\‘ebre de Cartan de
$\mathfrak{m}$ : c’est une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ puisque $\mathfrak{m}$ est parabolique dans $\mathfrak{g}$ .
La proposition 3.4 et son corollaire sont ainsi d\’emontr\’es.

LEMME 3.1. Soit $c$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ . Pour que $c$ soit r\’esolu-

ble maximale dans $\mathfrak{g}$ , il faut et il suffit que $c$ soit compacte.
D\’EMONSTRATION. Si $c$ n’est pas compacte, $c$ n’est pas r\’esoluble maximale.

En effet, $c$ poss\‘ede alors un \’el\’ement $h$ semi-simple r\’eel non nul et $c+\mathfrak{g}_{+}(h)$ est
une alg\‘ebre r\’esoluble strictement plus grande que $c$ . Supposons ensuite que
$c$ soit compacte et soit 6 une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{g}$ contenant
$c$ . Pour v\’erifier que \S =c, il suffit de montrer que 6 ne poss\‘ede aucun \’element

nilpotent non nul (cf. la d\’emonstration du corollaire 1 \‘a la proposition 3.3).

Supposons par l’absurde que @ poss\‘ede un \’el\’ement nilpotent non nul et soit $\mathfrak{m}$

la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ contenant 9. Par la proposition
3.3 $\mathfrak{m}$ n’est alors pas identique \‘a $\mathfrak{g}$ . Puisque 3 contient le radical de $\mathfrak{m}$ , par la
proposition 3.1, @ poss\‘ede un \’el\’ement $h$ semi-simple reel non nul. $h$ est alors
contenu dans une sous-alg\‘ebre de Cartan de 9, mais ceci contredit l’hypoth\‘ese
en vertu de la conjugaison des sous-alg\‘ebres de Cartan dans @.

LEMME 3.2. Soient $\mathfrak{m}$ une sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ et \S une sous-
alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{m}$ . 8 est alors r\’esoluble maximale dans $\mathfrak{g}$ .

D\’EMONSTRATION. Soient @’ une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{g}$ con-
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tenant @ et $\mathfrak{n}^{\prime}$ son id\’eal compos\’e des \’el\’ements nilpotents. Puisque 6 contient
l’ensemble $\mathfrak{n}$ des \’el\’ements nilpotents du radical de $\mathfrak{m},$

$\mathfrak{n}^{\prime}$ aussi contient $\mathfrak{n}$ . Par
les propositions 3.1 et 3.3, on a donc $\S^{;}\subset \mathfrak{n}^{\prime}\perp\subset \mathfrak{n}^{\perp}=\mathfrak{m}$ , ce qui entraine que $@’$ =@.
Le lemme 3.2 est donc demontr\’e.

Nous pouvons maintenant prouver le th\’eor\‘eme suivant:
TH\’EOR\‘EME 3.2. En faisant correspondre une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maxi-

male @de $\mathfrak{g}$ \‘a la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ contenant 6, on obtient
une correspondance biunivoque entre les classes de conjugaison par $G^{0}$ [resp.
$G]$ de sous-alg\‘ebres r\’esolubles maximales de $\mathfrak{g}$ et celles de sous-alg\‘ebres para-
boliques de $\mathfrak{g}$ ayant une sous-alg\‘ebre semi-simple maximale de la premi\‘ere
cat\’egorie.

D\’EMONSTRATION. Soient 9 une sous-alg\‘ebre r\’esoluble maximale de $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{m}$

la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ contenant @. D’apr\‘es le lemme 3.1
et le corollaire 1 \‘a la proposition 3.3, $\mathfrak{m}$ poss\‘ede une sous-alg\‘ebre semi-simple
maximale de la premi\‘ere cat\’egorie. Il est clair que la classe de conjugaison
de $\mathfrak{m}$ ne d\’epend que de celle de S.

Soient maintenant $\mathfrak{n}\tau$ une sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$ ayant une sous-
alg\‘ebre semi-simple maximale $\mathfrak{g}^{\prime}$ de la premi\‘ere cat\’egorie, et $R$ une sous-alg\‘ebre
r\’esoluble maximale de $\mathfrak{m}$ rencontrant $\mathfrak{g}^{\prime}$ suivant une sous-alg\‘ebre de Cartan
compacte de $t!^{\prime}$ . D’apr\‘es le lemme 3.2 @ est r\’esoluble maximale dans $\mathfrak{g}$ , et, par
les propositions 3.1 et 3.3, $\mathfrak{m}$ est la plus petite sous-alg\‘ebre parabolique de $\mathfrak{g}$

contenant S. D’autre part, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Levi-Malcev et celui de con-
jugaison des sous-alg\‘ebres de Cartan compactes, la classe de conjugaison de @
ne depend que de celle de $\mathfrak{m}$ . Ceci d\’emontre que la correspondance en ques-
tion est biunivoque.

$CoROLLAIRE$ . Les classes de conjugaison par $G^{0}$ de sous-alg\‘ebres r\’esolubles
maximales de $\mathfrak{g}$ sont en correspondance biunivoque atlec les sous-diagrammes
de $(\Pi, \sigma)$ contenant $\Pi_{0}$ et de la premi\‘ere cat\’egorie.

C’est une cons\’equence imm\’ediate des th\’eor\‘emes 3.1 et 3.2.
Nous \’etudions maintenant les classes de conjugaison de sous-alg\‘ebres de

Cartan de $\mathfrak{g}$ (cf. [8], [13]).

Notons d’abord le
LEMME 3.3. $a$ . Soit $c$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ . La sous-alg\‘ebre

d\’eriv\’ee $\S(c^{-})^{\prime}du$ centralisateur $\dot{0}(c^{-})$ de $c^{-}$ est alors semi-simple de la premi\‘ere
cat\’egorie.

$b$ . Soient $c$ et $c_{1}$ des sous-alg\‘ebres de Cartan de $g$ . $c$ et $c_{1}$ sont conjugu\’ees
par $G^{0}$ si et seulement si $c^{-}$ et $c_{1}^{-}$ le sont.

D\’EMONSTRATION. $a$ . $\partial(c^{-})$ est r\’eductive et $c$ est une sous-alg\‘ebre de Cartan
de $8(c^{-})$ . $c\cap 8(c^{-})^{\prime}=c^{+}\cap 8(c^{-})^{\prime}$ est donc une sous-alg\‘ebre de Cartan de $8(c^{-})^{\prime}$ .
Ceci prouve l’assertion $a$ .
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$b$ . Supposons que $c^{-}$ et $c_{1}^{-}$ soient conjugu\’ees: $\xi(c_{1}^{-})=c^{-}$ avec $\xi\in G^{0}$ . $c$ et
$\xi(c_{1})$ sont alors des sous-alg\‘ebres de Cartan de $\partial(c^{-})$ . Puisque $c^{+}\cap 3(c^{\leftrightarrow})^{\prime}$ et
$\xi(c_{1^{+}})\cap \mathfrak{z}(c^{-})^{\prime}$ sont des sous-alg\‘ebres de Cartan compactes de $\mathfrak{z}(c^{-})^{\prime}$ , il existe un
$\eta\in Z_{G^{0}}(c^{-})$ qui transforme $\xi(c_{1}^{+})\cap\partial(c^{-})^{\prime}$ en $c^{+}\cap\partial(c^{-})^{\prime}$ . On a alors $\eta\xi(c_{1})=c$ . La
r\’eciproque est \’evidente.

Soit maintenant $c$ une sous-alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ v\’erifiant (3.2). Alors
$\Pi(h)$ est l’ensemble des $\alpha_{i}\in\Pi$ s’annulant sur $c^{\leftrightarrow}$ , et donc bien d\’etermin\’e par
$c$ : on pose $\Pi(h)=\Pi(c)$ . Le centre de $\partial(c^{-})$ est alors le sous-espace orthogonal
\‘a $\Pi(c)$ dans $\mathfrak{h}$ , et $\Pi(c)$ est un syst\‘eme $\sigma$ -fondamental des racines de $3\overline{(c^{-})}^{\prime}$

suivant $\mathfrak{h}\cap\partial\overline{(c^{-})}^{\prime}\sim$ (cf. $n^{\circ}9$ ) . $D’ apr\grave{e}s$ le lemme 3.3 le diagramme de Satake $(\Pi(c), \sigma)$

de $\partial(c^{-})^{\prime}$ est de la premi\‘ere cat\’egorie. Puisque $c^{-}$ est le sous-espace orthogonal
\‘a $\Pi(c)$ dans $\mathfrak{h}^{-},$ la dimension de $c^{-}$ est \’egale \‘a $p-p^{\prime}$ o\‘u $p$ [resp. $p^{\prime}$] est le
rang restreint de $(\Pi, \sigma)$ [resp. de $(\Pi(c),$ $\sigma)$].

Ceci dit, on d\’emontre la proposition suivante:
PROPOSITION 3.5. Soient $c$ et $c_{1}$ des sous-alg\‘ebres de Cartan de $g$ v\’erifiant

(3.2). Pour que $c$ et $c_{1}$ soient conjugu\’ees par $G^{0}$ , il faut et il suffit qu’il existe
un $s\in W_{\sigma}$ qui transforme $\Pi(c_{1})$ en $\Pi(c)$ .

D\’EMONSTRATION. Supposons que $c$ et $c_{1}$ soient conjugu\’ees par un $\xi\in G^{0}$ :
$\xi(c_{1})=c$ . On a alors $\xi(c_{1}^{-})=c^{-}$ et $\xi(\partial(c_{1}^{-}))=\mathfrak{z}(c^{-})$ . $\mathfrak{h}\cap 3(c^{-})^{\prime}$ et $\xi(\mathfrak{h}\cap 3(c_{1}^{-})^{\prime})$ sont
des sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{z}(c^{-})^{\prime}$ . Par le th\’eor\‘eme 1.1 appliqu\’e \‘a $\mathfrak{z}(c^{-})^{\prime}$ , il
existe un $\eta\in Z_{G^{0}}(c^{-})$ tel que $\eta\xi(\mathfrak{h}\cap \mathfrak{z}(c_{1}^{-})^{\prime})=\mathfrak{h}\cap\hat{\mathfrak{z}}(c^{-})^{\prime}$ et $\eta\xi(\Pi(c_{1}))=\Pi(c)$ : on a
alors $\eta\xi(\mathfrak{h})=\mathfrak{h}$ . On sait d’ailleurs que $N_{a^{0}}(\mathfrak{h})=N_{K^{0}}(\mathfrak{h})\exp \mathfrak{h}^{-}$. Par suite, si on
pose $s=\eta\xi|\mathfrak{h}_{0}$ , on a $s(\Pi(c_{1}))=\Pi(c)$ avec $s\in W_{\sigma}$ . La r\’eciproque est facile \‘a
v\’erifier en vertu du th\’eor\‘eme 1.1 et du lemme 3.3.

D’apr\‘es les propositions 3.2 et 3.5, on a prouv\’e le th\’eor\‘eme suivant:
TH\’EOR\‘EME 3.3. Les classes de conjugaison par $G^{0}$ [resp. $G$] de sous-

alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ sont en correspondance biunivoque avec les classes de
conjugaison par $W_{\sigma}$ [resp. $T_{\sigma}$] de sous-diagrammes de $(\Pi, \sigma)$ contenant $\Pi_{0}$ et
de la premi\‘ere cat\’egorie.

Ajoutons enfin la proposition suivante [13], qui r\’esulte facilement du
th\’eor\‘eme 3.3 et de la proposition 2.2:

PROPOSITION 3.6. Supposons $\mathfrak{g}$ simple. Alors les classes de conjugaison
par $G$ de sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ sont identiques avec celles par $G^{0}$ , sauf
dans le cas o\‘u $\mathfrak{g}$ soit isomorphe \‘a l’une des formes r\’eelles normales de types
$(D_{2m})(m\geqq 2)$ .

11. On verra \‘a l’appendice le nombre de classes de conjugaison par Int (g)
de $sous- alg\grave{e}bres$ r\’esolubles maximales [resp. de Cartan] pour les formes reelles
non compactes $\mathfrak{g}$ des alg\‘ebres de Lie simples complexes. Nous nous bornons
ici \‘a donner un simple exemple.

Soient $V$ un espace vectoriel de dimension $n$ et $G$ le groupe des automor-
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phismes de $V$ de d\’eterminant 1 $(n\geqq 0)$ . D\’esignons par $s(n)$ [resp. $c(n)$] le
nombre de classes de conjugaison de sous-groupes r\’esolubles maximaux [resp.

de Cartan] de $G$ .
Soit $D=(V_{0}, V_{1}, \cdots, V_{m})$ un drapeau de sous-espaces vectoriels de $V$ :

$V=V_{0}\supsetneqq V_{1}\supsetneqq\ldots\supsetneqq V_{m}=(0)(m\leqq n)$ . Le stabilisateur $M$ de $D$ dans $G$ est un
sous-groupe parabolique de $G$ , et tout sous-groupe parabolique de $G$ est le
stabilisateur d’un tel drapeau convenable. Les stabilisateurs de deux drapeaux
$D$ et $D^{\prime}$ sont conjugu\’es si et seulement si $D$ et $D^{\prime}$ sont de m\^eme esp\‘ece. $M$

poss\‘ede un sous-groupe semi-simple maximal de la premi\‘ere cat\’egorie si et
seulement si $\dim V_{i-1}\leqq\dim V_{i}+2$ pour $1\leqq i\leqq m$ . Par suite, $s(n)$ est \’egal au
nombre de suites $(\nu_{1}, \nu_{2}, \cdots , \nu_{m})$ compos\’ees d’entiers 1 ou 2 et ayant $n$ pour

somme, et $c(n)$ \‘a celui de r\’epartitions de $n$ en des entiers 1 ou 2: $c(n)=[\frac{n}{2}]+1$ .
Remarquons que les identit\’es suivantes sont tr\‘es utiles au compte des

nombres en question pour des alg\‘ebres de Lie d’autres types:

i) $s(n)+s(n+1)=s(n+2)$ ,

$\sum_{n=0}^{\infty}s(n)\lambda^{n}=(1-\lambda-\lambda^{2})^{-1}$ .

ii) $\sum_{i=0}^{n}s(n-i)=s(n+2)-1$ ,

$[\frac{n}{\Sigma^{2}}]\iota=0^{S(n-2i)}=s(n+1)-\frac{1}{2}(1+(-1)^{n-1})$ .

iii) $c(n)=[\frac{n}{2}]+1$ ,

$\sum_{i=0}^{n}c(n-i)=([\frac{n}{2}]+1)^{2}+\frac{1}{2}(1+(-1)^{n-1})([\frac{n}{2}]+1)$ ,

$[\frac{n}{\Sigma^{2}}]_{c(n-2i)}i=0=\frac{1}{2}([\frac{n}{2}]+1)([\frac{n}{2}]+2)$ .

Appendice

Nous donnerons une liste des r\’esultats obtenus en suivant les methodes
expos\’ees aux \S \S 2 et 3 pour les formes r\’eelles non compactes des alg\‘ebres de
Lie simples complexes.

Pour chacune d’elles, $\mathfrak{g}$ , on pr\’esentera, par ordre successif, son diagramme
de Satake $(\Pi, \sigma)$ , \’eventuellement le groupe des automorphismes de celui-ci, le
groupe quotient $Q_{1}/Q_{0}$ avec des relations modulo $Q_{0}$ dans $Q_{1},$ le nombre de
classes de conjugaison par Int $(\mathfrak{g})$ de sous-alg\‘ebres r\’esolubles maximales et de
sous-alg\‘ebres de Cartan de $\mathfrak{g}$ . Pour les notations employ\’ees, on se reportera
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aux \S \S 2 et 3.
(AI) $(l\geqq 1)$

$\alpha_{1}$ $\alpha_{2}$ $\alpha_{\iota-1}\alpha_{l}$

$\infty-------\infty$ Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}(1\geqq 2)$ .
$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}(l=impair)$ : $\omega_{2i}\equiv 1,$ $\omega_{1}\equiv\omega_{8}\equiv\ldots\equiv\omega_{l}\not\equiv 1$ .
$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}(l=pair)$ .
$s(l+1)$ .
$[(l+1)/2]+1$ .

(AII) $(l=2p+1\geqq 3)$

$\underline{\alpha}_{\underline{1}}\underline{\alpha_{p}}-----$

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .
$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
1.
1.

(AIII) $(1\geqq 2,1\leqq p\leqq l/2)$

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
$p+1$ .
$p+1$ .

(AIV) $(l=2p-1\geqq 3)$

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\ldots\equiv\omega_{p-1}\equiv 1,$ $\omega_{p}\not\equiv 1$ .
$p+1$ .
$p+1$ .

(BI) $(l\geqq 2,1\leqq p\leqq l)$

$\alpha_{1}\alpha_{2}\infty----\leftrightarrow^{\alpha_{p}}----\rightarrow$

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{2i}\equiv 1,$ $\omega_{1}\equiv\omega_{3}\equiv\ldots\equiv\omega_{2q-1}\not\equiv 1,$ $q=[\frac{p+1}{2}]$ .

$s(p+2)-1$ .
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$([p/2]+1)^{2}+(1+(-1)^{P-1})([p/2]+1)/2$ .
(CI) $(l\geqq 3)$

$\alpha_{1}$ .$\alpha\mapsto^{2}-----\infty^{\alpha_{l-1}\alpha_{\iota}}$

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\ldots\equiv\omega_{\iota-1}\equiv 1,$ $\omega_{l}\not\equiv 1$ .
$s(l+2)-1$ .
$([l/2]+1)^{2}+1/2(1+(-1)^{l-1})([l/2]+1)$ .

(CII) $(l\geqq 3,1\leqq p\leqq\frac{l-1}{2})$

$\leftrightarrow^{\alpha_{1}}--------\underline{\alpha_{p}}=$

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
$p+1$ .
$p+1$ .

(CIII) $(l=2p\geqq 4)$

$\leftrightarrow^{\alpha_{1}}----\infty\alpha_{p-1}\alpha_{p}$

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\ldots\equiv\omega_{p-1}\equiv 1,$ $\omega_{p}\not\equiv 1$ .
$p+1$ .
$p+1$ .

(DI) $(l\geqq 4,1\leqq p\leqq l-2;l=p+1\geqq 4)$

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}(p=impair)$ .
$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}(p=pair)$ : $\omega_{2}\equiv\omega_{4}\equiv\cdots\equiv\omega_{p}\equiv 1,$ $\omega_{1}\equiv\omega_{3}\equiv\cdots\equiv\omega_{p-1}\not\equiv 1$ .
$s(p+1)-(1+(-1)^{p-1})/2$ .
$([p/2]+1)([p/2]+2)/2$ .

(DI) $(l\geqq 4)$

Aut $(\Pi, \sigma)=S_{\theta}(l=4),$ $Z_{2}(l\geqq 5)$ .
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$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}(l=impair)$ : $\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\cdots\equiv\omega_{\iota-2}\equiv 1,$ $\omega_{\iota-1}\equiv\omega_{\iota}\not\equiv 1$ .
$Q_{1}/Q_{0}=(Z_{2})^{2}(l=pair)$ : $\omega_{2}\equiv\omega_{4}\equiv\cdots\equiv\omega_{\iota-2}\equiv 1,$ $\omega_{\iota-1}\not\equiv 1,$ $\omega_{\iota}\not\equiv 1$ ,

$\omega_{1}\equiv\omega_{3}\equiv\cdots\equiv\omega_{\iota-s}\equiv\omega_{\iota-1}\omega_{\iota}\not\equiv 1$ .
$2s(l)-(1+(-1)^{l-1})/2$ .
$([l/2]+1)([l/2]+2)/2+(1+(-1)^{l})/2$ .

(DIII) $(l\geqq 5, p=[l/2])$

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$(l=pair)$ Aut $(\Pi, \sigma)=\{1\}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}(l=impair)$ .
$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}(l=pair)$ : $\omega_{1}\equiv\omega_{2}\equiv\cdots\equiv\omega_{p\leftarrow 1}\equiv 1,$ $\omega_{p}\not\equiv 1$ .
$p+1$ .
$p+1$ .

(EI)

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .
$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
23.
5.

(EII)

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
6.
5.

(EIII)

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
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3.
3.

(EIV)

Aut $(\Pi, \sigma)=Z_{2}$ .
$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .

1.
1.

(EV)

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{2}\equiv\omega_{4}\equiv\omega_{6}\equiv\omega_{6}\equiv 1,$ $\omega_{1}\equiv\omega_{3}\equiv\omega_{7}\not\equiv 1$ .
40.
10.

(EVI)

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
6.
5.

(EVII)

$Q_{1}/Q_{0}=Z_{2}$ : $\omega_{2}\equiv\omega_{3}\equiv 1,$ $\omega_{1}\not\equiv 1$ .
4.

4.

(EVIII)

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
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64.

10.
(EIX)

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
6.

5.
(FI)

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
12.
8.

(FII)

$Q_{1}/Q_{\mathfrak{a}}=\{1\}$ .
2.
2.

(GI)

$=\circ$

$Q_{1}/Q_{0}=\{1\}$ .
4.
4.
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