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Sur les espaces $A_{3}$ non projectivement euclidiens
\‘a groupe transitif $\mathcal{G}_{7}$.
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(Revis\’e le 20 d\’ec., 1957)

Dans les derni\‘eres dix ann\’ees, un grand nombre de travaux s’occupent
de la d\’etermination des nombres des param\‘etres des groupes de mouvement
des espaces $A_{n}$ \‘a connexion affine ou des espaces $P_{n}$ \‘a connexion projective.
C’est ainsi qu’en 1947 [1] $j’ ai$ montr\’e que si 1‘espace $A_{n}$ poss\‘ede une forme
de Pfaff invariante, le groupe de mouvement de l’espace poss\‘ede au plus $n^{2}$

param\‘etres et $j’ ai$ d\’etermin\’e tous les espaces $A_{n}$ \‘a groupe $\mathcal{G}_{n^{2}}$ . Je me suis
pos\’e ce probl\‘eme en remarquant que le tenseur de courbure de $A_{n}$ nous
donne par contraction deux tenseurs covariants du second ordre et de ces
tenseurs on peut obtenir un tenseur sym\’etrique. On peut donc associer \‘a

l’espace $A_{n}$ une forme quadratique et l’espace peut avoir un groupe maxi-
mum si cette forme quadratique est d\’eg\’en\’er\’ee et contient un seul carr\’e.
En ce cas c’est ce carr\’e qui nous fournit la forme de Pfaff invariante.
De m\^eme une forme de Pfaff invariante peut $appara_{1}^{\wedge}tre$ par la contraction
$d|J$ tenseur de torsion.

C’est aussi en 1947 [2] que I. P. Egorof a montr\’e qu’un espace $A_{n}$ qui
n’est pas euclidien, possede un groupe ayant au plus $n^{2}$ param\‘etres. Des
recherches ult\’erieures d’Egorof et de moi-m\^eme ont montr\’e que les seuls
espaces $A_{n}$ \‘a groupe $\mathcal{G}_{n^{2}}$ sont ceux que j’avais d\’ej\‘a obtenus comme espaces
$A_{n}$ \‘a forme de Pfaff invariante. Tous ces espaces sont des espaces projec-
tivement euclidiens s’ils sont sans torsion et une propri\’et\’e importante de
ces espaces trouv\’ee par Egorof est donn\’ee par le fait que leur groupe de
mouvement peut \^etre consid\’er\’e dans un syst\‘eme convenable de variables
comme un groupe projectif qui conserve deux hyperplans1).

D’autres r\’esultats dans le probl\‘eme de la d\’etermination des nombres
des param\‘etres du groupe d’un espace $A_{n}$ ont \’et\’e obtenus par les math\’e-
maticiens japonnais Y. Muto [6], K. Yano [7] et S. Ishihara [9], $[10]^{2)}$ .

Le present travail est en relation avec un r\’esultat que $j’ ai$ obtenu en
1949 sur les espaces $A_{n}$ qui ne sont pas projectivement euclidiens. J’ai

1) Ce probl\‘eme a \’et\’e consid\’er\’e aussi dans mon travail [4] o\‘u on $v$ trouve aussi
des indications bibliographiques relatives aux travaux d’Egorof.

2) On $y$ trouve aussi des indications bibliographiques assez compl\‘etes.
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montr\’e [3] quc ces espaces poss\‘edent, si $n\geqq 3$, un groupe ayant au plus
$n^{2}-2n+5$ param\‘etres.

J’ai montr\’e aussi [5] que les espaces $A_{n}$ qui poss\‘edent ce groupe maxi-
mum peuvent \^etre r\’eduits \‘a avoir toutes les composantes du tenseur de
courbure nulles sauf une $\gamma_{223}^{1}=1$ et toutes les composantes de la connexion
nulles, sauf une $\Gamma_{22}^{1}=x^{3}$ et ce sont par cons\’equent des espaces qu’on doit
consid\’erer comme bien connus. Il en r\’esulte en particulier que dans le
cas d’un espace $A_{3}$ non projectivement euclidien, le groupe maximum
contient 8 param\‘etrcs.

Nous allons montrer maintenant dans la premi\‘ere partie de ce travail
que pour un $A_{3}$ non projectivement euclidien dont le groupe de mouvement
contient 7 param\‘etres le tenseur quadratique de courbure est au plus de
rang 1. Dans la seconde partie nous allons montrer qu’on peut s’arranger
de $fa_{\xi}:on$ que toutes les composantes du tenseur de courbure soient nulles
sauf $\gamma_{223}^{1}=1,$ $\gamma_{212}^{1},$ $\gamma_{221}^{3}$ . Dans la troisi\‘eme partie nous allons donner des ex-
emples1) que ces espaces existent et dans la derni\‘ere partie nous allons
montrer que ces exemples conduisent \‘a deux classes d’espaces $A_{n}$ dont le
groupe de mouvement poss\‘ede $n^{2}-3n+7$ et $n^{2}-4n+10$ param\‘etres.

I
Supposons maintenant, ce qui est toujours possible [5], que les compo-

santes $\gamma_{jkl}^{i}$ du tenseur de courbure ont \’et\’e r\’eduites \‘a la forme canonique

(1) $\gamma_{223}^{1}=-\gamma_{232}^{1}=1,$ $\gamma_{223}^{a}=\gamma_{232}^{\alpha}=0$ $(\alpha=2,3)$ , $\gamma_{323}^{1}=\gamma_{332}^{1}=0$ .
Supposons aussi que les coordonn\’ees sont normales. En ce cas le

groupe de stabilit\’e est un groupe lin\’eaire d\’efini par des transformations
infinit\’esimales

$X=a_{j}^{i}x^{j}\frac{\partial f}{\partial x^{i}}$

et les \’equations auxquelles doivent satisfaire les constantes $a_{j}^{i}$ en tenant
compte du tenseur de courbure, s’\’ecrivent

(2) (ijkl); $\gamma_{skl}^{i}a_{j}^{s}+\gamma_{jsl}^{i}a_{k}^{s}+\gamma_{jks}^{i}a_{\iota}^{s}-\gamma_{jkl}^{s}a_{s}^{i}=0$ ,

o\‘u $\gamma_{jkl}^{i}$ interviennent par leurs valeurs \‘a 1‘origine.
Pour trouver le groupe de stabilit\’e de 1‘espace il faut r\’esoudre en

premier lieu un probl\‘eme algebrique qui consiste \‘a trouver les solutions
des \’equations (2).

Cela dit, consid\’erons les \’equations (2) pour $j=2,$ $k=2,$ $l=3$ et $i=1,2,3$

1) La d\’etermination de tous les espaces $A_{3}$ \‘a groupe $\mathcal{G}_{7}$ fait l’objet d’un travail
de mon \’el\‘eve V. Dumitras [8], qui sera publi\’e prochainement. Dans ce travail on
$y$ trouvera une large bibliographie relative aux travaux sur les groupes de mouve-
ment des diff\’erents espaces $A_{n}$ ou $P_{n}$ .
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et pour $i=1,$ $j=3,$ $k=2,$ $l=3$ , donc les \’equations (i223), $(i=1,2,3)$ et (1323).

En tenant compte des \’equations (1), et du fait que $\gamma_{jkl}^{i}$ ont sym\’etriques
gauches dans $k,$ $l$ on obtient

$2a_{2}^{2}+a_{3}^{3}-a_{1}^{1}+(\gamma_{123}^{1}+\gamma_{213}^{1})a_{2}^{1}+\gamma_{221}^{1}a_{3}^{1}=0$ ,

$(\gamma_{213}^{2}+\gamma_{123}^{2})a_{2}^{1}+\gamma_{323}^{2}a_{2}^{3}+\gamma_{221}^{2}a_{3}^{1}-a_{1}^{2}=0$ ,
(3)

$(\gamma_{213}^{3}+\gamma_{123}^{3})a_{2}^{1}+\gamma_{323}^{3}a_{2}^{3}+\gamma_{221}^{3}a_{3}^{1}-a_{1}^{3}=0$ ,

$(\gamma_{123}^{1}+\gamma_{321}^{1}-\gamma_{323}^{3})a_{3}^{1}+(\gamma_{313}^{1}-\gamma_{323}^{2})a_{2}^{1}+a_{3}^{2}=0$ .
Les \’equations (3) constituent quatre \’equations ind\’ependantes dans les in-
connues $a_{1}^{1},$ $a_{1}^{2},$ $a_{1}^{3},$ $a_{3}^{2}$ . Comme les inconnues $a_{j}^{i}$ sont en nombre de neuf, il
en r\’esulte qu’on peut avoir au plus cinq $a_{j}^{i}$ ind\’ependantes.

Il faut donc pour que le groupe de stabilit\’e de $A_{3}$ soit un $\mathcal{G}_{5}$ que toutes
les \’equations (2) ind\’ependantes se r\’eduissent aux \’equations (3). J’ai montr\’e
[5] que cel\‘a arrive si toutes les composantes du tenseur de courbure sont
nulles sauf $\gamma_{223}^{1}=1$ . Chercher les espaces $A_{3}$ \‘a groupe transitif $\mathcal{G}_{7}$ , donc \‘a

groupe de stabilit\’e $\mathcal{G}_{4}$ , revient \‘a voir dans quelles conditions cinq parmi
les \’equations (2) sont ind\’ependantes, donc une \’equation ind\’ependante autre
que les (3).

Nous allons montrer que cela arrive seulement dans le cas o\‘u toutes
les composantes du tenseur de courbure sont nulles sauf

(3) $\gamma_{223}^{1}=1,$ $\gamma_{212}^{1},$ $\gamma_{221}^{3}$ .
La demonstration est longue et comprendra une parties pr\’eparatoire. Il
sera d\’emontr\’e en premier lieu que le rang du tenseur contract\’e sym\’etrique
de courbure est au plus \’egal \‘a 1, et que le tenseur contract\’e gauche
sym\’etrique de courbure est nul.

Nous allons observer que les \’equations (2) poss\‘edent une propri\’et\’e
g\’en\’erale que nous utiliserons dans la suite. En effet une telle \’equation,

disons (ijkl), s’ecrit
$(3^{\prime\prime})$ $\gamma_{jkl}^{i}(a_{j}^{j}+a_{k}^{k}+a_{l}^{\iota}-a_{i}^{i})+\cdots=0$

les termes non \’ecrits ne contenant que les inconnues $a_{j}^{i}(i\neq j)$ . Une telle
\’equation o\‘u $k$ doit \^etre toujours diff\’erent de $l$, car $\gamma_{jkl}^{i}$ sont gauche sym\’etri-
ques dans $k,$ $l$ est ind\’ependante des \’equations (3) si elle est ind\’ependante
de la premi\‘ere (3) donc si $\gamma_{jkl}^{i}$ ne coincide pas avec $\gamma_{223}^{1}$ ou $\gamma_{232}^{1}$ . En ce qui
concerne le nombre des \’equations (2), en tenant compte que le couple $k,$ $l$

peut avoir les trois valeurs 1, 2; 2, 3; 3, 1, il en r\’esulte que le nombre des
\’equations (2) est 27, mais trois d’entre elles ne sont pas ind\’ependantes \‘a
cause des identit\’es

$(3^{\prime/\prime})$ $r_{123}^{i}+r_{231}^{i}+r_{312}^{i}=0$ .
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Consid\’erons alors les \’equations (i323) o\‘u $i=2,3$ . Nous avons
$(\gamma_{123}^{2}+\gamma_{321}^{2})a_{3}^{1}+2\gamma_{323}^{2}a_{3}^{3}+\gamma_{313}^{2}a_{2}^{1}-\gamma_{3_{\sim}3}^{3}\rangle a_{3}^{2}=0$ ,

(4)
$\gamma_{3)3}^{s_{d}}[a_{2}^{2}+a_{3}^{3}]+(r_{123}^{3}+r_{321}^{3})a_{3}^{1}+\gamma_{313}^{3}a_{2}^{1}-\gamma_{323}^{2}a_{2}^{3}=0$ .

On voit facilement que si $\gamma_{323}^{2}\neq 0$ , les \’equations (3) et (4) constituent six
\’equations ind\’ependantes dans les inconnues $a_{1}^{1},$ $a_{1}^{2},$ $a_{1}^{3},$ $a_{3}^{2},$ $a_{3}^{3},$ $a_{2}^{3}$ donc le groupe
de stabilit\’e ne peut pas \^etre un $\mathcal{G}_{4}$ . Il faut par cons\’equent que nous ayons

(4) $\gamma_{323}^{2}=0$

pour que 1‘espace poss\‘ede un groupe $\mathcal{G}_{7}$ .
Nous allons maintenant montrer que les dix composantes du tenseur de

courbure
(5) $\gamma_{323}^{3},$ $\gamma_{113}^{1},$ $\gamma_{123}^{1},$ $\gamma_{213}^{1},$ $\gamma_{312}^{1},$ $\gamma_{213}^{2},$ $\gamma_{123}^{2},$ $\gamma_{312}^{2},$ $\gamma_{113}^{2},$ $\gamma_{313}^{3}$

doivent \^etre aussi nulles pour que Pespace poss\‘ede un $\mathcal{G}_{7}.$

,

Pour cela consid\’erons les \’equations (i123). Nous avons
$\gamma_{123}^{1}[a_{2}^{2}+a_{3}^{3}]+a_{1}^{2}+(\gamma_{113}^{1}-\gamma_{123}^{2})a_{2}^{1}+(\gamma_{121}^{1}-\gamma_{123}^{3})a_{3}^{1}=0$ ,

(5) $\gamma_{123}^{2}[a_{1}^{1}+a_{3}^{3}]+\gamma_{113}^{2}a_{2}^{1}+\gamma_{121}^{2}a_{3}^{1}-\gamma_{123}^{1}a_{1}^{2}-\gamma_{123}^{3}a_{3}^{2}=0$ ,

$r_{123}^{3}[a_{1}^{1}+a_{2}^{2}]+(\lrcorner)$ .
Supposons maintenant qu’une des quantit\’es (5) n’est pas nulle, par ex-

emple $\gamma_{323}^{3}$ . En ce cas la derni\‘ere \’equation (4) associ\’ee \‘a la premi\‘ere (3)

nous donne deux \’equations ind\’ependantes dans les $a_{i}^{i}$ . Pour n’avoir pas
une troisi\‘eme \’equation ind\’ependante dans les $a_{i}^{i}$ il faut que toutes les 12
composantes

$(5^{\prime\prime})$ $\gamma_{313}^{2},$ $\gamma_{113}^{3},$ $\gamma_{112}^{3},$ $\gamma_{112}^{2},$ $\gamma_{313}^{1},$ $\gamma_{213}^{3},$ $\gamma_{312}^{3},$ $\gamma_{123}^{3},\gamma_{112}^{1},$ $\gamma_{212}^{2},$ $\gamma_{212}^{1},$ $\gamma_{221}^{3}$

soient nulles. Cela arrive aussi comme il est facile \‘a voir, si une quel-
conque des composantes (5) n’est pas nulle, par exemple $\gamma_{113}^{1}$ . En effet, en
ce cas c’est l’equation (1113) qui associ\’ee \‘a la premi\‘ere (3) nous donnent
deux \’equations ind\’ependantes dans $a_{i}^{i}$ et pour n’avoir pas une troisi\‘eme
\’equation ind\’ependante dans $a_{i}^{i}$, il faut que les composantes $(5^{\prime\prime})$ soient
nulles.

Si les composantes $(5^{\prime\prime})$ sont nulles et si $rg_{23}$ n’est pas nulle, les \’equa-

tions (3) et la derni\‘ere (4) peuvent \^etre r\’esolues sous la forme

$a_{1}^{1}=a_{2}^{2}+\lambda a_{2}^{1},$ $a_{3}^{3}=-a_{2}^{2}+\mu a_{2}^{1}$ ,
(6)

$a_{1}^{2}=\rho a_{2}^{1},$ $a_{1}^{3}=\sigma a_{2}^{3},$ $a_{3}^{2}=\delta a_{3}^{1}$

o\‘u $\lambda,$
$\mu,$ $\rho,$ $\sigma,$

$\delta$ sont des constantes. On obtient les m\^emes formules (6) si une
autre quelconque des composantes (5) n’est pas nulle.

En tenant compte des formules (6) dans les formules (3) et (4) nous
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obtenons
$\mu-\lambda+\gamma_{123}^{1}+\gamma_{213}^{1}=0,$ $\sigma=\gamma_{323}^{3},$ $\delta=\sigma-\gamma_{123}^{1}-\gamma_{321}^{1}$ ,

$(6^{\prime})$

$\rho=\gamma_{213}^{2}+\gamma_{123}^{2},$ $\sigma\delta=\gamma_{123}^{2}+\gamma_{321}^{2},$ $\mu\sigma+\gamma_{313}^{3}=0$ .
De m\^eme en tenant compte des formules (6) dans les formules (5) nous
obtenons en tenant toujours compte que les composantes $(5^{\prime\prime})$ sont nulles

$\mu\gamma_{123}^{1}+\rho+\gamma_{113}^{1}-\gamma_{123}^{2}=0$ ,

$(6^{\prime\prime})$ $(\lambda+\tau)\gamma_{123}^{2}+\gamma_{113}^{2}-\gamma_{123}^{1}\rho=0$ ,

$\sigma(\sigma-\gamma_{I23}^{1})-\gamma_{123}^{2}=0$ .
D’une mani\‘ere analogue si 1‘on tient compte des (6) dans les formules (2)
que nous n’avons pas consid\’erees ct precis\’ement (ij12), (ijl3) nous obtenons
des formules analogues aux formules $(6^{\prime}),$ $(6^{\prime/})$ . Toutes ces formules nous
permettent d’une part de determiner les composantes (5) en fonction des
constantes $\lambda,$

$\mu,$ $\rho,$ $\sigma,$

$\delta$ et d’autre part de voir que ces constantes ne sont pas
ind\’ependantes.

On arrive d’une mani\‘ere plus directe \‘a trouver les relations qui exist-
ent entre ces constantes, en observant que les op\’erateurs des transforma-
tions infinit\’esimales du groupe de stabilit\’e $\mathcal{G}_{4}$ sont donn\’es, en tenant
comptes des (6), par les formules

$X_{4}=x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}-x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}$ ,

(7) $X_{5}=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+\lambda x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}/lX^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}+\rho x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}$ ,

$X_{6}=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}+\sigma x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{3}},$ $X_{7}=x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+\delta x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}$ .

Consid\’erons alors la parenth\‘ese form\’ee avec $X_{6}$ et $X_{7}$ . Nous avons

$(X_{6}, X_{7})=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+\delta x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}+\sigma x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+\sigma\delta x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}(\sigma+\delta)x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}$ .
Donc on peut \’ecrire

$(X_{6}, X_{7})=X_{5}+(\sigma\delta-\rho)x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}\delta x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}+(\sigma-\lambda)x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}(\mu+\sigma+\delta)x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}$ .

Pour que les op\’erateurs (7) forment un groupe, il faut que le second terme
du second membre soit nul et les trois derniers termes s’expriment \‘a 1‘aide
de $X_{4}$ . Nous avons donc les formules

$\sigma\delta=\rho,$ $\delta=\sigma-\lambda=\mu+\sigma+\delta$

formules qu’on peut encore \’ecrire

(7) $0=-\mu,$ $\delta=-\lambda-\mu,$ $\rho=\mu(\lambda+\mu)$ .
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En tenant compte de ces formules dans les formules (6), $(6^{\prime\prime})$ , nous obtenons

$r_{323}^{3}=-/\ell,$ $\gamma_{313}^{3}=\mu^{2},$ $r_{213}^{2}=r_{321}^{2}=\frac{\mu(\mu+\lambda)}{3},$ $\gamma_{123}^{2}=\frac{2\mu(\lambda+\mu)}{3}$ ,

(8) $r_{123}^{1}=\frac{2\lambda-\mu}{3},$ $\gamma_{321}^{1}=\frac{\lambda+\mu}{3},$ $r_{213}^{1}=\frac{\lambda-2\mu}{3}$ ,

$\gamma_{113}^{1}=-\lambda\mu,$ $\gamma_{113}^{2}=-\mu^{2}(\lambda+\mu)$ .
Nous allons maintenant observer que l’espace $A_{3}$ qui admet le groupe de
stabilit\’e (6) doit \^etre sym\’etrique, donc doit avoir le tenseur d\’eriv\’e de
courbure nul. En effet, si une des composantes $\gamma_{jkl,p}^{i}$ du tenseur d\’eriv\’e du
tenseur de courbure serait diff\’erente de z\’ero, l’\’equation

(8) $\gamma_{jkl,p}^{i}[a_{j}^{j}+a_{k}^{k}+a_{l}^{\iota}+a_{p}^{p}-a_{i}^{i}]+\cdots=0$

o\‘u les termes non ecrits contiennent seulement $a_{j}^{i}(i\neq j)$ est une \’equation
ind\’ependante des (6) dans $a_{i}^{i}$ , car 1‘expression

$a_{j}^{j}+a_{k}^{k}+a_{\iota}^{\iota}+a_{p}^{p}-a_{i}^{i}=0$

ne peut \^etre v\’erifi\’ee, si 1‘on pose $a_{1}^{1}=a_{2}^{2}$ , et $a_{3}^{3}=-a_{2}^{2}$ quelques soient les
indices $j,$ $k,$ $l,p,$ $i$ .

L’espace \’etant sym\’etrique on sait alors que les transformations infini-
t\’esimales

$X_{kl}=\gamma_{jkl}^{i}x^{j}\frac{\partial f}{\partial x^{\iota}}$

font partie du groupe de stabilit\’e.
Dans notre cas, en tenant compte des formules (8) et du fait que nous

avons aussi $\gamma_{2^{l}3}^{1}\lrcorner=1$ , l’op\’erateur

$X_{23}=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}-\mu x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}+\frac{2\mu(\lambda+\mu)}{3}x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}+\frac{2\lambda-\mu}{3}x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}$

doit s’exprimer \‘a l’aide des op\’erateurs (7) o\‘u 1‘on tient compte des $(7^{\prime})$ .
Nous avons donc

$X_{23}=X_{5}-2\mu x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}-\frac{\mu+\lambda}{3}x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}\frac{\mu(\lambda+\mu)}{3}x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{2}}$ .
Il faut par cons\’equent que nous ayons

$\mu=0,$ $\mu+\lambda=0,$ $\mu(\lambda+\mu)=0$

ce qui nous dit que $\mu=\lambda=0$ . Nous avons donc le th\’eor\‘eme:
Pour qu’un espace $A_{3}$ dont le tenseur de courbure $a$ \’et\’e r\’eduit \‘a la forme

canonique (1), poss\‘ede comme groupe complet de stabilit\’e un $\mathcal{G}_{4}$ , il faut que les
composantes (5) $du$ tenseur de courbure soient nulles.

Les composantes (5) etant nulles nous avons
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$r_{13}=\gamma_{113}^{1}+\gamma_{213}^{2}+\gamma_{313}^{3}=0$ ,

$r_{23}=\gamma_{123}^{1}+\gamma_{223}^{2}+\gamma_{323}^{3}=0$

et par cons\’equent les composantes $\gamma_{13},$ $\gamma_{23}$ du second tenseur contract\’e $\gamma^{\sim}\dot{i}_{kl}$

de courbure sont nulles. Il faut d’ailleurs que la composante $\gamma_{12}$ soit aussi
nulle, car autrement cette composante nous donne les deux \’equations

$r_{12}[a_{1}^{1}+a_{2}^{2}]=0,$ $r_{12}a_{3}^{1}=0$

qui forment avec les (3) six \’equations ind\’ependantes.
Il en r\’esulte donc le th\’eor\‘eme:
Pour qu’un espace $A_{3}$ non projectivement euclidien poss\‘ede comme groupe de

stabilit\’e un $\mathcal{G}_{4}$ , il faut que le tenseur contract\’e gauche sym\’etrique de courbure
soil nul.

Consid\’erons maintenant le premier tenseur contract\’e de courbure
$p_{kl}=r_{khl}^{h}$ .

L’espace \’etant sans torsion et le second tenseur contract\’e de courbure
etant nul, le tenseur $p_{kl}$ est sym\’etrique. Ce tenseur impose aux $a_{j}^{i}$ les
conditions
$(8^{\prime\prime})$ $p_{sj}a_{k}^{s}+p_{ks}a_{j}^{s}=0$

o\‘u $p_{jk}$ apparaissent par leurs valeurs \‘a l’origine. D’autre part en tenant
compte des formules (1) et du fait que les composantes (5) sont nulles nous
avons

$p_{23}=p_{13}=0$

et les \’equations $(8^{\prime\prime})$ pour $j,$ $k=1,2$ s’\’ecrivent
$p_{11}a_{1}^{1}+p_{12}a_{1}^{2}=0$ ,

$p_{11}a_{2}^{1}+p_{12}[a_{1}^{1}+a_{2}^{2}]+p_{22}a_{1}^{2}=0$ ,

$p_{22}a_{2}^{2}+p_{12}a_{2}^{1}=0$ .
Ces \’equations nous disent que si $p_{11}\neq 0$, alors elles forment avec les (3) six
\’equations ind\’ependantes et pr\’ecis\’ement si $p_{12}$ ou $p_{22}$ est $diff6rent$ de z\’ero
nous avons six \’equations ind\’ependantes dans les $a_{1}^{1},$ $a_{2}^{2},$ $a_{3}^{3},$ $a_{1}^{2},$ $a_{1}^{3},$ $a_{3}^{2}$ et si $p_{12}$

$=p_{22}=0$ nous avons six \’equations ind\’ependantes dans $a_{1}^{1},$ $a_{2}^{2},$ $a_{1}^{2},$ $a_{1}^{3},$ $a_{3}^{2},$ $a_{2}^{1}$ . Il
faut donc que nous ayons $p_{11}=0$ . D’une mani\‘ere analogue il en r\’esulte que

$p_{12}$ doit \^etre nul.
Consid\’erons alors les conditions $(8^{\prime\prime})$ si un au moins des indices $j,$ $k$

prend la valeur 3. Nous avons
$p_{33}a_{2}^{3}+p_{22}a_{3}^{2}=0,$ $p_{33}a_{3}^{3}=0$

ce qui nous dit que $p_{33}$ doit \^etre nul car autrement ces \’equations associ\’ees
aux (3) nous donnent six \’equations independantes. Il en r\’esulte donc que



228 G. VRANCEANU

toutes les composantes du tenseur $p_{kl}$ sont nulles sauf \’eventuellement $p_{22}$ .
Par cons\’equent nous devons avoir
(9) $\gamma_{121}^{2}+\gamma_{131}^{3}=0,$ $\gamma_{112}^{1}+\gamma_{132}^{3}=0,$ $\gamma_{2’ 1}^{2}+\gamma_{231}^{3}=0,$ $\gamma_{313}^{1}=0$ .

Nous avons donc le th\’eor\‘eme:
Le tenseur contract\’e sym\’etrique de courbure d’un espace $A_{3}$ non projective-

ment euclidien, \‘a groupe de stabilit\’e \‘a quatre param\‘etres, est au plus de rang
$un$ .

II

Supposons donc que les composantes (5) sont nulles et que les formules
(9) sont v\’erifi\’ees. En ce cas les formules (4) s’\’ecrivent cn tenant compte
aussi de (4)
(10) $\gamma_{313}^{2}a_{2}^{1}=0,$ $(\gamma_{123}^{3}+\gamma_{321}^{3})a_{3}^{1}=0$ .
Ces formules nous disent qu’on doit avoir
(10) $\gamma_{313}^{2}=0,$ $r_{123}^{8}+r_{321}^{3}=0$

car autrement l’\’equation (2313) ou (3123) constitue avec (3) et (4) six \’equa-

tions ind\’ependantes.
Consid\’erons maintenant les \’equations $(5^{\prime})$ en tenant compte que les

composantes (5) sont nulles et que les formules (9) soient v\’erifi\’ees. Elles
s’ecrivent

(11) $a_{1}^{1}+2\gamma_{132}^{3}a_{3}^{1}=0,$ $\gamma_{121}^{2}a_{3}^{1}-\gamma_{123}^{3}a_{3}^{2}=0,$ $\gamma_{123}^{3}[a_{1}^{1}+a_{2}^{2}]-\gamma_{131}^{3}a_{2}^{1}-\gamma_{112}^{3}a_{3}^{1}=0$ .
Supponons maintenant que nous avons $\gamma_{131}^{3}\neq 0$ . En ce cas pour n’avoir

pas trois \’equations ind\’ependantes dans les $a_{i}^{i}$ il faut que $\gamma_{123}^{3},$ $\gamma_{112}^{3}$ soient
nulles et la derni\‘ere des \’equations (11) devient $a_{2}^{1}=0$ . Donc cette. \’equation

forme avec les (3) et l’\’equation (3113) six \’equations ind\’ependantes. Il faut
donc que $\gamma_{131}^{3}$ soit nul, mais en ce cas les \’equations (9) nous disent que $\gamma_{121}^{2}$

doit \^etre aussi nul. Donc nous avons les conditions

(11) $\gamma_{121}^{2}=\gamma_{131}^{3}=0$ .
De m\^eme, si nous avons $\gamma_{112}^{3}\neq 0$ , il faut que nous ayons $\gamma_{123}^{3}=0$ et alors la
derni\‘ere \’equation (11) constituent avec les (3) et l’\’equation (3112) six \’equa-

tions ind\’ependantes. Il faut donc que nous ayons
$(11^{\prime/})$ $\gamma_{112}^{3}=0$ .
Consid\’erons maintenant les \’equations (2213) et (3312). Nous avons en tenant
compte des \’equations (9), (10) et des identit\’es $(3^{\prime\prime/})$

(12) $\gamma_{212}^{2}(a_{3}^{2}+a_{3}^{1})=0,$ $\gamma_{212}^{2}[a_{1}^{1}+a_{2}^{2}]+\cdots=0$ .
Ces \’equations nous disent que $r_{113}^{2}$ et $\gamma_{212}^{2}$ doivent \^etre nulles et nous avons
(13) $\gamma_{312}^{3}=\gamma_{123}^{3}=\gamma_{231}^{3}=\gamma_{112}^{1}=\gamma_{221}^{2}=0$ .
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Nous avons donc le th\’eor\‘eme:
Si un espace $A_{3}$ non projectivement euclidien, dont le tenseur de courbure a

\’et\’e r\’eduit \‘a la forme canonique (1) poss\‘ede un groupe transitif $\mathcal{G}_{7}$ toutes les
composantes $du$ tenseur de courbure sont nulles sauf $\gamma_{223}^{1}=1,$ $\gamma_{312}^{1},$ $\gamma_{212}^{3}$ .

Consid\’erons maintenant le cas o\‘u toutes les composantes du tenseur de
courbure sont nulles sauf

(13) $\gamma_{223}^{1}=1,$ $\gamma_{2I2}^{1}=\alpha,$ $\gamma_{221}^{3}=\beta$ .
En ce cas les \’equations (3) s’\’ecrivent

$(13^{\prime}‘)$ $2a_{2}^{2}+a_{3}^{3}-a_{1}^{1}-\alpha a_{3}^{1}=0,$ $a_{1}^{2}=0,$ $a_{3}^{2}=0,$ $a_{1}^{3}=\beta a_{3}^{1}$ .
De m\^eme les \’equations (1212) et (3221) s’\’ecrivent
$(13^{\prime/J})$ $\alpha a_{2}^{2}=0,$ $\beta a_{2}^{2}=0$

de fagon que si $\alpha,$ $\beta$ ne sont pas nulles, en m\^eme temps, ce que nous
supposons car autrement l’espace $A_{3}$ poss\‘ede un groupe $\mathcal{G}_{8}$ , il faut associer
aux \’equations $(13^{J/})$ l’equation $a_{2}^{2}=0$ . Nous avons donc les cinq \’equations

(14) $a_{1}^{2}=a_{3}^{2}=a_{2}^{2}=0,$ $a_{3}^{3}=a_{1}^{1}+\alpha a_{3}^{1},$ $a_{1}^{3}=\beta a_{3}^{1}$

et il est facile \‘a voir que toutes les autres equations (2) que nous n’avons
pas consid\’er\’ees sont identiquement v\’erifi\’ees.

III

Observons que le groupe de stabilit\’e $\mathcal{G}_{4}$ est d\’efini, en tenant compte
qu’une au moins des quantites $\alpha,$ $\beta$ doit \^etre differente de z\’ero, par les
\’equations (14). Ces \’equations nous disent que le groupe $\mathcal{G}_{4}$ s’\’ecrit

$x^{\prime 1}=a_{1}^{1}x^{1}+a_{2}^{1}x^{2}+a_{3}^{1}x^{3}$ ,

(15) $x^{\prime 2}=x^{2}$ ,

$x^{\gamma 3}=\beta a_{3}^{1}x^{1}+a_{2}^{3}x^{2}+(a_{1}^{1}+\alpha a_{3}^{1})x^{3}$

et il est par cons\’equent d\’efini par les transformations infinit\’esimales

$X_{4}=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{1}},$ $X_{5}=x^{2}\frac{\partial f}{\partial x^{3}},$ $X_{6}=x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+(\beta x^{1}+\alpha x^{3})\frac{\partial f}{\partial x^{3}}$ ,
$(15^{\prime})$

$X_{7}=x^{1}\frac{\partial f}{\partial x^{1}}+x^{3}\frac{\partial f}{\partial x^{3}}$ .

Les espaces $A_{3}$ ayant toutes les composantes de la courbure nulles sauf
celles donn\’ees par les formules (13), o\‘u $\alpha,$ $\beta$ sont des constantes, existent
comme nous montrent les espaces $A_{3}$ dont les composantes non nulles de la
connexion sont donn\’ees par les formules

(16) $\Gamma_{22}^{1}=x^{3}-\alpha x^{1}$ , $\Gamma_{22}^{3}=\beta x^{1}$
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ce qu’on peut facilement v\’erifier, car pour un tel espace les parties quadra-
tiques des composantes du tenseur le courbure $\Gamma_{sk}^{i}\Gamma_{jl}^{s}-\Gamma_{sl}^{i}\Gamma_{jk}^{s}$ sont nulles et
cela \‘a cause du fait que le seul indice qui figure en bas ne figure pas en
haut.

Quant aux composantes du tenseur d\’eriv\’e de courbure
$\Gamma_{jkl,p}^{i}=\Gamma_{skl}^{i}\Gamma_{jp}^{s}+\Gamma_{jsl}^{i}\Gamma_{kp}^{s}+\Gamma_{jks}^{i}\Gamma_{lp}^{s}-\Gamma_{jk1}^{s}\Gamma_{sp}^{i}$

elles sont toutes nulles. En effet, le dernier terme ne peut contenir aucun
terme non nul car $\Gamma_{sp}^{i}$ peutent \^etre non nuls seulement pour $s=2$ et $\Gamma_{jkl}^{2}$

sont toutes nulles. D’autre part l’indice $p$ doit \^etre \’egal \‘a deux et 1‘indice
$s$ dans les autres termes doit \^etre egal \‘a 1 ou \‘a 3, mais $\Gamma_{1kl}^{i},$ $\Gamma_{3kl}^{i}$ sont
toutes nulles. Quant aux quantites $\Gamma_{j1l}^{i}\Gamma_{k2}^{1},$ $\Gamma_{j3l}^{i}\Gamma_{k2}^{3}$ elles ne peuvent \^etre

diff\’erentes de zero car $k,$ $l$ ne peuvent \^etre \’egaux \‘a deux. Il en est de
m\^eme des quantit\’es $\Gamma_{jk1}^{i}\Gamma_{l2}^{1},$ $\Gamma_{jk3}^{i}\Gamma_{l2}^{3}$ . Il en r\’esulte donc que les espaces (16)

sont des espaces symetriques.
Consid\’erons maintenant le groupe de transformations en lui-m\^eme de

l’espace donn\’e par les formules (16). Nous avons les formules1)

(17) $\frac{\partial^{2}x^{\prime t}}{\partial x^{j}\partial x^{k}}=\Gamma_{22}^{/i}\frac{\partial x^{\prime 2}}{\partial x^{j}}\frac{\partial x^{\gamma 2}}{\partial x^{k}}-\Gamma_{jk}^{1}\frac{\partial x^{\prime i}}{\partial x^{1}}-\Gamma_{jk}^{3}\frac{\partial x^{\prime i}}{\partial x^{3}}$

o\‘u $\Gamma_{22}^{/1},$ $\Gamma_{22}^{/s}$ sont donn\’ees par les formules (16) \‘a variables accentu\’ees. Ces
formules nous disent pour $k\neq 2$ que la variable $x^{\prime 2}$ est une fonction lin\’eaire
dans les variables $x^{1},$ $x^{3}$ . Donc nous avons
(17) $x^{\prime 2}=Ax^{1}+Bx^{3}+\varphi(x^{2})$ ,

o\‘u $A,$ $B$ sont des constantes et les formules (17) pour $j=k=2$ nous donnent
$\varphi^{\prime\prime}=-(x^{3}-\alpha x^{1})A-\beta x^{1}B$

qui ne peut pas \^etre v\’erifi\’ee pour $\beta\neq 0$ que si $A=B=0$ et $\varphi^{\prime\prime}=0$ , donc il
en r\’esulte que dans le cas $\beta\neq 0$ , nous avons

$x^{\gamma 2}=ax^{2}+b$ .
Quant aux $x^{\prime 1}$ et $x^{\gamma 3}$ les formules (17) pour $k\neq 2$ nous disent qu nous avons

$x^{\gamma 1}=rx^{1}+sx^{3}+p(x^{2}),$ $x^{\gamma 3}=\text{{\it \‘{A}}} x^{1}+\mu x^{3}+q(x^{2})$

o\‘u $r,$ $s,$
$\lambda,$

$\mu$ sont des constantes.
Quant aux formules (17) pour $j=k=2$ et pour $i=1,3$ , elles nous donnent

$p^{\prime\prime}=[(\lambda x^{1}+\mu x^{3}+q)-\alpha(rx^{1}+sx^{3}+p)]a^{2}-[(x^{3}-\alpha x^{1})r+\beta x^{1}s]$ ,
(18)

$q^{\prime\prime}=\beta(rx^{1}+sx^{3}+p)a^{2}-(x^{3}-\alpha x^{1})\lambda-\beta\mu x^{1}$ .
Comme les premicrs membres ne d\’ependent que de la variable $x^{2}$ , il faut

1) D’autre auteurs utilisent $\Gamma_{jk}^{i}$ chang\’ees de signe.
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que les seconds membres ne d\’ependent pas de $x^{1}$ et $x^{3}$ , donc que nous ayons

$(\lambda-\alpha r)a^{2}+\alpha r-\beta s=0,$ $(\mu-\alpha s)a^{2}-r=0$ ,
$(18^{\prime})$

$\beta ra^{2}+\alpha\lambda-\beta\mu=0,$ $\beta sa^{2}-\lambda=0$ .
Nous avons ici quatre \’equations lineaires et homog\‘enes dans $r,$ $s,$

$\lambda,$
$\mu$ et

comme $r$ et $\mu$ ne peuvent pas \^etre nulles, le d\’eterminant du syst\‘eme doit
\^etre nul. On verifie facilement que ce d\’eterminant est un polynome en $a$

qui poss\‘ede la racine $a=1$ , qui est la seule acceptable pour nous, car $a$ ne
peut etre une constante, que si cette constante est \’egale 1. En supposant
$a=1$ , les \’equations (18) deviennent

$\lambda=\beta s$ , $\mu=r+\alpha s$ .
Quant aux \’equations (18) elles nous donnent encore

$p^{r/}=q-\alpha p$ , $q^{\prime\prime}=\beta p$ .
On voit donc que la fonction $p$ satisfait \‘a l’\’equation diff\’erentielle homog\‘ene
et \‘a coefficients constants
(19) $p^{\prime\nu}+\alpha p^{\prime/}-\beta p=0$

En supposant que $p$ est une solution g\’en\’erale de cette equation, $p$ contient
alors quatre constantes arbitraires et $q$ est donn\’e par $p^{\prime\prime}+\alpha p$ et le groupe
de 1‘espace $A_{3}$ dans le cas $\beta\neq 0$ peut s’\’ecrire

(20) $x^{\prime 1}=rx^{1}+sx^{3}+p,$ $x^{\prime 2}=x^{2}+b,$ $x^{\prime 3}=\beta sx^{1}+(r+\alpha s)x^{3}+p^{\prime\prime}+\alpha p$

et contient effectivement 7 constantes $arbitraire_{\backslash _{s}}\grave{\backslash }$ et pr\’ecisement $r,$ $s,$
$b$ et les

quatres constantes intervenant dans $p$ .

IV

Supposons maintenant que nous avons un espace $A_{n}$ dont les composantes
de la connexion sont toutes nulles sauf les (16) avec $\beta\neq 0$ . En ce cas les
formules (17) nous disent pour $i=2$ qu’on peut avoir dans $x^{\prime 2}$ aussi des
termes en $x^{\rho}(\rho>3)$ mais les m\^emes formules pour $i=1$ et 3 nous disent que
cela n’est pas possible pour $\beta\neq 0$ que si $r$ est nul. De m\^eme les formules
(17) pour $i$ \’egal \‘a 1 et \‘a 3 et pour $j=k=2$ , nous montrent que $x^{\prime 1}$ et $x^{\prime 3}$ ne
peuvent pas contenir des termes en $x^{o}$ . Le groupe de 1‘espace $A_{n}(n>3)$ \‘a

connexion (16) avec $\beta\neq 0$ est d\’efini par les formules (20) et par les formules
$(20^{\prime})$ $x^{\prime\rho}=a_{2}^{p}x^{2}+a_{\sigma}^{\rho}x^{\sigma}+a^{\rho}$ $(\rho, \sigma=4,\cdots, n)$ .
Par cons\’equent il contient $(n-1)(n-3)+7=n^{2}-4n+10$ param\‘etres.

Nous avons donc le th\’eor\‘eme:
Les espaces $A_{n}$ dont les composantcs non nulles de la connexion sont donn\’ees

par les formules (16) avec $\beta\neq 0$ poss\‘edent des groupes de transformations en
eux-m\^emes \‘a $n^{2}-4n+10$ param\‘etres, donn\’es par les formules (20) et (20).
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Il reste \‘a considerer maintenant le groupe des espaces $A_{n}(n\geqq 3)$ dont
la connexion est donn\’ee par les formules (16) avec $\beta=0$ . Supposons que
$n=3$ . En ce cas les formules (17) pour $i=2$ nous disent que $x^{\gamma 2}$ est d\’efini
par la formule $(17^{\prime})$ avec $A=0$ et $\varphi(x^{2})=ax^{2}+b,$ $a$ et $b$ \’etant des constantes.
Les formules (17) pour $i=1$ s’ecrivent

$\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{(\partial x^{1})^{2}}=0,$
$\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{\partial x^{1}\partial x^{2}}=0,$ $\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{\partial x^{1}\partial x^{3}}=0,$ $\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{(\partial x^{2})^{2}}=(x^{\prime 3}-\alpha x^{J1})a^{2}-(x^{3}-\alpha x^{1})\frac{\partial_{X^{\prime 1}}}{\partial x^{1}}$ ,

(21)

$\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{\partial x^{2}\partial x^{3}}=(x^{\prime 3}-\alpha x^{\prime 1})aB,$ $\frac{\partial^{2}x^{\prime 1}}{(\partial x^{3})^{2}}=(x^{\prime 3}-\alpha x^{\gamma 1})B^{2}$ .

Il en r\’esulte donc que nous avons
$x^{\gamma 1}=rx^{1}+m(x^{2}, x^{3})$

o\‘u $r$ est une constante. De m\^eme les formules (17) pour $i=3$ nous disent
qu’on doit avoir

$ x^{\gamma 3}=\rho x^{2}+\mu x^{3}+\tau$

o\‘u $\rho,$ $\mu,$ $\tau$ sont des constantes.
Les derni\‘eres formules (21) nous disent que les secondes membres ne

doivent pas d\’ependre de $x$ ‘, donc que nous avons
$\alpha r(1-a^{2})=0,$ $\alpha raB=\alpha rB^{2}=0$ .

Comme on ne peut pas avoir $r=0$ , il faut que nous ayons $a=1$ et $B=0$ . Les
\’equations (21) nous disent alors que nous avons $x^{\prime 1}=rx^{1}+sx^{3}+p(x^{2})$ et nous
avons aussi la condition

$p^{\prime\prime}=(\mu-\alpha s-r)x^{3}+\rho x^{2}+\tau-\alpha p$ .
Il faut donc que nous ayons aussi $\mu-\alpha s-r=0$ et le groupe de l’espace $A_{3}$

avec $\beta=0$ est donc donn\’e par les m\^emes formules (20), dans lesquelles $\beta=0$

et o\‘u $p$ satisfait \‘a P\’equation (19) avec $\beta=0$ , ou bien \‘a l’\’equation

(21) $ p^{\prime\prime}+\alpha p=\rho x^{2}+\tau$ ,

o\‘u $\rho,$ $\tau$ sont des constantes.
Dans le cas d’un espace $A_{n}(n\geqq 3)$ avec $\beta=0$ , on peut \’ecrire, comme on

peut voir facilement, le groupe sous la forme
$x^{\prime 1}=rx^{1}+sx^{3}+p.+a_{\beta^{1}}x^{\beta}$ $(\beta, \gamma=4,--, n)$ ,

$x^{\prime 2}=x^{2}+b$ ,

$x^{J3}=(r+\alpha s)x^{3}+\rho x^{2}+\tau+\alpha a_{\beta^{1}}x^{\beta}$ ,

$x^{\prime\beta}=a_{2}^{\beta}x^{2}+a_{\gamma}^{\beta}x^{\gamma}+a^{\beta}$

o\‘u $p$ satisfait \‘a l’equation (21) et ce groupe contient $n(n-3)+7=n^{2}-3n+7$

param\‘etres.
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En conclusion nous avons le th\’eor\‘eme suivant:
Le groupe de transformations en lui-m\^eme de l’espace $A_{3}$ \‘a connexion (16)

est toujours donn\’e par les formules (20) o\‘u $p$ satisfait \‘a l’\’equation (19) et il
d\’epend de 7 param\‘etres. Dans le cas de l’espace $A_{n}(n>3)$ , le groupe contient
$n^{2}-3n+7$ ou $n^{2}-4n+10$ param\‘etres suivant que $\beta=0$ ou $\beta\neq 0$ .
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