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Uber den Kommutator der Matrizen

Kenjiro Snopa

In einer fritheren Arbeit? haben wir bewiesen: Eine Matrix mit der
Determinante 1 in einem Korper A lisst sich als Kommutator zweier
Matrizen in KA darstellen, wenn K unendlich viele Element enthilt und,
wenn K die Eigenwerte der Matrix enthilt. Eine Matrix mit der Deter-
minante 1 'in einem reell-abgeschlossenen Koérper K lisst sich als Produkt
zweier Kommutatoren in K darstellen. In der vorliegenden Note nehmen
wir nur an, daB der Grundkoérper K unendlich viele Elemente enthilt und
wir beweisen den folgenden Satz, der die oben angegebenen beiden Sitze
enthilt.

Satz 1. Ist die Determinant ciner Matrizx A in einem Korper K gleich
1, so lisst sick A als das Produkt von N Kommutatoren darstellen, wo N
das Maximum der Grade der Eigenwerte von A bedeutes.

Ein irreduzibles Polynom heisst sydlischartic, wenn es separabel,
galoissch ist und, wenn ein Wuizel « als Quotient u=p/# zweier kon-
jugieiten Elemente 3, ' aus A(«) darstellbar ist. Dann ist der Norm von
a ersichtlich gleich 1.

Wir beweisen zuniichst

Hilfssatz. 7Ist die charakicristische Determinante cincr Matriv A in K
zyklischartig, so lisst sich A als ein Kommutator zwcier Matrizen in K
darstellen.

Wir nehmen an, daB A schon die Normalform

01 0..0

O 0 1.-0

A=| + : :

"0 0 O ..+ 1

a, a, a;-- an

hat. Man setze
I 1 - 1 “
7= (-11 %2 ‘.Z" , A0= Ay ]

1) K. Shoda, Einige Sitze iiber Matrizen, Jap. Journal of Math. 13 (1937), 361-365.
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wo a4, -+, 0, die Eigenwerte von A4 bedeuten. Dann ersieht man leicht
AT = TA,
Es seien oy, -+, 0, die Elemeante der galoisschen Gruppe von K(«)
und zwar o;=0u%, u=0u"1. Nach der Voraussetzung gibt es Polynome g(x),
/(x) und einen Automorphismus ¢ derart, daB

ag (0) =g(s%), o*=/(0)
Dann sind

i g (u%) =g (a®®), u’i®=/A(u’)
also erhilt man eine Permutation von den g, die durch die Matrix P
dargestellt werden mag. Ist /3, die Diagonalmatrix mit den Elementen
g£(u%), so ist

AB,=PB,P', also A,=PB,P'B;!
Zum Beweis des Hilfssatzes geniigt es nur zu zeigen, daB 727~ und

ITh77 in K liegen. Wenn man die aus den Koeffizienten von

=1, o '=k(a), o =kyu), o o =} ()

gebildete Matrix mit AR bezeichnet, so ist ersichtlich 7P = R7. Daher
liegt 7P7 " in K. Bezeichnet man die aus den Koeffizienten von

&), ug(a), -, v"g(a)
gebildete Matrix mit C, so ersieht man leicht 7B,=C7. Also liegt 7B,7*
in X. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Wir betrachten nun eine beliebige Matrix 4 im Korper K. A ist
bekanntlich einer Matiix von der Form

A,

A,

dhnlich, wo die charakteristische Decterminante von A4, eine Potenz eines
irreduziblen Polynoms

o(x)=a"—a 2" —.-  —a,(#x)
ist. Sind «, -+, «, die Wurzeln von ¢ (x) =0, so lasst sich 4 in der Form
1y 1 1 ... 0
" 0 1 ...0
‘2
A=Fx . , F= : :
g 0O 06 ...1
Un 0 0 ...1
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darstellen. Also ist A4; zu

01 0-..0
FxAo=px| 9 0 10
0.’1 ‘.32 as C;n'
ahnlich. Setzt man
P
1
AO=COBO = 7;
wobei
He,=| A
i=1

ist, so ist B®, wie man leicht ausrechnen kann, zu

o 1 0 ... 0

ge| O 0 1 .0 ~

.
.

dlal da, d:;aa a';d»

dhnlich, wobei

' CrrCn=dy, €y tn=dy -, cx=d,
sind. Daher lisst sich die vorgegebene Matrix A als das Propukt CB
darstellen, wo C aus den Bestandteile /< C® besteht, deren Eigenwerte
samtlich in K liegen. Die Determinante von A4 sei jetzt gleich 1. Da
die Determinante von B gleich 1 ist, so gilt dasselbe auch fiir C. Daher
ist C als ein Kommutator darstellbar.

Die Matrix B besteht aus den Bestandteile B*. Wenn mindestens
ein @, 1</<#n, von Null verschieden ist, so kann man ¢, ---, ¢, so
annehmen, daB die charakteristische Determinante reduzibel wird. Sind
die simtlichen a,, 1 <¢<#n, gleich Null und ist die charakteristische Deter-
minante x™+1 irreduzibel, so sind p*~!, k=1, ---, », die Eigenwerte, wo

p eine primitive 2x-te Einheitswurzel ist. Dann ist aber p(l +%)=1+p,

also ist die charakteristische Determinante zyklischartig.
Da die Determinante von 5 gleich 1 ist, so kann man analog vorgehen.
Es handelt sich wesentlich um der Reduktion des irreduziblen Polynoms
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¢(x). Nach dem Hilfssatz kann man nun ohne Mihe behaupten

Satz 2. Die Determinant ciner Matvix A sei gleick 1. Wenn die nach
M-maligen oben genannten Reduktionen der trrveduziblen Faktoren der charak-
teristischen Determinante von A erhaltende Polynome alles entweder lincar
oder zyklischartig sind, so lisst sich A als Produkt von M+1 Kommutatoren
darstellen. v : :

Hieraus folgt Satz 1 unmittelbar, da die charakterische ‘Determinante

von B* fir n=2 entweder Produkt zweier linearen Faktoren oder zyk-
lischartig ist.

Mathematisches Institut,
Osaka Universitiit.



	\"Uber den Kommutator ...

