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\"Uber den Kommutator der Matrizen

Kenjiro SHODA

In einer fruheren Arbeitl) haben wir bewiesen: Eine Matrix mit der
Determinante 1 in einem K\"orper $K$ l\"asst sich als Kommutator zweier
Matrizen in $K$ darstellen, wenn $K$ unendlich viele Element enth\"alt und,
wenn $K$ die Eigenwerte der Matrix $e1_{J}th\text{"\""{a}"} 1t$. Fine Matrix mit der Deter-
minante 1 in einem reell-abgeschlosscnen K\"orper $K$ l\"asst sich als Produkt
zweier Kommutatoren ia $K$ darstellen. In der vorliegenden Note nehmen
wir ntlr an, da\ss der Grundk\"orper $K$ unendlich viele Elemente enth\"alt und
wir beweisen den folgende11 Satz, der die oben angegebenen beiden S\"atze
enth\"alt.

Satz 1. 1st die Delerminant $e$iner Matrix $A$ in einem Korper $K$ gleicli
1, so lasst $sic1_{l}$ $A$ als das Produkt $\prime p/onN$ Kommntatoren darstellen, $\prime zvoN$

das Maximum der Grade der $Eig\cdot enz$verte von A bedeulet.
Ein irreduziblcs Polynom heisst .ykliscliartig, wenn es separabel,

galoissch ist und, wenn ein $W_{U1}zel$ Il als $Q$ uotient $a=\beta/\beta^{\prime}$ zweier kon-
jugielten $I\$_{\lrcorner}\backslash 1cmet\downarrow te\beta,$ $\beta^{\prime}$ aus $I\zeta(a)$ darstellbar ist. Dann ist der $N_{01}m$ von
$a$ ersichtlich gleich 1.

Wir beweisen zunachst
Hilfssatz. 1st die $c\prime_{l}araf_{k}lcristische$ Detcrminante eiiz$cr$ Matrix $A$ in $K$

$z\gamma klisc/lartig$ , so l\"asst $sic/z$ $A$ als ein Kommutalor $2^{\prime}zveierMal^{\gamma}iz^{\prime}en$ in $K$

darstellen.
Wir nehmen an, da\ss $A$ schon die $Norm^{r}\iota 1fo1m$

$A=\left(\begin{array}{lllll}0 & 1 & 0 & \cdots & 0\\0 & 0 & 1 & \cdots & 0\\\vdots & \vdots & \vdots & & \\0 & 0 & 0 & \cdots & \dot{i}\\a_{1} & a_{2} & a_{3} & \cdots & a_{n}\end{array}\right)$

hat. Man setze

$T=\left(\begin{array}{llll}l & 1 & \cdots & 1\\a_{1} & a_{2} & \cdots & a_{n}\\\vdots & \vdots & & \vdots\\ a_{1}^{n-1} & a_{2}^{n-t} & \cdots & C1_{n}^{n- l}\end{array}\right)$ , $A_{0}=\left(\begin{array}{llll}a_{1} & & & \\ & a_{2} & & \\ & & \ddots & \\ & & & a_{n}\end{array}\right)$

1) K. Shoda, Einige Satze uber Matrizen, Jap. Journal of Math. 13 (1937), 361-365.
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wo $\subset/1$’..., $\sigma_{n}$ die Eigenwerte von $A$ bedeuten. Dann ersieht man leicht
$AT=TA_{0}$

Es seien $\sigma_{1}$ , $\cdot$ .., $\sigma_{n}$ die Elemente der galoisschen Gruppe von $K(a)$

und zwar $//.i=\ell/^{\sigma_{i}},$ $a=a^{\sigma_{1}}$ . Nach der Voraussetzung gibt es Polynome $g(x)$ ,
$h(x)$ und einen Automorphismus $\sigma$ derart, da\ss

$ag(a)=g(u^{\sigma})$ , $a^{\sigma}=h(a)$

Dann sind
$a^{\sigma_{i}}g((/^{\sigma}i)=g(a^{\sigma_{t^{\circ}}}), a^{\sigma_{i}\sigma}=h(a^{\sigma_{i}})$

also erh\"alt man eine permutation von den $\sigma,$ , die durch die Matrix $P$

dargestellt werden mag. Ist $It_{0}$ die Diagonalmatlix mit den Elementen
$g(\alpha^{\sigma_{i)}}$ , so ist

$A_{0}B_{0}=PB_{0}P^{-1}$ , also $A_{0}=PB_{0}P^{-1}B_{0}^{-1}$

Zum Beweis des Hilfssatzes gen\"ugt es $nU1^{\cdot}$ zu zeigen, da\ss $TPT^{-1}$ und
$TBT^{-1}$ in $K$ liegen. Wenn man die aus den Koeffizienten von

$1=1$ , $a^{\sigma^{-1}}=h_{1}(\prime z)$ , $’/^{P\sigma^{-1}}=h_{2}(\prime J)$ , $\cdot$ .., $a^{(n-1)\sigma^{-1}}=/\prime z_{n-1}(\alpha)$

gebiIdete Matrix mit $R$ bezeichnet, so ist ersichtlich $TP=RT$. Daher
liegt $TPT^{-1}$ in K. $Bezei$

-
$\cap$ hllet man die aus den Koeffizienten von

$g(a),$ $ag(a),$ $\cdots,$
$\ell J^{n-1}g\cdot(a)$

gebildetc Matrix mit $C$, so ersieht man leicht $TB_{0}=CT$. Also liegt $TB_{0}T^{-1}$

in $K$. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Wir betrachten nun eine beliebige Matrix $A$ im K\"orper K $A$ ist

bekanntlich einer $Mat_{1}ix$ von der Form

$\left(\begin{array}{llll}A_{1} & & & \\ & A_{2} & & \\ & & \ddots & \\ & & & A_{m}\end{array}\right)$

\"ahnlich, wo die charakteristische Determinante von $A_{i}$ eine Potenz eines
irreduziblen Polynoms

$\varphi(x)=x^{n}-a_{n}x^{n-1}-\cdots-a_{1}(\neq x)$

ist. Sind $a$ , $\cdot$ ..,
$c/_{n}$ die Wurzeln von $\varphi(x)=0$ , so l\"asst sich $A$ in der Form

$A_{i}=F\times\left(\begin{array}{llll}(/1 & & & \\ & a_{2} & & \\ & & \ddots & \\ & & & a_{n}\end{array}\right)$ , $F=\left(\begin{array}{llll}1 & 1 & \cdots & 0\\0 & 1 & \cdots & 0\\\vdots & \vdots & & \\0 & 0 & \cdots & \dot{i}\\0 & 0 & \cdots & 1\end{array}\right)$
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darstellen. Also ist $A_{i}$ zu

$F\times A^{(0)}=F\times\left(\begin{array}{lllll}0 & 1 & 0 & \cdots & 0\\0 & 0 & 1 & \cdots & 0\\\vdots & \vdots & \vdots & & \vdots\\ a_{1} & a_{2} & a_{3} & \cdots & a_{n}\end{array}\right)$

\"ahnlich. Setzt man

$A^{(0)}=C^{(0)}B^{(0)}=\left(\begin{array}{lll}\frac{1}{c_{1}}\frac{1}{c_{2}} & & \\ & \ddots & \\ & & \frac{1}{c_{n}}\end{array}\right)$

wobei

$i=1Ilc_{i}=|A^{(0)}|^{-1}n$

ist, so ist $B^{(0)}$ , wie man leicht ausrechnen kann, zu

$B^{*}=\left(\begin{array}{lllll}0 & 1 & 0 & \cdots & 0\\0 & 0 & 1 & \cdots & 0\\\vdots & \vdots & \vdots & & \vdots\\ d_{1}a_{1} & d_{2}a_{2} & d_{3}a_{s} & \cdots & d_{n}a_{n}\end{array}\right)$

\"ahnlich, wobei
$c_{1}\cdots c_{n}=d_{1}$ , $c_{z}\cdots c_{\hslash}=d_{2}$ , $\cdot$ .., $c_{n}=d_{1}$

sind. Daher ] $asst$ sich die vorgegebene Matrix $A$ als das Propukt $CB$

darstellen, wo $C$ aus den Bestandteile $F\times C^{(0)}$ besteht, deren Eigenwerte
s\"amtlich in $K$ liegen. Die Determinante von $A$ sei jetzt $gleIch1$ . Da
die Determinante von $B$ gleich 1 ist, so gilt dasselbe auch f\"ur $C$. Daher
ist $C$ als ein Kommutator darstellbar.

Die Matrix $B$ besteht aus den Bestandteile $B^{*}$ . Wenn mindestens
ein $a_{i},$ $1<i\leq n$ , von Null verschieden ist, so kann man $c_{I},$ $\cdots,$ $c_{n}$ so
annehmen, da\ss die charakteristische Determinante reduzibel wird. Sind
die s\"amtlichen $a_{i},$ $1<i\leq n$ , gleich Null und ist die charakteristische Deter-
minante $x^{n}+1$ irreduzibel, so sind $\rho^{2k-1},$ $k=1,$ $\cdots,$ $n$ , die Eigenwerte, wo
$\rho$ eine primitive $2_{7l}- te$ Einheitswurzel ist. Dann ist aber $\rho(1+\frac{1}{\rho})=1+\rho$ ,

also ist die charakteristische Determinante zyklischaitig.
Da die $Dete$ rminante von $B$ gleich 1 ist, so kann man analog vorgehen.

Es handelt sich wesentlich um der Reduktion des irreduziblen Polynoms
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$\varphi(x)$ . Nach dem Hilfssatz kann man nun ohne Muhe behaupten
Satz 2. Die Determinant $e$iner Uatrix A sei gleiclt 1. Wenn die $\gamma lac$’

M-maligen oben genannten Reduklionen der $irredu2iblenFakt_{0/}\prime en$ der charak-
teristischen Determinante von $A$ erliallende Polynome alles enlweder linear
oder zyklischartig sind, so lasst sich $A$ als Produkt von $M+l$ Kommutatora $n$

darstellen.
Hieraus folgt Satz 1 unmittelbar, da die charakterische $Determinanl\dot{e}$

von $B^{*}$ f\"ur $n=2$ entweder Produkt zweier Iinearen Faktoren oder $zyk$.
lischartig ist.
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