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~ Uber die Quotientenbildung von Schiefringen.

»

Keizo AsaNoO. -

’ ‘ V . (Received Nov. 28, 1947)

" Es ist bekanntlich ein im allgemeinen - noch nicht geldstes Problem,
einen - nicht kommutativen Ring in einem Qu_otientenbereich,einzubetten.
In einer fritheren Arbeit? habe ich eine gewisse Quotientenbildung von
Schiefringen untersucht. In der vorliegenden Note soll das Hauptresultat
jener Arbeit etwas verallgemeinert upd mit einem anderen Beweis ergdnzt
werden. : o .

Definition 1. Es sei o ein Nichtnullteiler enthaltender Schiefring und
m sei eine Halbgruppe, welche aus gewissen Nichtnullteiler von o besteht.
Ein Erweiterungsring & von p heisst ein linksseitiger Quotientenring von.
o nach m, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind :

1. & hat das Einselement 1. )

. 2. Die Elemente von m sind Einheiten von &.

3. Fir jedéx x aus & gibt es ein 4 aus ‘m mit Areo.

Jedes Element x aus & lasst sich also in der Form A 'a(em, aen) dar-
stellen. Hat p ein linksseitiges (rechtsseitiges) Einselement e, so stimmt
es mit dem Einselement 1 von & iberein. Ist namlich 2 ein Element von

u, so ist g \
pxe l=eli=1=1. (e=1-e=A"Ne=2"A=1)

' Hilfssatz 1. Wenn es fiir jedes dem und jedes a€p ein <’ep und ein

Xem mit o/A=Xa gibt, so gibt es fir endlich viele Ay, Aoy cevenn , A, aus m
ein pem, so dass p=ch=...... = cAn(c€0). :

Beweis. Es sei fur 4, ...... y Ap_q ein g mit pg=c/li=...... = 1An_1
gegeben. - Fur ¢ und 4, gibt es dann ein yeém und ein ,€p mit c,,],;:r)u’.
Es gilt also y=ry’i5121=..:..."_—_cnln'(ci:rci’, i=1, ...... n—1)"

Satz 1. Die notwendige und linycichende Bedingung dafir, dass es
cinen linksseitigen Quotientenving & von b nach m gibt, ist, dass es Sfilr jedes
dem wund jedes aeo e d'eq und emn Xem mit dd=Ha gitt. & wird dabet

(1) X. Asano, Arithmetisehe Idcaltheorie in nichtkommutativen Ringen, Jap. Journ. of Math.
16 (1939). '
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bis anf [sof;ééirp,’zz? durch o und m eindentig bestimmd.

Beweis. Wenn es einen Ring & gibt, so gibt es ein 4, so dass
a =#al ep, also a’A=2Xa. Bedingung des Satzes ist somit notwendig. er
beweisen nun, dass sie auch hinreichend ist.

Ein Linksideal von p heisse regulir, wenn es Elemente von m enthilt.
Nach Hilfssatz 1 ist der Durchschnitt von endlich vielen reguldren Links-
idealen ist ein regulires Linksideal. Es séi a ein regulires Lmksxdeal von
0. Es gibt fir jedes cep ein pem,mit prea, da es fir ein Aea-m ein p
mit pc=¢'2 gibt. Wir betrachten nun denjenigen Operator (d.h. Homo-
- morphismus) ¢, welcher a in o (als p-Linksmodul) o-homomorph abbildet.
a heisst dann der Definitionsbereich von 6. Eezeichnet man das Bild von
xeq bei der Abbildung # mit x0, so ist (cx)0=c(x0) (cev). Zwei Opera-
toren 6,, 6, mit den Definitionsbereichen Qa;, ap heissen gleich; ¢,=#6,, wenn
20,=x0, fir jedes xeq,~a, ist. Gbt es fiir zwei Operatoren 6,,' 6, ein 2
aus m mit A0,=4M, so ist 0,=0,; denn es gibt fiir jedes xeq, _a, ein A
mit X x =24, also ist X (x,) =" (40,) =’ (46,) =X (16,) und.folglich 28, = x0,.
Die so definierte Gleichheit ist offenbar reﬂexxv und symmetrlsch sie ist auch .-
transitiv. Sind namlich 6,=0, und (i,—ﬂn,, so ist fiir ein 4 aus  a; ~ Qo ~ 5 —M
A0,=20,=40,, es ist also 0,=0,.

Wir definieren jetzt Summe und Frodukt von zwei Operatmen 0, 6,
mit den Definitionsbereichen a,, q; durch

2(0,40,) =20, + x0,(xea,—ar), 2(0,6,) = (x0:)0, (xrcq).

Dabei bedeutet a das Urbild von a,f, —a. bei der Abbildung €,. a ist - '
natiirlich ein reguliares Linksideal von. o; da es far €in dea, -m ein’ pem
mit p(40;)eq, gibt, ist pd in q enthalten. Sind 6,=6/, 6,=6/, so sind

0,+60,=6/+46,/, 0,x0,=80/ %6,
Denn es gilt fir ein 4 aus a,,.\a;,;al ~a2 Am bzw ein # aus a.-—qa ,‘\m
| 30, +20,=20/ +20,,  (ub,)0,= (u6,)67,
'‘wo o’ das Urbild von a,8,/ ~a. bei der Abbildung ¢/ bedeutet.
Man sieht leicht, dass die simtlichen Operatoren durch die oben defi-
" nierten Kompositionsregeln einen Schiefring &, bilden. Ist ¢ ein Element

aus o und bedeutet ¢, das Element von &, derart dass x¢,=xc(xep) ist,
so ist die Zuordnung =, rmglsomorph Identifiziert man ¢, mit ¢; ¢,=c,
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" so umfasst unser Ring &, den Ring 0. Und (1) &, enthilt das Einsele-,
ment 1, ndmlich .den Einheitsope’rator‘; (2) da die Abbildung. x—x4 (xco, -
xAepd) fiir jedes A aus m eineindeutig ist gibt es eine inverse Abbildung 0 :
xA—zx, und es gilt Ax =, x0=0xg,=0x4=1; (‘3) fir. jedes €S, ist
AxlO=¢, xl0= gom—,weo, wenn 4 ein Element aus a-—m ist. Damit ist
gezeigt, dass &, ein linksseitiger Quotlentenrma von p nach m ist. ’

Jetzt sei & ein beliebiger linksseitiger Quotlentenrmg von p nach m
und c€S. Bedeutet a ein r.eguléires Linksideal von p mit acCo(etwa a=04,
Aem, Acep), so definiert die Zuordnung r—xc(req) ein Element 0, aus S ;
ferner gibt es fiir jedes 0¢&, ein craus & mit §="0.. (Sei etwa c=47'(40),
A ein Element aus m; dann ist A=24c=20,). Die Zuordnung c¢—>0. ist ein
'Is'omorphismus von & auf &,. , '

Satz 2, & sei der linksseitige Quotientenring von o nack m. Zu vor-

gegebenen endlich vieleri xy, ......, x, aus S gibt es ein Aem, so dass Ax€0
(=1, ...... , n).' o

Beweis. Es sei A0 (=1, ...... , 7). Nach Hilfssatz 1-gibt es ein
Aem, so dass A=cdi=...... =cuAy (c€0). Es ist also Azgo (G=1, ......, 7).

Definstion 2. Besteht m in Definition 1 aus den siamtlichen Nlchtnull-
teiler von p, so heisst & ein linksseitiger Quotientenring von . :

Jeder Nichtnullteiler von & hat dann die Porm l Tu(4, yem) also ist
er eine Einheit von &. '

Satz 3. Die notwendige und hinyeichende Bea’mgzmg a’afur, dass es einen
linksseitigen Quotientenying & wvon v gibe, ist, dass es [fiir Jeder Nichtnullterler
A und jedes Eliment a aus o cin Element  und einen Nichtnullteiler X - aus
o mit dA=Na gibt. S wird dabei bis auf Isomorphie durch v eindeutig.
bestimmd. . ' S . :

Satz 4. Die notwendige und lhinreichende Bedingung Jdafir, dass ein
Schicfring ohne Nullteiler einen linksseitigen Quotientenkedrper besitst, ist, dass
es fiir beliebige Ringelemente a, b Elemente o, & (F=0) mut a’ a={' b gibt.

Satz 5. Es sei v ein nullteiler/reier Schicfring: mit Ewmnselement. st
jedes Linksideal von o ¢in Hauptideal, so khat o cinen linksseitigen Quotienten-
kirper. ~ '

Beweis. Fiur beliebige (von Null verschiedene) a, b aus o gibt es ein
Element & mit- (oa, 06) =pd. Es ist also

a:: ﬂld, é—_— !)ld’ d—-'_—pa + g&—: (plll + gél)({, 1 :Pal + 961-
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Da p oder g von Null verschieden ist, sei 54=0. Es ist dann |

’

bipa=b,(1—gb,) = (1—b:g) by, bypa=(1—b:g)b.

Demnach gibt es Elemente &', & mit ad'a=4'6.

Bemerkung. Ebenso wie der linksseitige’ Quotientenring wird der
rechtsseitige Qdotientenring definiert. Die_‘ Existenz des rechtsseitigen
Quotientenrings ist 'aber unabhingig von der des linksseitigen. Es sei
namlich X ein Korper, der einen mit sich selbst isofnorphen Teilkorper X'
enthilt, und o sei ein Isomorphismus von K auf A’. Bedeutet x eine Un-
bestimmte und definiert man durch die Relationen xu=a’xr (a¢K, «’€K’)
einen nichtkommutativen Polynombereich o=£K[x], so ist jedes Linksideal
von p ein Hauptideal. p hat also den linksseitigen Quotientenring Es
gibt aber kei en rechtsseitigen Quotientenring von o. Denn es gibt keine
Elemente 7, & aus o mit («x)y=xz, wenn « ein in K nicht enthaltenes-
Element von X ist. : . ¢

Satz 6. Weun der links- sowie der rechtsseitige Quotientenying worn’ 0
nack m exzsfzem‘ so ist dev linksseitige Quotie 7zz‘enmng gleichzeitig der vechts-
- sezz‘z;;e

‘Beweis. & sei der linksseitige Quotientenring von o nach m und
x=14""a sei ein beliebiges Element von &. Da der rechtsseitige Quotien/ten-
ring von p nach m existiert, so gibt es ein Element &’¢p und ein Element
Aem - mit el =4d/. Es ist also xA/ =217 =1""2a'=dco.

Satz 7. bs sei 0 etn Scluefring 1 Satz 1 und & sei der linksseitige
Quoticntenring von o nackh m. Ist W c¢in o-Linksmodul devart, dass ous
Au=0 (Aem, ueR) stets u=0 folgt, so lisst sick W in cinen @-Lz,z/l.\mo./{z!l
WMo cindettcn, so dass SM=WMeg ist¢. Mo ist bis auf Isomorplic eindeutiy
Gestimnamnt. |

lieweis. Wir definieren fur die hlementenpaare (x, n) xS, neIR,
Gleichheit und Summe folgendermassen :

1. (x, #)=(», v) dann und nur dann, wenn fir jedes A¢m mit Adz¢o,
Apco stets die Gleichung Ax-u=4y-v gilt.

Gibt es ein gem mit prco, pyco und pr-u=py v, so ist (x, u) (7, v)
Denn es gibt fir jedes Aem mit Areo, Ao Elemente g/¢m und cep mit

phA=cp, p (hr-u)=cpx-u=cpy-v=p'(Ay-v)

“also )(xm:iy-b. Dieser Begriff der Gleichheit ist offenbar eine Aquivalenz-

L4
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relation. Es ist insbesondére (0, #)= (0, v) (0, %) werde mit O be-"
zeichnet. Es gilt' ferner

(x, u)= (4", Ar-u) (Aem, Axep) ;
denn es ist Brou=r0"(x-u).

2. (mu)+(po)y=0@"Ax-ut+dy-v) (Aem, Ax€o, Ay€ep). Diese Defini-
~ tion' ist unabhingig von der Wahl von'A.  Ist nimlich g ein Element aus
m’ mit pxeo, pyco, so ist - Lo '

S A (L Ay o) =y (e u pye), y=cl=dp,

d.h. - (x—i Areutdy-w) = px -+ py o)
Sind (x, u) = (x u), (7, v)= (y '), so
(2, ©) + (7, ) =(#, ) +(0' 2.
Denn es gibt ein Aem mit Az, A%, Ay, Ao und es gilt
o Aveu=2izx" o, ky-v=4 7,
(& )+ ()= lx-z¢+ly;v) =L 5w + A ) =, 1)+ (s ).

Es gilt ferner :

#

(x+y, u)=(x, %) + (7, u).l
Denn es ist fir Aem mit Axe€o, _l_j;eo (also A(x +p)eo)
(x+y, Z&):(}rl A(;l:—*—y)u):(l—l, Ar-u -{-Zj/uz(x, ?¢)+(J/,ll)

Man sieht leicht, dass die Menge M aller Symbolen (¥, #) nach-der
- ‘obigen Addition einen Modul bildet. ‘
3. er definieren endlich das Produkt von 2¢& und (x, u) durch -

z(x, u)—(zx, u).
Tst (x, ©)=(x', #), so ist z(x, u) =2(¥, #'). Es ist namlich

(o, w)= (¢, pzzx-u)=(p, peAd'Az-u)

=(p, psATAY )= (07, ,aéx’-u’) = (zx', '),

wenn man 4, ¢ aus m so annimmt, dass Ax¢o, Ay€o und pzi"lep sind. M
ist dann ein &-Linksmodul. Denn es gilt
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s((x, w)+ (3, v)) =571, 7x-7t+/1y';v)=(gl" Xx-zi-l:)y-vj
=(p7h ph 7 (Ax-utdy-a)) = (17, peroutpry-v).
= (22, #) + (=7, v)—z(x, %) +2(3, 2),
(= + Y (x, #) = (22 +2'%, u) = (2, ) + (&%, u) =z2(x, u) + ' (x, u),
Z(z(x u))=(zx, u) =("2) (x, u).
Es gilt insbesondere v b R

a(l, u)=(a, 0)=(1, an) (a¢o).

‘In' M bildet also die Gesamtheit allel Flement (1 #) einen mit MM o-iso-
morphen o-Linksmodul. Identifiziert man (1, #) mit #, so ist M ein Er-
weiterungsmodul von M. Ferner ist (x, u) =x(1, #) =xu, also M=SIN.

Mat'hematischés Insf_itut
Osaka Universitit.
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