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Abstract. The determination of affine Lie groups (i.e., which carry a left-invariant
affine structure) is an open problem ([12]). In this work we begin the study of Lie groups with
a left-invariant, flat pseudo-Riemannian tme (flat pseudo-Riemannian groups). We show
that in such groups the left-invariant affine stiure defined by the Levi-Civita connection is
geodesically complete if and only if the group is unimodular. We also show that the cotangent
manifold of an affine Lie group is endowedittv an affine Lie group structure and a left-
invariant, flat hyperbolic metric. We describe a double extension process which allows us
to construct all nilpotent, flat Lorentzian groups. We give examples and prove that the only
Heisenberg group which carries a left invatiaflat pseudo-Riemannian metric is the three
dimensional one.

Introduction et Résumé. Un groupe de Ligoseudo-riemannien plak est un groupe
de Lie muni d’'une métrique invariante a gauche plate pseudo-riemannienne. L'algébre de Lie
d’'un tel groupe sera ditgpseudo-métrique plate.a connexion de Levi-Civita d& fait de G
un groupe de Liaffing c’est-a-dire a structure affine invariante a gauche. Seuls les groupes
de Lie riemanniens plats sont connus. lls ont été décrits par Milnor dans ([11], p. 298).

Etant données une structure affine et une métrique pseudo-riemanpiénagiantes a
gauche sut, on dit queg estlocalement hessienrg elle s’exprime en coordonnées affines
comme la hessienne d’une fonction. Sest plate, un argument identique a celui de Shima
([24], p. 213) prouve qug est localement hessienne relativement a la structure affine associée.

\oici une description succinte de nos principaux résultats concernant les groupes de Lie
pseudo-riemanniens plats et (ou) leurs algébres.

La structure affine est géodésiquement compléte si et seulement si le groupe est unimod-
ulaire (Théoréme 1.1).

La variété cotangente d’'un groupe de Lie affine est munie d’'une structure de groupe
de Lie a métrique plate hyperbolique, c’'est-a-dire de signaiwre), invariante a gauche
canonique (Section 2).

Les groupes de Lie nilpotents lorentziens plats sont obtenus par un procédétie
extensiord’un groupe de Lie riemannien plat abélien par un groupe de Lie unidimensionnel
(Théoreme 3.1).

Notre notion de double extension d’'une algébre pseudo-métrique plate par une droite
(Section 3) est analogue a la notion de double extension des algébres de Lie symplectiques ou
orthogonales de Medina-Revoy ([9], [10]).
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Les algébres de Lie des groupes de Lie pseudo-riemanniens plats dont la connexion de
Levi-Civita est bi-invariante s'obtiennent par une suite de doubles extensions par une droite a
partir de I'algebre & métrique plate de dimension un ou zéro (Proposition 3.3).

La notion de double extension permet de prouver que le seul groupe d’Heisenberg qui
soit muni d’une métrique pseudo-riemannienne plate invariante a gauche est celui de dimen-
sion 3. Dans ce cas, la métrique est lorentzienne (Proposition 4.1).

Dans Section 2, nous caractérisons les groupes de Lie a métrique hyperbolique plate
invariante a gauche contenant un sous-groupe de Lie distingué commutatif lagrangien, c’est-
a-dire totalement isotrope de dimension la moitié de la dimension du groupe (Théoréme 2.1).

Malgré le fait queGL(n, R) ait des pseudo-métriques hessiennes bi-invariantes rela-
tives a des structures affines bi-invariantes, il n'admet pas en général de métrique pseudo-
riemannienne plate invariante a gauche (Théoreme 4.1).

Les auteurs remercient M. Bordemann pour ses remarques utiles, en particulier celles
concernant Lemme 1.1.

Dans la suite, les groupes de Lie seront supposés connexes, et par objets invariants sur
des groupes de Lie nous entendrons objets invariants par les translations a gauche du groupe.

1. Groupes de Lie pseudo-riemanniens plats et groupes de Lie affinesSoit G un
groupe de Lie muni d’'une métrique pseudo-riemannienne plate invayiant@ connexion
de Levi-CivitaV associée a étant plate, elle définit une structure affine invariante a gauche
surG. D’autre part, puisque pour tou§ Y, Z champs de vecteurs sar,

X plY,Z) = u(VxY, 2)) + n(Y, Vx Z) ,

il résulte que I'on a pour tous, y, z dansG = TG, oue¢ est I'élément neutre d&,
o 2T = u(Very ) + nO, Ve,

x™T étant le champ invariant a gauche associ¢ Ainsi, le produit, dit de Levi-Civita, défini
surg parx - y = (Vy+y ™) (e) vérifie

D O=(x-y,2)+(y,x-2)
OU < ’ ) = Meg-
Que la connexiofv soit a courbure et torsion nulles s’exprime par les identités
(2 x-y)z—x-(y-2)=@-x)z—y-(x-2)
3 [x,yl]=x-y—y-x

pour tousy, y, z dansg.
Les formules (1) et (3) impliquent I'identité

1
(4) <-x ')NZ) = 5{([)67 )’]»Z) - ([)’:Z]JC) + ([st]t )’)}
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Un espace vectoriel muni d’un produit y = L,y = R,x Vvérifiant(2) est appelé une
algébre symétrique a gauche (S.G). Dans une telle algébre, le crochet défini par (3) est un
crochet de Lie, disous-jacent au produit S.&i ce crochet coincide avec un crochet de Lie
donné au départ, on dit que le produit symétrique a gauche est compatible avec la structure de
Lie. Ceci motive la notion suivante.

DEFINITION 1.1. On appellealgébre de Lie pseudo-métrique plaiee algébre de
Lie G munie d’'une forme quadratique non dégénérés d’'un produit symétrique a gauche
compatible avec la structure de Lie tels que les multiplications gauches soient des endomor-
phismes d&; antisymeétriques par rapporia

Dans la suite, on appeleespace quadratiquen espace vectoriéf muni d’'une forme
guadratique non dégénérée Le groupel (V, g) des isométries de€V, ¢q) peut étre con-
sidéré comme le produit semi-dire@t, +) x;g O(V, g) du sous-groupe distingu@’, +)
de translations par le sous-groupeV, ¢q) de transformations orthogonales au moyen de la
représentation identité. Son algébre de Vieiq o(V, q) est donc le produit semi-direct de
l'idéal abélienV par la sous-algébr&(V, g) des isométries infinitésimales dg, ¢).

Pour commencer, remarquons le fait suivant.

PROPOSITION 1.1. SoitG un groupe de Lie de groupe revétement univetsehlors
G est pseudo-riemannien plat si et seulemer@ sidmet une représentation affine par des
isométries d’'un espace quadratiqu¥, ¢g) ayant un point & orbite ouverte et isotropie dis-
crete

DEMONSTRATION. D’'apres les formules (1), (2) et (3), $iG, u) est pseudo-
riemannien plat, I'applicatio® : x — (x, Ly) est un homomorphisme de Lie dedans
G xiq 0(G, (, )). Par passage a I'exponentielle, on obtient alors un homomorphisme de
groupes de Lie

p: G — 1G,q)
o > (Q0), Fy).

Il est clair que I'application orbitale

7: G — Orb0)
o = Qo)+ Fs(0)

est un revétement.

Réciproquement, soieqt : G — I(V,g) un homomorphisme de groupes de Lie et
v € V un point tel que I'application orbitale : G — Orb(v) soit un revétement. Munissons
I'ouvert Orb(v) deV de la connexion induite par la connexion usu&ede V. Il est évident
gue Vg est la connexion de Levi-Civita dg. Puisquer est équivariante par les actions
de G sur lui-méme par multiplications gauches et $umoyennant la représentation la
connexionV pré-image deVp par est plate et invariante a gauche. En outre, puisgue
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opére sur(V, g) par des isométriesy est aussi la connexion de Levi-Civita associée a la
pseudo-métrique invariante sdrdéfinie parg. a

Voici une conséquence de la proposition.

THEOREME 1.1. Soit(G, i) un groupe de Lie pseudo-riemannien plat. La structure
affine définie par la connexion de Levi-Civita géodésiquement compléte si et seulement si
G est unimodulaire

DEMONSTRATION. En effet soitxr € G et L} le transposé dé, relativement &, ).
Soity : G — G* I'ilsomorphisme canonique d'espaces vectorigls— (x, -)). Puisque
L= ¢~ 1o'L, o g, NnOus avons t*) = tr(Ly) = tr(Ly). Ceci prouve que {L,) = 0, car
nous savons quey € o(g, (, )), c’est-a-direL, + L¥ = 0.

D’autre part, queV est géodésiquement compléte signifie que les multiplications
droitesy — R,y = y - x sont nilpotentes pour tout dansg, ce qui revient a dire que
’lhomomorphisme d’algébres de Lie— tr(R,) est nul ([6]). Or I'égalitéR, — L, = ad,
nous permet de conclure quéRy) = tr(ad,).

Par conséquent pour quéRy,) = 0 pour toutx dansg, il faut et il suffit que t(ad,) = 0
guel que soik dansg, ce qui prouve le résultat. m]

La proposition permet de bien comprendre la preuve du résultat suivant.

THEOREME 1.2 (Milnor, [11]). Un groupe de Lie & métrique riemannienne invariante
a gauche est plat si et seulement si son algébre de Lie se décompose en une somme directe
orthogonaleB @ U, ou BB est une sous-algébre abélienteyn idéal abélien e opere sui/
par des transformations antisymétriquesest-a-diread, appartient dao(U, {, )), pour tout
b dansB.

DEMONSTRATION. L'idée de la preuve est la suivante. On considére la représentation
d’algebre de Liel.. Son noyau est un idéal bilatére d’algebre symétrique a gauche, car
—ad, pour toutx dans Kef.. L'algébre symétrique a gaucli’KerL est alors isomorphe
a la sous-algébre Imde l'algébre de Lie compact® G, ¢). Ainsi ImL se décompose en
produit direct orthogonal d’algeébres de Lie simples ou de dimension 1. Puisque chacun de ses
facteurs est symétrique a gauche, it a’pas de facteur simple, de sorte quéd.lest abélienne.
L'algébre de LieG/KerL étant isomorphe &erL)', il résulte queg est le produit semi-
direct Kel. @ (KerL)*, I'action de (KerL)* sur Ket. se faisant par des endomorphismes
antisymeétriques. O

D’aprés la preuve de la proposition 1.1, il est évident qu’'un groupe de Lie simplement
connexe affine peut étre regardé comme un sous-groupe du groupe des transformations affines
deG = L(G). La clé de voite du théoréme de structure de Milnor réside dans le fait que
G admet des sous-groupes non triviaux formés de translations. Cette observation motive
le résultat suivant, qui nous permettra de décrire la structure des groupes de Lie nilpotents
lorentziens plats (Théoréme 3.1).
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LEmMME 1.1. Ungroupe de Lie nilpotent lorentzien plat simplement connexeomme
groupe de transformations affines de son algébre de tdmtient des sous-groupes a un
paramétre non triviaux formés de translations

DEMONSTRATION.  Soit(G, ¢g) un groupe de Lie nilpotent lorentzien plat simplement
connexe d'algébre de Ligd. Soient(, ) la métrique lorentzienne plate sdrqui coincide
avecg en I'élément neutre d€, et(a, b) — a - b = L,b le produit de Levi-Civita associé.

D’aprés Proposition 1.1, le grougeadmet une représentation affinpar des isométries
de I'espace quadratiqud, (, )). Puisque I'on a

o0
1
p(expa) =exp(a, Lq) = < > EL(’jfl(a), ExpLa),
k=1"

un élément non nut de A tel queL, = 0 détermine un sous-groupe a un paramétne>
exp ta) non trivial formé de translations. Nous allons prouver que de tels éléments existent,
c’'estadire qu&V(A) ={a € A| L, = 0} est non réduit a 0.

Sin + 1 est la dimension dd, l'application L : a + L, est un homomorphisme
d’'algébres de Lie dd danso(n, 1). CommeG est nilpotentG est unimodulaire donc d’aprés
Théoreme 1.1, I'algébre symétrique a gaughest nilpotente. Du fait qua est nilpotente en
tant qu'algébre de Lie et en tant qu'algébre §rique a gauche, il suit d’aprés Proposition
26 de [6] que led., sont nilpotents.

D’autre part, la sous-algebre de Liér) deo(n, 1) est compacte pour > 3. SoitL,
élémentde la sous-algébBe:= {L,, a € A}N o(n) deo(n, 1). Il existe alors un sous-espace
V de A de dimensiom: stable pat, tel que(, )y xv soit définie positive et telle que,y
soit une isométrie infinitésimale d&, (, )|vxv). Faisons I'hypothése que, € B\{0}.
Alors il existex € V tel queL,(x) # 0. Supposons qule’;(x) # 0. Il suit alors que

(L%(x),x) = (LX(x), LE(x)) # 0.

Par conséquent,, ne peut pas étre nilpotent. DoBc= {0}.

Supposons la représentatiprfidele. On a alors difL,, a € A} = n + 1 et commeB
est réduite a zéro, on a dim+ dimo(r) < dimo(n, 1), ce qui est absurde.

Il reste alors a vérifier que pour= 1 ou 2, c’est-a-dire si est de dimension 2 ou 3,
on a toujoursV (A) # {0}. Si A est de dimension 2, le résultat est immédiat puisqu’ators
est abélienne et donc le produit de Levi-Civita est nulASist non abélienne de dimension
3, alorsA est I'algébre de Lie d’Heisenberg, c’est-a-dire qu'il existe une Base1, e2} de
Atelle queeg € Z(A) et[e1, e2] = eg. SUppoOSONSs qui,, # 0. Alors il existex, y € A tels
que(Leyx, y) = —(1/2)([x, yl, e0) # 0.

Par conséquerieg, eg) # 0 etA = I @ I+, ol = Reg. Soite € I tel que(e, ) = +1.
Puisqud A, A] = I, nous avons d’apres la formule (4} - y, z) = 0 pour tousx, y, z dans
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I+, Parailleurs{x - y, ¢) = —(y, x - ¢), donc le produit symétrique & gauche sus’écrit

x-y=—(y,u))e,
x-e=e-x=Ax)e+ukx),

e-e=0,

our € (IM)* etu e gi(I+). Légalité (e - x, y) + (x,e - y) = 0 équivaut &u(x), y) +
(x,u(y)) = 0. Onade plugL,, L,](e) = 0 donc

e (A(x)e+u(x)) =0,

c'est-a-direx? = 0. Par conséquent, le noyauslest non nul, ce qui est absurde puisqu'alors
le centre deA serait de dimension supérieure ou eégale a 2. Ooge= 0. 0

La connexion de Levi-Civita associée a une métrique bi-invariante (pour laquelle les
translations a droite sont des isométries) est donné& p&Er= (1/2)[X, Y] d’aprés la for-
mule (4). Elle est donc plate si et seulement si le groupe en question est 2-nilpotent. Plus
généralement, la proposition suivante va nous permettre de décrire (Proposition 3.3) les al-
gebres de Lie des groupes de Lie pseudo-riemanniens plats ou les translations a droite sont
aussi des applications affines. Dans ce cas, nous dirons que la connexion de Levi-Civita est
bi-invariante.

PrROPOSITION 1.2. Soit (G, g) un groupe de Lie simplement connexe pseudo-
riemannien plat tel que la connexion de Levi-Civita associée soit bi-invariante. Alors
G est un groupe nilpotent qui contient des sous-groupes a un parameétre non triviaux formeés
de translations

DEMONSTRATION. Il est connu qu’un groupe de Li€ est muni d’'une connexion
plate bi-invariante si et sesinent si le crochet de Lie dams = L(G) est sous-jacent a un
produit associatif (voir par exemple [8]). Par conséquent st un groupe de Lie pseudo-
riemannien plat dont la connexion de Levi-Civita est bi-invariante, son algebre dé &g
munie d’'une forme bilinéaire symétrique non dégénéréeet d’un produit associatif ;b =
a - b tel que pour toué dansA, 'endomorphismd., soit antisymétrique. L'égalité, o L, =
L. implique queL, o Lj est antisymétrique. Par conséqudnto L, + Ly o L, = 0 pour
tousa, b dansA, ou ce qui revient au mémig, o L, = 0 pour toutz dansA. On en déduit
gue I'algébre associativé n’a pas d’élément idempoteaf c’est-a-dire d’élément non nal
telquee-e = ¢, carsinonL,o L,)(e) = e # 0. Or, I'absence d'idempotent dans une algebre
associative équivaut au fait que cette algebre soit nilpotente ([1], Th.11.8), c’est & dire au fait
gu'il existek > 2 tel que

Ak =Vect{x1-x2----x; x; € A} =0.

Par conséquent, pok tel queAko = 0 etA%o—1 £ 0, on aL, = 0 pour toutz € A*0~1\{0},
donc G contient des sous-groupes non triviaux a un parameétre formés de translations. Par
suite, I'algébre de Lied est nilpotente. a
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2. Le cotangent pseudo-riemannien plat d'un groupe de Lie affine. Analysons
en détail l'algébre de Lie d'un groupe de Lie pseudo-riemannien plat contenant un sous-
groupe distingué abélien totalementtiepe de dimension la moitié. Ceci signifie qieest
munie d’'une pseudo-métrique plate) pour laquelle il existe un idéal de Lieabélien tel
quel = I+,

Etudions la structure de I'algébre symétrique a gauehe), ol L,b = a - b désigne le
produit de Levi-Civita associé@ ). De la formule

(Lxa,b) = (1/2){([x,al,b) — (la,b],x) + ([b,x],a)} =0
six € A eta, b € I, on déduit qud est unidéal bilatere de, et de
(Labax> = _<b7La-x> =07

quel! est a produit nul.
On a alors la suite exacte d'algebres symétriques a gauche

0>I1—>A>A/I=B—0,

ou [ est a produit nul. Si est une section linéaire de, I'espace vectoried(B) est muni
d’'une structure d’algébre S.G, définie p&t) = s(b) = p(s(a) - s(b)), ol p est la projection
surs(B) parallélement &, isomorphe a celle d8. Dans la suite, nous identifierons donc les
algebres symétriques a gaudbets(B).

Le produit surA est alors défini par une structure iebimodule surl et un 2-cocycle
d’'algébre symétrique a gauclfe: B x B — I (voir [13]).

L'égalité I = I signifie quel s’identifie aB* par I'isomorphisme d’espaces vectoriels
¢ : I — B*, (x = (x,-)). Etudions I'action a gauche d&sur! = B*. Pour tous, b’ € B
et tousg € B*, ona{b- B,b') + (B,bb’y = 0, c'est-a-dire(b - 8,0’y = —(B,bb’). Par
conséquent,

b-B=-"LyB,

ou Lpb’ = bb’ désigne la multiplication gauche daBs L'action a gauche d® sur B* est
donc la contragrédiente de la représentafion

Etudions 'action a droite d& sur B*. L'application

®,p: B*¥ >R
B = (B-ab),
poura, b dansB, définit surB un produit noté par
(B,aob)=(B-a,b),

pour toutg € B*.
Nous obtenons ainsi une structure Beébimodule surB* si et seulement si le produit
S.G. surB et le produito sont liés par la relation

(5 ao(boc)+aboc)=(ab)oc+ bo(ac)

pour tousz, b, ¢ dansB.
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NotonsL’ la représentation linéaire d&dansB
B — gl(B*)
a— L :braob
Le produit surA s’exprime alors par
(6) (¢+a)B+b)=(a-b+a-B+ f(a,b))+ab,
ou
(7) {aobz(b’r—>a(bob’)):’L;,(Ol),
a-B=@0"+ —pab)) =~"Lep=L;B.
Pour que ce produit soit antisymétrique par rappdrtal faut et il suffit que le produib soit
anticommutatif, autrement dito » + b o a = 0, et que le 2-cocyclg vérifie
®) f(a. b))+ fla,c)(b) =0
pour tousz, b, ¢ dansB.
En résumé nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Soit (A, {, )) une algebre pseudo-métrique plate admettant un
idéal bilatérel totalement isotrope avedim/ = (1/2)dimA. La suite exacte canonique
d’'algébres symétriques a gauche

O—-1I—>A—A/I=B—0

détermine sur I'algebréd = A /I un produit anticommutatié vérifiant(5) et munitB* de la
structure deB-bimodule(7). L'algébre symétrique a gauchk est alors extension dB par
B* suivant ur-cocyclef € Z2.(B, B*) vérifiant(8).

Réciproquement soi® est une algébre symétrique a gauche munie d'un produit anti-
commutatifo tel que I'égalité(5) soit vérifiée. AlorsB* est unB-bimodule pour(7). Si de
plus f € Z?G(B, B*) vérifie(8), I'espace vectorieh = B* @ B muni du produit6) et de la
pseudo-métrique définie pour 8 € B* eta,b € B,

(a+a,B+Db)=ab)+ L)
est une algébre de Lie pseudo-métrique plate.
Nous poserons

DEFINITION 2.1. Lalgébre pseudo-métrique plate de Proposition 2.1 est appelée al-
gebre pseudo-métrique platetangentale I'algebre symétrique a gaucBesuivant le produit
o et le cocyclef.

Sio et f sont nuls, on dira qué est I'algébrecotangente classiquie B.

OBSERVATION.  SoitG un groupe de Lie simplement connexe dont I'algébre deA ie
est sous-jacente a un produit S.G. défini par une représenfatiod — ¢I/(A). La variété
cotangentel *G est munie d’une structure de groupe de Lie dont l'algébre de l(&*G)
est I'algébre produit semi-direct dé par A* suivant la représentation contragrédientel.de
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([20]). Le groupel*G sera dit lecotangent classiqueéu groupe affings. Plus généralement,
la structure de groupe de Lie s@if G dont I'algébre de Lie est la cotangente Alsuivant un
produito et un cocyclef sera dite Iastructure cotangente tordu groupe affings. Comme
application immédiate de Proposition 2.1, nous avons le résultat suivant.

THEOREME 2.1. SoitG un groupe de Lie simplement connexe. Le groGpadmet
une métrique pseudo-riemannienne plate invariante a gauche pour lagietientient un
sous-groupe distingué abélien lagrangien si et seuleme6t est isomorphe a un groupe
cotangent tordu d’un groupe de Lie affili&

Etudions la complétude des groupes pseudo-riemanniens plats qui sont des cotangents
d’'un groupe affine. |l suffit de voir & quelles catidns I'algébre pseudo-niggque plate cotan-
gente d’'une algébre S.G. est munie d'un produit symétrique a gauche nilpotent, c’est-a-dire
pour lequel les multiplications droites sont nilpotentes.

Soit A = B* @ B l'algébre pseudo-métrique plate cotangenteBdmuivant le produib
et le 2-cocyclef. Les multiplications droites dang sont données, pouf, b dansB eta,
dansB*, par

R.b=b-a= f(a,b)+ ba,
Rip=p-a= b Blaoh) ="L,B,
Rga=a-B=—"L.B,

Rga =0

donc lesRg, sont nilpotents et le®, sont nilpotents si et seulement si les multiplications
droites dansB sont nilpotentes ainsi que les endomorphisfiigsde B*. On en déduit le
lemme suivant.

LEMME 2.1. Soit A l'algébre pseudo-métrique plate cotangente d'une algebre
symeétrique a gauch® suivant le produito et le 2-cocycle /. Alors I'algébre symétrique
a gaucheA est nilpotente si et seulement si I'algébre symétrique a gaBobst nilpotente et
le produito est tel quel,, : (b — a o b) est nilpotent pour tout dansB.

En particulier I'algébre cotangente classique d’'une algébre symétrique a ghueste
nilpotente si et seulement & est nilpotente. Autrement dit, la structure affine du groupe
de Lie cotangent classique d’un groupe affine est compléte si et seulement si celle du groupe
affine de départ est compléte.

3. Double extension d'une algébre de Lie pseudo-métrique plate par une droite.
Rappelons quelques faits utiles de la cohomologiealgebres symétriques a gauche, dévelop-
pée dans [13]. Soit une algébre S.G. &f un espace vectoriel. Muni¥ d’une structure de
A-bimodule équivaut a se donner deux applications

A AXM—>M e p: MxA—->M

(a,m)— ay -m (m,a) > m-ay
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telles que pour tous, b € A etm dansM, on ait
ay - (bpyr-m) —by - (ay -m) = la,bly -m,
ap - (m-by) —(ay -m) -by =m - (ab)y — (m - apy) - by .

Si M est unA-bimodule, un 2-cocycle dd a valeurs dang/ est une application bil-

inéairef : A x A — M qui vérifie poura, b, c dansA,
fa-b—b-a,c)= f(a,b-c)— fb,a-c)+apu- f(b,c)
—bm - fla,c) = (fa,b)— f(b,a)) cm.

On dit quef est un 2-cobord s’il existe une application linéajre A — M telle que,

poura, b dansA,
fla,b)y=ay -¢b)+ ¢ -bu —¢ab).

On noteHSZG(A, R) le quotient de I'espace des 2—cocch§G(A, R) par I'espace des
2-cobordsB2, (A, R).

Soit A~ l'algébre de Lie sous-jacentes&et N un A~-module. Un 1-cocycle dd~ a
valeurs dangv est une application linéaite: A — N telle que

u(la,bl) =an -u(b) — by - u(a).

On dit queu est un 1-cobord s'il existeg appartenant & tel queu(a) = ay - ng, pour touta
appartenant &. Nous noteronsHLl(A, N) le quotient de I'espace des 1—cocyclé§(A, N)
par I'espace des 1-cobor@ (A, N). On a alors le lemme suivant.

LEMME 3.1. Si (A4, (, )) est une algébre de Lie pseudo-métrique pldaeformule
f(a,b) = (u(a),b) induit un isomorphisme entrHSZG(A, R) et HLl(A, A), ouR est vu
comme um-bimodule trivial etA est unA-module pour la représentatiab.

DEMONSTRATION. Pour prouver le lemme, il suffit de remarquer gfieest un 2-
cocycle d'algébre S.G (resp. un 2-cobord) si et seulementest un 1-cocycle (resp. un
1-cobord) d’algebres de Lie. O

Donnons maintenant une description des algebres de Lie pseudo-métriques plates admet-
tant un idéal bilatéré de dimension 1 tel qué c I+ avec/* un idéal bilatére.

LEMME 3.2. Soit(A, {, )) une algébre de Lie pseudo-métrique platel 8st unidéal
bilatére de dimension 1 totalement isotrope, alors

1. I estaproduitnul/ - I+ = 0et/+ estunidéal a gauche

2. I+ estunidéal adroites I+ -7 =0,

3. SiIt estunidéal bilatére dd, alors les suites canoniques

9 0—>I—>Il—>IL/I—>0,
(10) 0— I+t —> A— A/ >0,
(11 0>1—->A— A/l - 0,

(12 0— I+/1 > AJI > AJ/I* - 0
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sont des suites exactes d’algébres symétriques a gauche. L'algébre de Lie gBotidnt /1
admet une pseudo-métrique plate canoniquélex et (12) sont des suites exactes scindées
d’'algébres de Lie

DEMONSTRATION. 1. Pourx dans/, y dansI+ eta dansA, 'égalité
(x-y,a)=—(y.,x-a)=0
entrainel - I+ = 0, donc en particulief - I = 0, et
(@-y,x)=—(y,a-x)=0

entraineA - I+ c I+,
2. Pourx,y eta comme dans 1), on &y - a,x) = 0 si et seulement si
{a,y-x) =0, ce qui montre I'équivalence

1" Aclt—1It.1=0.

3. Comme(, ) induit sur I+ une forme bilinéaire de radicdl, on en déduit que
(, )11 x L définit, par passage au quotient, une forme bilinéaire non dégénégesur- /1,
gue I'on note(, ).

Si I'on notex la classe moduld d’un élémentc € I+, etxy le produit symétrique a
gauche suB on aura( ¥, y )3 := (x, y) etdonc, poux, y, z dans/ -+,

(Xy,2) + (., X2)p =(¥y,2)p + (), ¥2)p = (xy,2) +(y,xz) =0

donc(B, (, )p) est une algébre pseudo-métrique plate. De plyg;- étant de dimension 1,
les suiteg10) et (12) sont des suites exactes scindées d'algebres de Lie.

Lalgébre de Lie pseudo-métrique plaBe = I+/I sera ditealgébre de Lie pseudo-
métrique plate réduitee /- suivant!.

Dans la suite, on suppose qii¢ est un idéal bilatére. Posofis= Re. Soit Rd une
droite deA en dualité aved relativement &, ) ol d est tel que(e,d) = 1. SoitB :=
(Vect{e, d})*. Alors A s'identifie en tant qu’espace vectorieRa® B ® Rd et/+- aRe @ B.

Le produit sur/+ peut s’écrire

(Ae+a) - (ue+b)= f(a,b)e+axb,

pouri, u € Reta, b dansB, ola * b désigne la composante de b surB. Que ce produit
est symétrique & gauche équivaut & dire que I'application) — a x b fait de B une algébre
S.G. et quef est un 2-cocycle scalaire de cette algébre.

De plus, ''lsomorphisme canonique d’espaces vectoielsB — B = I+/1, qui aa
associgz est en fait un isomorphismed’algebres symétriques a gauche.

Dans la suite, nous identifierons donc les algebres symétriques a daetBe= 1+/1,
et nous noteronsbh = L/ b le produit surB.

La suite (9) équivaut ainsi a la donnée de la classe de cohomologie d'un 2-cgcgcle
Z2.(B,K), donc d’un 1-cocycle € Z} (B, B) tel que

fla,b) ={u(a),b),
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poura, b dansB.
Commel = Re et/+ = Re & B sont des idéaux bilatéres de donc de Lie, le crochet
sur A s’exprime, pouw, b dansB, par

[d,e] = ue,
[d,al = D(a) + a(a)e,
[a, b] = [a, b]p + ((u — u™)(a), b)e,
ouu €R, D e gl(B) eta € B*.
De plus, I'égalité(a -b,d ) = (u(a), b) implique queD —u € o(B, {, )p), c'est-a-dire
(D —u)* =—(D —u).
En utilisant I'égalité(4) qui définit le produit sur, on obtient les formules

e-e=e-a=a-e=0,
a-b=(u(a),b)pe+ab,
e-d=0,

(13 d-e=pue,
d-d=by— ud,
d-a=—(bo,a)pe+ (D —u)a),
a-d=—u(a).

Ceci définit un produit symétrique a gauche gusi et seulement si I'on a, pout, b
dansB,
d-a)-b—(a-d)-b=d-(a-b)—a-d-b),
ce qui équivaut aux égalités (14) et (15) suivantes.

14 (bo,ab)p = (pu(a) —u?(@) + D(u(a)) — u(D(a)),b)p ,

(15 au(b) — u(ab) = D(a)b + aD(b) — D(ab) .
La formule (14) signifie que la forme bilinéaire sBr
wpu i (a,b) ~ (pu(a) — u?(a) + D(u(@)) —u(D()).b)s

est un 2-cobord scalaire de I'algébre symétrique a gabclet la formule (15) veut dire que
I'application bilinéaire surB définie paro, (a, b) = au(b) — u(ab) est la différentielle de
D pour la cohomologie de l'algébre symétrique a gausha valeurs dans I&-bimodule
canoniqueB.
Remarquons que (15) ete Z}(B, B) entrainent qu® est une dérivation de Lie de.
Pour résumer, énoncons la proposition suivante.

PrRoOPOSITION3.1. Soit (A4, (, )) une algébre de Lie pseudo-métrique platel atn
idéal bilatére de dimensioh totalement isotrope tel que- soit aussi un idéal bilatére de A.
Désignons pamB = [1/I 'algébre de Lie pseudo-métrique plate réduite. Alors le produit
symeétrique & gauche sur est donné par les formul€43), ol u est unl-cocycle d’algébre
de Lie deB a valeurs dansB vu commeB-module pour la multiplication gauche, &t est
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une dérivation de I'algébre de LiB, avecD etu liés par(15) et tels quevp , € B§G(B, R)
et(D — u) soit antisymétrique par rappport a la pseudo-métrique z sur B .

Réciproquement, I'analyse faite ci-dessmsrhit une méthode de construction d’algebres
pseudo-métriques plates.

PrRoOPOSITION 3.2. Soit(B, {, )p) une algebre de Lie pseudo-métrique plate, et soient
u € Z1(B,B) et D € Der(B) liés par (15) tels que(D — u) € o(B,{, )p) etwp, €
B§G(B, R). Sibg vérifiewp ,(a, b) = (bg, ab), alors I'espace vectorieh = Re & B & Rd
muni du produit symétrique a gaucligd) et de la pseudo-métriqug ) qui étend(, )p et
pour laquelleVect(e, d) est un plan hyperbolique orthogonal &, est une algébre de Lie
pseudo-métrique plate

Ce qui précede justifie la définition qui suit.

DEeFINITION 3.1. Lalgebre de Lig€A, (, )) obtenue dans la propositi@B.2) est ap-
peléealgébre pseudo-métrique plate double extension de I'algebre de Lie pseudo-métrique
plate (B, {, )p) suivant(u, D, u) etbg.

Nous avons le corollaire immédiat suivant.

CoRoOLLAIRE 3.1. SoitG un groupe de Lie pseudo-riemannien plat dont I'algébre
de Lie s’obtient par double extension par une droite a partir d’'une algébre de Lie pseudo-
métrique plate. AlorsG contient des sous-groupes & un parametre non triviaux formés de
translations

De plus, Proposition 1.2 nous permet d’établir le résultat qui suit.

ProPOSITION 3.3. Soit (4, (, )) une algébre de Lie pseudo-métrique plate pour
laquelle le produit de Levi-Civita est associatif. Alofss’obtient a partir de{0} ou a partir
de(Rx, (x, x) = 1) par une suite de doubles extensions par une droite

DEMONSTRATION. Soit(A, {, )) une algébre de Lie pseudo-métrique plate pour laque-
lle le produit de Levi-CivitaL,b = a - b est associatif. D’aprés Proposition 1.2, I'algébre de
Lie A est nilpotente eN(A) # 0. Par conséquemN(A) N Z(A), ou Z(A) désigne le centre
de I'algébre de Liet, est non réduit a zéro. Sic N(A) N Z(A)\{0} alorsI = Re et/ sont
des idéaux bilatéres. On a en effet

(e,x-a)=(x-e,a)=0,

(e,a-x)=—(a-e,x)=0

poura dans/+ etx dansA. Donc A s’obtient par double extension & partir d’'une algébre
pseudo-métrique plai&s, (, )p) . SurA = Re® B @ Rd, le produit de Levi-Civita est donné

par les formules (13) et on constate que I'associativité de ce produit implique I'associativité du
produit de Levi-Civita suB. Par conséquenty s’obtient par une suite de doubles extensions
par une droite & partir d@} si A est de dimension paire, ou @ex, (x,x) = 1) si A est de
dimension impaire. O
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La proposition suivante décrit les groupes de Lie nilpotents a métrique lorentzienne plate.
On appelleralgébre de Lie euclidiennegne algébre de Lie munie d’'une forme quadratique
définie positive ou définie négative.

THEOREME 3.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent. Alor6 admet une métrique
lorentzienne plate si et seulement si son algébre de Lie est soit abélienne soit double extension
d’'une algebre de Lie euclidienne abélienne par une droite suivaatD, u = 0 etbg, avec
D? =0etlmD C (Rbg)~ .

DEMONSTRATION. Rappelons qu'on a, d'aprés Lemme 1.1, le résultat suivant. Si
(A, (, ) estnilpotente lorentzienne plate, aldv$A) # {0}.

Soit(A, (, )) une algébre de Lie nilpotente lorentzienne plate. Quitte a étudligr, )'),

ol {a,b) = —{a,b) pour tousa, b dansA, on peut supposer que ) est de signature
(n—1,1).

Alors il existee € N(A) N Z(A) tel que(e, e) est négatif ou nul. En effet, si pour tout
0#x e N(A)N Z(A), on a{x, x) strictement positif, alors 'espace vectoriel sous-jacent a
A est somme directe orthogonaledi¢A) N Z(A) etdeB = (N(A) N Z(A))*, et B est alors
une sous-algébre de Lie de munie d’'une métrique lorentaine plate. Or, ceci est absurde
carN(B)N Z(B) = {0}.

Si (e, e) est strictement négatif, le sous-esp&ce: (Re)* est un idéal bilatére puisqu’on
a poura, b dansB,

(a-b,e)=—(b,a-¢)=0 & a-e=e-a=0.

Il est clair que la restriction, )5 de(, ) a B x B est définie positive, car $éo, ..., e,} est
une base orthogonale detelle qu'il existej € {2, ..., n} avec(e;, e;) strictement négatif,
alors la forme(, ) est d'indice> 2. Par suite(B, {, )p) est une algébre de Lie nilpotente
euclidienne plate, donc abélienne d’aprés Théoréme 1.2.

Dans le cas olle, e ) est nul, 'algébre de Lie nilpotent® = (Re)L/Re est munie, par
restriction de{, ) & (Re)™ x (Re)' puis par passage au quotient, d’une métrique euclidienne
plate (, ). Par suite,B est abélienne. La droitt = Re est un idéal bilatére, et- est
aussi un idéal bilatére. L'algebre de Lie pseudo-métrique platst donc double extension
par une droite d&8 suivantu, D, u et bg, olu, D sont des endomorphismes fletels que
D —u € o(B,{, )p),avecu € Rtel que

pu —u?+[D,u]l =0,

etbp € B. Autrement dit, I'espace vectoriel sous-jacent &e décompose suivadt =
Re & B & Rd, le crochet de Lie dd& étant donné par

[d,e]l = ue,
[d,a]l = D(a) — (bo,a)pe,
la,b] = ((u —u*)(a),b)pe,
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olla, b € B. PuisqueA est nilpotente, on @ = 0, et il existekg € N tel que(ad;)* = 0.
Or, pour toutk dansN, on a pouw € B,

(ad)*(a) = D*(a) — (bo, D" L(a))e.
En effet, c’est vrai pouk = 1, et si c’est vrai au rang, on a pouia € B,
(@d)) () = [d, (ad)*(@)] = [d, D (a)] = D*"Y(a) — (bo, DX (a) ) e

Donc siA est nilpotente d’ordréo, c’est-a-direC*(A) = 0 etCk—1(A) # 0, alorsD est
nilpotent d’ordreko et ImD*~1 c (Rbo)1)5. Réciproquement, s est nilpotent d’ordrég
et ImDko—1 < (Rbg)**'5, alorsA est nilpotente car € Z(A) et (ad,)? = 0 poura dansB.
La formuleu? = [D, u] implique alors que pour tout> 1,

(D —u)* = D* — ku o D¥1,

donc D — u est nilpotent. Comme, )p est euclidienne eb — u € o(B, (, )p), on a donc
D = u. Par conséqueni? = u? = [D, u] = 0, etA est au plus nilpotente d’ordre 3. O

4. Exemples. Commencgons par mettre en évidence quelques groupes de Lie ou toute
métrique pseudo-riemannienne invariante est non plate.

ProPOSITION 4.1. Le seul groupe de Lie d'Heisenberg qui admet une métrique
pseudo-riemannienne plate invariante est celui de dimer&ion

DEMONSTRATION. Le groupe de Lie d'Heisenberg de dimension 3 admet une métrique
lorentzienneplate invariante, puisque son algebre deAL&st double extension de8 =
Rb, (b,b)p = 1) par une droite suivant = D = 0, u = 0 ethg = b.

Supposons qué, ) est une pseudo-métrique plate sure= L(Ho+1), aveck > 1. |l
en résulte que le noyau de I'algébre symétrique a gadchst non réduit a zéro. En effet,
soit e un générateur d&(A) = [A, A]. Alors (e,e) = 0, sinonA = Re & (Re)*, avec
x-y = —(u(x),yeetex = xe = A(x)e + (e, e )u(x), pour tousx, y dans(Re), ol u
est antisymétrique et?> = 0. Or, ceci est absurde car le centreAlserait de dimension
strictement supérieure a 1. Puisque A] = Re et pour tousy, y dansA, (e - x,y) =
—(1/2)([x, y],e),onaL, =0.

Ceci entraine qua s’obtient par double extension a partir d’'une algébre pseudo-métrique
plate(B, (, )p) suivantu € o(B, {, )p), D = 0,bg etu = 0, avecu 2-nilpotent. Mais ceci
implique que le noyau de est de dimension supérieure a 1, ce qui est impossibl& ¢y
est de dimension 1. O

Mutatis mutandis, on obtient un résultat analogue a celui de Murakami (voir [14], p. 213)
dont nous utiliserons la propriété suivante.

PROPOSITION 4.2. Soit M une variété différentiable munie d’'une connexion locale-
ment plateV et d’'une métrique pseudo-riemannienne

Les conditions suivantes sont équivalentes
1. La pseudo-métrique est localement hessienne relativemeRt.a
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2. (Vz9)(X,Y) = (Vyg)(X, Z) pour tous champs de vectel¥sY, Z surM.
Nous pouvons énoncer alors le résultat suivant.

THEOREME 4.1. Legroupedeli& = GL(n, R) n"ladmet pas en général de métrique
pseudo-riemannienne plate invariante. Cependant il admet des pseudo-métriques bi-
invariantes localement hessiennes relatives a la structure affine bi-invariante canonique

DEMONSTRATION. D’aprés Proposition 4.2, dire qu'un groupe de Lie admet une
métrique localement hessienne invariante équivaut a dire que son algébre deatlimet
une forme quadratique non dégénéféetelle que, pour tous, y etz € G,ona

<X'Y»Z>_(Y'X:Z>=(%)"Z)_(%)C'Z),

ou (x, y) — x - y estle produit symétrique a gauche sudont provient la structure de Lie
deg (voir [15]).
Soit{, ) la forme bilinéaire symétrique non dégénérée définigjsar L(G) par

(M, N) = tr(MN),

pour tousM, N dansG = M,(R). L'égalit¢ (MN,P) = (M, NP ) pour tousM, N, P
dansg prouve que la métriqgue pseudo-riemannienne invariant& syui coincide aveg, )
en I'élément neutre est bi-invariante et loca@rhhessienne relativement a la structure affine
définie par le produit des matrices (voir [3]). a

Montrons que le groupe de Li€ = GL(2,R) n"ladmet pas de métrigue pseudo-
riemannienne plate invariante.

Supposons qué& soit un groupe de Lie pseudo-riemannien plat. Son algebre de Lie
G = M2(R) admet alors une forme quadratique non dégéngeides formules (1), (2) et (3)
entrainentque : G — o(G, ¢), (x — L) est une représentation d’algébres de Lie telle que
Idg soit un 1-cocycle, c’est-a-dire

(16) px)y —o(y)x =[x, y],

pour tousx, y dansG. PuisqueG’ = sl(2, R) est semi-simple, la restriction dea G’ est
complétement réductible. Il se présente alors trois cas. eit ung’-module simple,
soit G se décompose en somme directe de dg¢umodules simples de dimension 2, s@it
se décompose en somme directe dZirmodule simple de dimension 1 et d'@module
simple de dimension 3.

Soit{H, X, Y, T} la base d&; définie par

=6 5) =00 =G =03

La description des modules irréductibles st{2, R) ([7]), nous permet de voir qu’ il n’existe
pas de représentation depar des isométries infinitésimales dg, ¢) telle quegG soit un
G’-module simple. En effet, dans ce cas il existe une lise (e1, e2, e3, e4) de G telle
quep(H)(e1) = 3e1, p(H)(e2) = ez, p(H)(e3) = —e3, p(H)(eq) = —3ey et telle que
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p(X)(e1) = 0, p(X)(e2) = 3e1, p(X)(e3) = 2e2, p(X)(esa) = e3. Soit(, ) la forme po-
laire associée §. Le fait quep(H) € o(G, q) implique alors qug e1, e3) = (e3,e3) =
(e4,e3) = 0, car les espaces propres associés a des valeurs propres non opposées sont
orthogonaux relativement @& Mais comme I'égalité (¢ (X)(e3),e3) = 0 entraine que
(e2, e3) = 0, ceci estimpossible.
Supposons maintenant gdese décompose en somme directe de d¢umodules sim-
ples de dimension 2. Dans ce cas, il existe une lfse (e, 2, e3, e4) de G telle que
@(H)(e1) = e1, p(H)(e2) = —e2, (H)(e3) = e3, ¢(H)(ea) = —e4, p(X)(e1) = p(X)(e3) =
0, p(X)(e2) = e1, p(X)(ea) = ez etp(Y)(e1) = ez, p(Y)(e2) = ¢(¥Y)(esa) = 0, p(Y)(e3) =
e4. La matrice degy dans la bas# s'écrit alors

0O 0 0 8
0 0 -8 O
0 - 0 0
g 0 0 O

Commeyp(T) commute ave@(x) pour toutx dansg et est antisymétrique par rapporg gsa
matrice dans la bagg est de la forme

a 0 ¢ 0
0 a O c
b 0 —a O
0O b 0 =—a

On constate alors que Id n’est pas un 1-cocycle powar la condition (16) ne peut pas
étre vérifiée. Dans le cas @lise décompose en somme directe dfirmodule simple de
dimension 1 et d’'uy’-module simple de dimension 3, la méme démarche montre/ due
n'est pas un 1-cocycle.

4.1. Groupes de Lie pseudo-riemanniens plats de dimension 2 et 3. Toute métrique
pseudo-riemannienne invariante sur un groupe de Lie abélien étant plate, on s'intéresse dans
la suite a I'existence de métriques pseudo-riemanniennes plates invariantes sur un groupe de
Lie non abélien.

4.1.1. Dimension 2. Le groupe affine de la droiied(R). D’aprés le résultat de
Milnor, ce groupe n’admet pas de métrique plate invariante. Par contre, on peut le voir comme
le groupe cotangent pseudo-riemannien plat classique d’un groupe affine de dimension 1, ou
comme le groupe pseudo-riemannien plat double extension du groupe réduit a zéro par une
droite. La pseudo-métrique plate obtenue@ue A2 = Vect{a, b}, ou[a, b] = b, est celle
pour laquell§(a,a) = (b,b) =0et(a,b) = 1.

4.1.2. Lesgroupesde Lie pseudo-riemamsiplats de dimension 3. Le résultat précé-
dent permet de définir sur le groupe produit direct du groupe affine de la droite par une droite
une métrique lorentzienne plate invariante, produit de la métrique hyperbolique plate invari-
ante suiG A(R) et d’une métrique invariante sur la droite.

Il est connu qu’un groupe semi-simple n'admet pas de structure affine, donc les autre
groupes de dimension 3 qui admettent une pseudo-métrique plate sont nécessairement les



504 A. AUBERT AND A. MEDINA

produits semi-directs d’'un groupe de dimension 1 par un groupe distingué abélien. Soit donc
d un endomorphisme dB = R? et A I'algébre produit semi-direct ded par B, de crochet
de Lie[d, x] = d(x), pour toutx dansB.

Si A admet une pseudo-métrique plate) telle queB soit dégénéré, alorg est dou-
ble extension d’une algebre de DimensionRb, (b, b) = 1) par une droite suivant =
(1/2)(D + D*), D, u etbg, ou D vérifie u(D + D*) — (1/2)(D + D*)? = 0, et ceci signifie
qued est nilpotent (dans ce casest I'algébre de Lie du groupe d’'Heisenberg), ou bien a une
valeur propre double.

Si A admet une pseudo-métrique plate) telle queB soit non dégénéré, alodsa soit
deux valeurs propres opposées, soit son polyndme minimal est de lafgfe= X2 + o2,

Le tableau suivant fournit les pseudo-metiés plates ainsi mises en évidence sur les
algébres de Lie non abéliennes de dimension 3.

A crochet de Lie pseudo-métrique plate
0
A2 x R le1, e2] = e2, e3 € Z(A)
L(H3) [e1, e2] = e3, e3 € Z(A)
B x Rdy [e3, e1] = cwen, [e3, e2] = ez

B x Rdy | [e3, e1] = ae1, [e3, e2] =e1+aer

B x Rda [837 el] = ey, [83, 62] = —we2

B xRdy | les, e1] = aez, [e3, e2] = —aer

OOo0oOkrRr|  OFrRrO|rPOO|RPOO|PFPOO|OFR
OPRrRrPO0O|  0OO0OFrRr|  OPrPO|OPFrRPO| OFrRLPO| OO0
ANl A NeE =R NNl ANeNeo R ANk Xe)

ou le crochet et la pseudo-métrique s’exprime dans la méme(base, e3).

4.2. D’autres exemples de groupes de Lie pseudo-riemanniens plats.B SoiR"
I'algébre de Lie abélienne de dimensie®etd un endomorphisme dB. NotonsA l'algébre
de Lie B @ Rd produit semi-direct d&kd par B suivantd, c'est-a-dire dont le crochet de
Lie est donné pour tout dansB, par|[d, x] = d(x). Si nous munissong d'une forme
bilinéaire symétrique non dégénéréep telle qued soit un endomorphisme antisymétrique
de I'espace quadratiqua, (, )p), la pseudo-métrique, ) surA qui étend(, ) et telle que
Rd soit orthogonal &B, (, )p) est plate. En particulier, gi est un endomorphisme nilpotent
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principal @" = 0, d"~10), on peut construire une telle pseudo-métrique si et seulement si
n est impair. Dans ce cas il suffit de posef, e,—i+1)s = (-1t pour 1< i < n, ol
(e1,...,e,) est une base dB telle qued(er) = 0 etd(ex) = ex—1 pourl < k < n. Si

d est diagonalisable, il faut et il suffit que ses valeurs propres non nulles soient deux a deux
opposées. On peut alors défifir) 5 par

(e2i—1,e2;) =1 pour 1<i <k,
(ej,ej)=1 pour Z+1<j<n,
(ei,ej)=0 si i#j, sii#j—1, ousii#j+1,

ol (e, ... ,e,) €st une base formée de vecteurs propres tele que pour tout k i < k,
les vecteursy; _1 etey; soient associés a des valeurs propres opposeées, non nulles, et les autre
vecteurs de base appartiennent au noyadl. de

Dans le cas od est nilpotent principal mais ot est pair,A admet aussi une pseudo-
métrique plate car elle s’obtient par double extension: elle est alors somme orthogonale du
plan hyperbolique abélien Vdet, d} et de I'algébre abélienne Vdes, .. . , e,} munie de la
pseudo-métrique définie pae;, e,_;12) = (—1) pour2<i <n —1.

En résumé, nous avons la proposition suivante.

PrROPOSITION 4.3. Les algébres de Lie produit semi-direct d’'une droite par une al-
gébre de Lie abéliennB = R" suivantd € End B) admettent une pseudo-métrique plate

() sid estnilpotent principa{d” = 0,d" ! # 0),

(i) sid estdiagonalisable et ses valeurs propres non nulles sont deux a deux opposées
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