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Abstract. The determination of affine Lie groups (i.e., which carry a left-invariant
affine structure) is an open problem ([12]). In this work we begin the study of Lie groups with
a left-invariant, flat pseudo-Riemannian metric (flat pseudo-Riemannian groups). We show
that in such groups the left-invariant affine structure defined by the Levi-Civita connection is
geodesically complete if and only if the group is unimodular. We also show that the cotangent
manifold of an affine Lie group is endowed with an affine Lie group structure and a left-
invariant, flat hyperbolic metric. We describe a double extension process which allows us
to construct all nilpotent, flat Lorentzian groups. We give examples and prove that the only
Heisenberg group which carries a left invariant, flat pseudo-Riemannian metric is the three
dimensional one.

Introduction et Résumé. Un groupe de Liepseudo-riemannien platG est un groupe
de Lie muni d’une métrique invariante à gauche plate pseudo-riemannienne. L’algèbre de Lie
d’un tel groupe sera ditepseudo-métrique plate. La connexion de Levi-Civita deG fait deG

un groupe de Lieaffine, c’est-à-dire à structure affine invariante à gauche. Seuls les groupes
de Lie riemanniens plats sont connus. Ils ont été décrits par Milnor dans ([11], p. 298).

Etant données une structure affine et une métrique pseudo-riemannienneg invariantes à
gauche surG, on dit queg estlocalement hessiennesi elle s’exprime en coordonnées affines
comme la hessienne d’une fonction. Sig est plate, un argument identique à celui de Shima
([14], p. 213) prouve queg est localement hessienne relativement à la structure affine associée.

Voici une description succinte de nos principaux résultats concernant les groupes de Lie
pseudo-riemanniens plats et (ou) leurs algèbres.

La structure affine est géodésiquement complète si et seulement si le groupe est unimod-
ulaire (Théorème 1.1).

La variété cotangente d’un groupe de Lie affine est munie d’une structure de groupe
de Lie à métrique plate hyperbolique, c’est-à-dire de signature(n, n), invariante à gauche
canonique (Section 2).

Les groupes de Lie nilpotents lorentziens plats sont obtenus par un procédé dedouble
extensiond’un groupe de Lie riemannien plat abélien par un groupe de Lie unidimensionnel
(Théorème 3.1).

Notre notion de double extension d’une algèbre pseudo-métrique plate par une droite
(Section 3) est analogue à la notion de double extension des algèbres de Lie symplectiques ou
orthogonales de Medina-Revoy ([9], [10]).
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Les algèbres de Lie des groupes de Lie pseudo-riemanniens plats dont la connexion de
Levi-Civita est bi-invariante s’obtiennent par une suite de doubles extensions par une droite à
partir de l’algèbre à métrique plate de dimension un ou zéro (Proposition 3.3).

La notion de double extension permet de prouver que le seul groupe d’Heisenberg qui
soit muni d’une métrique pseudo-riemannienne plate invariante à gauche est celui de dimen-
sion 3. Dans ce cas, la métrique est lorentzienne (Proposition 4.1).

Dans Section 2, nous caractérisons les groupes de Lie à métrique hyperbolique plate
invariante à gauche contenant un sous-groupe de Lie distingué commutatif lagrangien, c’est-
à-dire totalement isotrope de dimension la moitié de la dimension du groupe (Théorème 2.1).

Malgré le fait queGL(n, R) ait des pseudo-métriques hessiennes bi-invariantes rela-
tives à des structures affines bi-invariantes, il n’admet pas en général de métrique pseudo-
riemannienne plate invariante à gauche (Théorème 4.1).

Les auteurs remercient M. Bordemann pour ses remarques utiles, en particulier celles
concernant Lemme 1.1.

Dans la suite, les groupes de Lie seront supposés connexes, et par objets invariants sur
des groupes de Lie nous entendrons objets invariants par les translations à gauche du groupe.

1. Groupes de Lie pseudo-riemanniens plats et groupes de Lie affines.SoitG un
groupe de Lie muni d’une métrique pseudo-riemannienne plate invarianteµ. La connexion
de Levi-Civita∇ associée àµ étant plate, elle définit une structure affine invariante à gauche
surG. D’autre part, puisque pour tousX,Y,Z champs de vecteurs surG,

X · µ(Y,Z) = µ(∇XY,Z)) + µ(Y,∇XZ) ,

il résulte que l’on a pour tousx, y, z dansG = TεG, oùε est l’élément neutre deG,

x+ · µ(y+, z+) = µ(∇x+y+, z+) + µ(y+,∇x+z+) ,

x+ étant le champ invariant à gauche associé àx. Ainsi, le produit, dit de Levi-Civita, défini
surG parx · y = (∇x+y+)(ε) vérifie

(1) 0 = 〈x · y, z〉 + 〈y, x · z〉
où 〈 , 〉 = µε.

Que la connexion∇ soit à courbure et torsion nulles s’exprime par les identités

(2) (x · y) · z − x · (y · z) = (y · x) · z − y · (x · z)

(3) [x, y] = x · y − y · x

pour tousx, y, z dansG.

Les formules (1) et (3) impliquent l’identité

(4) 〈x · y, z〉 = 1

2
{〈[x, y], z〉 − 〈[y, z], x〉 + 〈[z, x], y〉} .
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Un espace vectoriel muni d’un produitx · y = Lxy = Ryx vérifiant(2) est appelé une
algèbre symétrique à gauche (S.G). Dans une telle algèbre, le crochet défini par (3) est un
crochet de Lie, ditsous-jacent au produit S.G. Si ce crochet coïncide avec un crochet de Lie
donné au départ, on dit que le produit symétrique à gauche est compatible avec la structure de
Lie. Ceci motive la notion suivante.

DÉFINITION 1.1. On appellealgèbre de Lie pseudo-métrique plateune algèbre de
Lie G munie d’une forme quadratique non dégénéréeq et d’un produit symétrique à gauche
compatible avec la structure de Lie tels que les multiplications gauches soient des endomor-
phismes deG antisymétriques par rapport àq.

Dans la suite, on appeleraespace quadratiqueun espace vectorielV muni d’une forme
quadratique non dégénéréeq. Le groupeI (V, q) des isométries de(V , q) peut être con-
sidéré comme le produit semi-direct(V ,+) ×Id O(V, q) du sous-groupe distingué(V ,+)

de translations par le sous-groupeO(V, q) de transformations orthogonales au moyen de la
représentation identité. Son algèbre de LieV ×id o(V , q) est donc le produit semi-direct de
l’idéal abélienV par la sous-algèbreo(V , q) des isométries infinitésimales de(V , q).

Pour commencer, remarquons le fait suivant.

PROPOSITION 1.1. SoitG un groupe de Lie de groupe revêtement universelG̃. Alors
G est pseudo-riemannien plat si et seulement siG̃ admet une représentation affine par des
isométries d’un espace quadratique(V , q) ayant un point à orbite ouverte et isotropie dis-
crète.

DÉMONSTRATION. D’après les formules (1), (2) et (3), si(G,µ) est pseudo-
riemannien plat, l’applicationθ : x �→ (x, Lx) est un homomorphisme de Lie deG dans
G ×id o(G, 〈 , 〉). Par passage à l’exponentielle, on obtient alors un homomorphisme de
groupes de Lie

ρ : G̃ → I (G, q)

σ �→ (Q(σ), Fσ ) .

Il est clair que l’application orbitale

π : G̃ → Orb(0)

σ �→ Q(σ) + Fσ (0)

est un revêtement.
Réciproquement, soientρ : G̃ → I (V, q) un homomorphisme de groupes de Lie et

v ∈ V un point tel que l’application orbitaleπ : G̃ → Orb(v) soit un revêtement. Munissons
l’ouvert Orb(v) deV de la connexion induite par la connexion usuelle∇0 deV . Il est évident
que∇0 est la connexion de Levi-Civita deq. Puisqueπ est équivariante par les actions
de G̃ sur lui-même par multiplications gauches et surV moyennant la représentationρ, la
connexion∇ pré-image de∇0 par π est plate et invariante à gauche. En outre, puisqueG̃
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opère sur(V , q) par des isométries,∇ est aussi la connexion de Levi-Civita associée à la
pseudo-métrique invariante surG̃ définie parq. �

Voici une conséquence de la proposition.

THÉORÈME 1.1. Soit(G,µ) un groupe de Lie pseudo-riemannien plat. La structure
affine définie par la connexion de Levi-Civita est géodésiquement complète si et seulement si
G est unimodulaire.

DÉMONSTRATION. En effet soitx ∈ G et L∗
x le transposé deLx relativement à〈 , 〉.

Soit ϕ : G → G∗ l’isomorphisme canonique d’espaces vectoriels(x �→ 〈x, ·〉). Puisque
L∗

x = ϕ−1 ◦tLx ◦ ϕ, nous avons tr(L∗
x) = tr(tLx) = tr(Lx). Ceci prouve que tr(Lx) = 0, car

nous savons queLx ∈ o(G, 〈 , 〉), c’est-à-direLx + L∗
x = 0.

D’autre part, que∇ est géodésiquement complète signifie que les multiplications
droitesy �→ Rxy = y · x sont nilpotentes pour toutx dansG, ce qui revient à dire que
l’homomorphisme d’algèbres de Liex �→ tr(Rx) est nul ([6]). Or l’égalitéRx − Lx = adx

nous permet de conclure que tr(Rx) = tr(adx).
Par conséquent pour que tr(Rx) = 0 pour toutx dansG, il faut et il suffit que tr(adx) = 0

quel que soitx dansG, ce qui prouve le résultat. �

La proposition permet de bien comprendre la preuve du résultat suivant.

THÉORÈME 1.2 (Milnor, [11]). Un groupe de Lie à métrique riemannienne invariante
à gauche est plat si et seulement si son algèbre de Lie se décompose en une somme directe
orthogonaleB⊕U , oùB est une sous-algèbre abélienne,U un idéal abélien etB opère surU
par des transformations antisymétriques, c’est-à-direadb appartient ào(U, 〈 , 〉), pour tout
b dansB.

DÉMONSTRATION. L’idée de la preuve est la suivante. On considère la représentation
d’algèbre de LieL. Son noyau est un idéal bilatère d’algèbre symétrique à gauche carRx =
−adx pour toutx dans KerL. L’algèbre symétrique à gaucheG/KerL est alors isomorphe
à la sous-algèbre ImL de l’algèbre de Lie compacteo(G, q). Ainsi ImL se décompose en
produit direct orthogonal d’algèbres de Lie simples ou de dimension 1. Puisque chacun de ses
facteurs est symétrique à gauche, il n’y a pas de facteur simple, de sorte que ImL est abélienne.
L’algèbre de LieG/KerL étant isomorphe à(KerL)⊥, il résulte queG est le produit semi-
direct KerL ⊕ (KerL)⊥, l’action de(KerL)⊥ sur KerL se faisant par des endomorphismes
antisymétriques. �

D’après la preuve de la proposition 1.1, il est évident qu’un groupe de Lie simplement
connexe affine peut être regardé comme un sous-groupe du groupe des transformations affines
deG = L(G). La clé de voûte du théorème de structure de Milnor réside dans le fait que
G admet des sous-groupes non triviaux formés de translations. Cette observation motive
le résultat suivant, qui nous permettra de décrire la structure des groupes de Lie nilpotents
lorentziens plats (Théorème 3.1).
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LEMME 1.1. Un groupe de Lie nilpotent lorentzien plat simplement connexe, vu comme
groupe de transformations affines de son algèbre de Lie, contient des sous-groupes à un
paramètre non triviaux formés de translations.

DÉMONSTRATION. Soit(G, g ) un groupe de Lie nilpotent lorentzien plat simplement
connexe d’algèbre de LieA. Soient〈 , 〉 la métrique lorentzienne plate surA qui coïncide
avecg en l’élément neutre deG, et(a, b) �→ a · b = Lab le produit de Levi-Civita associé.

D’après Proposition 1.1, le groupeG admet une représentation affineρ par des isométries
de l’espace quadratique(A, 〈 , 〉). Puisque l’on a

ρ(exp a) = exp (a,La) =
( ∞∑

k=1

1

k!L
k−1
a (a),ExpLa

)
,

un élément non nula deA tel queLa = 0 détermine un sous-groupe à un paramètre(t �→
exp ta) non trivial formé de translations. Nous allons prouver que de tels éléments existent,
c’est à dire queN(A) = {a ∈ A | La = 0} est non réduit à 0.

Si n + 1 est la dimension deA, l’application L : a �→ La est un homomorphisme
d’algèbres de Lie deA danso(n, 1). CommeG est nilpotent,G est unimodulaire donc d’aprés
Théorème 1.1, l’algèbre symétrique à gaucheA est nilpotente. Du fait queA est nilpotente en
tant qu’algèbre de Lie et en tant qu’algèbre symétrique à gauche, il suit d’aprés Proposition
26 de [6] que lesLa sont nilpotents.

D’autre part, la sous-algèbre de Lieo(n) deo(n, 1) est compacte pourn ≥ 3. SoitLa

élément de la sous-algèbreB := {La, a ∈ A}∩ o(n) deo(n, 1). Il existe alors un sous-espace
V deA de dimensionn stable parLa tel que〈 , 〉|V ×V soit définie positive et telle queLa|V
soit une isométrie infinitésimale de(V , 〈 , 〉|V ×V ). Faisons l’hypothèse queLa ∈ B\{0}.
Alors il existex ∈ V tel queLa(x) �= 0. Supposons queLk

a(x) �= 0. Il suit alors que

〈L2k
a (x), x 〉 = 〈Lk

a(x), Lk
a(x)〉 �= 0 .

Par conséquent,La ne peut pas être nilpotent. DoncB = {0}.
Supposons la représentationL fidèle. On a alors dim{La, a ∈ A} = n + 1 et commeB

est réduite à zéro, on a dimA + dimo(n) ≤ dimo(n, 1), ce qui est absurde.
Il reste alors à vérifier que pourn = 1 ou 2, c’est-à-dire siA est de dimension 2 ou 3,

on a toujoursN(A) �= {0}. Si A est de dimension 2, le résultat est immédiat puisqu’alorsA

est abélienne et donc le produit de Levi-Civita est nul. SiA est non abélienne de dimension
3, alorsA est l’algèbre de Lie d’Heisenberg, c’est-à-dire qu’il existe une base{e0, e1, e2} de
A telle quee0 ∈ Z(A) et [e1, e2] = e0. Supposons queLe0 �= 0. Alors il existex, y ∈ A tels
que〈Le0x, y〉 = −(1/2)〈 [x, y], e0 〉 �= 0.

Par conséquent〈e0, e0〉 �= 0 etA = I ⊕ I⊥, oùI = Re0. Soite ∈ I tel que〈e, e〉 = ±1.

Puisque[A,A] = I , nous avons d’après la formule (4)〈 x · y, z 〉 = 0 pour tousx, y, z dans
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I⊥. Par ailleurs,〈x · y, e〉 = −〈y, x · e〉, donc le produit symétrique à gauche surA s’écrit

x · y = −〈 y, u(x) 〉e ,

x · e = e · x = λ(x)e + u(x) ,

e · e = 0 ,

où λ ∈ (I⊥)∗ et u ∈ g l(I⊥). L’égalité 〈e · x, y〉 + 〈x, e · y〉 = 0 équivaut à〈u(x), y〉 +
〈x, u(y)〉 = 0. On a de plus[Le,Lx ](e) = 0 donc

e · (λ(x)e + u(x)) = 0 ,

c’est-à-direu2 = 0. Par conséquent, le noyau deu est non nul, ce qui est absurde puisqu’alors
le centre deA serait de dimension supérieure ou égale à 2. DoncLe0 = 0. �

La connexion de Levi-Civita associée à une métrique bi-invariante (pour laquelle les
translations à droite sont des isométries) est donnée par∇XY = (1/2)[X,Y ] d’aprés la for-
mule (4). Elle est donc plate si et seulement si le groupe en question est 2-nilpotent. Plus
généralement, la proposition suivante va nous permettre de décrire (Proposition 3.3) les al-
gèbres de Lie des groupes de Lie pseudo-riemanniens plats où les translations à droite sont
aussi des applications affines. Dans ce cas, nous dirons que la connexion de Levi-Civita est
bi-invariante.

PROPOSITION 1.2. Soit (G, g ) un groupe de Lie simplement connexe pseudo-
riemannien plat tel que la connexion de Levi-Civita associée àg soit bi-invariante. Alors
G est un groupe nilpotent qui contient des sous-groupes à un paramètre non triviaux formés
de translations.

DÉMONSTRATION. Il est connu qu’un groupe de LieG est muni d’une connexion
plate bi-invariante si et seulement si le crochet de Lie dansA = L(G) est sous-jacent à un
produit associatif (voir par exemple [8]). Par conséquent, siG est un groupe de Lie pseudo-
riemannien plat dont la connexion de Levi-Civita est bi-invariante, son algèbre de LieA est
munie d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée〈 , 〉 et d’un produit associatifLab =
a ·b tel que pour touta dansA, l’endomorphismeLa soit antisymétrique. L’égalitéLa ◦Lb =
La·b implique queLa ◦ Lb est antisymétrique. Par conséquent,La ◦ Lb + Lb ◦ La = 0 pour
tousa, b dansA, ou ce qui revient au mêmeLa ◦ La = 0 pour touta dansA. On en déduit
que l’algèbre associativeA n’a pas d’élément idempotente, c’est-à-dire d’élément non nule

tel quee ·e = e, car sinon(Le ◦Le)(e) = e �= 0. Or, l’absence d’idempotent dans une algèbre
associative équivaut au fait que cette algèbre soit nilpotente ([1], Th.II.8), c’est à dire au fait
qu’il existek ≥ 2 tel que

Ak = Vect{x1 · x2 · · · · xk; xi ∈ A} = 0 .

Par conséquent, pourk0 tel queAk0 = 0 etAk0−1 �= 0, on aLa = 0 pour touta ∈ Ak0−1\{0},
doncG contient des sous-groupes non triviaux à un paramètre formés de translations. Par
suite, l’algèbre de LieA est nilpotente. �
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2. Le cotangent pseudo-riemannien plat d’un groupe de Lie affine. Analysons
en détail l’algèbre de Lie d’un groupe de LieG pseudo-riemannien plat contenant un sous-
groupe distingué abélien totalement isotrope de dimension la moitié. Ceci signifie queA est
munie d’une pseudo-métrique plate〈 , 〉 pour laquelle il existe un idéal de LieI abélien tel
queI = I⊥.

Etudions la structure de l’algèbre symétrique à gauche(A, ·), oùLab = a · b désigne le
produit de Levi-Civita associé à〈 , 〉. De la formule

〈Lxa, b 〉 = (1/2){〈 [x, a], b 〉 − 〈[a, b], x 〉 + 〈 [b, x], a 〉} = 0

si x ∈ A eta, b ∈ I , on déduit queI est un idéal bilatère deA, et de

〈Lab, x 〉 = − 〈b,Lax 〉 = 0 ,

queI est à produit nul.
On a alors la suite exacte d’algèbres symétriques à gauche

0 → I → A
π→ A/I = B → 0 ,

où I est à produit nul. Sis est une section linéaire deπ , l’espace vectoriels(B) est muni
d’une structure d’algèbre S.G, définie pars(a) ∗ s(b) = p(s(a) · s(b)), oùp est la projection
surs(B) parallèlement àI , isomorphe à celle deB. Dans la suite, nous identifierons donc les
algèbres symétriques à gaucheB et s(B).

Le produit surA est alors défini par une structure deB-bimodule surI et un 2-cocycle
d’algèbre symétrique à gauchef : B × B → I (voir [13]).

L’égalité I = I⊥ signifie queI s’identifie àB∗ par l’isomorphisme d’espaces vectoriels
ϕ : I → B∗, (x �→ 〈x, ·〉). Etudions l’action à gauche deB surI = B∗. Pour tousb, b′ ∈ B

et tousβ ∈ B∗, on a〈b · β, b′〉 + 〈β, bb′〉 = 0, c’est-à-dire〈b · β, b′〉 = −〈β, bb′ 〉. Par
conséquent,

b · β = −tLbβ ,

où Lbb
′ = bb′ désigne la multiplication gauche dansB. L’action à gauche deB surB∗ est

donc la contragrédiente de la représentationL.
Etudions l’action à droite deB surB∗. L’application

Φa,b : B∗ → R

β �→ 〈β · a, b 〉 ,

poura, b dansB, définit surB un produit noté◦ par

〈β, a ◦ b〉 = 〈β · a, b〉 ,

pour toutβ ∈ B∗.
Nous obtenons ainsi une structure deB-bimodule surB∗ si et seulement si le produit

S.G. surB et le produit◦ sont liés par la relation

(5) a ◦ (b ◦ c) + a(b ◦ c) = (ab) ◦ c + b ◦ (ac)

pour tousa, b, c dansB.
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NotonsL′ la représentation linéaire deB dansB

B → g l(B∗)
a �→ L′

a : b �→ a ◦ b

Le produit surA s’exprime alors par

(6) (α + a)(β + b) = (α · b + a · β + f (a, b)) + ab ,

où

(7)

{
α · b = (b′ �→ α(b ◦ b′)) = tL′

b(α) ,

a · β = (b′ �→ −β(ab′)) = −tLaβ = L∗
aβ .

Pour que ce produit soit antisymétrique par rapport à〈, 〉 il faut et il suffit que le produit◦ soit
anticommutatif, autrement dita ◦ b + b ◦ a = 0, et que le 2-cocyclef vérifie

(8) f (a, b)(c) + f (a, c)(b) = 0

pour tousa, b, c dansB.
En résumé nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Soit (A, 〈 , 〉) une algèbre pseudo-métrique plate admettant un
idéal bilatèreI totalement isotrope avecdimI = (1/2)dimA. La suite exacte canonique
d’algèbres symétriques à gauche

0 → I → A → A/I = B → 0

détermine sur l’algèbreB = A/I un produit anticommutatif◦ vérifiant(5) et munitB∗ de la
structure deB-bimodule(7). L’algèbre symétrique à gaucheA est alors extension deB par
B∗ suivant un2-cocyclef ∈ Z2

SG(B,B∗) vérifiant(8).
Réciproquement soitB est une algèbre symétrique à gauche munie d’un produit anti-

commutatif◦ tel que l’égalité(5) soit vérifiée. AlorsB∗ est unB-bimodule pour(7). Si de
plusf ∈ Z2

SG(B,B∗) vérifie(8), l’espace vectorielA = B∗ ⊕ B muni du produit(6) et de la
pseudo-métrique définie pourα, β ∈ B∗ eta, b ∈ B,

〈α + a, β + b 〉 = α(b) + β(a)

est une algèbre de Lie pseudo-métrique plate.

Nous poserons

DÉFINITION 2.1. L’algèbre pseudo-métrique plate de Proposition 2.1 est appelée al-
gèbre pseudo-métrique platecotangentede l’algèbre symétrique à gaucheB suivant le produit
◦ et le cocyclef .

Si ◦ etf sont nuls, on dira queA est l’algèbrecotangente classiquedeB.

OBSERVATION. SoitG un groupe de Lie simplement connexe dont l’algèbre de LieA

est sous-jacente à un produit S.G. défini par une représentationL : A → g l(A). La variété
cotangenteT ∗G est munie d’une structure de groupe de Lie dont l’algèbre de LieL(T ∗G)

est l’algèbre produit semi-direct deA parA∗ suivant la représentation contragrédiente deL
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([10]). Le groupeT ∗G sera dit lecotangent classiquedu groupe affineG. Plus généralement,
la structure de groupe de Lie surT ∗G dont l’algèbre de Lie est la cotangente deA suivant un
produit◦ et un cocyclef sera dite lastructure cotangente torduedu groupe affineG. Comme
application immédiate de Proposition 2.1, nous avons le résultat suivant.

THÉORÈME 2.1. SoitG un groupe de Lie simplement connexe. Le groupeG admet
une métrique pseudo-riemannienne plate invariante à gauche pour laquelleG contient un
sous-groupe distingué abélien lagrangien si et seulement siG est isomorphe à un groupe
cotangent tordu d’un groupe de Lie affineH .

Etudions la complétude des groupes pseudo-riemanniens plats qui sont des cotangents
d’un groupe affine. Il suffit de voir à quelles conditions l’algèbre pseudo-métrique plate cotan-
gente d’une algèbre S.G. est munie d’un produit symétrique à gauche nilpotent, c’est-à-dire
pour lequel les multiplications droites sont nilpotentes.

Soit A = B∗ ⊕ B l’algèbre pseudo-métrique plate cotangente deB suivant le produit◦
et le 2-cocyclef . Les multiplications droites dansA sont données, poura, b dansB et α, β

dansB∗, par

Rab = b · a = f (a, b) + ba ,

Raβ = β · a = (b �→ β(a ◦ b)) = tL′
aβ ,

Rβa = a · β = −tLaβ ,

Rβα = 0

donc lesRβ , sont nilpotents et lesRa sont nilpotents si et seulement si les multiplications
droites dansB sont nilpotentes ainsi que les endomorphismestL′

b de B∗. On en déduit le
lemme suivant.

LEMME 2.1. Soit A l’algèbre pseudo-métrique plate cotangente d’une algèbre
symétrique à gaucheB suivant le produit◦ et le 2-cocyclef . Alors l’algèbre symétrique
à gaucheA est nilpotente si et seulement si l’algèbre symétrique à gaucheB est nilpotente et
le produit◦ est tel queL′

a : (b �→ a ◦ b) est nilpotent pour touta dansB.

En particulier l’algèbre cotangente classique d’une algèbre symétrique à gaucheB est
nilpotente si et seulement siB est nilpotente. Autrement dit, la structure affine du groupe
de Lie cotangent classique d’un groupe affine est complète si et seulement si celle du groupe
affine de départ est complète.

3. Double extension d’une algèbre de Lie pseudo-métrique plate par une droite.
Rappelons quelques faits utiles de la cohomologie des algèbres symétriques à gauche, dévelop-
pée dans [13]. SoitA une algèbre S.G. etM un espace vectoriel. MunirM d’une structure de
A-bimodule équivaut à se donner deux applications

λ : A × M → M et ρ : M × A → M

(a,m) �→ aM · m (m, a) �→ m · aM
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telles que pour tousa, b ∈ A etm dansM, on ait

aM · (bM · m) − bM · (aM · m) = [a, b]M · m ,

aM · (m · bM) − (aM · m) · bM = m · (ab)M − (m · aM) · bM .

Si M est unA-bimodule, un 2-cocycle deA à valeurs dansM est une application bil-
inéairef : A × A → M qui vérifie poura, b, c dansA,

f (a · b − b · a, c) = f (a, b · c) − f (b, a · c) + aM · f (b, c)

− bM · f (a, c) − (f (a, b) − f (b, a)) · cM .

On dit quef est un 2-cobord s’il existe une application linéaireϕ : A → M telle que,
poura, b dansA,

f (a, b) = aM · ϕ(b) + ϕ(a) · bM − ϕ(ab) .

On noteH 2
SG(A, R) le quotient de l’espace des 2-cocyclesZ2

SG(A, R) par l’espace des
2-cobordsB2

SG(A, R).
Soit A− l’algèbre de Lie sous-jacente àA et N un A−-module. Un 1-cocycle deA− à

valeurs dansN est une application linéaireu : A → N telle que

u([a, b]) = aN · u(b) − bN · u(a) .

On dit queu est un 1-cobord s’il existen0 appartenant àN tel queu(a) = aN ·n0, pour touta
appartenant àA. Nous noteronsH 1

L(A,N) le quotient de l’espace des 1-cocyclesZ1
L(A,N)

par l’espace des 1-cobordsB1
L(A,N). On a alors le lemme suivant.

LEMME 3.1. Si (A, 〈 , 〉) est une algèbre de Lie pseudo-métrique plate, la formule
f (a, b) = 〈u(a), b 〉 induit un isomorphisme entreH 2

SG(A, R) et H 1
L(A,A), où R est vu

comme unA-bimodule trivial etA est unA-module pour la représentationL.

DÉMONSTRATION. Pour prouver le lemme, il suffit de remarquer quef est un 2-
cocycle d’algèbre S.G (resp. un 2-cobord) si et seulement siu est un 1-cocycle (resp. un
1-cobord) d’algèbres de Lie. �

Donnons maintenant une description des algèbres de Lie pseudo-métriques plates admet-
tant un idéal bilatèreI de dimension 1 tel queI ⊂ I⊥ avecI⊥ un idéal bilatère.

LEMME 3.2. Soit(A, 〈 , 〉) une algèbre de Lie pseudo-métrique plate. SiI est un idéal
bilatère de dimension 1 totalement isotrope, alors

1. I est à produit nul, I · I⊥ = 0 et I⊥ est un idéal à gauche,
2. I⊥ est un idéal à droite⇔ I⊥ · I = 0,

3. SiI⊥ est un idéal bilatère deA, alors les suites canoniques

(9) 0 → I → I⊥ → I⊥/I → 0 ,

(10) 0 → I⊥ → A → A/I⊥ → 0 ,

(11) 0 → I → A → A/I → 0 ,

(12) 0 → I⊥/I → A/I → A/I⊥ → 0
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sont des suites exactes d’algèbres symétriques à gauche. L’algèbre de Lie quotientB = I⊥/I

admet une pseudo-métrique plate canonique, et(10) et (12) sont des suites exactes scindées
d’algèbres de Lie.

DÉMONSTRATION. 1. Pourx dansI , y dansI⊥ eta dansA, l’égalité

〈x · y, a〉 = −〈y, x · a〉 = 0

entraîneI · I⊥ = 0, donc en particulierI · I = 0, et

〈a · y, x〉 = −〈y, a · x〉 = 0

entraîneA · I⊥ ⊂ I⊥.
2. Pour x, y et a comme dans 1), on a〈 y · a, x 〉 = 0 si et seulement si

〈a, y · x〉 = 0, ce qui montre l’équivalence

I⊥ · A ⊂ I⊥ ⇐⇒ I⊥ · I = 0 .

3. Comme〈 , 〉 induit sur I⊥ une forme bilinéaire de radicalI , on en déduit que
〈 , 〉|I⊥×I⊥ définit, par passage au quotient, une forme bilinéaire non dégénérée surB = I⊥/I ,
que l’on note〈 , 〉B .

Si l’on note x̄ la classe moduloI d’un élémentx ∈ I⊥, et x̄ȳ le produit symétrique à
gauche surB on aura〈 x̄, ȳ 〉B := 〈 x, y 〉 et donc, pourx, y, z dansI⊥,

〈 x̄ȳ, z̄ 〉B + 〈 ȳ, x̄z̄ 〉B = 〈 x·y, z̄ 〉B + 〈 ȳ, x·z 〉B = 〈 x·y, z 〉 + 〈 y, x·z 〉 = 0

donc(B, 〈 , 〉B) est une algèbre pseudo-métrique plate. De plus,A/I⊥ étant de dimension 1,
les suites(10) et (12) sont des suites exactes scindées d’algèbres de Lie. �

L’algèbre de Lie pseudo-métrique plateB = I⊥/I sera ditealgèbre de Lie pseudo-
métrique plate réduitedeI⊥ suivantI .

Dans la suite, on suppose queI⊥ est un idéal bilatère. PosonsI = Re. Soit Rd une
droite deA en dualité avecI relativement à〈 , 〉 où d est tel que〈 e, d 〉 = 1. Soit B̂ :=
(Vect{e, d})⊥. AlorsA s’identifie en tant qu’espace vectoriel àRe ⊕ B̂ ⊕ Rd etI⊥ àRe ⊕ B̂.

Le produit surI⊥ peut s’écrire

(λe + a) · (µe + b) = f (a, b)e + a ∗ b ,

pourλ,µ ∈ R eta, b dansB̂, oùa ∗ b désigne la composante dea · b surB̂. Que ce produit
est symétrique à gauche équivaut à dire que l’application(a, b) �→ a ∗b fait deB̂ une algèbre
S.G. et quef est un 2-cocycle scalaire de cette algèbre.

De plus, l’isomorphisme canonique d’espaces vectorielsϕ : B̂ → B = I⊥/I , qui àa

associēa est en fait un isomorphismed’algèbres symétriques à gauche.
Dans la suite, nous identifierons donc les algèbres symétriques à gaucheB̂ etB = I⊥/I ,

et nous noteronsab = L′
ab le produit surB.

La suite (9) équivaut ainsi à la donnée de la classe de cohomologie d’un 2-cocyclef ∈
Z2

SG(B, K), donc d’un 1-cocycleu ∈ Z1
L(B,B) tel que

f (a, b) = 〈u(a), b〉 ,
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poura, b dansB.
CommeI = Re et I⊥ = Re ⊕ B sont des idéaux bilatères deA, donc de Lie, le crochet

surA s’exprime, poura, b dansB, par

[d, e] = µe ,

[d, a] = D(a) + α(a)e ,

[a, b] = [a, b]B + 〈(u − u∗)(a), b〉e ,

oùµ ∈ R, D ∈ g l(B) etα ∈ B∗.
De plus, l’égalité〈 a · b, d 〉 = 〈u(a), b 〉 implique queD −u ∈ o(B, 〈 , 〉B), c’est-à-dire

(D − u)∗ = −(D − u).

En utilisant l’égalité(4) qui définit le produit surA, on obtient les formules

(13)




e · e = e · a = a · e = 0 ,

a · b = 〈u(a), b 〉Be + ab ,

e · d = 0 ,

d · e = µe ,

d · d = b0 − µd ,

d · a = −〈 b0, a 〉Be + (D − u)(a) ,

a · d = −u(a) .

Ceci définit un produit symétrique à gauche surA si et seulement si l’on a, poura, b

dansB,

(d · a) · b − (a · d) · b = d · (a · b) − a · (d · b) ,

ce qui équivaut aux égalités (14) et (15) suivantes.

(14) 〈 b0, ab 〉B = 〈µu(a) − u2(a) + D(u(a)) − u(D(a)), b 〉B ,

(15) au(b) − u(ab) = D(a)b + aD(b) − D(ab) .

La formule (14) signifie que la forme bilinéaire surB

ωD,u : (a, b) �→ 〈µu(a) − u2(a) + D(u(a)) − u(D(a)), b 〉B
est un 2-cobord scalaire de l’algèbre symétrique à gaucheB, et la formule (15) veut dire que
l’application bilinéaire surB définie parαu(a, b) = au(b) − u(ab) est la différentielle de
D pour la cohomologie de l’algèbre symétrique à gaucheB à valeurs dans leB-bimodule
canoniqueB.

Remarquons que (15) etu ∈ Z1
L(B,B) entraînent queD est une dérivation de Lie deB.

Pour résumer, énonçons la proposition suivante.

PROPOSITION 3.1. Soit (A, 〈 , 〉) une algèbre de Lie pseudo-métrique plate etI un
idéal bilatère de dimension1 totalement isotrope tel queI⊥ soit aussi un idéal bilatère de A.
Désignons parB = I⊥/I l’algèbre de Lie pseudo-métrique plate réduite. Alors le produit
symétrique à gauche surA est donné par les formules(13), où u est un1-cocycle d’algèbre
de Lie deB à valeurs dansB vu commeB-module pour la multiplication gauche, etD est
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une dérivation de l’algèbre de LieB, avecD etu liés par(15) et tels queωD,u ∈ B2
SG(B, R)

et (D − u) soit antisymétrique par rappport à la pseudo-métrique〈 , 〉B surB .

Réciproquement, l’analyse faite ci-dessus fournit une méthode de construction d’algèbres
pseudo-métriques plates.

PROPOSITION 3.2. Soit(B, 〈 , 〉B) une algèbre de Lie pseudo-métrique plate, et soient
u ∈ Z1

L(B,B) et D ∈ Der(B) liés par (15) tels que(D − u) ∈ o(B, 〈 , 〉B) et ωD,u ∈
B2

SG(B, R). Sib0 vérifieωD,u(a, b) = 〈 b0, ab 〉, alors l’espace vectorielA = Re ⊕ B ⊕ Rd

muni du produit symétrique à gauche(13) et de la pseudo-métrique〈 , 〉 qui étend〈 , 〉B et
pour laquelleVect(e, d) est un plan hyperbolique orthogonal àB, est une algèbre de Lie
pseudo-métrique plate.

Ce qui précède justifie la définition qui suit.

DÉFINITION 3.1. L’algèbre de Lie(A, 〈 , 〉) obtenue dans la proposition(3.2) est ap-
peléealgèbre pseudo-métrique plate double extension de l’algèbre de Lie pseudo-métrique
plate(B, 〈 , 〉B) suivant(u,D,µ) etb0.

Nous avons le corollaire immédiat suivant.

COROLLAIRE 3.1. Soit G un groupe de Lie pseudo-riemannien plat dont l’algèbre
de Lie s’obtient par double extension par une droite à partir d’une algèbre de Lie pseudo-
métrique plate. AlorsG contient des sous-groupes à un paramètre non triviaux formés de
translations.

De plus, Proposition 1.2 nous permet d’établir le résultat qui suit.

PROPOSITION 3.3. Soit (A, 〈 , 〉) une algèbre de Lie pseudo-métrique plate pour
laquelle le produit de Levi-Civita est associatif. AlorsA s’obtient à partir de{0} ou à partir
de(Rx, 〈 x, x 〉 = 1) par une suite de doubles extensions par une droite.

DÉMONSTRATION. Soit(A, 〈 , 〉) une algèbre de Lie pseudo-métrique plate pour laque-
lle le produit de Levi-CivitaLab = a · b est associatif. D’aprés Proposition 1.2, l’algèbre de
Lie A est nilpotente etN(A) �= 0. Par conséquentN(A) ∩ Z(A), oùZ(A) désigne le centre
de l’algèbre de LieA, est non réduit à zéro. Sie ∈ N(A) ∩Z(A)\{0} alorsI = Re et I⊥ sont
des idéaux bilatères. On a en effet

〈 e, x · a 〉 = 〈 x · e, a 〉 = 0 ,

〈 e, a · x 〉 = −〈 a · e, x 〉 = 0

pour a dansI⊥ et x dansA. DoncA s’obtient par double extension à partir d’une algèbre
pseudo-métrique plate(B, 〈 , 〉B) . SurA = Re⊕B ⊕Rd, le produit de Levi-Civita est donné
par les formules (13) et on constate que l’associativité de ce produit implique l’associativité du
produit de Levi-Civita surB. Par conséquent,A s’obtient par une suite de doubles extensions
par une droite à partir de{0} si A est de dimension paire, ou de(Rx, 〈 x, x 〉 = 1) si A est de
dimension impaire. �
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La proposition suivante décrit les groupes de Lie nilpotents à métrique lorentzienne plate.
On appelleraalgèbre de Lie euclidienneune algèbre de Lie munie d’une forme quadratique
définie positive ou définie négative.

THÉORÈME 3.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent. AlorsG admet une métrique
lorentzienne plate si et seulement si son algèbre de Lie est soit abélienne soit double extension
d’une algèbre de Lie euclidienne abélienne par une droite suivantu = D, µ = 0 et b0, avec
D2 = 0 et ImD ⊂ (Rb0)

⊥.

DÉMONSTRATION. Rappelons qu’on a, d’aprés Lemme 1.1, le résultat suivant. Si
(A, 〈 , 〉) est nilpotente lorentzienne plate, alorsN(A) �= {0}.

Soit(A, 〈 , 〉) une algèbre de Lie nilpotente lorentzienne plate. Quitte à étudier(A, 〈 , 〉′),
où 〈 a, b 〉′ = −〈 a, b 〉 pour tousa, b dansA, on peut supposer que〈 , 〉 est de signature
(n − 1, 1).

Alors il existee ∈ N(A) ∩ Z(A) tel que〈 e, e 〉 est négatif ou nul. En effet, si pour tout
0 �= x ∈ N(A) ∩ Z(A), on a〈 x, x 〉 strictement positif, alors l’espace vectoriel sous-jacent à
A est somme directe orthogonale deN(A) ∩Z(A) et deB = (N(A) ∩Z(A))⊥, etB est alors
une sous-algèbre de Lie deA, munie d’une métrique lorentzienne plate. Or, ceci est absurde
carN(B) ∩ Z(B) = {0}.

Si 〈e, e〉 est strictement négatif, le sous-espaceB = (Re)⊥ est un idéal bilatère puisqu’on
a poura, b dansB,

〈a · b, e〉 = −〈b, a · e〉 = 0 et a · e = e · a = 0 .

Il est clair que la restriction〈 , 〉B de〈 , 〉 à B × B est définie positive, car si{e2, . . . , en} est
une base orthogonale deB telle qu’il existej ∈ {2, . . . , n} avec〈ej , ej 〉 strictement négatif,
alors la forme〈, 〉 est d’indice≥ 2. Par suite,(B, 〈 , 〉B) est une algèbre de Lie nilpotente
euclidienne plate, donc abélienne d’aprés Théorème 1.2.

Dans le cas où〈 e, e 〉 est nul, l’algèbre de Lie nilpotenteB = (Re)⊥/Re est munie, par
restriction de〈 , 〉 à (Re)⊥ × (Re)⊥ puis par passage au quotient, d’une métrique euclidienne
plate 〈 , 〉B . Par suite,B est abélienne. La droiteI = Re est un idéal bilatère, etI⊥ est
aussi un idéal bilatère. L’algèbre de Lie pseudo-métrique plateA est donc double extension
par une droite deB suivantu,D,µ et b0, où u,D sont des endomorphismes deB tels que
D − u ∈ o(B, 〈 , 〉B), avecµ ∈ R tel que

µu − u2 + [D,u] = 0 ,

et b0 ∈ B. Autrement dit, l’espace vectoriel sous-jacent àA se décompose suivantA =
Re ⊕ B ⊕ Rd, le crochet de Lie deA étant donné par

[d, e] = µe ,

[d, a] = D(a) − 〈 b0, a 〉Be ,

[a, b] = 〈 (u − u∗)(a), b 〉Be ,
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où a, b ∈ B. PuisqueA est nilpotente, on aµ = 0, et il existek0 ∈ N tel que(add)k0 = 0.
Or, pour toutk dansN, on a poura ∈ B,

(add)k(a) = Dk(a) − 〈 b0,D
k−1(a) 〉e .

En effet, c’est vrai pourk = 1, et si c’est vrai au rangk, on a poura ∈ B,

(add)k+1(a) = [d, (add )k(a)] = [d,Dk(a)] = Dk+1(a) − 〈 b0,D
k(a) 〉Be .

Donc siA est nilpotente d’ordrek0, c’est-à-direCk0(A) = 0 etCk0−1(A) �= 0, alorsD est
nilpotent d’ordrek0 et ImDk0−1 ⊂ (Rb0)

⊥〈,〉B . Réciproquement, siD est nilpotent d’ordrek0

et ImDk0−1 ⊂ (Rb0)
⊥〈,〉B , alorsA est nilpotente care ∈ Z(A) et (ada)

2 = 0 poura dansB.
La formuleu2 = [D,u] implique alors que pour toutk ≥ 1,

(D − u)k = Dk − ku ◦ Dk−1 ,

doncD − u est nilpotent. Comme〈 , 〉B est euclidienne etD − u ∈ o(B, 〈 , 〉B), on a donc
D = u. Par conséquent,D2 = u2 = [D,u] = 0, etA est au plus nilpotente d’ordre 3. �

4. Exemples. Commençons par mettre en évidence quelques groupes de Lie où toute
métrique pseudo-riemannienne invariante est non plate.

PROPOSITION 4.1. Le seul groupe de Lie d’Heisenberg qui admet une métrique
pseudo-riemannienne plate invariante est celui de dimension3.

DÉMONSTRATION. Le groupe de Lie d’Heisenberg de dimension 3 admet une métrique
lorentzienneplate invariante, puisque son algèbre de LieA est double extension de(B =
Rb, 〈 b, b 〉B = 1) par une droite suivantu = D = 0, µ = 0 etb0 = b.

Supposons que〈 , 〉 est une pseudo-métrique plate surA = L(H2k+1), aveck > 1. Il
en résulte que le noyau de l’algèbre symétrique à gaucheA est non réduit à zéro. En effet,
soit e un générateur deZ(A) = [A,A]. Alors 〈e, e〉 = 0, sinonA = Re ⊕ (Re)⊥, avec
x · y = −〈u(x), y 〉e et ex = xe = λ(x)e + 〈 e, e 〉u(x), pour tousx, y dans(Re)⊥, où u

est antisymétrique etu2 = 0. Or, ceci est absurde car le centre deA serait de dimension
strictement supérieure à 1. Puisque[A,A] = Re et pour tousx, y dansA, 〈 e · x, y 〉 =
−(1/2)〈 [x, y], e 〉, on aLe = 0.

Ceci entraîne queA s’obtient par double extension à partir d’une algèbre pseudo-métrique
plate(B, 〈 , 〉B) suivantu ∈ ◦(B, 〈 , 〉B), D = 0, b0 et µ = 0, avecu 2-nilpotent. Mais ceci
implique que le noyau deu est de dimension supérieure à 1, ce qui est impossible carZ(A)

est de dimension 1. �

Mutatis mutandis, on obtient un résultat analogue à celui de Murakami (voir [14], p. 213)
dont nous utiliserons la propriété suivante.

PROPOSITION 4.2. SoitM une variété différentiable munie d’une connexion locale-
ment plate∇ et d’une métrique pseudo-riemannienneg .

Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. La pseudo-métriqueg est localement hessienne relativement à∇.
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2. (∇Zg )(X, Y ) = (∇Y g )(X,Z) pour tous champs de vecteursX,Y,Z surM.

Nous pouvons énoncer alors le résultat suivant.

THÉORÈME 4.1. Le groupe de LieG = GL(n, R) n’admet pas en général de métrique
pseudo-riemannienne plate invariante. Cependant il admet des pseudo-métriques bi-
invariantes localement hessiennes relatives à la structure affine bi-invariante canonique.

DÉMONSTRATION. D’après Proposition 4.2, dire qu’un groupe de Lie admet une
métrique localement hessienne invariante équivaut à dire que son algèbre de LieG admet
une forme quadratique non dégénérée〈, 〉 telle que, pour tousx, y et z ∈ G, on a

〈x · y, z〉 − 〈y · x, z〉 = 〈x, y · z〉 − 〈y, x · z〉 ,

où (x, y) �→ x · y est le produit symétrique à gauche surG dont provient la structure de Lie
deG (voir [15]).

Soit 〈 , 〉 la forme bilinéaire symétrique non dégénérée définie surG = L(G) par

〈M,N〉 = tr(MN) ,

pour tousM,N dansG = Mn(R). L’égalité 〈MN,P 〉 = 〈M,NP 〉 pour tousM,N,P

dansG prouve que la métrique pseudo-riemannienne invariante surG qui coïncide avec〈 , 〉
en l’élément neutre est bi-invariante et localement hessienne relativement à la structure affine
définie par le produit des matrices (voir [3]). �

Montrons que le groupe de LieG = GL(2, R) n’admet pas de métrique pseudo-
riemannienne plate invariante.

Supposons queG soit un groupe de Lie pseudo-riemannien plat. Son algèbre de Lie
G = M2(R) admet alors une forme quadratique non dégénéréeq et les formules (1), (2) et (3)
entraînent queϕ : G → ◦(G, q), (x �→ Lx) est une représentation d’algèbres de Lie telle que
IdG soit un 1-cocycle, c’est-à-dire

(16) ϕ(x)y − ϕ(y)x = [x, y] ,

pour tousx, y dansG. PuisqueG′ = sl(2, R) est semi-simple, la restriction deϕ à G′ est
complètement réductible. Il se présente alors trois cas. SoitG est unG′-module simple,
soit G se décompose en somme directe de deuxG′-modules simples de dimension 2, soitG
se décompose en somme directe d’unG′-module simple de dimension 1 et d’unG′-module
simple de dimension 3.

Soit {H,X, Y, T } la base deG définie par

H =
(

1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
, T =

(
1 0
0 1

)
.

La description des modules irréductibles sursl(2, R) ([7]), nous permet de voir qu’ il n’existe
pas de représentation deG par des isométries infinitésimales de(G, q) telle queG soit un
G′-module simple. En effet, dans ce cas il existe une baseB = (e1, e2, e3, e4) de G telle
queϕ(H)(e1) = 3e1, ϕ(H)(e2) = e2, ϕ(H)(e3) = −e3, ϕ(H)(e4) = −3e4 et telle que
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ϕ(X)(e1) = 0, ϕ(X)(e2) = 3e1, ϕ(X)(e3) = 2e2, ϕ(X)(e4) = e3. Soit 〈 , 〉 la forme po-
laire associée àq. Le fait queϕ(H) ∈ ◦(G, q) implique alors que〈 e1, e3 〉 = 〈e3, e3 〉 =
〈 e4, e3 〉 = 0, car les espaces propres associés à des valeurs propres non opposées sont
orthogonaux relativement àq. Mais comme l’égalité 〈ϕ(X)(e3), e3 〉 = 0 entraîne que
〈 e2, e3 〉 = 0, ceci est impossible.

Supposons maintenant queG se décompose en somme directe de deuxG′-modules sim-
ples de dimension 2. Dans ce cas, il existe une baseB = (e1, e2, e3, e4) de G telle que
ϕ(H)(e1) = e1, ϕ(H)(e2) = −e2, ϕ(H)(e3) = e3, ϕ(H)(e4) = −e4, ϕ(X)(e1) = ϕ(X)(e3) =
0, ϕ(X)(e2) = e1, ϕ(X)(e4) = e3 etϕ(Y )(e1) = e2, ϕ(Y )(e2) = ϕ(Y )(e4) = 0, ϕ(Y )(e3) =
e4. La matrice deq dans la baseB s’écrit alors


0 0 0 β

0 0 −β 0
0 −β 0 0
β 0 0 0


 .

Commeϕ(T ) commute avecϕ(x) pour toutx dansG et est antisymétrique par rapport àq, sa
matrice dans la baseB est de la forme


a 0 c 0
0 a 0 c

b 0 −a 0
0 b 0 −a


 .

On constate alors que Id n’est pas un 1-cocycle pourϕ car la condition (16) ne peut pas
être vérifiée. Dans le cas oùG se décompose en somme directe d’unG′-module simple de
dimension 1 et d’unG′-module simple de dimension 3, la même démarche montre queId

n’est pas un 1-cocycle.

4.1. Groupes de Lie pseudo-riemanniens plats de dimension 2 et 3. Toute métrique
pseudo-riemannienne invariante sur un groupe de Lie abélien étant plate, on s’intéresse dans
la suite à l’existence de métriques pseudo-riemanniennes plates invariantes sur un groupe de
Lie non abélien.

4.1.1. Dimension 2. Le groupe affine de la droiteGA(R). D’après le résultat de
Milnor, ce groupe n’admet pas de métrique plate invariante. Par contre, on peut le voir comme
le groupe cotangent pseudo-riemannien plat classique d’un groupe affine de dimension 1, ou
comme le groupe pseudo-riemannien plat double extension du groupe réduit à zéro par une
droite. La pseudo-métrique plate obtenue surG = A2 = Vect{a, b}, où [a, b] = b, est celle
pour laquelle〈 a, a 〉 = 〈 b, b 〉 = 0 et〈 a, b 〉 = 1.

4.1.2. Les groupes de Lie pseudo-riemanniens plats de dimension 3. Le résultat précé-
dent permet de définir sur le groupe produit direct du groupe affine de la droite par une droite
une métrique lorentzienne plate invariante, produit de la métrique hyperbolique plate invari-
ante surGA(R) et d’une métrique invariante sur la droite.

Il est connu qu’un groupe semi-simple n’admet pas de structure affine, donc les autre
groupes de dimension 3 qui admettent une pseudo-métrique plate sont nécessairement les
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produits semi-directs d’un groupe de dimension 1 par un groupe distingué abélien. Soit donc
d un endomorphisme deB = R2 et A l’algèbre produit semi-direct deRd parB, de crochet
de Lie[d, x] = d(x), pour toutx dansB.

Si A admet une pseudo-métrique plate〈 , 〉 telle queB soit dégénéré, alorsA est dou-
ble extension d’une algèbre de Dimension 1,(Rb, 〈 b, b 〉′ = 1) par une droite suivantu =
(1/2)(D + D∗), D, µ etb0, oùD vérifieµ(D + D∗) − (1/2)(D + D∗)2 = 0, et ceci signifie
qued est nilpotent (dans ce casA est l’algèbre de Lie du groupe d’Heisenberg), ou bien a une
valeur propre double.

Si A admet une pseudo-métrique plate〈 , 〉 telle queB soit non dégénéré, alorsd a soit
deux valeurs propres opposées, soit son polynôme minimal est de la formeµ(X) = X2 + α2.

Le tableau suivant fournit les pseudo-métriques plates ainsi mises en évidence sur les
algèbres de Lie non abéliennes de dimension 3.

A crochet de Lie pseudo-métrique plate

A2 × R [e1, e2] = e2, e3 ∈ Z(A)


0 1 0

1 0 0
0 0 1




L(H3) [e1, e2] = e3, e3 ∈ Z(A)


0 0 1

0 1 0
1 0 0




B × Rdα [e3, e1] = αe1, [e3, e2] = αe2


0 0 1

0 1 0
1 0 0




B × Rdα [e3, e1] = αe1, [e3, e2] = e1 + αe2


0 0 1

0 1 0
1 0 0




B × Rdα [e3, e1] = αe1, [e3, e2] = −αe2


0 1 0

1 0 0
0 0 1




B × Rdα [e3, e1] = αe2, [e3, e2] = −αe1


1 0 0

0 1 0
0 0 1




où le crochet et la pseudo-métrique s’exprime dans la même base(e1, e2, e3).
4.2. D’autres exemples de groupes de Lie pseudo-riemanniens plats. SoitB = Rn

l’algèbre de Lie abélienne de dimensionn et d un endomorphisme deB. NotonsA l’algèbre
de Lie B ⊕ Rd produit semi-direct deRd par B suivantd, c’est-à-dire dont le crochet de
Lie est donné pour toutx dansB, par [d, x] = d(x). Si nous munissonsB d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée〈, 〉B telle qued soit un endomorphisme antisymétrique
de l’espace quadratique(B, 〈 , 〉B), la pseudo-métrique〈 , 〉 surA qui étend〈 , 〉B et telle que
Rd soit orthogonal à(B, 〈 , 〉B) est plate. En particulier, sid est un endomorphisme nilpotent
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principal (dn = 0, dn−10), on peut construire une telle pseudo-métrique si et seulement si
n est impair. Dans ce cas il suffit de poser〈 ei, en−i+1 〉B = (−1)i+1, pour 1 ≤ i ≤ n, où
(e1, . . . , en) est une base deB telle qued(e1) = 0 et d(ek) = ek−1 pour 1 < k ≤ n. Si
d est diagonalisable, il faut et il suffit que ses valeurs propres non nulles soient deux à deux
opposées. On peut alors définir〈 , 〉B par

〈e2i−1, e2i〉 = 1 pour 1≤ i ≤ k ,

〈ej , ej 〉 = 1 pour 2k + 1 ≤ j ≤ n ,

〈 ei , ej 〉 = 0 si i �= j, si i �= j − 1 , ou si i �= j + 1 ,

où (e1, . . . , en) est une base formée de vecteurs propres deB telle que pour tout 1≤ i ≤ k,
les vecteurse2i−1 ete2i soient associés à des valeurs propres opposées, non nulles, et les autre
vecteurs de base appartiennent au noyau ded.

Dans le cas oùd est nilpotent principal mais oùn est pair,A admet aussi une pseudo-
métrique plate car elle s’obtient par double extension: elle est alors somme orthogonale du
plan hyperbolique abélien Vect{e1, d} et de l’algèbre abélienne Vect{e2, . . . , en} munie de la
pseudo-métrique définie par〈 ei , en−i+2 〉 = (−1)i pour 2≤ i ≤ n − 1.

En résumé, nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 4.3. Les algèbres de Lie produit semi-direct d’une droite par une al-
gèbre de Lie abélienneB = Rn suivantd ∈ End(B) admettent une pseudo-métrique plate

(i) si d est nilpotent principal(dn = 0, dn−1 �= 0),
(ii) si d est diagonalisable et ses valeurs propres non nulles sont deux à deux opposées.
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