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LES ALGEBRES DE HEYTING ET DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES

LUIZ MONTEIRO

1. INTRODUCTION. Gr. Moisil a montré que les algébres de Lukasiewicz
trivalentes sont des algébres de Heyting et il a utilisé ce résultat pour
chercher une formalisationdu calcul propositionnel trivalent de fukasiewicz
([9], [10]) dans laquelle ’implication intuitioniste joue un rdle fondamental
([14], [16], [17).

11 faut remarquer que 1’implication intuitioniste qu’on peut définir dans
les algébres de Lukasiewicz a des proprietés trés speciales car elle varifie
les egalités (equivalentes deux 4 deux):

H6) (@=>c)=b)=>{((b=>a)=b)=>Dd) =1
H6') (a=>0) » (b=>a)=>0) =b
H6') (a=>c)=>0) A (b=>a)=>d) =b

Nous avons étudié [23] les algébres de Heyting que verifient H6, sous
le nom d’algébres de Heyting trivalentes et nous les appellons dans cette
note des algébres H;; elles jouent un role important dans 1’étude du calcul
propositionnel intuitioniste trivalent consideré par Heyting [4], et qui a été
étudié par J. Lukasiewicz [10] et I. Thomas [28].

Nous nous proposons de montrer, dans cette note, que les algébres de
Lukasiewicz (trivalentes) peuvent &tre définies' comme des algébres H; sur
lesquelles est définie une opération de négation (~) vérifiant les axiomes:

1. ~~x=x
2. ~(xAay)=~x v~y
3. (xa~x)alyv~y)=xa~x.

Au paragraphe 4 nous indiquons un ensemble d’axiomes indépendants
pour ces algébres.

1. A. Monteiro, dans un séminaire du second semestre 1963 a posé le probleme de
savoir s’il est possible de caractériser les algébres de Lukasiewicz (trivalentes)
au moyen des connectifs, A, v,=, ~. Nous avons resolu ce probléme en 1963,
en utilisant la théorie des filtres premiers. Plus tard nous avons obtenu la
démonstration que nous indiquons dans cette note, ol I’induction transfinie
n’intervient pas.
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2. ALGEBRES DE MORGAN, DE HEYTING ET DE LrUKASIEWICZ.
Rappelons les définitions et les résultats que nous aurons i utiliser par la
suite.

La notion de réticulé distributif peut &tre définie avec M. Sholander [27]
comme un systéme (A, a, v) formé par un ensemble non vide A et deux
opérations binaires A,v définies sur A, qui vérifient les axiomes (pour tout
x,v, 2 de A):

S1) xA (xvy)=x
S2) xa (yvaz)=(zax)v (yax)

Rappelons maintenant la définition d’algébre de Morgan.

2.1 DEFINITION. Un systéme A= (A, 1,~, A, v) formé par un ensemble
non vide A, un élément 1ecA, une opération monaive ~ et deux opévations
binaires a,v définies sur A serva dit une algebre de Movgan si les axiomes
suivants sont vérifiés (pour tout x, y, z de A):

Al)xvi1=1

A2) x A (xvy)=x

A3) x A (yvz)=(zax) v (yax)
Ad) ~~x =y

A5) ~(xAy)=~x v~y

Nous dirons aussi pour abréger que A est une algébre de Morgan. On voit
de suite que dans une algébre de Morgan on a

N(xvy),__lvx,\,vy

En outre: 1 est le dernier élément et 0 =~ 1 est le premier élément
de A. Une algébre de Morgan sera dite normale (J. Kalman [8]) ou linéaire
[19] si quels que soient x ety

AB) (xAa~x)Aa(yv~y)=xa~x

~

Nous avons a utiliser le résultat suivant obtenu par A. Monteiro. La
démonstration de cet auteur a été réproduite dans [2]. Nous indiquons ici
une démonstration plus simple:

2.2 LEMME. Si z est un &lément d’une algebre de Movgan normale ayant
un complément booléen - z alors -z ="~ 2.

DEM: Par hypothése nous avons:
(1) z2v -2 =1;
2) 2Ao-2=0
De (1) et (A5) on déduit:
(3) ~za~(-2)=0.
Par la normalité de 1’algdbre, (2) et (3), nous pouvons écrire:
za~z=(za~2) A ((-2)v ~(-2))

=(za~za=-2)v(za~zr~(-2)
=(~z2a0)v(za0)=0v0=0
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c’est-d-~dire:

(4) za~2z=0,
d’olipar A5 et A4:
(6G) zv~z=1.

Alors (1), (2), (4) et (5) montrent que ~ z = -z.

D’aprés A. Monteiro [18] on peut définir la notion d’algébre de Heyting
généralisée ou algébre de Hilbert-Bernays, de la maniére suivante:

2.3. DEFINITION. Un systéme B =(A, 1,=>, A, v) formé par un ensemble
non vide A, un élément leA et trois opérations binaives =>, a, v, définies
sur A seva dil une algébre de Hilbert-Bernays si les axiomes suivantes
sont vérifiés (pour tout x, y, z de A):

Hl) x=>x =1

H2) (x=>y) A y=y

H3) x A (x=>y) =x 1y

H4) x==(y A 2) = (x=>2) A (x=>9)
H5) (x v y)=>2z=(x=>z2) A (y=>2)

Cette notion a été définie par G. Birkhoff ([1], pag. 147) sous le nom de
‘‘relatively pseudo-complemented lattice’’ et elle joue un rdle important
dans 1’étude de la logique positive de D. Hilbert—P. Bernays [5]. Voir
aussi 4 ce propds H. Rasiowa et R. Sikorski [26].

Nous supposerons connues les régles de calcul valables dans ces
algebres. 11 est bien connu que le systéme (A4, 1, A, v) est un réticulé
distributif ayant le dernier élément 1.

Si une algébre de Hilbert-Bernays B a un premier élément 0 alors
nous avons affaire 4 une algébre de Heyting. L’opération de négation in-
tuitioniste 1 est alors définie par la formule 1x = x=>0.

Une classe importante d’algébres de Hilbert-Bernays est indiquée dans
la définition suivante:

2.4. DEFINITION: Une algébre de Hilbert-Bernays A seva dite une algebre
HB; si pour tout x,y, z de A:

HE) ((x=>2)=)=(((y=0=31)=>)) = 1

Si A est une algebre de Heyting nous divons qu’il s’agit d’une algébre H;.
On peut montrer que:

2.5. LEMME. Dans une algébre de Hilbert-Bernays H6 est équivalent a:
HE") (r=>2)=>y) » (h=x=3) =y

DEM: D’aprés H6" on peut écrire
(x==2)=>9) 7 (H=x)=y))=>y =y=>y =11

Comme dans une algébre de Hilbert-Bernays nous avons
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(D (@arb)=c=a=>0b=>c)
alors

H6) (x=>z)=y)=>((y=x)==9y)=>y) =1

Réciproquement si H6 est valable alors par (I) on peut écrire

(c=2)=>p) A (y=x)=9))=>y =1

c’est-a-dire

1) (x=2= r ((G=x)=>y) <y.

Comme b <a=>b, alors il est évident que:

(1) y < (x=2=>)) 2 (h=>x)=>y)
Alors de (i) et (ii) on déduit H6'".

Dans le cas particulier des algébres de Heyting, H6 est équivalente [23]
a

HE' (Ix=>9) A ((h=)=>») =y
2.6. LEMME. Dans une algébrve HB; nous avons (x=>y) v (y=>x) = 1.
DEM. Pour démontrer 1’égalité indiquée il suffit de démontrer que:

S)  Siz est un élément tel que x=>y <z et y=>x <z alors z=1.
Supposons donc que:

(1) x=>y <z
(2 y=>x <z

De (1) on déduit z=>2z < (x=>9) =>2z et comme z2=>2z = 1, alors
(B) (x=p=>x=1
Comme y Sx=>y en tenant compte de (1) nous pouvons écrire y < z d’oil
(4) z=>x < y=>x.
De (2) et (4) on déduit
(5) z=x<z
doll z=>2 < (z=>x)=>z, c’est-a-dire
6) (z=x)=>z=1.
Finalement d’aprés H6, (3) et (6)
= (=) =2=(=x)=2)=2) = 1=(1=2) = 1=>z =2
ce qu’il fallait démontrer.

2.7. DEFINITION. Une algébre de Hilbert-Bernays telle que (x=>y)
v (y=>x) = 1 est dite linéaire [20].

Cette notion a été considérée par Gr. Moisil [11]. Rappelons maintenant
que
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2.8 LEMME. Dans une algébre de Hilbert-Bernays les conditions

a) (x=9y)v (h=x) =1

b) xvy = ((x=>y)=>9) r (()=>x) =x)
e) x==>(yva=k=y)vx=>2

d aray=z=(x=2v (y=2

sont équivalentes deux @ deux [20]°.

Une partie de ces résultats a été établie par Morgan Ward [29). Les
algébres de Heyting linéaires jouent un rdle important dans 1’étude du
calcul propositionnel LC étudié par M. Dummet [3].

Rappelons encore deux résultats bien connus, que nous aurons 4 utiliser
par la suite.

2.9. COROLLAIRE: Dans une algébre de Heyting linéaivelx v x =11x=>x.
DEM. Rappelons tout d’abord que dans toute algébre de Heyting:

(1) x=Tx =1x;
(2) Tx=>x=11x.

Donc par 2.8-b, (1) et (2):

xv Ix = (x=12)= 1) A (Ixr=>%)=>x)
=(lx=>1x) » (Tx=>x)
=T1Tlx=>x.

2.10 COROLLAIRE: Dans toute algébre de Heyting linéaive 11x est le
complément booléen de x.

DEM. Dans toute algébre de Heyting 111x = 1x, donc par 2.9, 11x v x =
=11Mlx=1x=1x=>Tx =1, et comme Tlx A 1x =0, on voit que Tx est
booléen et a pour complément booléen 11x.

La notion d’algébre de Lukasiewicz (trivalente) joue un role fondamental
dans 1’étude du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz. Cette notion
a été introduite par Gr. Moisil [12], [13], [15], qui a aussi développé la
théorie correspondante. Nous pouvons définir cette notion, d’aprés A.
Monteiro [21], de la maniére suivante:

2.11. DEFINITION: Un systéme % =<A, 1, ~, V, A, v> formé par un en-
semble non vide A, un elément 1eA, deux opérations monaives ~, V, et deux
opérations binaires a,v définies sur A, seva dit une algébre de Lukasiewicz
trivalente si les conditions suivantes sont vérifiées (pour tout x, y, z de A):

A1) xvi1=1
A2) xa(xvy =x
A3) xalyva)=(@Earx)v (yax)

2. Les démonstrations des résultats indiqués dans [20] n’ont pas été publiées mais
elles ont été exposées dans un cours realizé a 1’Universidad Nacional del Sur au
premier semestre 1963.



458 LUIZ MONTEIRO

A4) ~r~x =y

AB) ~(xAay)=~xv~y
A6) ~xaVx =1

AT xa~x =~x aVx

A8) V(x Ay =VxaVy

Dans ce travail nous dirons aussi, pour abréger, que % est une algébre de
Lukasiewicz.

Nous avons montré [22] que chacun des axiomes A2-A8 est indépendant
des restants et que Al est démontrable a partir de A2-A8.

Nous supposerons connues les reégles de calcul valables dans les
algébres de Lukasiewicz.

Gr. Moisil [17] a obtenu I’important résultat suivant, od Ax =~V ~ x.

2.12. THEOREME. Toute algébre de Eukasiewicz L est une algébre de
Heyting, Pimplication intuitioniste de chaque couple ordomné (x, y) d’élé-
ments de A étant donné par la formule: x=>vy = A~x v Ay v(V~xaVy) v
(Ax A v A ~y) (Gr. Moisil [14], [17]).

A. Monteiro a montré' qu’on peut écrire plus simplement:
2.13. THEOREME. x=>y = A~x vy v (V~x aAVy)
Nous allons maintenant montrer que:

2.14. THEOREME. Toute algébre de fukasiewicz est une algébrve Hs.

DEM . D’aprés 2.13 nous avons 1x =x=>0 = A~ x, donec:
(1) Ix=y=~A~x=>9=Vaxvyv (VxaVy)=Vxvy.

@) (y=x)=y
=(A~y vxv (V~y aVx)=>y
=AYy a~x A (AYY ~VX)) vy v (V7Y a~x A (DY v~Vx)) A VY)
=(VyaA~x A (DyvA~x)) vy v (Vy aV~x a (Ayv A~X))
=(Vyar~x)vyv Dy avV~x)v (Vy » A~x)
= (Vy A A~X) v 9.

En utilisant (1) et (2) nous pouvonsA écrire:

(3) (x=>p) A (y=20=>3) = (Vx v D) A (Vy A A~x) v )
=(Vxa VyalD~x)vy
=(Vx A ~VxaVy)vy
=(0AVYvy-=
=0vy=y.

Alors T est une algébre Hs.

Dans une algébre de Fukasiewicz 1’opération ~ ne peut pas &tre ex-
primée au moyen des opérations 1,=>, A, v. Pour montrer cela A.
Monteiro' a indiqué 1’exemple suivant. Considérons le réticulé distributif
A dont le diagramme de Hasse est indiqué sur la figure ci-dessous:
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! X ~Xx Vx

c d 0 1 0

a d a

b c d

a b c b 1
d a d

0 1 0 1

En définissant sur A les opérations ~, V au moyen des tables précédentes
alors le systéme (@A, 1,~, V, a,v) est une algébre de Rukasiewicz. La
partie A" ={0, ¢, 1} est fermée par rapport aux opérations 1,=>, a, v, et
n’est pas fermée par rapport a ’opération ~. Donc ~ ne peut pas s’ex-
primer au moyen des opérations 1,=>, A, v. Il se pose donc le probléme
de savoir s’il est possible de caractériser les algébres de Lukasiewicz
comme un systéme (A, 1,~,=>, a,v). Nous allons montrer qu’il en est
ainsi. Remarquons, tout d’abord, que:

2.15. LEMME. Dans une algébre de fukasiewicz nous avons Vx = ~x=>x
([14], 12.35 et 12.36).

DEM. ~x=>x

= A~~xvxv (V~~xaVx)
Ax v x v (Vx AVx)
xvVx =Vx

Ce résultat montre que 1’opération ¥V peut étre définie au moyen de ~ et
=
Rappelons aussi le résultat bien connu:

2.16. LEMME. Dans une algébrve de fukasiewicz nous avons Vx =171x.
DEM. Nous savons (voir 2.14) que 1x = A ~x, alors
1lx = A~1x = A~ A~x = AVx =Vx,

3. RELATION ENTRE LES ALGEBRES DE LUKASIEWICZ ET DE HEY-
“FING: Nous allons maintenant demontrer le résultat que nous avons indiqué
au début.

3.1. THEOREME: Si dans un systéme (A, 1, ~,=>, n,v) vérifiant les
axiomes:

L1) x=x=1

L2) (x=>yAry=y

L3) xax=>yp)=xry

L4) x=>(y r2) = (x=>2) r (x=>y)

L5) (xvy)=>z=(x=>2)r (y=>2)

L6) (r=2)=>y)=>((r=x=>)y)=>y) =1
L7 ~~x=x

L8) ~(xayp)=~xv-~y

L9 (xa~x)a(yv~y)=xa~x
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nous posons: D)Vx =~x=>x, alors le systeme (A, 1,~,V, r,v) est une
algebre de Eukasiewicz et en outre:

x=>y=A~xvyv(V~xaVy).®

DEM: En tenant compte des axiomes L1-L5 nous pouvons affirmer que
(A, 1, a,v) est un réticulé distributif ayant le dernier élément 1 = x=>x
et dans ces conditions les axiomes A1-A3 de la définition 2.11 sont vérifiés.
Les axiomes A4, A5 coincident avec L7 et L8. Il nous reste donc 4 démon-
trer que les axiomes A6-A8 sont vérifiés.

Remarquons que 0 =~ 1 est le premier élément du réticulé A, qui est
donc une algébre Hz;. Nous posons comme d’habitude 1x = x =>0.

3.2. LEMME. 1x < ~x.

DEM. De 2.10 et 2.2 un déduit que 11x =~1x, et comme 1x v 11x =1 nous
avons:

x=xA1l=xna(Qxv~lx)
=(x a1x) v (xa~1x)
=0v(xa~lx)=x A ~1x,

c’est--dire x < ~1x, donc 1x < ~x.
3.3. LEMME. ~x v Vx = 1 (Axiome AS6).
DEM. Par définitionVx = ~x=>x donc:

(1) ~xvVx =~xv (Fx=>x)
=(Fr=ar=x))=x=>x)) r (Fx=>x)=~x)=~ %)
= ((r=x)=CFx=x)) A (Fx=0=~x)=>~x%)
= (Fx=>x)=>~x)=>~x)

Dans une algébre H; nous avons
1= (r=0=~x)=(Fxr=n=~ 0=~ 2)

c’est-a-dire 1 = (Ix=>~ 1) =>((Pa=x)=>~ ) =>~x)
Mais d’aprés 3.2 1x=>~x =1 donc

1=1=(rr=x)=>~x)=>~x)
c’est-a-dire
(2) 1=(r=n=~x)=>~x
De (1) et (2) on déduit le lemme.
3.4. LEMME. x A~x=~x aVx (Axiome AT)
DEM. En effet: ~x AVx=~xAr (Mx=>%) =~xAXx=%A~x.
3.5. LEMME. x =~ (~x=>x)
DEM. Démontrons tout d’abord que: (i) 1x s~ (~x=>x). D’aprés 3.2

3. Ce résultat a été utilisé par Luisa Iturrioz dans [6]. Voir aussi [7].
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Tx <~x, done ~x=>x <Tx=>x =114%, d’oli par 3.2 111y =1x <1 (~x=>x)
< ~ (vx=>x) ce qui démontre (i).

Voyons que (ii) ~ (~ x=>x) < 1x,
D’aprés 3.3~ xv (~x=>x) =1 doncx A ~(~ x=>x)= 0, d’ot (x A ~(~ x=>x))
v 1x =1x, c’est-a-dire

(xv 1) A (P (~x=>x) v Tx) = 1x

d’oa 1(x v 1%) A (~ (~ x=>%) v 1x)) =111x
c’est-d-dire 11 (x v 1) A 11(~ (~x=>%) v 1x) = Ix

1% A 171%) A1~ (Fx=>x) v Tx) = 1x
comme 1(1x A 11x) = 10 = 1 alors:
(1) 1~ (rx=>x) v 1x) =1x

D’aprés la formule v <711y de (1) on déduit ~ (~x=>x) <1x ce qui
démontre (ii).

3.6. LEMME. V(x A 9) =Vx A Vy (Axiome A8)

DEM. Par définition V(x ay) = ~(x ar y)=>(x ay) donc ~Vix ay) =
~(~(x A y)=>(x 2 ), d’oi d’aprés 3.5~V (x A ) = 1(x A y). Mais dans une
algébre de Heyting linéaire 1(x A ) = 1x v 1y, donc:

~V(xay)=Txvly
=~ x=x) v~ (Y y=>y)
=~ ((va=>x) A (vy=>9))
=~ (Vx AVy)

et alors V(x A y) =Vx A Vy.

Nous venons ainsi de démontrer que le systéme (4, 1,~, V, a, v) est
une algébre de Lukasiewicz (trivalente), donc si nous posons: Ax =~V ~ x;
I’élément C= A~x v y v (V~x aVy) a d’aprés 2.13, les propriétés

1) xaC<y,
12) si xaz<yalorszsC

et cela montre bien que x=>y = A~x vy v (V~ x4 Vy) et le théoréme est
démontré.

4. AXIOMES INDEPENDANTS POUR LES ALGEBRES DE +UKASIEWICZ
TRIVALENTES: Nous nous proposons maintenant de caractérizer les
algébres de fukasiewicz trivalentes au moyen d’axiomes indépendants.

Soit (A4, 1, o, v,=>, ~) un systéme verifiant les axiomes suivantes:

Ml) x=x =1

M2) xa (x=>y)=xny

M3) x=>(y r2) = (x=>2) r (x=>))
M4) (xviy)=>z=(x=>2)r (y=>2)
M5) (x=2)=>y) r ((hy=x)=>y) =y
M6) ~~x=x

M7) ~(xagp)=~xv~y

M8 xa~x=(xa~x)a(yv~y.
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1l est évident que des axiomes L1-L9 on déduit (voir H6'' et Définition
2.4) les axiomes M1-M8.

Pour voir que MI1-M8 impliquent L1-L9 il suffit de démontrer que
I’axiome A2 (x=>y) Ay = y est une conséquence de M1-M5, parce que de
M1-M5 et A2 on déduit ’axiome L6.

4.1. LEMME. 1ax =x

DEM. D’aprés M5, on peut écrire ((x=>x)=x) » ((x=>x)=>x) =x. Alors
par M1, nous avons:

(1D A=x)r 1=x) =

Par M2: x A (x=>x) =xax,d’ot par M1 x A1 =x A x, donc 1=>(x A 1)
=1=>(x A %), et en tenant compte de M3, nous avons (1=>1) a (1=>x) =
(1=>x) » (1=>x), d’ott par M1 et (1):

(2) 1A (1=>x) =x.
De (2) et M2 on tire 1 A x = x.
4,2, LEMME. 1=« =x

DEM. Comme par M2: 14 (1=>x) =1 A %, alors en utilisant le lemme 4.1
on obtient 1=x =x.

4.3. LEMME. x=>1=1

DEM. D’aprés M5 on a ((x=>x)=>1) » (1=>x)=>1) = 1, et tenant compte
de M1 et du lemme 4.2, on peut écrire: (1=>1) A (x=>1) = 1 ¢’est-a-dire
1A (x=>1) =1d’oi par le lemme 4.1: x=>1=1.

4.4, LEMME. (x=>9) Ay =y (Axiome A2)

DEM. Par M5 on a (1=>x)=>y) A ((j=>1)=>y) =y, d’oit d’aprés les
lemmes 4.2 et 4.3: (x=>3) o (1=>9y) =, et par le lemme 4.2 on a finale-
ment (x=>9) A y =y,

Nous allons maintenant démontrer que les axiomes M1-M8 sont indé-
pendants. Pour cela, nous considérons les exemples suivants:

Exemple 1. Soit A ’algébre de Lukasiewicz trivalente dont le diagramme
de Hasse et les tables des opérateurs ~, Vet A sont indiqués sur la figure
1.

A 1 x l ~x l Vx I Ax
a 0 1 0 0
a a 1 0
0 1 0 1 1
Fig. 1

Posons par définition x=>y = A~ x v y. Alors les axiomes M2-M8 sont
valables tandis que M1 ne ’est pas car:

a=>a=A~ava=Nava=0va=a#1
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Exemple II. Soit A ’algébre indiquée dans 1’exemple I et posons par défini-
tion x=>y =V ~x vy. On vérifie facilement que les axiomes M1, M3-M8
sont valables et M2 ne ’est pas car: a (a=>0) =a » 1 =a tandis que
anr0=0.

Exemple 1II. Soit A ’algébre de Boole indiqué dans la figure 2 et définis-
sons les opérateurs ‘“~’’ et ““=>’’ par les tables suivantes:

A 1 x ~x =$’|0 ! a | b | 1
0 1 0 1 1 1 1
a b a b a 0 1 b 1
b a b 0 a 1 1
0 1 0 1 0 a b 1
Fig. 2

Alors les axiomes M1, M2, M4-M8 sont valables tandis que M3 ne ’est
pas car: a=>(a A b) =a=>0=0 et (a=>b) A (a=>a)=b al=0,

Exemple IV. Soit A le réticulé distributif dont le diagramme de Hasse est
indiqué sur la figure 3. Dans ces conditions les opérations A,=>sont uni-
voquement définies sur A. L’opération ~ sera définie sur A au moyen de la
table suivante. Comme A est un réticulé la borne supérieur de deux élé-
ments x et y est déterminé. Nous allons ignorer cette borne supérieur et
nous allons considérer la nouvelle opération binaire v définie par 1’égalité:

xvy=~(vxa~y)

~Xx

R

|~

=0 N o
o~y o

QO OV O R
QO ]

Fig. 3

Considérons alors l’algébre (A4, 1, ~, A, v,= ainsi définie. Comme le
systéme (A4, 1, A,=>) est une algébre de Hertz [24]alors les axiomes M1,
M2, M3 sont vérifiées et en utilisant les définitions on montre que M5-M8
sont aussi valables, tandis que M4 n’est pas valable car: (cv d=>a =
(~(~ca~d)=>a = ~(erd=>a = ~b=>a = a=>a = 1, et (c=a)
Ad=>a)=darc=a.

Exemple V., Soit A ’algébre de Heyting dont le diagramme est indiqué sur
la figure 4 et définissons 1’opérateur ‘~’’ par la table suivante:
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A 1 X ~x
b 0 1
a b
a b a
0 1 0

Fig. 4
Tous les axiomes sont vérifiés a 1’exception de M5, car:
((a=>0)=>0) 2 (b=>a)=>D) = (0=>0) r (a=>D) =1r1=1#0.

Exemple VI. Soit A ’algébre de Heyting, indiquée sur la figure 1, et posons
par définition ~x = 1x. Alors les axiomes M1-M5, M7, M8 sont vérifiés, et
M6 ne 1’est pas car: ~~a =11a) =10 =1 # a.

Exemple VII. Soit A le réticulé distributif fini dont le diagramme est indi-
qué sur la figure 5, alors les opérations A, v, =>, sont bien determinées et
les axiomes MI1-M5 sont verifiés. Supposons que 1’opération ‘“~’’ soit
définie par la table ci-jointe.

A 1 x ~x xXA~X xXv~x
0 1 0 1
c d a b 0 c
b a 0 c
a b c d b 1
d c b 1
1 0 0 1
0
Fig. 5

Les axiomes M6 et M8 sont verifiés tandis que M7 ne ’est pas car
~@arb)=~0=let~av~b=bva=c

Exemple VIII. Soit A le réticulé distributif fini, dont le diagramme est in-
diqué sur la figure 3, A est un algébre de Heyting trivalente, alors M1-M5
sont verifiés. Définissons ‘“~’’ par la table ci-jointe, alors M6 et M7 sont
verifiés, tandis que M8 ne I’est pascar: (ca~c)aldv~d =crd=a#
ca~c=c.

X ~x x ~x
0 1 e e
a f f a
b g g b
c c 1 0
d d

NOTE: Ces exemples montrent aussi que M1, M2, M3, M4 et M5 sont des
axiomes indépendants pour les algébres H%s.
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