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LES ALGEBRES DE HEYTING ET DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES

LUIZ MONTEIRO

1. INTRODUCTION. Gr. Moisil a montre que les algebres de Lukasiewicz
trivalentes sont des algebres de Heyting et il a utilise ce resultat pour
chercher uneformalisationdu calculpropositionnel trivalent de Lukasiewicz
([9], [10]) dans laquelle 1'implication intuitioniste joue un role fondamental
([14], [16], [17]).

II faut remarquer que Vimplication intuitioniste qu'on peut definir dans
les algebres de Lukasiewicz a des proprietes tres speciales car elle varifie
les egalites (equivalentes deux a deux):

Hβ) ((a=Φc)=φb)=φ(((b=Φa)=Φb)=Φb) = 1
H6r) (la==>b) A ((b==>a)==>b) = b
H6") ((a=>c)=Φb) A ((b=^>a)=Φb) = b

Nous avons etudie [23] les algebres de Heyting que verifient H6, sous
le nom d'algebres de Heyting trivalentes et nous les appellons dans cette
note des algebres $3; elles jouent un rδle important dans Γetude du calcul
propositionnel intuitioniste trivalent considere par Heyting [4], et qui a ete
etudie par J. Lukasiewicz [10] et I. Thomas [28].

Nous nous proposons de montrer, dans cette note, que les algebres de
Lukasiewicz (trivalentes) peuvent eΊ re definies1 comme des algebres ^ 3 sur
lesquelles est definie une operation de negation (~) verifiant les axiomes:

1. ~~x = x;
2. ~ (x Ay) = ~ x v~ y;
3. (x * ~x) * (y v ~ y) = x A ~ x.

Au paragraphe 4 nous indiquons un ensemble d'axiomes independants
pour ces algebres.

1. A. Monteiro, dans un seminaire du second semestre 1963 a pose le probleme de
savoir s'il est possible de caracteriser les algebres de Lukasiewicz (trivalentes)
au moyen des connectifs, Λ, V,==>, ~. Nous avons resolu ce probleme en 1963,
en utilisant la theΌrie des filtres premiers. Plus tard nous avons obtenu la
demonstration que nous indiquons dans cette note, ou 1*induction transfinie
n'intervient pas.
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2. ALGEBRES DE MORGAN, DE HEYTING ET DE LUKASIEWICZ.

Rappelons les definitions et les resultats que nous aurons a utiliser par la

suite.

La notion de reticule" distributif peut etre definie avec M. Sholander [27]

comme un systeme (A, Λ, v) forme par un ensemble non vide A et deux

operations binaires Λ, V definies sur A, qui verifient les axiomes (pour tout

x, y, z de A):

51) x Λ (x v y) =x

52) x Λ (3; v z) = (z A x) v (y A x)

Rappelons maintenant la dέfinition d'algebre de Morgan.

2.1 DEFINITION. Un systeme <& = (A, 1, ~ , Λ, V) forme par un ensemble

non vide A, un έlέment leA, une operation monaire ~ et deux operations

binaires Λ, V dέfinies sur A sera dit une algebre de Morgan si les axiomes

suivants sont υέrifie's (pour tout x, y, z άe A):

Al) x v 1 = 1

A2) x Λ (xv y) =x

A3) x A (yv z) = {z AX) v (y A x)

A4) ~ ~x -x

A5) ~ (x A y) = ~x v ^3;

Nous dirons aussi pour abreger que <Ά est une algebre de Morgan. On voit

de suite que dans une algebre de Morgan on a

~ (?c v y) = ~ x Λ ~y

En outre: 1 est le dernier element et 0 = ~ 1 est le premier element

de ^ . Une algebre de Morgan sera dite normale (J. Kalman [8]) ou lineaire

[19] si quels que soient x ety

A6) (#Λ~#)Λ(;yv~;y) = # Λ ~ #

Nous avons a utiliser le resultat suivant obtenu par A. Monteiro. La

demonstration de cet auteur a έte reproduite dans [2]. Nous indiquons ici

une demonstration plus simple:

2.2 LEMME. Si z est un element d'une algebre de Morgan normale ayant

un complέment boolέen - z alors - z = ~ z.

DEM: Par hypothese nous avons:

(1) z v -z = 1;

(2) z A -z = 0

De (1) et (A5) on deduit:

(3) ~z A - (-z) = 0.

Par la normalite de l'algebre, (2) et (3), nous pouvons ecrire:

ZA~Z = (ZA~Z)A ((-Z) v ~ (-z))

= (ZA~ZA-Z)V(ZA~ZA~ (-z))

= ( ~ £ Λ θ ) v ( < r Λ θ ) = O v O = O
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c?est-a-dire:

(4) n~2 = 0,

d'oύpar A5 et A4:

(5) zv~z = l.

Alors (1), (2), (4) et (5) montrent que ~ z = -z.

D'apres A. Monteiro [18] on peut definir la notion d'algebre de Heyting

generalised ou algebre de Hilbert-Bernays, de la maniere suivante:

2.3. DEFINITION. Un systeme $ = (A, 1, =^>, Λ, V) forme par un ensemble

non vide A, un element leA et trois operations binaires =Φ, Λ, V, definieS

sur A sera dίt une algebre de Hilbert-Bernays si les axiomes suiυantes

sont verifies (pour tout x, y, z de A):

HI) x=^χ = 1

H2) (x==>y) Λ y=y

H3) X Λ (χ=^>y) = x Λy

H4) χ=^>(y A z) = (x=^>z) Λ (χ=φy)

H5) (x v y)=5>z = (x=>z) Λ (y=φz)

Cette notion a ete definie par G. Birkhoff ([1], pag. 147) sous le nom de

"relatively pseudo-complemented lattice" et elle joue un role important

dans Γetude de la logique positive de D. Hubert—P. Bernays [5], Voir

aussi a ce propδs H. Rasiowa et R. Sikorski [26].

Nous supposerons connues les regies de calcul valables dans ces

algebres. II est bien connu que le systeme (A, 1, Λ, V) est un reticule

distributif ayant le dernier element 1.

Si une algebre de Hilbert-Bernays ^ a un premier element 0 alors

nous avons affaire a une algebre de Heyting. L/operation de negation in-

tuitioniste 1 est alors definie par la formule ~\x = Λ:=#>0.

Une classe importante d'algebres de Hilbert-Bernays est indiquee dans

la definition suivante:

2.4. DEFINITION: Une algebre de Hilbert-Bernays A sera dite une algebre

fflβ3 si pour tout x, y, z de A:

H6) ((χ=φZ)=^y)=Φ(((^r^x)=Φy)=Φy) = 1

Si A est une algebre de Heyting nous dirons quHl s'agit d'une algδbre <&t3.

On peut montrer que:

2.5. LEMME. Dans une algebre de Hilbert-Bernays H6 est equivalent a:

Hβ") ((x=φz)=^y) Λ ((y=^χ)=ϊy) = y

DEM: D'apres Hβ" on peut ecrire

(((χ=φ>z)==>y) A ((y=φχ)=^>y))=>y = y=ϊy = 1

Comme dans une algebre de Hilbert-Bernays nous avons
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(I) (a A b)==>c = a=>(b==>c)

alors

H6) ((χ=^z)=>y)==ϊ(((y=Φ>x)==>y)=Φy) = 1

Reciproquement si Hβ est valable alors par (i) on peut ecrire

(((χ=$>z)=$>y) Λ ((y^>χ),^y))=φy = 1

c'est-a-dire

(i) ({χ=φz)=Φy) Λ ((y=φχ)=φy) ^y.

Comme b < α=#>6, alors il est evident que:

(ii) y < ((χ=^z)==>y) Λ ((y=^χ)=φy)

Alors de (i) et (ii) on dέduit Hβ tτ.

Dans le cas particulier des algebres de Heyting, H6 est equivalente [23]

a

Hβf (lx=φy) A ((y=^>χ)=φy) =y

2.6. LEMME. Dans une algebre ^H 3̂ nous aυons (x==>y) v (y=^>x) = 1.

DEM. Pour dέmontrer l'egalite indiquέe il suffit de demontrer que:

S) Si z est un element tel que x=φy ^z et y==^x ̂  z alors z - 1.

Supposons done que:

(1) χ=$>y< z;

(2) y=¥x^z.

De (l) on deduit z=φz ^ (x=Φy)=^>z et comme z=^>z = 1, alors

(3) (χ=φy)=φχ=l

Comme y ^x=φy en tenant compte de (1) nous pouvons ecrire y < z d'oύ

(4) £==># < y=φχ.

De (2) et (4) on deduit

(5) £=>χ < z

d'ou >ε=^>^ ^ (z=φ>x)=Φz, e'est-a-dire

(6) (z=^x)=φz = 1.

Finalement d'apres H6, (3) et (6)

1 = ({^=φy)==^>z)^φ.(((z=^>x)=φz)=φZ) = l = φ ( l = φ 2 ) = 1 = ^ ^ = z

ce qu'il fallait demontrer.

2.7. DEFINITION. £te algebre de Hilbert-Bernays telle que (x=>y)
v (y=φχ) = i ^sί dite lineaire [20].

Cette notion a ete consideree par Gr. Moisil [11]. Rappelons maintenant

que
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2.8 LEMME. Dans une algebre de Hubert-Bernays les conditions

a) (x=^>y) v (y=φx) = 1

b) x v y = ((x=Φy)=Φy) A ((y=φχ)=φχ)

c) x=φ(y v z) = (x=φ>y) v (χ=Φ>z)
d) (x A ;y)=>£ = (#=#>*) v (y=φ>z)

sont έquivalentes deux a deux [20]2.

Une partie de ces resultats a ete etablie par Morgan Ward [29]. Les
algebres de Heyting lineaires jouent un role important dans 1'etude du
calcul propositionnel LC etudie par M. Dummet [3].

Rappelons encore deux resultats bien connus, que nous aurons a utiliser
par la suite.

2.9. COROLLAIRE: Dans une algebre de Heyting lineairelx v x =llx=^>x.

DEM. Rappelons tout d'abord que dans toute algebre de Heyting:

(1) x==φ,lx = -]χ;

(2) lχ=Φχ = π#.

Done par 2.8-b, (l) et (2):

xv lx= ((x==>Ίx)=>Ίx) A ((-\x=φχ)=φx)
= (iχ=^lχ) Λ (llχ==^χ)

= -]-]χ=φχ.

2.10 COROLLAIRE: Dans toute algebre de Heyting lineaire Ύ\x est le
complement boolέen de ~\x.

DEM. Dans toute algebre de Heyting IMx = Ix, done par 2.9, l~\x v Ίx =
- "\~\~\x=^>"λx = ~\x=Φ"\x = 1, et comme 11 x A lχ = 0, on voit que Ix est
booleen et a pour complement booleen "11#.

La notion d'algebre de Lukasiewicz (trivalente) joue un role fundamental
dans Ϋetude du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz. Cette notion
a ete introduite par Gr. Moisil [12], [13], [15], qui a aussi developpe la
theorie correspondante. Nous pouvons definir cette notion, d'apres A.
Monteiro [21], de la maniere suivante:

2.11. DEFINITION: Un systeme JL = <A, 1, ~, V, Λ, V> forme par un en-
semble non vide A, un element 1 eA, deux operations monaires ~, V, et deux
operations binaires Λ, V definies sur A, sera dit une algebre de Lukasiewicz
trivalente si les conditions suivantes sont verifiees (pour tout x, y, z άe A):

Al) x v 1 = 1
A2) x A (x v y) = x
A3) x Λ (3; v z) = (z Λ x) v (y A x)

2. Les demonstrations des resultats indiques dans [20] n'ont pas ete publiees mais
elles ont ete exposees dans un cours realize" a l'Universidad Nacional del Sur au
premier semestre 1963.
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A4) x = χ

A5) ~ (x Λ y) = ~χ v ~ y

A6) ~χ Λ Vx = 1

A7) Λ: A ~Λ; = ~Λ; Λ VΛ;

A8) V(x ΛJ;) = V# A Vy

Dans ce travail nous dirons aussi, pour abreger, que fί est une algebre de

Lukasiewicz.

Nous avons montre [22] que chacun des axiomes A2-A8 est independant

des restants et que Al est demontrable a partir de A2-A8.

Nous supposerons connues les regies de calcul valables dans les

algebres de Lukasiewicz.

Gr. Moisil [17] a obtenu 1'important resultat suivant, oύ Ax = ~ V ~ x.

2.12. THEOREME. Toute algebre de Lukasiewicz Jί est une algebre de

Hey ting, V implication intuitioniste de chaque couple ordonne (x, y) d'έlέ-

ments de A etant donne par la for mule: x=φy = A~x v Ay v (V~# Λ V3;) v

(Ax Λ y A -3;) (Gr. Moisil [14], [17]).

A. Monteiro a montrέ1 qu'on peut ecrire plus simplement:

2.13. THEOREME. x=5>y = A~x v y v (V~# A Vy)

Nous allons maintenant montrer que:

2.14. THEOREME. Toute algebre de Lukasiewicz est une algebre ^3.

DEM . D'apres 2.13 nous avons Λx = x=φθ = A~x, done:

(1) "]χ=φy = &~χ=φy = S/x v y v (V# A S7y) = S/x v y.

(2) (y=φχ)=^y

= (Δ~;y vx v (V~y Λ V ^ ) ) ^

= A(Vy A ~χ A (Δ,3> v ~ S7x)) v y v (V(Vy A ^ ^ Λ (Ay v ^ VΛΓ)) A Vy)

= (Vy A Δ ^ Λ : A (Δy v Δ^AΓ)) V y v (Vy A V^ΛΓ A (Δy V A~X))

= (Vy A A~x) v 3; v (Δy A V ~ # ) V (Vy Λ Δ^ΛΓ)

= (Vy A A~x) v 3;.

En utilisant (1) et (2) nous pouvons ecrire:

(3) (Ίχ=Φy) A ((y=φχ)=φy) = {S/x v y) A ((Vy A Δ~AΓ) V y)

= (VAT A Vy A A~X) V y

= (VΛ: A ~ VΛΓ A Vy) v y

= (0 A Vy) v y =

= 0 v y = y.

Alors ^ est une algebre Ĥ3

Dans une algebre de Lukasiewicz l'operation ~ ne peut pas etre ex-

primέe au moyen des operations 1, =Φ, A, V. Pour montrer cela A,

Monteiro1 a indiquέ l'exemple suivant. Considέrons le rέticule distributif

A dont le diagramme de Hasse est indiquέ sur la figure ci-dessous:
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y*\ x ~ x V x

c/ >d ° 1 °
, / \ / a d a

/ \ / ^ b e d

\ ^ / d a d

V o 1 0 1

En definissant sur A les operations ~, V au moyen des tables preeedentes
alors le systeme (A, 1, % V, Λ, v) est une algebre de Lukasiewicz. La
partie A' = {0, c, 1} est fermee par rapport aux operations 1,=^, Λ, V, et
n'est pas fermee par rapport a l'operation ^. Done ~ ne peut pas s'ex-
primer au moyen des operations "1,=^, Λ, v. II se pose done le probleme1

de savoir s'il est possible de caracteriser les algebres de Lukasiewicz
comme un systeme (A, 1, ^,=#>, Λ, V ). Nous allons montrer qu'il en est
ainsi. Remarquons, tout d'abord, que:

2.15. LEMME. Dans une algebre de Lukasiewicz nous aυons VΛ: = ~x=Φx
([14], 12.35 et 12.36).

DEM. ~x==>x
= A~ ~ x v x v (V~~XΛS7X)

= Ax v x v (V# Λ Vx)
= xvVx =Vx

Ce resultat montre que l'operation V peut etre definie au moyen de ~ et

Rappelons aussi le resultat bien connu:

2.16. LEMME. Dans une algebre de Lukasiewicz nous avons V% -"\Λx.

DEM. Nous savons (voir 2.14) que Λx = Δ ~χ, alors

"\lx = Δ ^ I Λ ; = Δ~ Δ~AΓ = ΔVΛΓ =VX.

3. RELATION ENTRE LES ALGEBRES DE LUKASIEWICZ ET DE HEY-

TING: Nous allons maintenant demontrer le resultat que nous avons indique

au debut.

3.1. THEOREME: Si dans un systeme (A, 1, ~,=Φ>, Λ, v ) vέrifiant les
axiomes:

LI) χ=Φx = 1

L2) U=>3;) Λ y = y
L3) x Λ (χ=φ>y) = x Λ y
L4) x=φ(y Λ z) = (x=^>z) Λ (x=$>y)
L5) (x v y)=φz = (x=φz) Λ (3;=^^)
L6) ((χ=φz)==>y)=φ(((y==>χ)=φ>y)=φy) = 1
L7) ~~x = x
L8) ~(χAy)=~xv~y
L9) (x Λ ~ x) Λ (yv~y)=χλ~χ
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nous posons: D) Vx = ~χ=$>χ9 alors le systeme (A, 1, ~, V, A, v ) est une

algebre de Lukasiewicz et en outre'.

x=Φ>y = Δ~ x v y v (V~ x A V y).3

DEM: En tenant compte des axiomes L1-L5 nous pouvons affirmer que

(A, 1, A, v ) est un reticule distributif ayant le dernier element 1 = x=^>x

et dans ces conditions les axiomes A1-A3 de la definition 2.11 sont verifies.

Les axiomes A4, A5 coincident avec L7 et L8. II nous reste done a demon-

trer que les axiomes A6-A8 sont verifies.

Remarquons que 0 = ~ 1 est le premier element du reticule A, qui est

done une algebre ^ 3 . Nous posons comme d'habitude Ix = x=Φ>0.

3.2. LEMME. Ix *z~x.

DEM. De 2.10 et 2.2 un deduit que llx = ~Ίx, et comme Ix v ΛΆx = 1 nous

avons:

X = X A 1 = Λ Γ Λ ("]χ V ~~\χ)

= (x A Ix) v (x A ~ΊΛΓ)

= 0 V (X A ~ 1 # ) = ΛΓ A ~~\X,

e'est-a-dire x ^ ~Λx, done Ix ^ ~x.

3.3. LEMME. ~x v Vx = 1 (Axiome A6).

DEM. Par definitionVx = ~x=Φx done:

(1) ~x v VΛ; = ̂ Λ: V (~χ=φ>χ)

= ((~x=^>(~x=φx))=Φ(~χ=$>x)) A (((~χ=φ>χ)=^>~x) =φ>~ x)

= ((~χ=φχ) =$>{<» χ=φχ)) A (((~X=?>χ)=Φ~χ)=Φ~χ)

= (((~ χ=φ>x)=$>~ χ)=^>~ x)

Dans une algebre ^3 nous avons

1 = ((χ^o)^~x)^(((~x=φx)==>~ X)==Ϊ~ x)

e'est-a-dire 1 = ("1#=#>~ χ)=Φ>(((~χ=Φχ)=Φ~ χ)=φ>~x)

Mais d'apres 3.2"U=^~# = 1 done

e'est-a-dire

(2) 1 = ((-#=#>#)=Φ~ ΛΓ)=#>~ Λ:

De (1) et (2) on dόduit le lemme.

3.4. LEMME. x A ~ x = ~χ Λ \7χ (Axiome A7)

DEM. En effet: ~ ΛΓ A S7X = ~x A (^ #=#>#) =^Λ;AΛ: = ΛΓΛ^Λ:.

3.5. LEMME. IΛΓ = ~ (~χ=$>χ)

DEM. Demontrons tout d'abord que: (i) Ix < ~ (~x=>x). D'apres 3.2

3. Ce resultat a etέ utilisέ par Luisa Iturrioz dans [6J. Voir aussi [7].
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Ix < ~x, done ~x=Φ>x ^~\χ=$>χ = "Πx, d'oύ par 3.2 ~]~\~\χ = lχ < i ( ~ # = φ χ )

^ ~ (~x=^>x) ce qui demontre (i).

Voyons que (ii) ~ (~ x=#>x) ^ Ίx.

D'apres 3.3 ~ xv (~ x=^>x) = 1 done* Λ ~(~ #=#>#) = o, d'oύ (x Λ ~(~ #=φχ))

v Ix = l x , e'est-a-dire

(x v 1Λ;) Λ (^ (~ χ=$>x) v ΊΛ:) = Ix

d ' o ύ l l f e v Ix) Λ (- (~χ=φχ) v Ix)) =niAr

e'est-a-dire ~\~\{x v IΛΓ) Λ Π ( ~ (~χ=φ>χ) v Ίx) = Ix

Ί(ΊXΛ Ίlx) Λ Π ( ~ ( - χ = φ χ ) v Ix) =lx

comme 1(1XΛ Π X ) = 10 = 1 alors:

(1) "Π(~(~χ==>χ) v Ix) = Ί χ

D'apres la formule y ^ 1 1 ^ de (1) on deduit ~ (^x=#>x) ^ Ix ce qui

demontre (ii).

3.6. LEMME. V(x Λ 3;) = Vx Λ V3; (Axiome A8)

DEM. Par definition V(x Λ 3;) = ~ (x Λ 3;)== >̂(χ Λ 3;) done ^ V(x Λ 3;) =

~ (~ (x A y)=φ(x Λ 3;)), d'oύ d'apres 3.5 ~ V(x Λ 3;) = l(x Λ 3;). Mais dans une

algebre de Heyting lineaire l(x Λ 3;) = 1χ v I3;, done:

~ V ( x * y) =Ίx v Ίy

= ~ (~ χ=φχ) v ^ (~ 3;=φ>3;)

= ̂  ((~X=φx) Λ (~3;=φ>3;))

= ~ (Vx Λ V y)

et alors V(x Λ 3;) = Vx Λ V3;.

Nous venons ainsi de demontrer que le systeme (A, 1, ~, V, Λ, V) est

une algebre de Lukasiewicz (trivalente), done si nous posons: Δx = ~ V ~ x;

Velement C = Δ~x v y v (V^x Λ V3;) a d'apres 2.13, les proprietes

11) x Λ C < y,

12) si x A z ^ y alors z < C

et cela montre bien que x=#>3; = Δ^x v y v ( V ^ X Λ V3;) et le thέoreme est

demontre.

4. AXIOMES INDEPENDANTS POUR LES ALGEBRES DE LUKASIEWICZ

TRIVALENTES: Nous nous proposons maintenant de caracterizer les

algebres de Lukasiewicz trivalentes au moyen d'axiomes independants.

Soit (A, 1, Λ, v,=#>, ~> un systeme verifiant les axiomes suivantes:

Ml) x=Φx = 1

M2) x Λ (x=$>y) = x Λ y

M3) χ=^>(y ΛZ) = (x=φz) Λ (x=Φ>3;)

M4) (X v y)=Φz = (x=$>z) Λ (y=Φ>z)

M5) ((x=^>^)=#>3;) Λ ((3>=^>χ)=φ>3,) = y

M6) ~~x = x

M7) ^ ( χ Λ 3 ; ) = ^ χ v ^ 3 ;

Mδ) x Λ ~ x = (x Λ ~ x) Λ (3; v ~ 3;).
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II est evident que des axiomes L1-L9 on deduit (voir H6Met Definition
2.4) les axiomes M1-M8.

Pour voir que M1-M8 impliquent L1-L9 il suffit de demontrer que
l'axiome A2 (χ=^>y) Λ y = y est une consequence de M1-M5, parce que de
M1-M5 et A2 on deduit l'axiome L6.

4.1. LEMME. IΛΛΓ = X

DEM. D'apres M5, on peut ecrire ((x=Φx)=Φx) Λ ((χ=$>χ)=φχ) =χ. Alors
par Ml, nous avons:

(1) (l=φχ) Λ (l==>x) = x.

Par M2: x Λ (χ=Φ>χ) = x A x, d'oύ par Ml x Λ 1 = x Λ X9 done l=Φ(x Λ 1)
= l=^>(x Λ x)y et en tenant compte de M3, nous avons (1=^1) Λ (l=φχ) =
(1=^ΛΓ) Λ ( l = φ # ) , d'ou par Ml et (1):

(2) 1 Λ (l=Φx) =x.

De (2) et M2 on tire 1 Λ X = x.

4.2. LEMME. l=Φx =x

DEM. Comme par M2: 1 Λ (l=Φ>χ) = \ Λ x, alors en utilisant le lemme 4.1

on obtient l=^>x -x.

4.3. LEMME. x=φl = 1

DEM. D'apres M5 on a ((#=#>#) = M ) Λ ( ( 1 = Φ A : ) = Φ 1 ) = 1, et tenant compte
de Ml et du lemme 4.2, on peut ecrire: (1=#>1) Λ ( Λ ; = Φ 1 ) = 1 e'est-a-dire
1 A (χ=^>l) = 1 d'oϋ par le lemme 4.1: x=Φl = 1.

4.4. LEMME. (x=φy)*y =y (Axiome A2)

DEM. Par M5 on a ((l=φχ)=φy) Λ ((y=^ί)=φy) = y, d'oύ d'apres les

lemmes 4.2 et 4.3: (x=Φy) Λ (1=^3;) = y, et par le lemme 4.2 on a finale-

ment (x=φy) A y - y.

Nous allons maintenant demontrer que les axiomes M1-M8 sont inde-
pendants. Pour cela, nous considerons les exemples suivants:

Exemple I. Soit A l'algebre de Lukasiewicz trivalente dont le diagramme
de Hasse et les tables des operateurs % V et Δ sont indiques sur la figure
1.

A t 1
x ~x VΛΓ AX

v a 0 1 0 0
a a 1 0

«. 0 1 0 1 1

Fig. 1

Posons par definition x=Φy = Δ ~ x v 3;. Alors les axiomes M2-M8 sont
valables tandis que Ml ne l 'est pas car:

α=Φ>α = Δ ~ α v f l = Δ o v f l = 0 vo = c / l
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Exemple II. Soit A l'algebre indiquee dans l'exemple I et posons par defini-
tion x=$>y = V ~ x v y. On verifie facilement que les axiomes Ml, M3-M8
sont valables et M2 ne l'est pas car: a Λ (α=>0) -a Λ 1 -a tandis que
a Λ 0 = 0.

Exemple III. Soit A l'algebre de Boole indique dans la figure 2 et definis-
sons les operateurs ζζ~" et "=φ>" par les tables suivantes:

A -I x ~x =^> 0 a b • 1

/ \ . 0 1 0 1 1 1 1
α<̂  \b a b a 0 1 b 1

\ . / b a b 0 a 1 1
\ ^ 1 0 1 0 a b 1

Fig. 2

Alors les axiomes Ml, M2, M4-M8 sont valables tandis que M3 ne l'est
p a s c a r : a=Φ(a Λ b) =a=^>0 = 0 et {a=Φb) Λ (a=Φa) = b Λ 1 =b.

Exemple IV. Soit A le reticule distributif dont le diagramme de Hasse est
indique sur la figure 3. Dans ces conditions les operations A,=Φ>sont uni-
voquement definies sur A. L'operation ~ sera definie sur A au moyen de la
table suivante. Comme A est un reticule la borne superieur de deux elέ-
ments x et y est determine. Nous allons ignorer cette borne superieur et
nous allons considerer la nouvelle operation binaire v definie par l'egalite:

x v y = ~ (~ x Λ~ y)

A . 1
Λ y x x ~x x ~x

f/ Xg 0 1 e c
/ \ / \ a b f g

c \ X? /e b a g f
\ / V c e 1 0

β X /h d d

u

Fig. 3

Considerons alors l'algebre (A, 1, % Λ, V,=§>) ainsi definie. Comme le
systeme (A, 1, Λ,=#) est une algebre de Hertz [24] alors les axiomes Ml,
M2, M3 sont vέrifiees et en utilisant les definitions on montre que M5-M8
sont aussi valables, tandis que M4 n'est pas valable car: (c v d)=^>a =
(~ (^ CΛ ~d))=Φa = ~{ehd)=^>a = ~ b=$>a = a=φa = 1, et (c=^>α)
Λ (d=Φ>a) = d Λ c = α.

Exemple V. Soit A l'algebre de Heyting dont le diagramme est indiquέ sur
la figure 4 et definissons l'operateur ((~" par la table suivante:
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• 1 x ~ x
A

π b ° 1
a b

<( a b a

π 0 1 °

Fig. 4

Tous les axiomes sont verifies a l'exception de M5, car:

((a=^0)=>b) A ((b=$>a)=Φb) = (0=>δ) A (a=φb) = 1 Λ 1 = 1 / 6.

Exemple VI. Soit A l'algebre de Heyting, indiquee sur la figure 1, et posons

par definition ~x = Ix. Alors les axiomes M1-M5, M7, M8 sont verifies, et

M6 ne l'est pas car: ~~a = Ί(Ίa) = 10 = 1 ^ a.

Exemple VII. Soit A le reticule distributif fini dont le diagramme est indi-

que sur la figure 5, alors les operations A, V, =#>, sont bien determinees et

les axiomes M1-M5 sont verifies. Supposons que ^operation "~" soit

definie par la table ci-jointe.

Λ -.1 x ~ x x A ̂  x x v ^ x

/ \v 0 1 0 1
CJ/ fd a b 0 c

/ \ . / b a 0 c

a/ yί c d b 1
\ / d c b 1

\y 1 0 0 1
0

Fig. 5

Les axiomes M6 et M8 sont verifies tandis que M7 ne l'est pas car

~ (a Λ 5 ) = ' V 0 = 1 e t " α v ' v 5 = δ v f l = c .

Exemple VIII. Soit A le reticule distributif fini, dont le diagramme est in-

dique sur la figure 3, A est un algebre de Heyting trivalente, alors M1-M5

sont verifies. Definissons C ί ~ " par la table ci-jointe, alors M6 et M7 sont

verifies, tandis que M8 ne l'est pas car: {ch~c)*{dv~d) = c/\d=a:£

c Λ ~ c = c.

X ~ X X ~ X

0 1 e e

a f f a

b g g b
c c 1 0

d d

NOTE: Ces exemples montrent aussi que Ml, M2, M3, M4 et M5 sont des

axiomes independants pour les algebres ^ 3 .
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