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0 Introduction*

0.1 L’Etude présentée se propose d’étudier la sémantique de telles
formules du calcul classique des propositions qui ne contiennent, en plus de
n variables propositionnelles, que des foncteurs d’équivalence = et de
négation 1. On distingue, en méme temps, le cas oi:

(a) p=q=v7s’entend comme une abbréviation pour (p = g) r(q = 7)
et
(b) celui ol il s’entend comme une abbréviation pour (p = q) = 7.

Pour le second cas, on adopte un nouveau foncteur H appelé, comme jusqu’
3 présent, foncteur n-aire d’équivalence, tandis que le foncteur n-aire =
(pris comme une abbréviation pour 1’équivalence conjonctive) est désigné
par la suite comme foncteur de conéquivalence.

Les formules spéciales du systéeme L''(=, 1) définies dans 1’Etude (dites
équivalences élémentaires), peuvent étre prises pour la forme normale des
formules factuelles du systéme donné (soit formules qui ne sont pas
tautologies elles-mémes ni le sont leurs négations).

0.2 Notons que des systémes similaires ont déja attiré 1’attention de
Leéniewski (1923), de Rasiowa (1947), de Mostowski (1948) et de Church
(1951). Mihiilescu s’en est occupé systématiquement (1937 et 1969). Les
études des auteurs mentionnés sont cependant orientées plutét vers des
aspects déductifs.

Les$niewski n’employait (selon [2] et [3]) dans ses considérations que le

*J’ai plusieurs fois discuté le contenu de cette Etude avec M. Petr Hajek de 1’Institut
de Mathématiques de la CSAV 4 Prague et je lui remercie de ses observations im-
portantes.
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systéme L(=), pour lequel il a déduit le théoréme de prouvabilité de ses
formules:

La formule A€ L(=) est prouvable si, et seulement si le nombre de 1’occuy-
vences de chacune de ses vaviables est pair.

Mostowski (voir [3]) consideére la formule

Pr=Ep2=.. . =D,

comme une abbréviation de la formule

pr=p)apa=padae e A(Py-1 = Pa).

Il introduit, en outre, pour une formule quelconque A€ L(=) composée des
variables propositionnelles, des parenthéses et du foncteur =, sa forme
normale

PrE=@e=(ps=...=(Pp1=00)) ...

et parle de la commutativité et de 1’associativité de 1’équivalence. Le
méme auteur part du théoréme de LeSniewski et en établit un autre pour le
systéme L(=):

La formule A est logiquement équivalente a la formule A', si, et seulement
si la diffévence des nombres des fréquences de chaque variable dans les
deux formules veprésente un nombre paiv.

De plus, Mostowski s’occupe, en marge de ses considérations, d’un
systéme qu’il est possible d’exprimer comme J[L'(=, #) et indique la forme
normale de ses formules comme suit:

p=e=...=2Wn=(@Z(@ 7. .. F@nrZam) ...

En raison du fait que le systéme L'(=, #) est équivalent au ''(=, 1), on peut
identifier chaque formule du ' avec une formule du .£" décrit aussi par
Church [5] et adopté également dans I’Etude présentée comme systéme dit
¢4 EN-formules’’. Mostowski renvoie, en outre, au théoréme de Rasiowa
qui dit:

La formule du systéme JL'(=,#) est prouvable si, et seulement si le
foncteur = a une fréquence qui veprésente un nombre impaiv et, en méme
temps, si la fréquence du foncteur # aussi bien que celles de chaque
variable sont des nombres pairs,

se référant également & 1’Etude de Mihailescu [1] dont Church fait mention
en [4]. Church indique en [5] le systéme L''(=, 1)' avec les axiomes:

1. (p=qg) =(qg=p)

2. (p=(g=7)=(p=q) =7
3. (Ip=19 =(p=9q

1. En original: PEN,



SEMANTIQUE DES FORMULES LOGIQUES 423

et avec deux régles de déduction:

(a) régle de substitution,

(b) régle modus ponens en forme: A—’%i}'i

0. on mentionne le théoréme:

La formule A € L'"(=, 1) est prouvable si, et seulement si chaque vaviable
propositionnelle, aussi bien que le signe 7, appavaissent en fréquence
représentant un nombre paiv (sous résevve qu’ils apparaissent).

Il est la conséquence d’un théoréme analogue que LeSniewski donne pour
L(=). Sa solution antérieure est attribuée par Church [5] indépendamment
i McKinsey et 4 Mihdilescu.

La derniére Etude de Mihdilescu (voir [6]) ne s’occupe que du probléme
syntaxique des systémes incomplets du calcul des propositions L'(=, #),

£"(E) —')7 £"'(E7 #! .1)7 etc'
Les rapports a la présente Etude sont donc les suivants:

(a) Les formules du systéme de Mihiilescu L'"(=, 1) sont précisément les
mémes que celles du systéme de Church dites PEN et que celles appelées
EN-formules, spécifiées par la Définition 5 de I’Etude présentée.

(b) Les formules prouvables des systémes L''(=, 1) et PEN sont toutes les
tautologies, égales aux EN-formules. De ce fait et & 1’observation de [5], il
est justifiable de remplacer le terme syntaxique ‘‘prouvabilité’’ par le
terme sémantique ‘‘validité dans le modéle canonique complet’’.

0.3 L’auteur s’est contenté avec 1’étude de la sémantique du systéme
L"(=, 1), parce que chaque formule du systéme est logiquement équivalente
i la formule du systéme L'(=, #) et vice versa. L’ensemble de tous les
modeéles canoniques de EN-formules est &gal 4 1’ensemble de tous les
modeéles canoniques des ER-formules, ¢’est 4 dire des formules du systéme
£L'(=, #). A plus forte raison, on n’examine pas le systeme L'"'(=, #, 7).

A Y’avis de 1’auteur, 1’Etude apporte les contributions suivantes:

1. définition de la forme normale des formules factuelles du systéme
L"(=, 1) (en d’autres termes des équivalences élémentaires) et étude de
leurs propriétés;

2. classification des équivalences élémentaires;

3. introduction et étude des demi-modéles comme modéles canoniques pour
les équivalences élémentaires et étude de leurs propriétés;

4. adoption de certaines idées nouvelles dans le but de rendre possible
I’étude exacte de la sémantique du systéme L'(=, 1) et, en général, de tout
systéme similaire, en particulier du type et de ’ordre de la formule du
calcul des propositions, etc.

1 Preliminaives Pour le texte qui suit, convenons la terminologie suivante:

Le fait que la formule ¢ est une tautologie du calcul des propositions (dans
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ce qui suit seulement tautologie), est mis en &évidence par le symbole .
On dira que ¢ est logiquement valide si, et seulement si ¢ est une
tautologie du calcul des propositions. Et ¢ est logiquement équivalente i
si la formule ¢ =y est logiquement valide (symbole ¢<>y/). L’expression
carte i n-membres signifiera, en sens général, une suite de Boole, c’est-
ia-dire une suite 4 n-éléments dont les membres ne sont que des zéros et
des uns. Si la structure M={(M, P,, ..., B,) est telle que M est un
ensemble fini non vide et P; (pour 1 <i < n) une fonction de Boole (c’est-a-
dire Dl’application de I’ensemble M dans 1’ensemble {0,1}), on parlera du
modéle sémantique fini unaive M. Chaque modéle M° = (M, Py,..., Py
oil<i <...<i<...<n,sera appelé modéle partiel du modele M. Le
modele M' = (M', P,MM', ... P,I M) od M'C M et | est le symbole de
partialisation, sera le sous-modéle du modéle M.

Définition 1 Soit le modéle M = (M, Py, .. ., P).

(a) L’ensemble K(a) = {(Py(a), ..., Pfa)) ot ae M sera carte de I’objet a
dans le modéle W = (M, Py, . . ., P,) (voir [7]).

(b) L’ensemble de toutes les diverses cartes du modéle I portera le
symbole Kgy.

(c) L’ensemble K°(a) = (P;(a), ..., Py(a) od 1 < i,
appelé carte partielle de ’objet a.

(d) Le modéle M est simple s’il y a une application biunivoque entre
I’ensemble des objets M et 1’ensemble des cartes Kgy.

N

. < 4, < n, sera

Acceptons, en outre, les concepts: #ype du modeéle et ovdre du modéle. On
dira que le modéle M est du type »n si, et seulement s’il comprend »
fonctions (symbole M”). On dira que le modéle M est de 'ordre m si, et
seulement si l’ensemble M est & m éléments (symbole M,,). Cela permet
de distinguer aisément les modéles qui différent 1’un de l’autre par le
nombre d’éléments ou de fonctions et d’étudier les classes des modéles
dont le type et ’ordre sont identiques.

Pour pouvoir étudier, dans ce contexte, les modéles qu’on pourrait
appliquer d’une maniére univoque & une certaine formule du calcul des
propositions et vice versa, admettons le concept du modeéle canonique d’un
certain type et ordre avec la description de 1’application qui existe entre

les modéles ainsi définis et les formules du calcul des propositions.

Définition 2 Un modéle quelconque M= (M, Py, ..., B, tel que M soit
I’ensemble de m diverses cartes i n-éléments et P;({u,, . . ., us) = u;, Sera
appelé modéle canonique du type n et de Uordve m. Si m = 2", le modéle
respectif sera modeéle canonique et complet du type n.

Note 1: Il résulte de la construction des modéles canoniques que tous les
différents sous-modéles propres d’un modéle canonique complet du type n
sont au nombre de (2(2")- 2), tandis que tous les différents modéles

n
canoniques du type n et de ’ordre m sont au nombre de <in) pour 1 < m < 2",
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Eu égard a 1’application biunivoque de 1’ensemble de tous les sous-modéles
propres d’un modéle canonique complet du type » dans 1’ensemble de toutes
les formules du type % logiquement non équivalentes, on parlera parfois
d’un modéle canonique M, comme d’un modele canonique de la formule ¢
(symbole My) ol ¢ est la formule cavacteristique du modele M, c’est-a-
dire une formule qui est valide dans My et, en méme temps, elle n’est
valide dans aucun modéle M, pour m < v < 2", 11 suit de la Définition 2 que
chaque modele canonique est simple. Ci-aprés suit la définition usuelle du
terme ‘‘satisfairve’’:

Définition 3°
(a) Soit M un modele; définissons, en utilisant le principe de récurrence,
le predicat ‘“Objet a satisfait a la formule ¢ dans le modéle M’’,

(1) Si la formule ¢ est p;, on définit: « satisfait 4 ¢ si, et seulement si
Pi(a) = 1;

(2) a satisfait 4 la formule @ vy si, et seulement s’il satisfait & la formule
@ ou qu’il satisfait 4 la formule ¢; a satisfait & la formule ¢ Ay si, et
seulement s’il satisfait & la formule ¢ et qu’il satisfait & la formule /; a
satisfait & la formule ¢ — ¥ si, et seulement si a satisfait & ¢, a satisfait a
Y; a satisfait 4 la formule 1¢ si a ne satisfait pas i ¢.

Disons que la formule ¢ est valide dans le modéle M si chaque objet ae M
satisfait 4 la formule ¢.

(b) On dira que la carte K= (u, ..., u, satisfait 4 la formule ¢ si K
satisfait & ¢ dans le modeéle canonique et complet.

Lemme 1 [Associativité] Soient A, A' deux formules, chacune composée de
n formules @, ..., ¢n(n=3) par la connection du foncteur =, qui ne
difféerent une de I’autve que pav la mise diffévente entve paventhéses (a
condition que la wmise soit juste). Dans ce cas, A est logiquement
équivalente a A'.

La démonstration est évidente.
2 Comnéquivalences, équivalences n-aives et EN-formules

Note 2: Pour des formules quelconques du calcul des propositions

@1, . . ., ¢n, la conjonction de (n - 1) équivalences binaires
(Pr=@) ne o A (@nor = @) (1)
s’écrit, en général, tout court:
PL1=EP2=. .0 =Py (2)
Adoptons pour (1) encore une autre abbréviation:
= (@) (3)

2. Prenons p.e. de [7].
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Appelons 1’expression (1) cornéquivalence n-aire ol n indique le nombre des
formules composantes.

L’expression (2) peut, bien entendu, étre utilisée dans un autre sens
(justifié par Lemme 1), soit comme abbréviation de la formule

((((pr1=0) =@g)=...)=0,) =0n (4)

soit comme abbréviation d’une autre formule composée par 1’autre mise de
(2) entre parenthéses. Pour éviter des confusions, on utilisera, par la
suite, toutes les fois que (2) est pris au sens (4), le foncteur B i la place du
foncteur =, si bien que (4) équivaut i 1’expression

v, Be,B8...B8¢,. (5)
Adoptons, en outre, ’abbréviation:
n
B (¢). (6)

L’expression (5) sera appelée équivalence n-aive, tandis que sa négation
portera le nom d’antivalence n-airve. On a toujours

(01 = @) = (0, B @y). (7)
On démontrera encore de maniére usuelle que (5) est commutative:

Lemme 2 (Commutativité) Soit n le nombre naturel n =2. Prenons n

formules du calcul des propositions ¢, ..., ¢, et pour i,,...,1, les
entiers 1, . . ., n, dans un ovdre quelconque. On aura
(0. B¢, B...Be)<=(¢; Be;,,B...Be,). (8)

Définition 4 (de la formule élémentaire) Soit ¢ une formule du calcul des
propositions. On dira qu’elle est du fype n si 1’on y trouve précisément »
variables différentes. On dira qu’elle est de [l’ovdre m si elle est la
formule caractéristique pour un modéle canonique de 1’ordre m:. La formule
du calcul des propositions du type =z, dans laquelle la négation apparait au
plus devant les formules atomiques et qui ne comprend qu’une seule fois
chacune des n variables, les diverses variables &étant connectées par un
foncteur binaire d’un seul genre entre parenth&éses quelconques, sera
appelée formule elementaive du type n.

Selon le genre du foncteur binaire dans la formule, on parlera p.e. de la

disjonction elementaive tant qu’elle ne comprend des foncteurs binaires que
le foncteur v,

conjonction élementaive tant qu’elle ne comprend des foncteurs binaires
que le foncteur a,

equivalence élementaive tant qu’elle ne comprend des foncteurs binaires
que le foncteur H.

air
L’équivalence é€lémentaire du type # qui comprend le nombre {ilrr)lpair} des
. ors S Lo, . paire
variables positives, sera appelée équivalence élémentaive { . }
impaive
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type n. Adoptons pour une équivalence élémentaire du type # le symbole
EE”avec l’indice supérieur ‘‘+’’ si elle est paire et ‘‘-’’ si elle est impaire.

En ne retenant dans le calcul des propositions que les foncteurs 1 et B, on
obtient des formules ‘‘construites i la seule base de la négation et de
I’équivalence’’:

Définition 5 (de la EN-formule)

1. Chaque variable du calcul des propositions est une EN-formule.
Appelons-la atomique.

2. Si ¢ est une EN-formule, il en résulte que 1¢ est, & son tour, une
EN-formule.

3. Si ¢ et ¥ sont des EN-formules, il en résulte que ’expression (¢ Bvy)
est, 4 son tour, une EN-formule.

4. Seules sont des EN-formules les expressions obtenues en vertu d’un
nombre fini des opérations 1-3.

3 Transformations des EN-formules Une EN-formule peut comprendre,
par définition, des variables, des foncteurs 7, H et des parenthéses. Le
nombre des occurrences d’une certaine variable est quelconque ce qui est
aussi le cas du foncteur de négation qui peut se présenter au nombre
quelconque devant une formule correcte. On se propose de démontrer que
valide
fausse
exprimée en forme d’une équivalence élémentaire (paire ou impaire).

toute EN-formule, tant qu’elle n’est pas logiquement { }, peut étre

Lemme 3 Une négation k-multiple d’une formule ¢ du calcul des proposi-

pair } oL b

. ) . . @
tions est logiquement équivalente a la formule {‘l ¢} pour k {impah’

est un nombre naturel quelconque.

Le lemme n’est qu’une généralisation de la loi de la négation double par la
substitution répétée: p/1p ou p/171p dans la formule p = 17 p.

Lemme 4 Pour les formules quelconques ¢,y on a:

e =y)=(o=y)
e =y)=(@ =TY).

La démonstration est facile, par exemple au moyen de la méthode de
matrice.

Corollaires 1 et 2 (du Lemme 3 et du Lemme 4):

1. Les EN-formules avec négations multiples devant une cevtaine vaviable
ou paventhese peuvent étve trvansformées en formules logiquement équiva-
lentes ayant une négation au plus devant la variable (parenthése) concernée.

2. Les EN-formules avec négation devant la paventhése peuvent étve
transformées en formules avec négations simples w apparvaissant que
devant les formules atomiques. Cela veut dive que I’on est en mesuve de
trouveyr pour chaque EN-formule une EN-formule logiquement équivalente
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en forme de I’équivalence n-aive, w’ayant pour membres que les formules
atomiques et leurs négations.

Lemme 5 Soit p la variable propositionnelle. Soit E une équivalence n-aive
du type m=1, c’est-a-dire établie seulement au wmoyen des formules
atomiques p, 1p et soit k le nombre des variables p positives ou négatives
dans E. Il en vésulte:

(a) E est une tautologie si, et seulement si k est pair et si les occurrences
de p et celles de 1p sont en nombres pairs,

(b) E est une contradiction si, et seulement si k est pair et si les occur-
rences de p et celles de 1p sont en nombres impairs,

(¢) E est logiquement équivalente a la formule p si, et seulement si k est
impair et si les occurrences de p sont en nombres impairs,

(d) E est logiquement équivalente @ la formule 1p si, et seulement si k est
impair et si les occurrences de 1p sont en nombres impaivs.

Demonstration: 1. Le théoréme est évident pour 2 = 1.
2. Pour k= 2, on obtient par la méthode de matrices:

HpBp) (9)
F(pBp) (10
F1(1p Bp) (11)
F1(p Bp). (12)

3. Supposons maintenant que le théoréme soit valable pour un 2 > 2 et
démontrons pour k2 + 1: La formule avec %2 + 1 fréquences de p a soit la
forme

A=Y (13)
soit la forme

¢ Bp. (14)
Examinons seulement (13), le cas (14) étant analogique:
(a) Soit  pair; on a:

(aa) si ¢ est une tautologie, le nombre des fréquences positives et le
nombre des fréquences négatives de p dans ¢ étant pair, il est facile de
voir que (¢ B p)<=p. En méme temps, le nombre des fréquences posi-
tives de p dans la formule ¢ Hp est impair et celui des fréquences
négatives est pair.

(ab) si ¢ est une contradiction, le nombre des fréquences positives et le
nombre des fréquences négatives de p dans ¢ étant impair, il est évident
que (9 B p)<>1p. En méme temps, le nombre des fréquences positives
de p dans la formule ¢ B p est pair et celui des fréquences négatives
impair.

(b) Soit 2 impair; on a:

(ba) si ¢ <p et par suite, le nombre des fréquences positives de p dans
¢ est impair, on peut voir que (¢ B p). En méme temps, le nombre des
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fréquences positives de p dans la formule ¢ Hp est pair et celui de
fréquences négatives 1’est aussi. Ou bien

(bb) si @ <= 1p et le nombre des fréquences de 1p dans ¢ est impair, on
peut voir que @ B p est une contradiction. En méme temps, le nombre des
fréquences positives de p dans la formule ¢ Hp est impair et celui des
fréquences négatives de p ’est aussi.

Corollaire Chaque EN-formule du type n = 1 est logiquement eéquivalente a
la formule d’une des classes suivantes:

(a) p,

(b) 1p,

(c) tautologie,
(d) contradiction.

Théoréme 1 (Mihailescu-McKinsey-Rasiowa)® Une EN-formule est une
tautologie si, et seulement si chaque de ses vaviables apparait au nombre
paiv aussi bien que le foncteur

Théoréme 2 (de la forme normale des EN-formules) Pouv chaque EN-
formule ¢, on a un de trvois cas suivants:

(@) Fo
(b) Fo,
(c) il existe I’équivalence elementaive telle que (¢ = EE).

Démonstration: 1. Pour n = 1. Selon les Corollaires 1 et 2, il est possible
d’admettre que ¢ soit en forme de 1’équivalence n-aire composée des
formules p, et 1p,. ¢ est selon le Corollaire 3 équivalente soit a la
formule p,, soit & 7p, (qui sont équivalences élémentaires), soit 4 une
formule qui est ou bien une tautologie, ou bien une contradiction.

2. Pour #n> 1. Admettons de nouveau que ¢ soit en forme d’équivalence
n-aire, composée des formules p,, Tp,, ..., Ps, TPs. Si chaque variable
n’apparait qu’une seule fois, il s’agit d’une équivalence &lémentaire. Si
certaines variables (parmi eux par exemple p;) apparaissent & plusieurs
reprises, ¢ a la forme de (¢, = ¢') oli ¢, ne comprend que la variable p,
(en fréquences répétées), tandis que ¢' comprend les autres variables.
Selon le Corollaire 3 appliqué pour ¢,, @ est équivalente & une des formules
@', 19", (hh=¢"), (1p, = @'). Notons encore que 1¢' est logiquement
équivalente 4 une équivalence n-aire. Effectuons successivement la trans-
formation d’aprés le Corollaire 3 pour toutes les autres variables 2
fréquences répétées. Si l’on n’obtient de cette maniére ni tautologie ni
contradiction, la formule finale ne peut comprendre chacune des variables
qu’une seule fois; la formule ¢ est donc logiquement équivalente 4 une
équivalence élémentaire.

Théoréme 3 Soient ¢; et ¢; deux formules en forme d’équivalence
PR . A - .
elementaive du meme type n, composées des variables p., . . ., p, chacune.

3. Voir [6] et [3] ol I’on mentionne ce théoréme.
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@; est logiquement equivalente a { i } si, et seulement si la valeur

"1(0]'
absolue de la diffevence du nombre des negations dans les formules ¢; et ¢;
est un nombre {.paw. }
impaiv

Demonstration: (a) Soit la différence paire. Toute variable apparait en
¢: et ¢; exactement deux fois et la négation est au nombre pair. ¢; = ¢;
est donc une tautologie selon T1 et en suit que ¢; est logiquement
équivalente & ¢;.

(b) Soit la différence impaire. Dans ce cas, toute variable apparait en ¢;
et ¢; deux fois et la négation est au nombre impair. ¢; = 1¢; est donc une
tautologie et en suit que ¢; est logiquement équivalente & 1¢;.

Corollaire 4 (du Théoréme 3) Une equivalence elementaive du type n peut
etre exprimee par 277" exemplaives au total d’equivalences elementaives du
type n qui sont logiquement equivalentes 'une a autve. L’ensemble des
equivalences élémentaives du type n se decompose en deux classes
disjointes du méme nombve de formules logiquement equivalentes P'une &
Pautre. Dans lune, toutes les equivalences élementaives du type n sont a
pavite paive, dans I’autve a pavite impaire.

Définition 6 Soit EE une équivalence élémentaire du type n. On appelera
negative
positive
seulement si:

carte { } de la formule EE la suite des zéros et des uns si, et

(a) 4 la 7-2me place (1 <i<n) se trouve {ztel:‘lo} si, et seulement si la
i-éme variable de EE est en forme positive

et

(b) 4 la j-eme place (1 < j < n) se trouve {zzi'lo} si, et seulement si la
j-eéme variable de EE est en forme négative.

Note 3: En général, il est possible de définir de la méme maniére la carte
positive et la carte négative de toute formule &lémentaire. On n’utilisera
pas, néanmoins, cette possibilité dans cette Etude.

Lemme 6 La cavte positive de I’équivalence élémentaive EE" satisfait a
EE".
La démonstration est facile si 1’on utilise le principe de la récurrence.

Définition 7

paire 3 pair
1. La carte est { . } si elle comprend un nombre { . } des uns.
impaire impair
2. Le modeéle M est {.p aw. } si toutes ses cartes sont { paires }
impaiv impaires



SEMANTIQUE DES FORMULES LOGIQUES 431

Le modele qui n’est ni pair ni impair, s’appelera modéle a parité mixte.

Note 4: (a) N’importe quelle couple des cartes diverses de la méme parite
et du méme type différe au nombre pair de places, soit & deux au moins,

(b) le modeéle canonique et complet du type # comprend évidemment 2”7 de
cartes paires et 2”7" de cartes impaires du méme type.

Lemme 7 Soit K; la carte du type n qui satisfait @ la formule @;, etant en
forme d’equivalence elémentaive du type n. Soit aussi Ki(K; # K;) une autve
egale

s . Dans ce cas, on a:
dszerente} ’

carte du méme type et d’une pavite {
' { satisfait
i

ne satisfait pas} a @i

Le lemme est un corollaire du Théoréme 3 et du Lemme 6.

4 Modeles des équivalences (Demi-modéles)

Définition 8 Le modéle MM est un dewmi-modéle du type n si chacun de ces
modéles partiels M° du type (z - 1) est canonique complet et simple.

Lemme 8 Soit M un modele du type n. M est un demi-modéle si, et
seulement si le nombre des cartes du M est 2" et toutes les deux cartes
differvent toujours P'une de I’autve au moins a deux places.

Demonstration: Qu’une des paires des cartes K;, K; du type z n’accuse la
différence qu’ 2 une seule place. Cela signifie que dans le modéle M”, il y
a au moins une carte partielle répétée du type (n - 1), i savoir celle qui
résulte des cartes K; et K; par la suppression de la colonne représentant la
différence entre ces cartes. Soit un modeéle partiel du M du type (7 - 1) a
deux cartes identiques. Cela signifie que les cartes K;, K; du type = issues
de ces deux cartes par adjonction de 1’un & une carte et du zéro 4 ’autre ne
différent qu’ 4 une place.

Lemme 9 Le sous-modéle d’un modéle M canonique complet du type n
paires

. ) } est un demi-modéle
impaives

comprenant toutes les cartes a n membres {
du type n.

Demonstration: Résulte de note 4, les points (a) et (b), et du Lemme 8.

Corollaire 5 Pour chaque n(n > 2) existent au moins deux demi-modéles du
type n dont Uun est paiv et Uautre impaiv.

L’existence d’au moins deux demi-modéles du type »n est donnée par le
corollaire qui précéde, mais il faut de plus démontrer qu’il n’en existe que
deux au plus.

Théordme 4 Pour chaque n(n = 2), il n’existe que deux demi-modéles du
type n et deux seulement.

Démonstration: Soit ® un demi-modele du type n. Soit en outre ®° un
modele partiel du type (z - 1) du demi-modéle ®, issu de la suppression
d’une colonne dans®. Selon la Définition 8, ®° est canonique et complet du
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type (r - 1). Séparons les cartes de ces modéles en paires et impaires et
considérons, en méme temps, la carte

0..... 0:
N .
(n - 1) fois
) 0..... 0
(a) Que la carte de ® dont la carte partielle est la carte _—~ ~_ ,
(n - 1) fois
posséde zéro 4 la n-éme place. Dans ce cas, sa parité est paire. Toutes
0..... 0

les cartes, n’ayant qu’un seul un dans ®°, différent de la carte ms a

une seule place et c’est pourquoi selon le Lemme 8, les cartes de ® en sont
prolongement, doivent présenter 1 i la n-éme place (pour qu’elles différent

0..... 0
de la carte (m;s au moins 4 deux places) et sont également d’une

parité paire. Procédons par le principe de récurrence:

soit pour tous les i< k, (k< (n - 1)) que la carte qui contient les uns au
nombre 7, a en ® son prolongement pair. Il est & démontrer que cela est
aussi valable pour ces cartes de ®° qui contient les uns au nombre k. Soit
U={u, ..., un la carte Ue®° contenant les uns au nombre k. Il existe
une carte V = (v, ..., v, VeD® contenant les uns au nombre (& - 1) qui
différe 4 une seule place de la carte Ue®°. Cette carte est i prolonger i
parité paire en®. Il en résulte une carte V' =<(v,, .. ., v,). La carte U’'=
(Uyy o oy Uny, U'eD doit difféerer de la carte V' au moins 4 deux places,
mais i deux places au plus. Il en résulte que V' et U’ différent exactement
i deux places et i deux places seulement. Comme V' est une parité paire,
U’ ’est aussi.

(b) Que la carte de ® dont la carte partielle est la carte (\’“{)\ffs, ala
n- oi

la n-éme place. Dans ce cas, elle est d’une parité impaire. Toutes les

0..... 0
cartes qui n’ont qu’un seul un en @°, différent de la carte (\,\1/)T{s i une
n- oi

place (et & une seule) et c’est pourquoi selon le Lemme 8, les cartes de ®
qui en sont prolongement, doivent présenter & la n-éme place 0 (pour

0..... 0
qu’elles différent de la carte ™~~~ 4 deux places au moins). Elles
(n - 1) fois

sont également d’une parité impaire. On procéde dés lors par récurrence,
comme dans le cas ad (a).

0..... 0
Un prolongement de la carte (ms qui est différent de celui indiqué
- o

ad (a) et ad (b), n’est pas possible. Aussi existe-il une seule paire (et une
seule seulement) des demi-modéles du type »? L’un est pair, 1’autre impair.
S’il importe de souligner leur parité, on écrit: +®, -D.
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Lemme 10 Pour chaque wmodele simple M d’une cervtaine pavité p on a:
dans chaque paive des cartes K;, Kje Koy, les cartes:

(a) différent Pune de Uautve a deux places au moins;
(o) diffévent au nombre pair de places;

(c) diffevent au plus aux {nill} places si le modéle WM" est du type

pair

{z'mpair}'

Démonstrvation: La démonstration (a) et (b) est évidente, parce que la
différence de deux entiers de la méme parité (en ’occurrence, des entiers
exprimant le nombre des uns dans les cartes) est toujours paire. Comme
il s’agit d’'un modéle simple, aucune des paires ne peut étre composée des
cartes identiques, si bien que le nombre le plus bas, représentant la
différence entre les cartes, doit étre égal 4 deux. De la partie (a) et (b) de
ce lemme, on tire que dans un modéle du type pair, les cartes peuvent
différer de n places au plus, parce que #» est pair selon supposition. S’il
s’agit d’'un modéle du type impair, elles doivent différer (parce que # est
impair) d’un nombre pair <n, si bien qu’elles ne peuvent différer que de
(n - 1) places au plus.

Théoréme 5

(a) L’equivalence élémentaive paive du type n est la formule caractéy-
istique du demi-modele paiv du type n.

(b) L’equivalence élementaive impaive du type n est la formule caractév-
istique du demi-modéle impair du type n.

pair
impair
cartes paires, soit telles, selon définition, qui possédent un nombre pair
pair
impair
cartes du ® sont telles et seulement telles. ® comprend donc aussi la carte
positive de l’équivalence élémentaire EE du méme type et de la méme
parité. Selon le Lemme 6, cette carte satisfait & EE. Mais selon le
Lemme 7 on voit que EE est satisfaite aussi par toutes les autres cartes de
la méme parité et du méme type qui composent, cependant, selon le
Lemme 9 le demi-modéle D.

(b) D’'une maniére analogique, il serait possible de démontrer pour le
demi-modeéle impair ®.

Demonstration: (a) Un demi-modeéle ® pair du type { } comprend des

des uns et un nombre { } des zéros. Selon le Lemme 9, toutes les

paire

im paive} est logiquement

Corollaire 6 Une équivalence eélémentaive {
equivalente a

(a) la disjonction de toutes (soit 2"") conjonctions élementaives du type n
pair

qui ont un nombre { . } des variables en forme positive,
impaiv
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et aussi a

(b) la conjonction de toutes, soit 2", disjonctions élémentaives du type n
impair

pair } des variables en forme negative.

qui ont un nombre {

n
k
partiels du type & (pour 1 <k <#) au total 2*diverses cartes, chacune en
2"* exemplaires.

Note 5: Un demi-modéle du type n comprend dans chacun des( )modéles

Théoréme 6 Soient M le modele canonique et complet du type n et +®, -D
le demi-modéle paiv et impaiv du type n. On a: n indiquant le type du
modele M est

(a) impair si, et seulement si pour chaque carte K; eKenon a: K;e-® si, et
seulement si K€ +® (oi K! est la carte complementaive de la K;);

(b) pair si, et seulement si pour chaque carte K; eKenon a: soit K;, Kl.e +,
soit K;, Kl e -®.

Démonstration: Le type soit n. Si la carte Ue M (M est canonique et
complet) comprend le nombre ¢ des uns, la carte V, complémentaire de U,
en comprendra (z - 7). Si n est pair, les nombres ¢ et (z - i) sont de la
méme parité, c’est-i-dire que V, U sont de la méme parité et (selon le
Lemme 9) elles se trouvent dans le méme demi-modeéle. Si z est impair,
les nombres ¢ et (n - i) sont de différentes parités et, par suite, les cartes
U, V se trouvent dans différents demi-modéles.

Théoréme 7 Soient M le modéle canonique et complet du type n et EE une
equivalence elementaive du type k (k<n). Le nombre des cartes qui
satisfont @ EE, est 2""" et ne depend pas de k.

C’est un corollaire du Théoréme 5 et de la Note 5.

Théoréme 8 A partiv des variables différentes p,, ..., p,, il est possible
de construive au total

2 Z}(’.’)=2"“— 2
i=1" 7

des équivalences élémentaires du type <n non équivalentes ’une a ’autre.
q

Chacune de ces équivalences correspond, d’une maniére univoque, 4 un
demi-modéle du méme type en qualité de sa formule caractéristique.
Eu égard au Théoréme 7 cela signifie que chacune des équivalences
¢léementaires ¢* décrit dans le modéle canonique complet du type z un
certain partiel sous-modéle M’ de 1’ordre 2””" (qui n’est pas simple).

Démonstration: Soient p;,, ..., p;, k différentes variables de py, .. ., pn.
A partir de ces variables, il est possible d’obtenir deux équivalences
élémentaires ¢~ et ¢* du type 2, une paire et une impaire. Toutes les
-~ . . . a’.
cartes du modele M qui ont, aux places i,, . . ., iz, un nombre { P 1r. } des
impair
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+
uns, satisfont & {Z_} Si une autre équivalence ¥ du méme type % est

composée & partir d’un autre ensemble de variables (disons p;, . . ., Dj,,
ol {piy, - - - Pirt #{bjy> - - -» Pix)), elle n’est certainement équivalente &
aucune équivalence élémentaire du type %, formée de p;,, . . ., p;,. Car, en
admettant 2 < I, au moins une des variables p;,, . . ., p;, n’est pas 1’élément
de 1l’ensemble {pil, cee pik} ou bien par exemple p;. Que la carte U=
{uy, . . ., u,) satisfasse & ¢ dans M; si U ne satisfait pas ¢, le théoréme se
trouve démontré. Si U satisfait & ¢, la carte V qui différe de U précisé-
ment A la place j;, satisfait & ¢, mais ne satisfait pas & . De 14, il suit
que ¢, ¥ sont en tous cas non équivalentes.

Ainsi le nombre de toutes les équivalences élémentaires (n =) non
équivalentes entre elles est deux fois plus grand que le nombre de sous-
ensembles non vides d’un ensemble i n éléments {pi, . . ., p,} soit

ontl _ 9,
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