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SEMANTIQUE DES FORMULES LOGIQUES EN FORME
D'EQUIVALENCE n-AIRE (DEMI-MODELES)

METODEJ K. CHYTIL

0 Introduction*

0.1 L'Etude presentee se propose d'etudier la semantique de telles
formules du calcul classique des propositions qui ne contiennent, en plus de
n variables propositions lies, que des foncteurs d'equivalence = et de
negation Ί. On distingue, en meme temps, le cas oύ:

(a) p = q = r s'entend comme une abbreviation pour (p = q) Λ (q Ξ γ)

et

(b) celui oύ il s'entend comme une abbreviation pour (p ~ q) = γ.

Pour le second cas, on adopte un nouveau foncteur Bappele, comme jusqu'
a present, foncteur w-aire d'equivalence, tandis que le foncteur rc-aire =
(pris comme une abbreviation pour 1'equivalence conjonctive) est designe
par la suite comme foncteur de conequivalence.

Les formules speciales du systeme -Cfr(Ξ, Ί ) definies dans 1'Etude (dites
equivalences elementaires), peuvent etre prises pour la forme normale des
formules factuelles du systeme donne (soit formules qui ne sont pas
tautologies elles-memes ni le sont leurs negations).

0.2 Notons que des systemes similaires ont deja attire 1'attention de
Lesniewski (1923), de Rasiowa (1947), de Mostowski (1948) et de Church
(1951). Mihailescu s'en est occupe systematiquement (1937 et 1969). Les
etudes des auteurs mentionnes sont cependant orientees plutόt vers des
aspects deductifs.

Lesniewski n'employait (selon [2] et [3]) dans ses considerations que le

*J'ai plusieurs fois discute le contenu de cette Etude avec M. Petr Hajek de l'Institut
de Mathematiques de la CSAV a. Prague et je lui remercie de ses observations im-
portantes.
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systeme «C(Ξ), pour lequel il a deduit le theoreme de prouvabilite de ses
for mules:

La formule Ae -C(Ξ) est prouvable si, et seulement si le nombre de Voccur-
rences de chacune de ses variables est pair.

Mostowski (voir [3]) considere la formule

Pi = P2 = . . . = Pn

comme une abbreviation de la formule

(pi Ξ P-iί A(p2 - P3) A . . . Λ (pn-γ = pn).

II introduit, en outre, pour une formule quelconque Ae £(=) composee des
variables propositionnelles, des parentheses et du foncteur =, sa forme
normale

Pi Ξ (P2 Ξ (Ps Ξ . Ξ (Pn-l s pn))) . . .

et parle de la commutativite et de l'associativite de 1'equivalence. Le
meme auteur part du theoreme de Lesniewski et en etablit un autre pour le
systeme «£(=):

La formule A est logiquement έquivalente ά la formule A', si, et seulement
si la difference des nombres des frequences de chaque variable dans les
deux formules represente un nombre pair.

De plus, Mostowski s'occupe, en marge de ses considerations, d'un
systeme qu'il est possible d'exprimer comme «Cf(Ξ> ^) et indique la forme
normale de ses formules comme suit:

Pi = (P2 = = (Pn = (tfl Φ (#2 Φ Φ (<lm-l Φ Qm)) .

En raison du fait que le systeme βC
f(Ξ, Φ) est equivalent au -Cff(Ξ, "l), on peut

identifier chaque formule du <£' avec une formule du «£" decrit aussi par
Church [5] et adopts egalement dans ΓEtude presentee comme systeme dit
" a ϋ ΛΓ-formules". Mostowski renvoie, en outre, au theoreme de Rasiowa
qui dit:

La formule du systeme *C'(=, Φ) est prouvable si, et seulement si le
foncteur = a une frequence qui represente un nombre impair et, en meme
temps, si la frequence du foncteur φ aussi Men que celles de chaque
variable sont des nombres pairs,

se referant egalement a ΓEtude de Mihailescu [1] dont Church fait mention
en [4]. Church indique en [5] le systeme <£"{=, l ) 1 avec les axiomes:

1. (P=Φ = iq = P)

2. (p=(q = r)) = ((p ^ q) ^ r)

3. (Ίp= iq) = {p = q)

1. En original: P E N .
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et avec deux regies de deduction:

(a) regie de substitution,

(b) regie modus ponens en forme: ' ~—
JD

Ou on mentionne le theoreme:

La formule A e <£"(=, l) est prouυable si, et seulement si chaque variable
propositionnelle, aussi Men que le signe Ί, apparaissent en frequence
representant un nombre pair (sous reserve qu'ils apparaissent).

II est la consequence d'un theoreme analogue que Lesniewski donne pour
-C(Ξ). Sa solution anterieure est attribute par Church [5] independamment
a McKinsey et a Mihailescu.

La derniere Etude de Mihailescu (voir [6]) ne s'occupe que du probleme

syntaxique des systemes incomplets du calcul des propositions -C'(Ξ, $ ,

-C"(=, i), •*'"(=, t, U etc.

Les rapports a la presente Etude sont done les suivants:

(a) Les formules du systeme de Mihailescu <£"(=, l) sont precisement les
memes que celles du systeme de Church dites PE N et que celles appelees
EN- for mules, specifiees par la Definition 5 de l'Etude presentee.
(b) Les formules prouvables des systemes ^ " ( Ξ , l) et PEN sont toutes les
tautologies, egales aux EAΓ-formules. De ce fait et a Γobservation de [5], il
est justifiable de remplacer le terme syntaxique "prouvabilite" par le
terme semantique "validite dans le modele canonique complet".

0.3 L'auteur s'est contente avec 1'etude de la semantique du systeme
-C"(Ξ? ~0> parce que chaque formule du systeme est logiquement equivalente
a la formule du systeme -C'(=, ^) et vice versa. L'ensemble de tous les
modeles canoniques de EN-formules est egal a Γensemble de tous les
modeles canoniques des £#-formules, e'est a dire des formules du systeme
-Cf(=, Φ). A plus forte raison, on n'examine pas le systeme -f r " ( Ξ , Φ, "l).

A Γavis de Γauteur, ΓEtude apporte les contributions suivantes:

1. definition de la forme nor male des formules factuelles du systeme
<£"(-, ~l) (en d'autres termes des equivalences elementaires) et etude de
leurs proprietes;
2. classification des equivalences elementaires;
3. introduction et etude des demi-modeles comme modeles canoniques pour
les equivalences elementaires et etude de leurs proprietes;
4. adoption de certaines idees nouvelles dans le but de rendre possible
Γetude exacte de la semantique du systeme <£"(=, l) et, en general, de tout
systeme similaire, en particulier du type et de Pordre de la formule du
calcul des propositions, etc.

Ί Preliminaires Pour le texte qui suit, convenons la terminologie suivante:

Le fait que la formule φ est une tautologie du calcul des propositions (dans
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ce qui suit seulement tautologie), est mis en evidence par le symbole \-φ.
On dira que φ est logiquement valide si, et seulement si φ est une
tautologie du calcul des propositions. Et φ est logiquement equivalente a ψ
si la formule φ = ψ est logiquement valide (symbole φ^Φ-ψ). L'expression
carte a n-membres signifiera, en sens general, une suite de Boole, c'est-
a-dire une suite a ^-elements dont les membres ne sont que des zeros et
des uns. Si la structure 9W = (M, Pl9 . . ., Pn) est telle que M est un
ensemble fini non vide et P t (pour 1 < i < n) une fonction de Boole (c'est-a-
dire Γapplication de Γensemble M dans l'ensemble {θ,l}), on parlera du
modele semantique fini unaire Wl. Chaque modele 5W° = <M, Piv . . ., Pik)
oύ 1 ̂  iy ^ . . . ^ ik ̂  . . . ^ w, sera appele modele partiel du modele 9W. Le
modfcle W = <Mf, P ^ M ' , . . ., P W ΓM'> o u i l ί ' c M e t Γ est le symbole de
partialisation, sera le sous-modele du modele Wi.

Definition 1 So it le modele 9W = (M, Pu . . ., Pn).

(a) L'ensemble K(α) = (P^a), . . ., Pn(a)) ou aeM sera carte de Vobjet a
dans le modele m = (M, Pu . . ., Pn) (voir [7]).
(b) L'ensemble de toutes les diverses cartes du modele Wi portera le
symbole K^.
(c) L'ensemble K°(α) = {Pi^a), . . ., Pik{a)) ou 1 ^ iγ ^ . . . ^ 4 ^ n, sera
appele carte partielle de Vobjet a.
(d) Le modele 3D! est simple s'il y a une application biunivoque entre
l'ensemble des objets M et l'ensemble des cartes K^.

Acceptons, en outre, les concepts: type du modele et ordre du modele. On
dira que le modele SPΪ est du type w si, et seulement s'il comprend n
functions (symbole 9WW). On dira que le modele 30J est de Γordre m si, et
seulement si l'ensemble M est a m Elements (symbole Wlm). Cela permet
de distinguer aisement les modeles qui different Γun de Γautre par le
nombre d'elέments ou de fonctions et d'etudier les classes des modeles
dont le type et Γordre sont identiques.

Pour pouvoir etudier, dans ce contexte, les modeles qu'on pourrait
appliquer d'une maniere univoque a une certaine formule du calcul des
propositions et vice versa, admettons le concept du modele canonique d'un
certain type et ordre avec la description de Γapplication qui existe entre
les modeles ainsi definis et les formules du calcul des propositions.

Definition 2 Un modele quelconque 9W = (M, Pl9 . . ., Pw>, tel que M soit
l'ensemble de m diverses cartes ϋ ^-elements et ?ι({uu . . ., Un)) =Ui, sera
appele modele canonique du type n et de Vordre m. Si m = 2n, le modele
respectif sera module canonique et complet du type n.

Note 1: II rέsulte de la construction des modeles canoniques que tous les
differents sous-modules propres d'un modele canonique complet du type n
sont au nombre de (2 ( 2 w ) -2), tandis que tous les diffέrents modeles

(2n\
canoniques du type n et de Γordre m sont au nombre de ( ) pour 1 ̂  m ^ 2n.
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Eu egard a Γapplication biunivoque de Γensemble de tous les sous-modeles
propres d'un modele canonique complet du type n dans Γensemble de toutes
les formules du type n logiquement non equivalentes, on parlera parfois
d'un modele canonique WlZ comme d'un modele canonique de laformule φ
(symbole 3Wφ) oύ φ est ISL formule caracteristique du modele 95C, c'est-a-
dire une formule qui est valide dans Wd et, en meme temps, elle n'est
valide dans aucun modele Wl" pour m < v ^ 2n. II suit de la Definition 2 que
chaque modele canonique est simple. Ci-apres suit la definition usuelle du
terme " satis fair e" \

Definition 32

(a) Soit 3PΪ un modele; definissons, en utilisant le principe de recurrence,
le predicat "Objet a satisfait a la formule φ dans le modele 9W'\

(1) Si la formule φ est pi, on definit: a satisfait a φ si, et seulement si

Pi(β) = 1;

(2) a satisfait a la formule φvψ si, et seulement s'il satisfait a la formule
φ ou qu'il satisfait a la formule ψ; a satisfait a la formule φ A ψ si, et
seulement s'il satisfait a la formule φ et qu'il satisfait a la formule ψ; a
satisfait a la formule φ —» ψ si, et seulement si a satisfait a φ, a satisfait a
ψ; a satisfait a la formule lφ s i α n e satisfait pas a φ.

Disons que la formule φ est valide dans le modele Wl si chaque objet ae Wl
satisfait a la formule φ.

(b) On dira que la carte K = (ul9 . . ., Un) satisfait a la formule φ si K
satisfait a φ dans le modele canonique et complet.

Lemme 1 [Associativite] Soient A, Af deux formules, chacune composee de
n formules φu . . ., φn (n ^ 3) par la connection du foncteur =y qui ne
different Vune de Vautre que par la mise differente entre parentheses (a
condition que la mise soit juste). Dans ce cas, A est logiquement
έquiυalente a, A1.

La demonstration est evidente.

2 Conequivalences, equivalences n-aires et EN-formules

Note 2: Pour des formules quelconques du calcul des propositions
ψι, . . ., φn, la conjunction de (n - 1) equivalences binaires

(<?iΞ <P2)Λ. . .Λ (<?„-! = φn) (1)

s'ecrit, en general, tout court:

Ψl = Ψ2 = = Ψn (2)

Adoptons pour (1) encore une autre abbreviation:

,i w (3)

2. Prenons p.e. de [7].
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Appelons l'expression (1) conequivalence n-aire oύ n indique le nombre des
for mules composantes.

L'expression (2) peut, bien entendu, έtre utilisee dans un autre sens
(justifie par Lemme 1), soit comme abbreviation de la formule

((((<Pi = Ψ2) = ψ3) = - •) = Ψn-i) Ξ Ψn (4)

soit comme abbreviation d'une autre formule composee par Γautre mise de
(2) entre parentheses. Pour έviter des confusions, on utilisera, par la
suite, toutes les fois que (2) est pris au sens (4), le foncteur B a la place du
foncteur =, si bien que (4) equivaut a l'expression

ΨιBφ2 B . . . &φn. (5)

Adoptons, en outre, Γ abbreviation:

E3 (<Pι). (6)

L'expression (5) sera appelέe Equivalence n-aire, tandis que sa negation
portera le nom d'antivalence n-aire. On a toujours

(φί = φ2)<==>(φ1Bφ2). (7)

On demontrera encore de maniere usuelle que (5) est commutative:

Lemme 2 (Commutativite) Soit n le nombre naturel n ^ 2. Prenons n
formules du calcul des propositions φl9 . . ., φn et pour il9 . . ., in les
entiers 1, . . ., n, dans un ordre quelconque. On aura

{φι B φ2 B . . . B φn) <^{<Piχ B Ψι2 Ξ . . . B φin). (8)

Definition 4 (de la formule elementaire) Soit φ une formule du calcul des
propositions. On dira qu'elle est du type n si Γon y trouve precisement n
variables differentes. On dira qu'elle est de Γordre m si elle est la
formule caracteristique pour un modele canonique de l'ordre m. La formule
du calcul des propositions du type n, dans laquelle la negation apparaΐt au
plus devant les formules atomiques et qui ne comprend qu'une seule fois
chacune des n variables, les diverses variables etant connectees par un
foncteur binaire d'un seul genre entre parentheses quelconques, sera
appelee formule elementaire du type n.

Selon le genre du foncteur binaire dans la formule, on parlera p.e. de la

disjonction elementaire tant qu'elle ne comprend des foncteurs binaires que
le foncteur v,
conjonction elementaire tant qu'elle ne comprend des foncteurs binaires
que le foncteur Λ,
'equivalence eVementaire tant qu'elle ne comprend des foncteurs binaires
que le foncteur B.

L'equivalence έlέmentaire du type n qui comprend le nombre <. . > desn Jtr * I impair)
/ fyaire \

variables positives, sera appelee equivalence 'elementaire \. . > du
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type n. Adoptons pour une equivalence elementaire du type n le symbole
EEn avec Γindice superieur " + " si elle est paire et " - " si elle est impaire.

En ne retenant dans le calcul des propositions que les foncteurs Ί et B, on
obtient des for mules "construites a la seule base de la negation et de
V equivalence":

Definition 5 (de la EAT-for mule)

1. Chaque variable du calcul des propositions est une EiV-formule.
Appelons-la atomique.
2. Si φ est une isiV-formule, il en resulte que iφ est, a son tour, une
£iV-formule.
3. Si φ et ψ sont des EN- for mules, il en resulte que Γexpression (φ Bψ)
est, a son tour, une £JV-for mule.
4. Seules sont des £iV-formules les expressions obtenues en vertu d'un
nombre fini des operations 1-3.

3 Transformations des EN-formules Une £iV-formule peut comprendre,
par definition, des variables, des foncteurs Ί, B et des parentheses. Le
nombre des occurrences d'une certaine variable est quelconque ce qui est
aussi le cas du foncteur de negation qui peut se presenter au nombre
quelconque devant une formule correcte. On se propose de demontrer que

toute £iV-formule, tant qu'elle n'est pas logiquement < >, peut etre
l tausse/

exprimee en forme d'une equivalence elementaire (paire ou impaire).

Lemme 3 Une negation k-multiple d'une formule φ du calcul des proposi-

tions est logiquement equiυalente a la formule <_ > pour k { . u . > ou k
s H J \lφ) y Ximpair)

est un nombre naturel quelconque.
Le lemme n'est qu'une generalisation de la loi de la negation double par la
substitution rέpetee: p/lp ou p/llp dans la formule p = Up.

Lemme 4 Pour les formules quelconques φ, ψ on a:

La demonstration est facile, par exemple au moyen de la methode de
matrice.

Corollaires 1 et 2 (du Lemme 3 et du Lemme 4):

1. Les EN-formules avec nέgations multiples devant une certaine variable
ou parenth&se peuvent etre transformέes enformules logiquement equiva-
lentes ayant une negation au plus devant la variable (parenth&se) concernee.

2. Les EN-formules avec negation devant la par enthuse peuvent etre
transformέes en formules avec nέgations simples n'apparaissant que
devant les formules atomiques. Cela vent dire que Von est en mesure de
trouver pour chaque EN-formule une EN-formule logiquement έquivalente
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en forme de V Equivalence n-aire, n^ ay ant pour membres que les formules
atomiques et leurs negations.

Lemme 5 Soit p la variable propositionnelle. Soit E une Equivalence n-aire
du type n= 1, c'est-a-dire έtablie seulement au moyen des formules
atomiques p, ip et soit k le nombre des variables p positives ou negatives
dans E. II en rέsulte:

(a) E est une tautologie si, et seulement si k est pair et si les occurrences
de p et celles de Ίp sont en nombres pairs,
(b) E est une contradiction si, et seulement si k est pair et si les occur-
rences de p et celles de Ίp sont en nombres impairs,
(c) E est logiquement έquivalente a la formule p si, et seulement si k est
impair et si les occurrences de p sont en nombres impairs,
(d) E est logiquement έquivalente a la formule ip si, et seulement si k est
impair et si les occurrences de ip sont en nombres impairs.

Demonstration: 1. Le theoreme est evident pour k - 1.
2. Pour k = 2, on obtient par la methode de matrices:

t-(pBp) (9)
t-(lpBΊp) (10)
hl(ipBp) (11)
hl(pBlp). (12)

3. Supposons maintenant que le theoreme soit valable pour un k ̂  2 et
demontrons pour k + 1: La formule avec k + 1 frequences de p a soit la
forme

ΨBP (13)

soit la forme

φBΊp. (14)

Examinons seulement (13), le cas (14) etant analogique:

(a) Soit k pair; on a:

(aa) si φ est une tautologie, le nombre des frequences positives et le
nombre des frequences negatives de p dans φ etant pair, il est facile de
voir que (φ B p)<^Φp. En meme temps, le nombre des frequences posi-
tives de p dans la formule φ B p est impair et celui des frequences
negatives est pair.
(ab) si φ est une contradiction, le nombre des frequences positives et le
nombre des frequences negatives de p dans φ etant impair, il est evident
que (φ B p) <#=#>!£. En meme temps, le nombre des frequences positives
de p dans la formule φBp est pair et celui des frequences negatives
impair.

(b) Soit k impair; on a:

(ba) si ψΦΦp et par suite, le nombre des frequences positives de p dans
φ est impair, on peut voir que \-(φ Bp). En meme temps, le nombre des
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frequences positives de p dans la formule φ B p est pair et celui de

frequences negatives Γest aussi. Oίi bien

(bb) si φΦΦip et le nombre des frequences de Ίp dans φ est impair, on

peut voir que φ E3 p est une contradiction. En meme temps, le nombre des

frequences positives de p dans la formule φ B p est impair et celui des

frequences negatives de p l'est aussi.

Corollaire Chaque EN-formule du type n = 1 est logiquement equivalente a

la formule d'une des classes suiυantes:

(a) p,

(b) ip,

(c) tautologie,

(d) contradiction.

Theoreme 1 (Mihailescu-McKinsey-Rasiowa)3 Une EN-formule est une

tautologie si, et seulement si chaque de ses variables apparaϊt au nombre

pair aussi bien que le foncteur

Theoreme 2 (de la forme normale des £iV-formules) Pour chaque EN-

formule φ, on a un de trots cas suivants:

(a) Y-φ

(b) HΊφ,

(c) il existe Inequivalence elementaire telle que \-(φ = EE).

Demonstration: 1. Pour n = 1. Selon les Corollaires 1 et 2, il est possible

d'admettre que φ soit en forme de Inequivalence n-aire composee des

formules pγ et ~λpγ. φ est selon le Corollaire 3 equivalente soit a la

formule pi, soit a Ίpi (qui sont Equivalences elementaires), soit a une

formule qui est ou bien une tautologie, ou bien une contradiction.

2. Pour n> 1. Admettons de nouveau que φ soit en forme d'equivalence

ίz-aire, composee des formules ply lpu . . ., pn, ~~\pn Si chaque variable

n'apparait qu'une seule fois, il s'agit d'une equivalence elementaire. Si

certaines variables (parmi eux par exemple pλ) apparaissent a plusieurs

reprises, φ a la forme de (φ0 = φr) ou φQ ne comprend que la variable pγ

(en frequences repetees), tandis que φf comprend les autres variables.

Selon le Corollaire 3 applique pour φ0, φ est equivalente a une des formules

φ\ Ίφr, (ρί = φr)j (ipi^φ'). Notons encore que iφr est logiquement

equivalente a une equivalence ^-aire. Effectuons successivement la trans-

formation d'apres le Corollaire 3 pour toutes les autres variables a

frequences repetees. Si l'on n'obtient de cette maniere ni tautologie ni

contradiction, la formule finale ne peut comprendre chacune des variables

qu'une seule fois; la formule φ est done logiquement equivalente a une

equivalence elementaire.

Theoreme 3 Soient ψi et ψj deux formules en forme dyequivalence

elementaire du meme type n, composees des variables pi, . . ., pn chacune.

3. Voir [6] et [3] oil Γon mentionne ce theoreme.
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ψi est logiquement 'equiυalente α | ; ' | si, et seulement si la υaleur

absolue de la difference du nombre des negations dans les formules ψi et ψj

* ί pair \
est un nombre \. . >.

\ιmpaιr)

Demonstration: (a) Soit la difference paire. Toute variable apparait en
ψi et ψj exactement deux fois et la negation est au nombre pair, ψi = ψj
est done une tautologie selon Tl et en suit que ψi est logiquement
equivalente a ψj.
(b) Soit la difference impaire. Dans ce cas, toute variable apparait en ψi
et ψj deux fois et la negation est au nombre impair, ψi = Ίψj est done une
tautologie et en suit que ψi est logiquement equivalente a Ίψj.

Corollaire 4 (du Theoreme 3) Une equivalence elementaire du type n pent
%tre exprimee par 2n~ι exemplaires au total d'equivalences eVementaires du
type n qui sont logiquement equivalentes Vune a Vautre. Uensemble des
equivalences EVementaires du type n se decompose en deux classes
disjointes du meme nombre de formules logiquement equivalentes Vune a
Vautre. Dans Vune, toutes les equivalences eVementaires du type n sont a
par it e paire, dans Vautre a parite impaire.

Definition 6 Soit EE une equivalence elementaire du type n. On appelera

carte \ t ._ > de la formule EE la suite des zeros et des uns si, et
{positive ) '

seulement si:

(a) a la z-eme place (1 ̂  i < n) se trouve j > si, et seulement si la

z-eme variable de EE est en forme positive

et

(b) a la j-eme place (1 ̂  j ^ n) se trouve < , \ si, et seulement si la
I zero/

j-eme variable de EE est en forme negative.

Note 3: En general, il est possible de definir de la meme maniere la carte
positive et la carte negative de toute formule elementaire. On n'utilisera
pas, neanmoins, cette possibility dans cette Etude.

Lemme 6 La carte positive de Vequivalence el&mentaire EEn satisfait a
EEn.

La demonstration est facile si Γon utilise le principe de la recurrence.

Definition 7

( paire \ ( pair )

1. La carte est {. . . > si elle comprend un nombre <. . > des uns.
Kimpaire) * (impair)

2. Le modele 9W est <. . > si toutes ses cartes sont <. . >.
nmpair) Umpaires)
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Le modele qui n'est ni pair ni impair, s 'appelera modele a paritέ mixte.

Note 4: (a) N'importe quelle couple des car tes diverses de la meme pari te
et du meme type differe au nombre pair de places, soit a deux au moins,
(b) le modele canonique et complet du type n comprend evidemment 2n~ι de
cartes paires et 2n~ι de car tes impaires du meme type.

Lemme 7 Soit K, la carte du type n qui satisfait a la formule ψi, etant en
forme d'equivalence elementaire du type n. Soit aussi Ky(K; Φ Ky ) une autre

^ ( egale \
carte du meme type et d'une parite < ,.rrA >. Dans ce cas, on a:

*y \differente)

j satisfait ) „
7 \ne satisfait pas)

Le lemme est un corollaire du Theoreme 3 et du Lemme 6.

4 Modeles des equivalences {Demi-modeles)

Definition 8 Le modele 301 est un demi-modele du type n si chacun de ces
modeles partiels 9W° du type (n - 1) est canonique complet et simple.

Lemme 8 Soit 301 un modele du type n. 9W est un demi-modele si, et
seulement si le nombre des cartes du Wl est 2n~1 et toutes les deux cartes
different toujours Γune de Γautre au moins a deux places.

Demonstration: Qu'une des paires des cartes K, , K; du type n n'accuse la
difference qu' a une seule place. Cela signifie que dans le modele 3P1W, il y
a au moins une carte partielle repetee du type (n - 1), a savoir celle qui
resulte des cartes K* et K; par la suppression de la colonne representant la
difference entre ces cartes. Soit un modele partiel du 5PΪ du type (n - 1) a
deux cartes identiques. Cela signifie que les cartes K̂ , K; du type n issues
de ces deux cartes par adjonction de Γun a une carte et du zero a Γautre ne
different qu' a une place.

Lemme 9 Le sous-modele d'un modele 3W canonique complet du type n

comprenant toutes les cartes a n membres \ . > est un demi-modele
7 , Hmpaires)

du type n.

Demonstration: Resulte de note 4, les points (a) et (b), et du Lemme 8.

Corollaire 5 Pour chaque n(n > 2) existent au moins deux demi-modeles du
type n dont Vun est pair et Vautre impair,

L'existence d'au moins deux demi-modeles du type n est donnee par le
corollaire qui precede, mais il faut de plus demontrer qu'il n'en existe que
deux au plus.

Theoreme 4 Pour chaque n(n^2), il n'existe que deux demi-modeles du
type n et deux seulement.

Demonstration: Soit Φ un demi-modele du type n. Soit en outre Φ° un
modele partiel du type (n - 1) du demi-modele Φ, issu de la suppression
d'une colonne dans Φ. Selon la Definition 8, Φ° est canonique et complet du
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type (n - 1). Separons les cartes de ces modeles en paires et impaires et
considerons, en meme temps, la carte

0 0:

(n - 1) fois *

(a) Que la carte de Φ dont la carte partielle est la carte O^C-^L^ ,
(n - 1) fois

possede zero a la n-eme place. Dans ce cas, sa paritέ est paire. Toutes
0 0

les cartes, n'ayant qu'un seul un dans Φ°, different de la carte (^*~X7T^ &

une seule place et c'est pourquoi selon le Lemme 8, les cartes de Φ en sont
prolongement, doivent presenter 1 a la n-eme place (pour qu'elles different

0 0
de la carte ^~YΓ^ au moins a deux places) et sont egalement d'une

(n - 1) fois ^
parite paire. Procedons par le principe de recurrence:

soit pour tous les i < k, (k ̂  (n - 1)) que la carte qui contient les uns au
nombre i, a en Φ son prolongement pair. II est a demontrer que cela est
aussi valable pour ces cartes de Φ° qui contient les uns au nombre k. Soit
U = (uι, . . ., un-ι) la carte Ueφ° contenant les uns au nombre k. II existe
une carte V = (vι, . . ., yw_i), V €φ° contenant les uns au nombre (k - 1) qui
differe a une seule place de la carte UeΦ°. Cette carte est a. prolonger a.
parite paire enΦ. II en resulte une carte V = (υl9 . . ., υn). La carte Uf =
(ul9 . . ., un), U'eΦ doit diffέrer de la carte V au moins a deux places,
mais a deux places au plus. II en resulte que Vf et Uf different exactement
a deux places et a deux places seulement. Comme V' est une parite paire,
Uf Test aussi.

0 0
(b) Que la carte de Φ dont la carte partielle est la carte /

V ^~ V 7^^ , a 1 a
(n - 1) fois

la n-eme place. Dans ce cas, elle est d'une parite impaire. Toutes les
0 0

cartes qui n'ont qu'un seul un en φ°, different de la carte >"'~VΓ^^ a u n e

(n - 1) fois
place (et a une seule) et c'est pourquoi selon le Lemme 8, les cartes de Φ
qui en sont prolongement, doivent presenter a la r e m e place 0 (pour

0 0
qu'elles different de la carte ^*^~^s & deux places au moins). Elles

(n - 1) fois
sont fcgalement d'une parity impaire. On procede des lors par recurrence,
comme dans le cas ad (a).

0 0
Un prolongement de la carte /

V"-"^VΓ**"^ Qui e s t different de celui indiquέ
(n - 1) fois

ad (a) et ad (b), n'est pas possible. Aussi existe-il une seule paire (et une
seule seulement) des demi-modeles du type n? L'un est pair, l'autre impair.
S'il importe de souligner leur parity, on ecrit: +φ, -φ.
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Lemme 10 Pour chaque modele simple Wl d'une certaine parite p on a:
dans chaque paire des cartes Kf , K7 e Km, les cartes:

(a) different Γune de Voutre a deux places au moins;
(b) different au nombre pair de places;

( n \
(c) different au plus aux { \ places si le modele Wln est du type

\n - I)
( pair )
\impairV
Demonstration: La demonstration (a) et (b) est evidente, parce que la
difference de deux entiers de la meme parite (en l'occurrence, des entiers
exprimant le nombre des uns dans les cartes) est toujours paire. Comme
il s'agit d'un modele simple, aucune des paires ne peut etre composee des
cartes identiques, si bien que le nombre le plus bas, representant la
difference entre les cartes, doit etre egal a deux. De la partie (a) et (b) de
ce lemme, on tire que dans un modele du type pair, les cartes peuvent
differer de n places au plus, parce que n est pair selon supposition. S'il
s'agit d'un modele du type impair, elles doivent differer (parce que west
impair) d'un nombre pair <n, si bien qu'elles ne peuvent differer que de
(n - 1) places au plus.

Theoreme 5

(a) Vequivalence elementaire paire du type n est la formula caracter-
istique du demi-modele pair du type n.

(b) Vequivalence elementaire impaire du type n est la formule caracter-
istique du demi-modele impair du type n.

( Ώ3.Ί T* ^

Demonstration: (a) Un demi-modele Φ pair du type <. . > comprend des

cartes paires, soit telles, selon definition, qui possedent un nombre pair

des uns et un nombre \. > des zeros. Selon le Lemme 9, toutes les

(impair)
cartes du φ sont telles et seulement telles. Φ comprend done aussi la carte
positive de Γequivalence elementaire EE du meme type et de la meme
parite. Selon le Lemme 6, cette carte satisfait a EE. Mais selon le
Lemme 7 on voit que EE est satisfaite aussi par toutes les autres cartes de
la meme parite et du meme type qui composent, cependant, selon le
Lemme 9 le demi-modele Φ.
(b) D'une maniere analogique, il serait possible de demontrer pour le
demi-modele impair Φ.
Corollaire 6 Une equivalence elementaire { . . > est logiquement

\impaire)
equivalente a
(a) la disjonction de toutes (soit 2n~ι) conjonctions elementaires du type n

( pair )
qui ont un nombre \ . u . \ des variables en forme positive,

I impair) J ^
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et aussi a

(b) la conjonction de toutes, soit 2n~ι, disjunctions elementaires du type n

qui ont un nombre \ . > des variables en forme negative.

Note 5: Un demi-modele du type n comprend dans chacun des ί ] modeles

partiels du type k (pour l^k <n) au total 2 diverses cartes, chacune en
2w"^exemplaires.

Theoreme 6 Soient 3PΪ le module canonique et complet du type n et +Φ, -Φ
le demi-modele pair et impair du type n. On a: n indiquant le type du
modele 9W est

(a) impair si, et seulement si pour chaque carte K, e Km on a: Kf e -φ si, et
seulement si K/e +Φ(oft K' esί Zα carte complementaire de la Kt );
(b) /wwr sz, £ί seulement si pour chaque carte K, e K^ ow a: soiί Kt , K/.€ +φ,
sofί K, , K e-Φ.

Demonstration: Le type soit n. Si la carte U e 9W (9W est canonique et
complet) comprend le nombre i des uns, la carte V, complέmentaire de U,
en comprendra (n - ϊ). Si n est pair, les nombres i et (n - i) sont de la
meme paritέ, c'est-a-dire que V, U sont de la meme parite et (selon le
Lemme 9) elles se trouvent dans le meme demi-mod&le. Si n est impair,
les nombres i et (n - i) sont de differentes parites et, par suite, les cartes
U, V se trouvent dans differents demi-modeles.

Theoreme 7 Soient 9W le modele canonique et complet du type n et EE une
equivalence eVementaire du type k (k < n). Le nombre des cartes qui
satisfont a EE, est 2n~1 et ne depend pas de k.

C'est un corollaire du Theoreme 5 et de la Note 5.

Theor&me 8 A partir des variables differentes pu . . ., pn, il est possible
de construire au total

2 Σ h = 2n+1 - 2
ί=r W

des equivalences elementaires du type ^n non equivalentes Vune a Γautre.

Chacune de ces Equivalences correspond, d'une maniere univoque, a un
demi-modele du meme type en qualite de sa formule caractέristique.
Eu egard au Theoreme 7 cela signifie que chacune des Equivalences
Elementaires φk decrit dans le modele canonique complet du type n un
certain partiel sous-modele 9W' de l'ordre 2n"1 (qui n'est pas simple).

Demonstration: Soient pi19 . . ., pιk k differentes variables de pl9 . . ., pn.
A partir de ces variables, il est possible d'obtenir deux equivalences
elEmentaires φ~ et φ+ du type k, une paire et une impaire. Toutes les

cartes du modele 9W qui ont, aux places ily . . ., 4, un nombre i . > des
(impair;
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uns, satisfont a s _|. Si une autre equivalence ψ du meme type k est

composee k partir d'un autre ensemble de variables (disons pjl9 . . ., pjk,
oύ {pίv . . ., pik}* {pjif •> Pik})> e l l e n ' e s t certainement equivalente a
aucune equivalence elementaire du type k, formee de piv . . ., pik. Car, en
admettant k ^ Z, au moins une des variables pj19 . . ., />; fe n'est pas Γelement
de Γensemble {piγ9 . . ., /J^} ou Men par exemple /); Γ Que la carte U =
(uι, . . ., MW) satisfasse a φ dans SW; si U ne satisfait pas ψ, le thέoreme se
trouve d6montr6. Si U satisfait a ψ, la carte V qui differe de U prέcise-
ment a la place j h satisfait a φ, mais ne satisfait pas a ψ. De la, il suit
que φ, ψ sont en tous cas non equivalentes.

Ainsi le nombre de toutes les Equivalences έlέmentaires (n ̂  i) non
equivalentes entre elles est deux fois plus grand que le nombre de sous-
ensembles non vides d'un ensemble a n elements {pu . . ., pn] soit

2n+1 - 2.
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