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Conditions suffisantes pour la compacite de la
resolvante d’un opérateur de Schrodinger
avec un champ magnétique

Par

Mokhtar MEFTAH

§0. Introduction
On considére sur L%*(R"), l'opérateur de Schrédinger avec un champ

magnétique H(d) + V ou:

©.1) H@=Y"_,(D;—a)* ouD;=i"'d

xj*

Le potentiel magnétique d(x) est défini par:

0.2) a(x) = (a,(x),...,a,(x)),

est supposé réel et de classe C*.

Le potentiel électrique V(x) est supposé réel, semi-borné inférieurement et de la
forme:

0.3) Vix)="_, Vi(x)? ou VeC*®(R").

Le champ magnétique est identifié & la matrice réelle et antisymétrique d’ordre n:
(0.4) B(x) = (bjk)lsj,ksn = (6::,» a(x) — axk aj(x))l <j<ksn:

Avec ces hypothéses, H(a) + V admet une unique réalisation auto-adjointe sur
L?(R" (Cf. [SCH], [AV-HE-SI] ou [RE-SI]).

On définit la forme quadratique q,(d) par:

(0.5) qy(d) () = (H(@) + V)u, u).

On note D(qy(a)) le domaine de g, (@) et par D(H(d) + V) le domaine de H(d)
+ V:

(0.6) D(H(@) + V) = {ue L2R"), (D, — a;(x))ue L*(R"),

(V+ 1) ye L2(R"), (H(d) + V)ueL*(R"}.
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Alors C& (R") est dense dans D(H(d) + V) et dans D(qy(a)). Dans [AV-HE-SI],
[DUF], [HE], [HE-MO] sont données des hypotheses suffisantes pour que
I'opérateur H(a) + V soit a résolvante compacte. Par contre, on trouve dans
[DUF] et [TWA] des exemples ot résolvante n’est plus compacte (voir aussi, la
remarque 5 dans [MO],). On donne ici une extension des résultats de [HE-MO]
qui permettra de restreindre le trou entre les conditions nécessaires et suffisantes de
compacité de la résolvante. Pour cela, il nous suffira de prouver (cf. [AV-HE-SI]
ou [IWA]) que D(H(4) + V) s’injecte continiment dans L3 ou L3 = {u mesurables
telles que [|u(x)|* ¢(x)>dx < oo} et ¢ est une fonction continue telle que ¢(x) — oo
lorsque |x| — co.

On sait que CE(R") est dense dans D(H(d) + V) et il suffit donc de montrer:

(0.7) VueCPRY; |oul? < C(LH(@) + V)u, ud + [lull?).

§1. Enoncé des résultats

Pour tout r, reN, on pose:
(1.1) m(x)y=1+ Z Zm o 10X V()| + Z” 1Z|a| 0l0%byjl.
Et on considére une fonction continue ¢ sur R” telle que:

VxeR", o(x) =1
(1.2) et, il existe 7, 7> 0, et ¢ > 0 tels que:
[x =yl <t '(x) =c"0(y) < 0(x) < co(y).

On a alors le:

Théoréme 1.1.  Supposons que I'on ait (0.3) et qu’il existe un entier reN, SeR™*
et des constantes c,, c, tels que:

(1.3) VxeR"; o(x) < ¢ (m,(x))°

(14) Liot D=1 [V + 205 B, 1036yl < comy(x) 9(0).
Alors il existe une constante c; telle que:

(1.5) I 0m, () w2 < €5 [ay (@) () + [1u]]: Yue CF (RY)

ou k=(1—-82%" - 3))/2".

Corollaire 1.2. Supposons que I'on ait (0.3) et qu’il existe un entier re N, eR*
tel que 0 <6 <1, ¢y >0 de sorte que la fonction m, soit continue et vérifie:

(]6) Z;’=1Z|a|=r+1|a§ I+Zu} IZ|a| r|a le' C4m( )1+5'

Alors il existe une constante c5 > 0 telle que:
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(L.7) ll(m, (x)) ull* < csLay (@) @) + lull*]; Y ue D(gy (@)

ot k=(1-05(2*"" —3))/2".

Corollaire 1.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.1 ou du corollaire 1.2, et si
on a de plus:

(1.8) m,(x) - + oo quand |x|—> oo et

(1.9) <1/t =3
alors H(a) + V est a résolvante compacte.

Remarque 1.4. Dans le cas ou ¢ =1 dans le théoréme 1.1, on retrouve des
résultats de [HE-MQO]. La remarque de [MO], (remarque 5) correspond & V=0
et r =1 dans le corollaire 1.2. Lorsque r =1, ¥, =0, n =2, le corollaire 1.3 dit
que si |b;,(x)| > oo lorsque |x| — oo et sil existe C >0 et 6 <1 tel que:

IV bial < C(1by,' ™0+ 1)

alors H(d) + V est & résolvante compacte. Les contre-exemples de Iwatsuka

[IWA] et Dufresnoy [DUF] correspondent au cas ou |V b,,| est de I'ordre de
bial?.

§2. Deémonstration des résultats

Démonstration du théoréme 1.1. La démonstration s’inspire de celle donnée
par [HE-MO] (cf. aussi [HE] pour une présentation de cette démonstration). On
considére la métrique Riemannienne définie par:

(2.1) 9:0) = ly? 0 (x).

Cette métrique est, vu les hypothéses (1.2), & variation lente au sens de Hérmander
[HO]. On utilise alors le lemme:

Lemme 2.1. Soit 0 <e <t (ou t est inférieur ou égal a celui introduit en
(1.2)); il existe une suite x, de points de R" telle que les boules:

(2.2) BY = {xeR"; |x — x,| p(x,) < T}

recouvrent R" si 1 > ¢ et telles que, de plus, il existe un nombre maximal fixe
(indépendant du choix de v < 1) de boules BY a intersection non vide.

En utilisant (1.4), on montre alors, grace au théoréme des accroissements finis et
quitte a diminuer un peu 7, que:
(2.3) ic¢,, ¢, >0 tq V1 avec e <1 <71, YXxeBY, on ait:

v

c/l mr(x) < mr(xv) < cl2 mr(x)'
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On considére alors, ayant choisi un triplet 7' < t” <t vérifiant les proprictés

précédentes, une fonction ye C®(R) telle que:

@) =1 sit<t
(2.4 1) =0 si t>1"
x(t)e[0, 1] vt

On définit alors y, par:

(25) XV(x) = X(lx - xvl(p(xv))'
On définit alors la “régularisée” de m,(x)y par:
(2.6) Y(x) =, m(x,) x,(x),

Y est C® et vérifie:

2.7 YaeN", 3C, > 0 tel que |02y (x)| < C,¥(x) o(x).
Pour établir I'inégalité (2.7), il suffit de remarquer que:

(2.8) YaeN", 3C, > 0 tel que |02 x,(x)| < C,¥(x) o(x)

et de se rappeler la propriété du recouvrement localement fini par les supports des

Xv-
Compte-tenu de I'inégalité (2.3), on a aussi:

2.9 3¢y, ¢ > 0 tels que ¢, m,(x) < Y(x) < ¢, m,(x).

Pour tout s, s > 0, on définit M* comme I’ensemble des fonctions C* T vérifiant:
3C,>0 tel que ¢~ T ull> < C,[gy(@) W) + [ul|?], Yue C5(R").

On a bien entendu:

(2.10) M M*: si s, <.

Pour tout j =1,...,n + p, on note L; l'opérateur défini par:

2.11) L;=D;— aj(x) 1<j<n
) L=V n<j<n+p.

On rappelle que:

(2.12) IL;ull> < qy(d)(u), YueCg (R").
Cette estimation permet de déduire en particulier:
(2.13) VeM!.

On va établir les propriétés suivantes:

(2.14) (L, Lj]GM“_&)/Z k,j<n+p.
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(2.15) 16 T(x)] < Cro(x)*, YaeN", 1 <|a| <2, ¥xeR"

[Si Te M® et s’il existe une constante C; telle que:
alors on a: [L,, T]e M2,

On en déduit alors aisément que:

(2.16) {6§b,~jeM"‘ Ol“l k=1 —58(21**2 — 3))/20el+1
% Ve M- ou k, = (1 — 252 — 1))/2*,

On en déduit en utilisant (2.9), (2.10) et (2.16) que:

(2.17) ¥(x)e M* ou k=(1-6@2* —3)/2.

Ceci signifie qu’il existe une constante C telle que:

(2.18) I ull* < Clay(@) @) + [ull*]; Yue C5 (R").

On en déduit alors (1.5) en utilisant (2.9).

Démonstration de (2.14). C’est juste une adaptation de celle de [HE-
MO]. On observe simplement que, pour tout u dans C§° (R”) et tout couple (k, j),
on a:

I '//(_1_6)/2[Lk’ Lj]u”2 = <Lj“, W—I_J[Lka Lj] Lyu)
— (Lyu, Y 1TO[L, LLjuy 4+ {Lju, [Ly, ' "°[L,, L]]uy
— {Lyu, [Lj’ !!/““’[Lk, Lj]]u>-

Compte-tenu de (1.2), (1.3), (1.4), (2.7) et (2.9), on observe que ¥ ! ?[L,, L;] et
[Ly, v 1°[L,, L;]1] sont bornés. On en déduit alors que:

=2 [Ly, Lul® < COILull® + I Lyul? + llull?).

Démonstration de (2.15). Soit T vérifiant les hypothéses de (2.15); pour tout
indice k, on a:

Iy =127 L, TTull? = Y~ T, =1~ 2[Ly, T] Lyu)
— Ly, Y7L, T1Y ™ Tu)
+ YT T, Y T [L, 2T IL,, TT W,
Compte-tenu des hypothéses sur 7, de (1.3), (2.7) et (29), on remarque

que: Y 1T[L,, T] et Yy S[L,, y 2" ¥[L,, T]] sont bornés. On en déduit
alors:

=127 LL,, TTull® < CUIY ™ Tu > + [ Lyul? + ul?).
L’inégalité (2.15) s’en déduit en utilisant les hypothéses sur T et (2.12).

Démonstration du corollaire 1.2. Le corollaire 1.2 est une conséquence du
théoréme 1.1, en utilisant [DE] (exemple 3.5) et la densité de CQ(R") dans
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D(qy(a)).

Démonstration du corollaire 1.3. Le corollaire 1.3 résulte de (1.5) (ou (1.7)
respectivement) et du fait que si: d <1:(2"*' — 3) et si m,(x) > oo lorsque |x|
— o0, la relation (0.7) est satisfaite en considérant ¢(x) = m,(x)*.
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