NOETHERSCHE GRUPPEN MIT NILPOTENTEN NORMALTEILERN
VON ENDLICHEM INDEX

VON
HerMaNN SimoN

Die Frage der Bestimmung der Beschaffenheit einer abstrakten, gruppen-
theoretischen Eigenschaft E, so dass endlich erzeugte E-Gruppen endlich sind,
ist in Simon [1] fiir die Klasse der endlich erzeugten Gruppen mit endlicher
Hyperzentrumsfaktorgruppe behandelt worden. In der vorliegenden Arbeit
soll nun das Problem fiir die Klasse der endlich erzeugten Gruppen G mit
nilpotenten Normalteilern N endlicher Klasse von endlichem Index [G:N]
analog zu [1] gel6st werden.

Terminologie und Bezeichnungen sind wie in Simon [1].

DerinitioNn 1. Eine Gruppe G heisst fastpseudohomogen, wenn es eine
natiirliche Zahl n und eine unendliche Primzahlmenge P gibt, so dass fir
alle endlichen Faktorgruppen E von G gilt: Ist P ein p-Normalteiler von E
(mit p aus P), so ist die Ordnung ¢, der von E in P induzierten Automorphis-
mengruppe:

¢p = (n’ d’p)pﬁy 8 = 0.

Anmerkung. Mann kann annehmen p 4 n fir alle p aus P, da es ja nur
endlich viele Primzahlen p mit p | n gibt.

Hiurssatz 1. Die fastpseudohomogene Gruppe H ist moethersch, wenn sie
einen torsionsfreten abelschen Normalteiler B mit unendlicher zyklischer Faktor-
gruppe H/B = {gB} und B = {b"} fur geeignetes b aus B besitzt.

Beweis. (1) Da fir B = 1 die Aussage trivial ist, sei von nun an B 5 1.
Aus B = {b"} und H/B = {¢B} folgt H = {b,g} und B = {--- ,b°, --- } mit
¢t =0, %1, £2, --- . Die Fastpseudohomogenitét von H ergibt nach Simon
[1; Lemma 1.1] die Unméglichkeit der Unabhingigkeit der °°, also hat B
endlichen Rang.

(2) Sei P die in der Fastpseudohomogenitit von H geforderte, unendliche
Primzahlmenge und p 4 n fir alle p aus P (s. Anmerkung zu Definition
1). Manbildefiir p aus P: B® < B <5 H. Als charakteristische Unter-
gruppe von B is B” Normalteiler von H. Die Endlichkeit des Ranges von B
zieht die Endlichkeit von B/B” nach sich. Aus H/B” > B/B” und der Zykli-
zitét von (H/B®)/(B/B?) =~ H/B folgt das Noetherschsein von H/B".

Die Kommutativitit von B und H/B implizieren die Auflésbarkeit von H.
In der auflésbaren, noetherschen Gruppe H/B” existiert nach Hirsch [1] ein
torsionsfreier Normalteiler 7'/ B® mit endlichem Index [H:T]. In unendlichen
homomorphen Bildern von H/B? existieren also von 1 verschiedene, torsions-
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freie Normalteiler. Die Anwendung von Simon [1; Hilfssatz 1.1] zusammen
mit der Fastpseudohomogenitit von H ergibt, dass H/B” in B/B” eine Auto-
morphismengruppe der Ordnung ¢, = (n, ¢,)p® induziert. Sei C,/B” der
Zentralisator von B/B” in H/B”. Dann gilt:

B/B? <5 C,/B” <| H/B* und o(H/C,) = ¢,.

Nun existiert eine Untergruppe @, von H mit B <| B | C, <1 @, = H derart,
dass [@,:C,] = Pﬂ und [H:Q,] = (n, ¢,). Da (n, ¢,) | n,s0ist [H:Q,] = n
fir alle (unendlich vielen) p aus PB. Da H endlich erzeugbar ist, so gibt es
nach Baer [1; 8. 331] nur endlich viele Untergruppen mit % nicht
tiberschreitendem Index. Also gibt es eine Untergruppe @ von H, der unend-
lich viele p aus B, diese Menge heisse ', zugeordnet sind, so dass gilt [H:Q] =
(n,¢,) und [Q:C,] = p’ fiir alle (unendlich vielen) p aus B’. Da H endlich
erzeugt und [H:Q)] endlich ist, so ist auch @ endlich erzeugt.

Aus B/B®* = (,/B® £ Q/B” folgt, dass der Zentralisator von B/B” in
Q/B? ebenfalls C,/B” ist, so dass also Q/B” in B/B” eine p-Automorphismen-
gruppe fiir alle p aus R’ induziert.

(3) Q/B” ist als Untergruppe der auflésbaren, noetherschen Gruppe
H/B" ebenfalls noethersch und auflésbar. Sei nun 7To/B” ein nach Hirsch
[1] in Q/B” existierender, torsionsfreier Normalteiler mit endlichem Index
[Q:To). Wegen der Torsionsfreiheit von To/B” und der Endlichkeit von
B/B?” folgt To/B* n B/B” = 1, was mit Ty n B = B” dquivalent ist. Man
betrachte nun fir festes p aus P die Menge I der Normalteiler T von @ fir
welche gilt: T n B = B” und [Q:T] ist endlich. 9 ist wegen T ¢ M nicht
leer. Seinun T ein maximaler Normalteiler in . Fiir die endliche Gruppe
Q/T gilt:

Q/T >BT/T ~B/BnT = B/B".

Sei S/T der Zentralisator von BT/T in Q/T. Aus C,oB = B® £ T folgt
CpoBT = T, also C, £ S = Q. Daher induziert Q/T in BT/T wegen
0(Q/C,) = p” eine p-Gruppe von Automorphismen, also o(Q/8) = p*. Aus

Q/T > 8/T > BT/T

und der Zyklizitit von H/B folgt wegen B < BT < S £ @ < H die Zyklizitit
von S/BT. Da BT/T im Zentrum von S/T liegt, ist die Zentrumsfaktor-
gruppe von S/T zyklisch und daher ist S/T abelsch. Die abelsche Gruppe
S/T ist eine p-Gruppe, denn andernfalls géibe es ein Element 27 ¢ S/T mit
o(zT) = q £ p, q eine Primzahl. Der kleinste 27 enthaltende Normalteiler
von Q/T ist X/T = {2T%"} < S/T. Wegen 1 # 2T ¢ X/T ist X/T ein
von 1 verschiedener ¢-Normalteiler, also 7 < X <{# Q. Aus ¢ # p folgt
(X/T) n(BT/T) = 1, also X n BT = T und daher

XnB=XnBTnB=TnB = B".
Da X < @, /X endlich, X n B = B und T < X ist, so widerspricht dies
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der Maximalitdt von 7 und daher gibt es keine von p verschiedene Primzahl,
die die Ordnung von S/T teilt, d.h. o(S/T) = p*.

(4) Aus o(Q/S) = p® und o(S/T) = p* folgt, dass Q/T eine (endliche)
p-Gruppe und somit nilpotent ist. Nun folgt wie in Simon [1; Hilfssatz 1.2],
die Existenz einer Teilmenge PB” von ', die fast alle p aus P’ enthilt, so dass
Nyep» B® = 1 gilt; und Q ist nilpotent von endlicher Klasse.

Die endliche Erzeugbarkeit und die Endlichkeit der Klasse von @ ergeben,
dass @ noethersch ist, und aus der Endlichkeit von [H : Q] folgt das Noethersch-
sein von H, Q.E.D.

Anmerkung. Hilfssatz 1 ist trivialerweise richtig, wenn H/B eine endliche
zyklische Gruppe ist.

Hilfssatz 1 hat als Konsequenzen die beiden folgenden Korollare, deren
Beweise wortlich wie in Simon [1; Korollar 1.1, Korollar 1.2] gefiihrt werden.
Diese Korollare dienen dann zum Beweis von Satz B (s. Simon [1; Satz A}),
welcher den wichtigsten Beitrag zum Beweis des Hauptsatzes (s. S. 245)
liefert.

KoroLLAR 1. Besilzt G einen torsionsfreien abelschen Normalteiler A mit
zyklischer Faktorgruppe G/A = {gA} und ist {a, g} fastpseudohomogen fiir alle
a aus A, dann ist G lokal-noethersch.

KOROLLAR 2. Besitzt G einen torsionsfreien, abelschen Normalteiler A mat
lokal-noetherscher, fastauflosbarer Faktorgruppe G/A und ist {a, g} fastpseudo-
homogen fiir alle a aus A und alle g aus G, dann ist G selbst lokal-noethersch.

DeriniTION 2. Die Gruppe G heisst t-halbauflosbar, wenn jedes unendliche,
homomorphe Bild H von @ einen von 1 verschiedenen, torsionsfreien, abelschen
Normalteiler besitzt.

Satz B. Die Gruppe G ist noethersch (und fastauflisbar), wenn gilt:

(a) @ st endlich erzeugt.

(b) @ ist t-halbauflosbar.

(¢) Fiir jedes Elementepaar x, y aus G ist {x, y} /{z, y}" fastpseudohomogen.

Sei e eine abstrakte, gruppentheoretische Eigenschaft, die folgenden
Erbregeln geniigt:

(el) 1 ist eine e-Gruppe.

(e2) TUntergruppen von e-Gruppen sind e-Gruppen.

(e3) Sind X und Y e-Gruppen, dann ist auch X ® Y eine e-Gruppe.

HivrssaTz 2. @ erfille folgende Bedingungen:
(a) G st keine e-Gruppe.
(b) Jede Faktorgruppe F von @G, nach einem Normalteiler % 1, ist eine
e-Gruppe.
Dann gilt: Sind A und B Normalteiler von G mit An B = 1,dannist A = 1
oder B = 1.
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Beweis. Angenommen, es gibt Normalteiler A, Bvon Gmit 4 £ 1, B = 1
und A n B = 1, dann sind nach (b) die Gruppen G/A und G/B e-Gruppen,
und daher ist auch G/A ® G/B eine e-Gruppe. Da aber stets G/A n B
isomorph zu einer Untergruppe von G/A ® G/B ist, so ist wegen An B = 1
auch @ eine e-Gruppe, im Widerspruch zu (a).

Nun sei g eine Gruppeneigenschaft, die folgende Bedingungen erfiillt:

(gl) Erweiterungen von g-Gruppen durch endliche Gruppen sind g-
Gruppen.

(g2) Ist @ modulo einer Zentrumsuntergruppe eine g-Gruppe, dann ist
auch @ eine g-Gruppe.

(g3) 1ist eine g-Gruppe.

(g4) Untergruppen von g-Gruppen sind g-Gruppen.

(g5) Sind X und Y g-Gruppen, dann ist auch X ® Y eine g-Gruppe.

Bemerkung. Endliche Gruppen sind g-Gruppen.

Hivrssatz 3. @ erfille folgende Bedingungen:
(a) @ 1st keine g-Gruppe.
(b) Jede Faktorgruppe F von G, nach einem Normalteiler = 1, ist eine
g-Gruppe.
Dann gilt: Endliche Normalteiler von G sind 1.

Beweis. Aus (a) folgt die Unendlichkeit von G. Angenommen, es existiere
ein von 1 verschiedener, endlicher Normalteiler in @, dann gibt es auch einen
endlichen, minimalen Normalteiler 1 = M <]# G. Aus der Endlichkeit von
M folgt die von G/C(M), wobei €(M) der Zentralisator von M in G ist, und
aus der Unendlichkeit von @ folgt die von €(M). Da also M und €(M) von
1 verschiedene Normalteiler in G sind, so folgt nach Hilfssatz 2:
1% Mn G(M) <% G. Die Minimalitit von M impliziert M n €(M) = M,
also M < (M), also ist M abelsch und im Zentrum Z(€(M)) von €(M)
enthalten. Wegen M > 1 ist G/M und daher €(M)/M eine g-Gruppe, und
daher ist wegen (g2) auch €(M) und wegen der Endlichkeit von G/ E(M)
und (gl) auch G eine g-Gruppe, ein Widerspruch zu (a).

Hirrssatz 4. Das Zentrum Z(G) der Gruppe G ist von 1 verschieden, wenn
gilt:

(a) Es gibt eine unendliche Primzahlmenge B mit der Eigenschaft: Ist H
eine Faktorgruppe von G und P ein p-Normalteiler von H mit p aus B, dann
induziert H in P eine p-Automorphismengruppe.

(b) G enthdlt einen freien, abelschen Normalteiler A = 1 von endlichem
Rang.

Beweis. Sei M # 1 ein—wegen (b) existierender—freier, abelscher
Normalteiler von G mit minimalem Rang. Sei p aus B; dann ist M” natiirlich
Normalteiler von G. Wegen (a) induziert dann G/M” in M/M” # 1 eine
p-Gruppe von Automorphismen. Sei C/M” der Zentralisator von M/M”*
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in @/M”. Dannist [G:C] = p® und daher Z(G/M?") = 1; weiter folgt dann:
G/M” o M/M? < M/M?.

Also ist M/G o M # 1 entweder endlich mit durch p teilbarer Ordnung oder
M/G o M ist unendlich. Da die Endlichkeit von M /G o M die Teilbarkeit
p|o(M/G o M) fir alle (unendlich vielen) p aus PB nach sich ziehen wiirde, so
ist M/G o M unendlich, was Rang G o M < Rang M impliziert. Die Minima-
litédt des Ranges von M hat G o M = 1 zur Folge,also 1 = M =< Z(@); Q.E.D.

DeriniTioNn 3. Die Gruppe G heisst fastquasthomogen, wenn jede Unter-
gruppe U von @ fastpseudohomogen ist.

Havuptsatz. Folgende Eigenschaften einer Gruppe G sind dquivalent:

(al) G ist noethersch.

@ (bl) @ besitzt exnen nilpotenten Normalteiler N von endlicher Klasse
und endlichem Index [G:N].

(a2) @ st endlich erzeugt.
(b2) Jedes homomorphe Bild H % 1 von G enthilt ein Element
e # 1, so dass ¢ endlich ist.

(a3) G ist endlich erzeugt.
(III) (b3) @ ist fastquasthomogen.
(e3) @ besitzt eine t-halbauflosbare Untergruppe U mit endlichem
[G:U.

Beweis. (I) = (II). Aus (al) folgt stets (a2). Ist H = 1 ein endliches
homomorphes Bild von @, dann ist (b2) trivialerweise richtig. Ist H ein
unendliches homomorphes Bild von G dann besitzt auch H einen nilpotenten
Normalteiler N von endlicher Klasse und endlichem Index [H:N]. Die
Endlichkeit von [H:N] und die Unendlichkeit von H haben Z(N) % 1 zur
Folge und jedes Element 1 # e aus Z(N) erfullt (b2).

(II) = (I). Nach Baer [2; S. 288] ist G fastauflosbar und noethersch,
also gilt (al). Da @ noethersch und fastauflosbar ist, so enthilt G einen
auflosbaren Normalteiler von endlichem Index.

Angenommen, Aussage (bl) wire falsch. Dann gibt es einen Normalteiler
K von @G so, dass (bl) in H = G/K falsch, in jeder Faktorgruppe von H,
nach einem Normalteiler % 1, jedoch richtig ist. Ausserdem ist dann H
unendlich. Die Eigenschaft g von G, dass G einen nilpotenten Normalteiler
von endlichem Index und endlicher Klasse enthélt, geniigt den Bedingungen
(gl) bis (g5).

Fir H gilt dann: H ist keine g-Gruppe, jede echte Faktorgruppe von H
ist jedoch eine g-Gruppe. Somit besitzt H nach Hilfssatz 3 keine nichttrivi-
alen endlichen Normalteiler.

Da H 5 1 ist, so gibt es nach (b2) ein Element ¢ 5 1, so dass ¢ endlich
ist. Sei A = {¢"}) = {e, -+, e}, wobei r die Anzahl der paarweise ver-

(1)
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schiedenen Konjugierten zu ¢ in H ist. Dann ist A = 1 ein endlich erzeugter
Normalteiler von H. Aus der Endlichkeit von e” folgt die Endlichkeit von
[H:€(e)] fir < = 1, - -+, r, wobei natiirlich €(e;) der Zentralisator von e; in
Hist. Wegen €(A) = Ni—; €(e;) folgt dann nach einem Satz von Poincaré
die Endlichkeit von H/G(A), was die Endlichkeit von A/4A n €(A) =
A/Z(A) impliziert. Aus der Endlichkeit der Zentrumsfaktorgruppe einer
Gruppe A folgt nach Baer [3; 8. 153] die Endlichkeit von 4’. Da A’ als
charakteristische Untergruppe des Normalteilers A von H ebenfalls normal
in H ist, so folgt sogar A" = 1. A ist also ein endlich erzeugter, abelscher,
torsionsfreier und daher frei abelscher Normalteiler (endlichen Ranges) von H.

Wegen 4 = 1 gilt (bl) in H/A, daher also in €(A)/A und wegen
A £ Z(G(A)) gilt (bl) auch in €(A) und wegen der Endlichkeit
von H/G(4) in H selbst. Dieser Widerspruch beweist (II) = (I).

(I) = (III). Sei N der nach (bl) in @ existierende, nilpotente Normal-
teiler von endlichem Index [G:N]. Wegen (al) gilt (a3) und N ist
noethersch. Daher folgt aus Simon [1; Lemma 2.1], dass N ¢-halbauflosbar
ist; also gilt (¢3).

Sei U 5 1 eine Untergruppe von G. Aus der Endlichkeit von [G:N] folgt
die von [U:Un N] = nund V = U n N ist nilpotent (von endlicher Klasse)
und daher quasihomogen. Sei weiter K ein Normalteiler von U so, dass
E = U/K endlich ist und es sei P die Menge aller Primzahlen p mit p 4 .
Wegen V = VK = Uistt = [U:VK] ein Teiler von n. Sei P/K ein p-
Normalteiler von £ = U/K mit p { n.

Angenommen, es gibe ein Element z aus P/K mit x ¢ VK/K. Dies
impliziert  # 1 und 2”° = 1 mit » > 0. Daher ist 2(VK/K) ein von 1
verschiedenes p-Potenz Element der Faktorgruppe (U/K)/(VK/K) =
U/VK, wobei

o((U/K)/(VK/K)) = o(U/VK) =t

und ¢ |n, p|t = [U:VK] und p / n; dies ist aber ein Widerspruch.

Daher gilt: Jeder p-Normalteiler (p 4 n) P/K < E = U/K istin VK/K
enthalten. VK/K = V/V n K ist nilpotent weil V = U n N nilpotent ist.
Also zentralisiert jedes Element x aus VK/K mit p { o(z) den Normalteiler
P/K, d.h. ein Element y, das nicht im Zentralisator C/K von P/K liegt hat
entweder p-Potenz Ordnung oder o(y) | n; hieraus folgt aber

|E:C/K] = [U:C] = (¢, [U:C])p*.

Da diese Uberlegungen fiir jede Untergruppe U aus G gelten, so folgt, dass @
fastquasihomogen ist, also gilt (b3).

(II1) = (I). Da @ endlich erzeugt und [G: U] endlich ist, so ist auch U
endlich erzeugt und fiir U sind daher die Voraussetzungen von Satz B erfiillt,
also ist U noethersch, und die Endlichkeit von [G:: U] impliziert dann sogar das
Noetherschsein von G.

Sei n die in der Fastquasihomogenitit von G geforderte, natiirliche Zahl.
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Da @ noethersch ist, so gibt es nach Baer [1; S. 331] nur endlich viele Unter-
gruppen W < G mit [¢:W] < n. Man bilde D = Ng.wyj<n Wn U. D ist
Normalteiler von G und G/D ist endlich. Da @ noethersch ist, so folgt die
Existenz einer natiirlichen Zahl k&, so dass Z,(D) das Hyperzentrum von D ist.
Zy(D) ist natiirlich Normalteiler von G. Angenommen, G/Z;(D) wire
unendlich, dann wire wegen der Endlichkeit von G/D die Hyperzentrumsfak-
torgruppe D/Zy(D) ebenfalls unendlich. Da U t-halbauflésbar ist und
D < U mit endlichem [U: D], so folgt die t-Halbauflosbarkeit von D, welche
zusammen mit Baer [3; S. 148] und dem Noetherschsein von G die Existenz
eines freien, abelschen Normalteilers 4 = 1 von endlichem Rang in jedem
unendlichen, homomorphen Bild H von G impliziert, wobei sogar 4 in dem
epimorphen Bild von D (unter dem Epimorphismus G — H) enthalten ist.
Sei P die in der Fastquasihomogenitit von G geforderte, unendliche Prim-
zahlmenge. Aus der {-Halbauflosbarkeit von D und Simon [1; Hilfssatz 1.1]
folgt, dass fiir D/Z,(D) die Bedingungen von Hilfssatz 4 erfillt sind, also ist
Z(D/Zy(D)) #~ 1, ein Widerspruch, also ist D/Z,(D) endlich und daher
gilt (I).
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