REPRESENTATION DES MESURES DE PROBABILITE SUR LE PRODUIT
DE DEUX ESPACES DENOMBRABLES, DE MARGES DONNEES

PAR
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Introduction

X et Y étant deux ensembles finis ou dénombrables, munis de la topologie
discréte, soient r et s des mesures de probabilité sur X et Y, c’est-a-dire des
mesures de Radon positives de masse 1. On se propose ici de représenter
I’ensemble (7, s) des mesures p de probabilité sur le produit cartésien
Z = X X Y dont les projections sur X et Y sont r et s, ¢’est-a-dire sont telles
que

Suerp(, y) = 1(x),  exp(e,y) = s(y).

Par exemple on sait [1] que les matrices bistochastiques sont barycentres des
matrices de permutation. Plus généralement, ici, (7, s) ayant une structure
d’ensemble convexe, compact, métrisable, lorsqu’il est muni de la topologie
faible des mesures, le Théoreme de Choquet [3] permet de représenter I (r, s)
comme ’ensemble des barycentres des extrémales de (7, s) (théoreme 1).

Nous porterons notre attention essentiellement sur ces extrémales, dont une
caractérisation abstraite a été donnée dans [4]. Appelons ensemble d’unicité
toute partie non vide de Z qui ne puisse porter deux mesures de probabilité
différentes et de mémes marges. x(z) et y(z) étant les projections de z € Z sur
X et Y, E étant une partie de Z, appelons arc dans £ une suite 1, - - - , 2, de
points de E telle que l'on ait:

y(2ar,) pour tout k

x(2a) = x(2m—1) et y(Zaky1)
ou bien

y(2m) = Y(2ew—) et z(Zewyr) = z(22) pour tout k,

21 et z, étant les extrémités de l’arc. Le théoréme 3, fondamental, montre
que E est ensemble d’unicité si et seulement si il ne contient pas d’arc fermé
(c’est-a-dire & extrémités confondues) non trivial. Le théoréme 4 caractérise
alors les extrémales de I (r, s): p est extrémale si et seulement si le support
S(p) est ensemble d’unicité.

Apreés avoir montré que la famille des ensembles d’unicité est inductive, il
est naturel de s’intéresser & ses éléments maximaux. Le théoréme 6 montre
que ceux-ci sont connexes par arc; le théoréme 7 donne une condition nécessaire
et suffisante simple pour qu’un ensemble d’unicité maximal porte une extré-
male de IM(r, s).

L’étude des extrémales est faite par un formalisme emprunté 4 la théorie des
graphes, décrit dans le paragraphe 2.
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I. Représentation de M(r, s)

I, désignant ’ensemble des mesures de Radon sur Z positives et de masse
< 1, on a linclusion M(r, s) € My . La topologie sur M; de la convergence
faible des mesures est équivalente & la convergence simple:

pn _)n—wc p 4 pn(z) “')n-wo p(z)‘ v 2.
I1 est bien connu que pour cette topologie M, est compact et métrisable.
LemME 1. IN(7r, 8) est compact.

M, étant compact, il suffit de montrer que M(r, s) est fermé. Soit
D € M(r, 8) avee Pp —naw p € Pt . Alors:

2aex P(2, 10) = 8(%0) + Doex (D — a) (2, Yo)-

£ étant un nombre positif donné, on peut trouver une partie finie X; de X telle
que
Zﬂiﬁ r(x) < 8/37 Zﬂm‘h p(xi .7/0) < 8/3

(X, est le compl®mentaire de X; relativement & X). X, étant ainsi choisi,
on peut trouver N assez grand tel que » > N entraine

erxl | (p — pa)(, 90) | < &/3.

Zwef1 P, %) < erfl wer D2, y) = eril r(xz)

il est clair que

Comme

erx (p - pn)(x} ?/0) <e¢

et done que p e M(r, s). MW (r, s) est donc un sous ensemble convexe com-
pact de espace des mesures de Radon sur Z muni de la topologie faible.
Celui ci étant alors métrisable, nous sommes dans les conditions d’application
du Théoréme de Choquet et nous pouvons énoncer:

TurorEME 1. Toute mesure de p de M (r, s) est barycentre d'une mesure
de Radon u positive de masse 1 du compact M(r, s), la mesure u étantportée
par les extrémales de M(r, s).

Il. Définitions et propriétés du formalisme

E étant un ensemble quelconque, on appelle graphe sur E une application f
de P’ensemble ®(E) des parties de E dans lui-méme telle que quelle que soit
la famille (E;).r de parties de E, on ait

f(User By) = User f(By).

Cette définition entraine naturellement que f(#) = § et que f est com-
pletement déterminé par les f(e), ou e décrit E.
Si e ef(e) e est appelé point fixe de f.
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L’ensemble G(£7) des graphes sur F est muni d’une addition et d’un produst
de la maniére suivante:

Si f et g appartiennent 4 G(E), alors
(f+g)(e) = fle)ugle), (fg)(e) = flg(e)].

1’addition est associative et commutative, le produit est associatif, distributif
par rapport & P’addition et posséde une unité, notée 1, telle que 1(e) = e.

Tous les graphes que nous allons rencontrer sont tels que £ C Z. Nous
consideérerons en particulier les graphes suivants:

ale) = {zek — {e} |y(e)

Ble) = {zeE — {e} | x(e)
ay =1, Bo = 1,

am = (Ba)", B = (aB)

Qni1l = Q0gn,  Bontr = BB
I = 25 (o + Bi).

Ainsi z; € I'(2,) signifie qu’il existe un arc d’extrémités 2; et 2, dans E. Ces
graphes sont définis relativement & E. Nous écrivons parfois az, I'z, etec.

pour éviter toute ambiguité. On note x(E) et y(E) les projections de E sur
Xet?.

Enfin on appelle c¢ycle dans E un ensemble de 2n points de E:
C = {21, .. ’zzn}

y(2)}
x(2)}

tels que
ziealezp_) ©1 =2k sil<k<n
ziefBley) © 1 =1 sik=n
1=2k+1 sil<k<n.

n est Pordre du cycle. Les points d’un cycle sont distincts.

E étant une partie non vide de Z fixée, établissons quelques propriétés
utiles des applications « et 3.

LEMME 2. Le graphe a, + B est sans points fixes pour n = 1, 2, 3.
LemMmE 3.
21 € azn(22) & 22 € Bon(21)
21 € azny1(22) © 25 € azy1(21)
21 € Bant1(22) < 22 € Banya(21).
Les preuves de ces deux lemmes sont évidentes.
THEOREME 2. Tz a un point fize si et seulement st 1l existe un cycle dans E.

(a) La condition est évidemment suffisante, tout point d’un cycle dans E
étant point fixe de T'.
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(b) Pour montrer qu’elle est nécessaire, établissons d’abord la propriété
suivante: Si agry1 + Banta @ un point fixe, alors il existe m compris entre 2 et
n tel que as w ait un point fixe.

Pour procéder par récurrence montrons la propriété pour n = 2. Si e est
un point fixe de o5 il existe donc z tel que

eefu(2) et zeale).
Par le lemme 3:

zeas(e) et eeal(z)
cela entraine

z e () (2).
Or, comme on le vérifie facilement, on a toujours
a’(2) € (14 a)(2),
il vient donc z € 85(1 4+ a)(z), ce qui entraine, z € B3(2) étant exclu (lemme
2), zeas(z).
Supposons maintenant la propriété vraie pour tout entier compris entre

2et m — 1 (n > 2). Siee ami(e) le méme raisonnement montre qu’il
existe z tel que

z € (B + om)(2).

Si 2 € azn(2) la propriété est établie. Si 2z € B2.—1(2) on utilise ’hypotheése de
récurrence.

Montrons maintenant que si oz, a un point fixe (m > 2) il existe un cycle
d’ordre n < m.

La propriété étant évidemment vraie pour m = 2, supposons la vraie pour
tout entier compris entre 2 et m — 1 (m > 2). $Sie est un point fixe de

agm , 1l existe une suite 2, = e, 22, -+ - , 22m telle que
pea(zn) sil <k <m
21 € B(2am)

ZorrreB(e) sil <k < m.

Si cette suite n’est pas un cycle il existe par exemple k et &’ tels que & > k'
et tels que

2 € (1 + o) (2o-1)

comme
Rok € Olop—gk’ (zzk')
comme
Zok—1 € a(zzk)
il vient
2oy € (aramkaw (1 + a)) (226-1)
comme
a’(2) € (1 + a)(2)
on obtient

a1 € (Bon—anr—1 + ege—rry) (Zak—1)
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comme k — k' < m, ’hypothése de récurrence entraine le résultat.

lll. Ensembles d'unicité

U étant une partie quelconque de Z, on note M(U) ’ensemble des mesures
de probabilité Z & support dans U.

DEriniTioN. Une partie U non vide de Z est appelée ensemble d’unicité
si pour tous r et s, M(U) n M(r, s) comprend au plus une mesure.

U désigne la famille de ces ensembles.

TaEOREME 3. U est un ensemble d’unicité si et seulement st il n’existe pas
de cycle dans U.

(a) La condition est nécessaire; cela résulte de lemme suivant.
LemMmE 4. Tout cycle C est le support d’une mesure me , de marges nulles,
telle que | mc | soit de masse 1.

Eneffet siC = {21, - - - , 224}, la mesure m¢
mc(z) = 0, 2eC
mo(ze) = (—1)*/2n

convient. Si U comprend un cycle C = {21, - - - , z2x} les deux mesures p et p’
définies par p(z) = 0siz¢C,p(z) = 1/2nsizeC et p’ = p + me, sont des
mesures de probabilité de mémes marges, ce qui contredit U e U.

(b) La condition est suffisante. Notons
A, = Zl?wo Aok B, = Zl?=o Bk
A = limy,wd,, B =limy,eBax-
Nous avons besoin de deux lemmes.

LemMME 5. St I'y est sans point fixe et st 2, et 2, appartiennent simultanément
a A(u) ou bien o BB(u) (resp. & B(u) ou bien aA(u)) alors il est impossible
que z appartienne & a(z;) (resp. B(z2)).

En effet dans le premier cas:
2y € ag, (U), U € Bar, (21) (lemme 3);
sl 21 € a(zz) alors u e ogp,tor,+1(%). Dans le second cas:
2 € Bargr1(u), U € By +1(21) (lemme 3);

si 21 € a(zy) alors w e Bokon,+3(w). Dans les 2 cas u est point fixe de T, ce
qui contredit I‘hypothese.

LemuME 6. 8¢ T'y est sans point fixe, pour tout compact K de Z et pour tout
w de U, il existe un entier n(K, u) tel que K n a,(u) = @sin > n(K, u) (resp
K n B.(u) = 9).
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En effet sinon il existe ue U, un compact K, une suite ny, -+, ng, -
d’entiers et une suite 21, -+, 2x, -+ - de points de K tels que
25 € o, (U).

K étant compact, il existe k et &' tels que k& < k' et 2, = 2z . 1l est clair que
2 est un point fixe de T, ce qui contredit I’hypothese.

Passons & la démonstration de la deuxidme partie du théoréme 3. Grice
au théoreme 2, nous pouvons supposer que I'y est sans point fixe. Si
M(U) n M(r, s) n’est pas vide, il comprend au moins une mesure p. Nous
allons voir en calculant p(u), que p est completement déterminé par r et s.
Noun convenons qu’une somme est nulle lorsque nous effectuons la somma-
tion sur un ensemble vide d’indices.

(1) p(u) + Zzeﬂ(u)p(z) = r(z(u))
(2) p(2) + ZZ'ea(Z)p(z,) = s(y(2)).

Si on somme (2) par rapport 4 z quand z décrit 3(u) et qu’on retranche de
(1) il vient

P(U) — 2w p(2) = 1(2(u) — 2eeper $(y(2))

et, plus généralement:
B)  p(U) = 2w P(2) = Diepas 1(@(2)) — 2eepmaiw (¥(2))
(3) P(W) + Zionsir P(2) = 2eema T(@(2)) — Daepma_iw S(Y(2))-
Les sommes des seconds membres de 3 et 3’ ont un sens: d’apres le lemme 5

2eenr 1(2(2)) < 2eex (@) = 1

Do 8(y(2)) < Xers(y) = L.
Enfin pour tout ¢ positif il est possible de trouver un compact K tel que

2.&p(z) < ¢

ol K est le complémentaire de K dans Z. )
D’apres le lemme 6, pour n > n(K, u), B.(u) C K et donc

D et P(2) < e
Done

2 eeta P(2) —na 0
et nous avons ’expression de p(u):
(4) Pu) = 2emay 1(2(2)) — 2eenanr 5(y(2))
ce qui acheve la démonstration du théoréme 3.
Remarque. Le calcul conduit en échangeant les roles de a et 8 fournit une

expression symétrique de p(%), qui, en raison de 1’unicité, lui est nécessaire-
ment égale.
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Ezemple d’ensemble d’'unicité. X et Y étant 'ensemble des entiers positifs,
soit U ’ensemble des (z, y) satisfaisant & "une des cinq conditions:

c=y=1; y=2r—1;, y=2z; 2=2y—1; x=2y.
11 est facile de constater que U est sans cycles et donc appartient & .

TuroriME 4. S¢ p e M(r, s), p est une extrémale st et seulement st son sup-
port est un ensemble d’unicité.

(a) La condition est nécessaire. En effet si le support S(p) de p n’est
d’unicité, il existe un cycle C dans S(p) d’aprés le théoréme 3. Si
& = min,ec p(2), d’apres le lemme 4 les mesures p’ = p + emcet p” = p — eme
appartiennent & M(r, s) et sont telles que

P=(p +p")/2
p n’est done pas extrémale.
(b) La condition est évidemment suffisante, par définition des ensembles
d’unicité.

CoroLLAIRE (Douglas). Soit p e M(r, s). Si les fonctions f(x) + g(y),
ou fely(r) et gela(s), sont denses dans Li(p), p est extrémale.

(Douglas [4] montre également que cette condition est nécessaire, mais les
techniques utilisées ici ne permettent pas une démonstration rapide de ce
fait.)

Si p est non extrémale, il existe d’aprés le théoréme 4 un cycle C dans S(p),
d’ordre 2n. Soit ke Li(p) nulle en dehors de C. C étant compact, d’apres
I’hypothese il existe f et g tels que

h(z) = f(z(2)) + g(y(2)). VzeC.
Mais il est facile de constater que les deux sommes
erA,,_l(u) h(Z) et ZzeaA,,_l(u) h(z) ueC

(les graphes a et A,_; étant relatifs & C) sont toutes deux égales &

D aexe) F(2) + 2vecor 9(y)-

Ana(u) et ad,_1(u) étant disjoints, il suffit de choisir A de sorte que les
deux sommes soient distinctes pour obtenir la contradiction.

Voici maintenant un autre test de l'unicité. On appelle rectangle une
partie de Z de la forme X; X Y1, olt X; et Y, sont des parties de X et Y.

U étant une partie de Z on considere ’application ay de ’ensemble des
rectangles dans lui-méme qui associe & tout rectangle R le rectangle R’ défini par:

(1) x(R") = z(R)

(2) y(R') est ensemble des y de y(R) tels qu’il existe au moins deux
points 21 et z; dans U n R tels que y(21) = y(22) = v.

On définit symétriquement by et on note

Cu(R) = bolay(R)).
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TagorEME 5. U est ensemble d’unicité si et seulement si pour tout rectangle
compact R il existe un entier n > 0 tel que Cy(R) = 0.

(a) La condition est nécessaire, Si elle n’est pas vérifiée il existe un
rectangle compact R tel que Cy(R) = R, ce qui contredit le lemme 6.

(b) La condition est suffisante. Sinon, d’apreés le théoréme 3 il existe un
cycle C dans U. SiR = z(C) X y(C), Cu(R) = R.

Remarque. Ce théoréme est d’application particulierement commode quand
Z est fini, car il entraine

Ueuw < 3An entier tel que Cp(Z) = 0.

IV. Ensembles d’unicité maximaux

Le théoréme 3 est un théoréme d’unicité. Il est naturel de se poser la
question: étant donnés r et s et U e U, & quelles conditions

MU) n M(r, s)

est-il non vide? Nous répondrons 4 cette question dans le théoréme 7, mais
la réponse sera plus simple sur certains ensembles d’unicité que nous allons
définir.

Remarquons d’abord que d’aprés le théoréme 3, si UeaU alors U'eu
quand U’ est non vide et est contenu dans U.

LeMME 7. AU, ordonné par la relation d’inclusion est inductif.

S’il existe une famille (U;):er (T ordonné) croissante d’éléments de U
telle que
Uier U eu

il existe d’apres le théoréme 3 un cycle C dans U;.r U; ; mais C appartient &
un U;,, ce qui contredit Uy, € U.

Le théoréme de Zorn permet d’affirmer [2] Pexistence d’éléments maximaux
de U dont on note la famille par &.

TaEOREME 6. U ¢S st et seulement st les 3 conditions sont vérifiées.
(1) Uea.

(2) =(U) =X,y(U) =Y.

3) (1+1)(u) =U,Yuel.

La troisitme condition se traduit en termes de connexité par arc: pour tous
21 et 2, dans U il existe un arc dans U d’extrémités z; et 2z, .

(a) Les conditions sont nécessaires. (1)et (2) évident. (3) Soient 2z
et 2z, e U; définissons
20 = (2(22), y(21)).
SizoeU,onabienzye (1 +T')(21). Sizoe U,notons Uy = Uu {z}. U étant
maximal, il existe d’aprés le théordme 3 un cycle C dans U, passant par 2o .
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On a donc dans U, les relations

20 € azn(20), z0€B(21), 23 € a(20)
qui entrainent dans U

zr€ (1 + B)Ban—s(1 4+ a)(22)
ce qui établit la propriété.
(b) Les conditions sont suffisantes. Si U ¢ & il existe done 2, ¢ U tel que
Us = U u {2} eU.
D’apres le (2) il existe 2; et 2, distincts dans U tels que
z1€Buy(20), 22 €ay,(20)

comme d’aprés le (3) z1e¢T'y(2;) cela entraine ze 'y (20) ce qui d’aprés
les théorémes 2 et 3 contredit U e AU.

Ainsi on constate, & 1’aide de ce théoréme, que ’ensemble d’unicité donné
en exemple 4 la fin du théoréme 3 est également maximal.

THEOREME 7. 7 et s étant donnés, st U e W, M(U) n M(r, s) n’est pas vide
st et seulement st, quel que soit u dans U

ZzeB(u) r(x(z)) - ZZéﬂB(u) s(y(z))
= ZzeA(u) S(y(Z) - Ezeoul(u) T(CI)(Z)) Z 0.

Si U e, M(U) n M(r, s) nlest pas vide st et seulement si quel que soit u dans
U DPun des deux membres de Péqualité (5) est positif.

()

Montrons d’abord le théoréme pour U e .

(a) La condition est nécessaire, d’aprés la remarque faite & la fin de la
démonstration du théoréme 3.

(b) La condition est suffisante. Notons par p(u) la valeur commune
des deux membres de (5), et montrons que p ainsi défini appartient & M(r, s).

p(u) + Zzeﬂ(u)p(z)

= ZzeB(u) r(x(2)) — ZzeﬁB(u) s(y(2)) + ZzeAﬁ(u) s(y(2)) — ZzeaAﬂ(u) 7(2(2)).

Compte tenu du fait que B = 1 4+ aAB et BB = AB la valeur de la derniére
expression est r(xz(u)).

Si maintenant U ¢ &, il suffit d’établir I’égalité des deux membres de (5).
Montrons d’abord que

e((B+ ad)(w)) =X, y((4+8B)(w) =Y.
Eneffet 1 + T = (1 + B)(B + ad). D’aprés le théoréme 6,
z((1 +T)(w)) = X;

sizex((B 4+ ad)(u)) alorsz e x(B(B + ad)(u)) et il est clair que ce dernier
ensemble est contenu dans x((B + ad)(u)). Par conséquent, d’apres le
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lemme 5,

Zze(3+m)<u> r(z(z)) = erx r(z) = Zze(A-l-ﬂB)(u) s(y(z)) = Zuel’ s(y) =1.

Or les ensembles A et BB, B et aA sont disjoints puisque U est d’unicité.
Done

Zze(B+aA)(u) = ZzeB(u) + ZzeaA(u) 7‘(.’13(2))

Zze(A+BB)(u) = ZzeA(u) + Zzeﬂb‘(u) s(y(2))

ce qui nous donne ’égalité (5).

Si maintenant on désigne par &(r, s) la famille des U ¢ S telle que la con-
dition de positivité du théoréme 7 soit réalisée, on voit qu’a tout U de &(r, s)
on fait correspondre une extrémale de I (r, s) et une seule.

Remarque. 1’égalité (5) étant réalisée (par exemple quand U ¢ &) mais
non nécessairement la positivité, il est facile de constater qu’on peut avoir

ZueUlp(u) l = +°°

ol p(u) est défini par (5); c’est dire que p n’est pas alors une mesure de masse
finie. Mais p posséde encore la propriété de s’annuler & Vinfini:

TaforEME 8. U étant d’unicité, et Uégalité (5) étant réalisée, alors pour tout
& posttif il existe un compact K(¢) tel que | p(u) | < e st u ¢ K(¢).

La démonstration nécessite le lemme:

LEMME 8. Si U est d’unicité, pour tout compact K' < U il existe un compact
K tel que st u ¢ K, au moins Pun des deux ensembles

Kn(l+8)B(u) e¢ Kn(l+ a)d(u)
est vide.

En effet, & tout couple (u;, us) d’éléments de K’, associons I’ensemble
K (w1, ug) défini de la maniére suivante: si ug ¢ I'(uy),

K(ui, us) = {wr, us}.
Si ug € T'(u1) on a, par exemple, 4y € a,(uz). Il existe donc une suite

21 = U1, B2, " ,2%, R+l = U
telle que
2 € a(2ar-1) et 2Zory1 e B(2a).

Cette suite est unique, puisque U e U. On note alors
K(ui, wa) = {21, -+, Znaa}.
Le cas ol u; € B.(u2) est analogue. On définit alors
K = Uy uper K(ur, us).

K est ainsi ’ensemble des points de arcs ayant pour extrémités deux points de
K’. K’ étant compact, K Pest également.
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Si il existe u e U et u ¢ K tel qu’il existe u; et e dans K’ tels que
ure (1 + B)B(u) et use(l+ a)A(u),
alors (lemme 3) u e (B + ad)(usz) et done
we(l 4+ B)B(B + ad)(uz) = (1 + T')(up).

Siur # up alors ug e T'(uz) et u e K. Siwg = up il est facile de constater que
uy est point fixe de T'y .

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 8. & étant un nombre
positif donné, il existe un rectangle compact R(e) = X; X Y; tel que

D (@) < e/2 et Dy 8(y) < /2
ot X; et ¥, sont les complémentaires de X; et Yy relativement & X et Y.
Notons K'(¢) = R(e) n U. Le compact K(&) associé dans le lemme 8 3
K'(e) répond & la question; en effet si u ¢ K ou bien

Rn (14 B8)B(u) =0
et done

|ZzeB(u) r(z(z)) — ZzeﬂB(u) s(y(2)) | < Zzef1 r(z) + Zuef’x s(y) <e

ou bien
Ron(l+a)d(u) =0

et on a 'inégalité analogue, ce qui achéve la démonstration.
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