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CONTROLE DE LA NORME H” D'UNE MARTINGALE PAR
DES MAXIMUMS DE TEMPS LOCAUX

By CHRISTOPHE LEURIDAN

Université de Grenoble

Soit B un mouvement brownien issu de 0. Notons L} = max g L}
le maximum des temps locaux a linstant ¢. D’aprés les inégalités de
Barlow—-Yor, pour tout p > 0, il existe deux constantes C, > ¢, > 0 telles
que pour tout temps d’arrét 7, on ait

¢, E[7P/2] < E[ L*?] < C,E[r*/%].

Soit F' un fermé de R fixé. Dans cet article on donne une condition
nécessaire et suffisante sur F' pour que l'on ait des inégalités semblables
avec max, .y LY au lieu de L¥*, et on démontre d’autres résultats du
méme type.

Let B be a brownian motion starting at 0. We denote by L% =
max,.p L} the maximum of local times at time ¢. The Barlow—Yor
inequalities tell us that for every p > 0, there are constants C, > ¢, > 0
such that for every stopping time 7,

¢, E[7P/2] < E[L*P] < C,E[77/2].

Given a fixed closed set F C R, we give a condition on F which is
necessary and sufficient to derive similar inequalities with max, . p L
instead of L* and we prove various related results.

Introduction et présentation des principaux résultats. Dans tout
ce travail, B = (B,), ., désignera un mouvement brownien dans R, issu de
0, et (%), <, une filtration qui fasse de B une martingale. Pour alléger les
énoncés, on notera J 'ensemble des temps d’arrét pour la filtration (%), c .
On note LY le temps local du mouvement brownien B a linstant ¢ et au
point x.

La quantité L} = max, . L} est étudiée pour la premieére fois par Kesten,
qui démontre en 1965 une loi du logarithme itéré dans [5].

En 1981, Barlow et Yor démontrent dans [1] la double inégalité

Vp>0,Vred, c,E[r?/?] < E[L*?] < C,E[77/?],

ou C,> ¢, > 0 sont des constantes indépendantes de 7. Cette inégalité, que
nous énoncgons ici pour le mouvement brownien, s’étend par changement de
temps a n’importe quelle martingale continue issue de 0. Barlow et Yor ont
donné en 1982 dans [2] une généralisation de I'inégalité E[L*”] < C,E[7?/ 2]
pour des semi-martingales continues.
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En 1987, Davis en donne dans [4] une démonstration simplifiée, au moyen
“d’inégalités de bons A.” Peu de temps avant, Bass [3] énoncait grace aux
“inégalités de bons A” des critéres permettant de démontrer des inégalités
cE[77/2] < E[ AP] et E[AP] < CE[7?/%] pour de nombreuses fonctionnelles
continues et croissantes A ¢u mouvement brownien, et en particulier pour
les fonctionnelles B* et L*.

Compte tenu des inégalités de Burkholder, Davis et Gundy, cette double
inégalité montre que pour p > 0, la fonctionnelle L* permet d’estimer la
norme H?” des martingales B., ., 7 €5 (ou la “pseudonorme” si p < 1). En
est-il de méme pour un maximum de temps locaux restreint & un fermé de R
donné? Pour F fermé de R, notons LY = max, .y L}. Comme, bien sir,
L¥ < L*, on a toujours une inégalité de la forme

Vp>0,Yres, E[LF?] <C,E[B**],

en notant Bf = max .o | Bl
Le probléme est donc de savoir pour quels fermés F on a une inégalité
“réciproque,”

Vp>0,Yres, E[L] <c,E[B*?],

ou c, > 0 est une constante ne dépendant que de p et de F.

Pour pouvoir appliquer le critére de Bass & la fonctionnelle L, il faudrait
satisfaire la condition suivante: P,[ LT < bA] —,_, , 0 uniformément vis a vis
de x € Ret A € R*%, en notant P, la mesure de Wiener issue de x. Or lorsque
x ¢ F, on n’a méme pas P*[LY < b] -, , 0, si bien que parmi les fonction-
nelles de la forme L, la fonctionnelle L* est la seule pour laquelle le critére
de Bass s’applique.

Cependant, nous allons voir par exemple que si F contient deux suites
géométriques non constantes, opposées et indexées par Z, on a effectivement
une inégalité réciproque. C’est le cas de F = {+2", n € Z} U {0}.

En fait, nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur F pour
quil y ait une inégalité réciproque, dans le Théoréme 1:

THEOREME 1. Soit p > 1. Pour avoir une inégalité de la forme
Vres, E[LIP] = c,E[B**],
il faut et il suffit qu’il existe y > 1 tel que
V x € R*, Fnlx,yx] # 3.
REMARQUE. La condition du Théoréme 1 ne dépeﬁd pas de p. Par consé-
quent, si on a pour une certaine valeur de p, supérieure ou égale a 1, une
* inégalité ’
' Vres, E[LI?] > c,E[B*?]

on a ce type d’inégalités pour toutes les valeurs de p supérieures ou égales
al.
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Que se passe-t-il pour p €]0, 1[? On va voir que la situation est notable-
ment différente puisque le temps local en 0 suffit a contrdler les “pseudo-
normes” H?, comme le montre le Théoréme 2:

THEOREME 2. Pour p €]0, 1], il existe une constante C € R* telle que
Vreg, E[L:?] < CE[L%¥].

D’aprés les inégalités de Barlow et Yor, ce théoréme est équivalent au fait
que 'on a, pour p < 1, une inégalité

Vreg, E[B*?] < CE[L].

Cette inégalité a déja été énoncée par Yor dans [11], pour toute martingale
continue issue de 0, comme application de la relation de domination de
Lenglart [7]. Nous verrons toutefois une autre démonstration du Théoréeme 2,
qui a l'intérét de fournir une bonne estimation de la meilleure constante.
Le Théoréme 2 entraine, lorsque p €10, 1[, que pour avoir une inégalité
réciproque,
Vres, E[LP] = c,E[B*?],

il faut et il suffit que F' contienne le point 0. (On voit que cette condition est
nécessaire en considérant le premier instant d’atteinte de F' par le mouve-
ment brownien B.)

Revenons au cas ot p > 1. On peut chercher a obtenir un résultat pour des
fermés comme {2", n € 7} U {0}, vérifiant la condition du Théoréme 1 “a
droite de 0,” c’est-a-dire pour lesquels il existe y > 1 tel que

VxeR, Fnlx,yx]+J.
Nous démontrerons une version “unilatérale” du Théoréeme 1, faisant
intervenir la quantité S, = max, ., , B, & la place de B/. C’est l'objet du
Théoréme 3:

THEOREME 3. Soit p > 1. Pour avoir une inégalité de la forme
Vreg, E[L?] >c,E[S?],
il faut et il suffit qu’il existe y > 1 tel que
VxeRt, Fnlx,yx]+*d.

On peut enfin se demander ce que ’'on peut dire pour des fermés comme
{+2", n € N} ou méme {2, n € N}, ne vérifiant une propriété F N [x, yx] #
& (avec y > 1 fixé) que pour x assez grand. Nous verrons alors dans des
“variantes” des Théorémes 1 et 3 que 'on obtient des inégalités ou figurent
des constantes additives: on perd 'homogénéité qui était due a l'invariance
d’échelle.
 Notre travail comprend quatre parties:

1. Dans la premiére, nous démontrons que les conditions des Théoréemes 1 et
3 sont suffisantes. Pour cela, nous établissons des “inégalités de bons A.”
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2. Dans la deuxieme, nous démontrons qu'elles sont nécessaires. En sup-
posant que F' ne vérifie pas la condition:

dy>1,VxeRt, Fnlx,yx]*3,
on construit effectivement une suite (7,) de temps d’arrét telle que
E[L77]
d - 4o
E[Ssr] "
3. La troisiéme partie traite le cas ou p € [0, 1[: on y redémontre I'inégalité

E[L*?] < CE[ L°?] et on donne une estimation de la meilleure constante.
4. La quatriéme expose des variantes des résultas ci-dessus.

0.

Vp=>1,

Premiére partie. Nous montrons que les conditions des Théorémes 1 et
3 sont suffisantes.
Nous commencons par prouver que si F vérifie pour un certain y > 1 la
propriété
VxeRY, Fnlx,yx]+,
alors S, et LY vérifient des “inégalités de bons A” indépendantes de 7. Plus
précisément on a la proposition:

PROPOSITION 1. Soit F un fermé de R vérifiant pour un certain v > 1 la
propriété
VxeRt, Fnlx,yx]+*d.
Alors a > vy étant fixé, il existe une fonction n: R* > R tendant vers 0 en 0
telle que
Vreg,VB,AERY, P[S,>ak Lf <BAS, > A] < n(B)

d’ou, par des arguments classiques, le corollaire:

COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a
Vp>0,3c,eRi,Vres, E[LI?] >c,E[S?P].

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Pour a € R, notons o, = inf{t €
R.IB, = a}; (0,),cg, est un processus stable d’indice 3, et on a

P[S,> a); LT < BAIS, > A] = P[7> 0,,; LF < BAIr > g
< P[LF < B/\ITZ 0;\].

Notons B le mouvement brownien B, . — A, issu de 0 et indépendant de 7, .
Alors en notant L son temps local et o- = inf{t € R IB = a} pour a € [R
‘on a
' Our = Oy + 6.(a—1))t
et

VieR,,VxeR, Lf, =Lf+Li*>Li
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Ainsi,
F oo fF-2 -
L;,2L; ", avecF —A={x—A x€F}.
Or
{120} eg,.

Donc par indépendance de B et o on a

P[S,> ar; LT < BAIS, = A] < P[f/j(:} < BAIT> oA]

1)

-7z

a—1)

< BN = P[LE T < ],
par changement d’échelle. Par hypothése F N [A,yAl # & dou F/A—1nN
[0,y — 1] # &. Donc
' LF/A~1>  min LF .
a—1 xG[O,‘y—I] a—1

Comme on a choisi a > vy, cette derniére variable aléatoire est p.s. stricte-
ment positive. En effet, le premier théoréme de Ray et Knight nous dit que

(Lza'_i'y )y <10, a—1) st le carré d’'un processus de Bessel de dimension 2 et issu

de 0, et ne repasse donc pas en 0. (On trouvera les démonstrations initiales
dans [6] et [8]. On peut aussi se reporter a [9], Chapitre XI, Section 2, ou
trouver une démonstration originale due a Walsh dans [10].)

Ainsi en posant

n(8) =P min L
xe[0,y—1] 7

< B],
onan(B) >z, 0et
P[S, = ar; LF < BAIS, = A] < n( B),
ce qu’'on voulait démontrer.
DEMONSTRATION DU THEOREME 1 (Partie condition suffisante). Le

Théoréme 1—partie condition suffisante—se déduit aisément du Théoreme 3.
En effet, si F vérifie pour un certain y > 1 la propriété

VxeR*, Fnlx,yx]+d,

alors Fet —F vérifient la condition du Théoréme 3, dont on vient de prouver
la suffisance. On a donc des inégalités

Vp>0,Yres, E[LP] > c,E[SP].

Pour le fermé —F, on applique le Théoréme 3 au mouvement brownien — B,
ce qui donne en notant I, = max, .o 4(—B,):

Vp>0,Yres, E[LT?] >c,E[IF].
Par addition on obtient

e[227] = Z[e[s7] + E[12]] = 2E[B”]. 0
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REMARQUE. On peut chercher a démontrer directement le Théoréme 1 en
obtenant des “inégalités de bons A” entre B et L. La démonstration est
analogue mais plus difficile.

On pose pour a € R,,

o, =inf{t eR, |Bl=a} =0, A o_,,

et on considére cette fois le mouvement brownien B = B, +.— B, et on note
avec un “~ ” les quantités relatives 3 B. En remarquant que o,, > 0 +
G(a—1)2, On montre de fagon analogue que

(a—1)A

P[B} > ar; LT < BAIB} > A] < P|Lf; BH<BMT>UA]

L'une des difficultés vient de ce que B, peut valoir A ou —A (tandis que
B, = A). On conditionne alors par rapport a 4, en écrivant

P[LE 5o < BAIS, | = F(B,;)
avec
f(b) = P[5 < A
= p[ LE,’.‘Z_‘J’W < B]
puis on majore f(A) et f(—A).
On a
f(N) = P[LE/A1 < B] < P[LE/A-* < B] + P[LT/A7) < 8-

O—(a-1)
Or F contient au moins un point dans les intervalles [ A, yA] et [y~ A, A]. Donc
F/X — 1 contient au moins un point dans les intervalles [0,y — 1] et [y™! —

1,0]. Comme y ! — 1> —(y — 1), on a ainsi

min  L* </3]=21;(B).

f(A)<P| min L} <pB|+P y
xe[-(y-1,0] 7P

xe[0,y—1] !

De méme f(—A) < 27( B). Ainsi
P[ L& Ber < pASy | < 2n(B).

-Da
Comme {7 > d,/} € Fp1, 0N & finalement
P[B! > aX; LF < BAIB} > A < P[Iﬂ,g(/:ﬁ')} < BAT = q’]
<2n(B)..

On a obtenu ainsi des “inégalités de bons A” entre B} et L.

'Deuxieéme partie. On montre que les conditions des Théorémes 1 et 3

sont nécessaires.
On suppose que F ne vérifie pas la condition du Théoreme 1:

Ay>1,VxeR*, Fnlx,yx]+J.
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Alors F ne vérifie pas 'une des deux conditions
Ay>1,V xR, Fnlx,yx] # I,
Jy>1,V x € R*, Fnlx,yx] # @.
Supposons par exemple que F ne vérifie pas la premiére (qui est la condition
du Théoréeme 3). On va construire une suite (7,), .\« de temps d’arrét telle
que
v 1 [E[ pr] 0
> 2L
p = ’ [E[ S 7{1 ] n— +o ’

ce qui prouvera simultanément la nécessité des conditions des Théorémes 1
et 3.

Pour n € N*, soit x, € R% tel que F N [x,,nx,] = . L'idée consiste a
poser 7, = o_, A 0,, , en notant toujours o, = inf{¢t € R,|B, = a} pour a €
R. On a alors d’une part

i_[E[LFp] < —IE L~ ic,.,x,.l ] (car F N [x,,nx,] =)

= IE[L[ L 1]"] (par changement d’échelle)

o_1 N o,
n—» + IE[LEJ'__II’HP] *

D’aprés le premier théoreme de Ray et Knight (voir [6], [8], [9], Chapitre XI,
Section 2, ou [10]) (L ”")xeR est une sous-martingale positive et Ll !
des moments de tous ordres. Donc en vertu des inégalités de Doob, l’esperance

[ L[,_ll 11°] est finie. D’autre part,
1 14 1 p
;,;;-IE[S,"] = FE Sr

Ty N a"xn]

[E[S(, (Ao ] (par changement d’échelle)
E[S2.]-

Cette demiére espérance est infinie pour p > 1, car

n—)+oc

VxeR,, P[SU_IZx]=P[0'x<0'_1]=1+x.

Ainsi
E[L77]

s T

Vp=>1,
Troisiéme partie: le cas ou p €10,1[. Commengons par démontrer le
Théoreme 2:

THEOREME 2. Pour p €]0,1[, il existe une constante C € R* telle que
Vreg, E[L:?] < CE[LI¥].
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DEMONSTRATION. On note pour r € R,: 7, = inf{t € R,|L? > r}. On fixe
r > 1 et on écrit

L < Y, (Lf—LE).
neZz
r"ng

Par sous-additivité de l'application x — x? sur R,, on a

L*p < Z (L'T vl L’l;,.n)p'
nez
rr<Ly
Donc
E[L*p] = Z IE[(LT n+l _Ltrn)p]]'(r"ng)].
Orpournez L7, — L7, L’: we1_ny OU L et 7 sont les homologues de L

et 7 relatifs au mouvement brownien B = B, .., issu de 0 et indépendant de
&, .- Comme {r" < L%} = {r,. < 7} €%, , on a donc

[E[(LT ne1 Lt,,.)p ]l(r"sL‘;}] = [E[I:§€;+1_,n]l(r"sL2}]
=E[Lx7,, |P[r" <L9]

Tpon+1l_,n

= (r**1 = ) E[ 1P| P[rm < 19],

par changement d’échelle. Ainsi

E[L:?] < (r - l)pIE[L";f’][E[ Y po ﬂ(,"ng,]

(°)]

D’apres le deuxiéme théoréeme de Ray et Knight (voir [6], [8] ou [9], Chapitre
XTI, Section 2), (L} ), cr, et (L;*),cg, sont les carrés de deux processus de
Bessel de dimension 0 et issus de 1. Ce sont donc deux martingales positives
indépendantes, issues de 1 et finissant en 0. Par conséquent L"f; et L"fl- sont
deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que 1/U, ou U suit la
loi uniforme sur [0, 1]. On en .déduit facilement que pour p €10, 1[, E L*p]
2/((1 — p)2 — p)). Cela prouve que pour p €]0,1[, il existe une constante
C € R* telle que

r— 1)PE[LP|E

Vreg, E[L:?] < CE[L¥]. O
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Nous allons maintenant démontrer des estimations sur la meilleure con-
stante de cette inégalité:

PROPOSITION 2. Soit C,, la meilleure constante de I’ inégalité du Théoréme
2. Alors en notant 1, = inf(t € R,|LY > 1}, on a

Vpelo 1, E[LP] <C, <4E[L?]

et méme
C, ~ fE[L”;lp ~ 1z quand p 1 1.
DEMONSTRATION. On a bien siir
[ L*P
C = E[L¥7].
P [E[ L 1
Par ailleurs d’apres la démonstratlon du Théoreme 2,
(r-1°

C, sApr[L”;lp] avec A, = inf ———

r>1 1—r7P "~
Le calcul de A, n’est pas facile, mais on peut écrire d’'une part:
rP . x
A=l s
d’autre part, pour tout r > 1,
(r-1)7" r—1

limsupA, < lim = =r
p“p PTpt1l—r? 1—-rpt 7

d’'ou limsup,;; A, < 1. On obtient ainsi les estimations annoncées. O

REMARQUE. Des démonstrations similaires a celles du Théoréme 2 et de la
Proposition 2 permettent de voir que

Vpelo,1,Vres, E[r?/%] <A E[rp/?|E[L].

Quatrieme partie: Variantes des résultats précédents. Que se
passe-t-il lorsque la propriété F' N [x, yx] # J n’est vérifiée que pour |x| > x,,
ou méme que pour x > x,?

En reproduisant les démonstrations de la premiére partie, on remarque
que le seul changement est que I'on n’obtient des “inégalités de bons A” que
pour A > yx, entre B¥ et LY dans le premier cas et pour A > x, entre S, et
L¥ dans le second.

Dans les inégalités F[ B¥”] < c;lﬂi[ LFP]ou E[SFP] < c;llE[ LEP] qu'on avait,
_ apparait donc une constante additive, la constante multiplicative n’étant pas

modifiée. On obtient donc des inégalités de la forme

E[B}?] < ¢, 'E[LE?] + D, dans le premier cas,
E[S?] < ¢, 'E[LEP] + D, dans le second cas.
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Lorsque la condition
Ay>1,3x,eR,NVNx>2%x,, Fn[x,yx]+J
n’est pas vérifiée, on peut reproduire la démonstration de la deuxiéme partie
en choisissant pour tout n € N* un réel x, > 0 tel que F N [x,,nx,] = Jet
tel que l'on ait en outre x, > n. La suite (7,), .+ de temps d’arrét que I'on
construit vérifie ainsi,
E[ LT
E[sr] not

Vp=>1, 0 et [E[S:;] S re T,

ce qui exclut toute inégalité du type
Vreg, E[SP] <C,E[Lf"] +D

avec C, et D, constantes positives indépendantes de 7. On peut donc énoncer

une variante des Théoremes 1 et 3:
THEOREME 1 (bis). Soit p = 1. Pour avoir une inégalité de la forme
Vres, E[B*?] <C,E[Lf?] +D,,
il faut et il suffit qu’il existe y > 1 et x, € R, tels que
VxeR, lxlzx, = Fn[x,yx]#J.

TuEOREME 3 (bis). Soit p > 1. Pour avoir une inégalité de la forme
Vres, E[S?] <C,E[Lf] +D,,
il faut et il suffit qu’il existe y > 1 et x, € R, tels que
VxeR, x>2x, = Fnl[x,yx]#J.

On peut également chercher a obtenir une variante du Théoreme 2, ou 'on
majore pour p €]0, 1[, E[ L*?] en fonction de E[ L??], a étant un réel fixé.

Pour cela, on introduit le mouvement brownien B = B, . —a,issude0 et
indépendant de 7, , et on note L son temps local. On a alors

Lk < L”;ﬂ + L’f,_%)+, ou (7 — ag,), = max(7 — a,,0).
Par sous-additivité de I'application x — x? sur R, on a
E[L*?] < E[LEP] + E[EP . ]-

Pour la filtration (7, . ), cr,, B est une martingale et (r — g,), un temps
d’arrét. D’apres le Théoréme 2 on a donc

[E[L(, m] <C [E[L(, o] = CE[L2P].

‘Ainsi
E[L*?] < C,E[L??] + D,, avec D, = E[L%?] =lal’E[L}P].

Il reste & voir que D, est fini. Or d’aprés le premier théoréme de Ray et
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Knight (voir [6], [8], [9], Chapitre XI, Section 2, ou [10]), le processus
(L"), cn, est markovien (inhomogene), (L} %), (o, étant le carré d’un
processus de Bessel de dimension 2 et issu de 0, et (L. *), ., étant le carré
d’un processus de Bessel de dimension 0.

Par conséquent L}-=L? X 1/U, ot U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [0,1] et 1ndependante de L) . Comme L) et LI>" ont des
moments de tous ordres on a donc [E[L] =3 ] < +o pour p E]O 1[, c’est-a-
dire D, < +. On peut donc énoncer le Théoreme 2 (bis):

THEOREME 2 (bis). Soit a € R. Pour p €10,1[ il existe une constante
D, € R, telle que

Vres, E[L*"] <C,E[L¥] + D,

ou C, est la meilleure constante du Théoreme 2.

Remerciements. Je remercie Jean Brossard pour m’avoir soumis le
probléme que j’ai traité ici (peut-on remplacer L* par max, .z L*...?) et
Lucien Chevalier de m’avoir aiguillonné par des questions intéressantes.
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