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EXTENSION DU THEOREME DE CAMERON-MARTIN
AUX TRANSLATIONS ALEATOIRES

PAR XAVIER FERNIQUE

Université Louis Pasteur et C.N.R.S.

Let G be a Gaussian vector taking its values in a separable Fréchet
space E. We denote by y its law and by (H, ||-||) its reproducing Hilbert space.
Moreover, let X be an E-valued random vector of law w. In the first section,
we prove that if u is absolutely continuous relative to y, then there exist
necessarily a Gaussian vector G’ of law y and an H-valued random vector Z
such that G’ + Z has the law u of X. This fact is a direct consequence of
concentration properties of Gaussian vectors and, in some sense, it is an
unexpected achievement of a part of the Cameron—Martin theorem.

In the second section, using the classical Cameron—Martin theorem
and rotation invariance properties of Gaussian probabilities, we show that,
in many situations, such a condition is sufficient for p being absolutely
continuous relative to y.

Introduction, notations. On note y une probabilité gaussienne sur un espace
de Fréchet séparable E, on note (H, ||-||) I’espace autoreproduisant asssocié a y .
On se propose d’analyser la continuité absolue d’une probabilité p relativement
a y. Ce type de propriété lié aux transformations de mesures dans I’espace de
Wiener intervient dans de nombreuses situations: calcul stochastique, théorie du
contrdle ou du filtrage; on renvoie a I’Introduction de Ustunel et Zakai (2000)
pour plus de détails.

La réflexion s’orientera a partir de deux exemples.

EXEMPLE 1 (Le théoreme de Cameron—Martin). Supposons que p soit de la
forme u = t,y,a € E, on sait alors [Fernique (1997), 2.6] que p est absolument
continue relativement a y (en fait équivalente a y) si et seulement si a est un
élément de H.

Cet exemple nous permet en particulier de nous limiter au cas ou y et
éventuellement p sont centrées.

EXEMPLE 2 [Le cas ou u est gaussienne (centrée)]. Supposons pour simplifier
que E soit RN et que y soit la loi du vecteur gaussien fondamental G = (g,,, n € N)
a composantes indépendantes de lois respectives N (0, 1) de sorte que H = £3;
supposons aussi que u soit la loi d’un vecteur aléatoire X = G + Y ou
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Y = (yn, n € N) est gaussien, indépendant de G et a composantes indépendantes;
dans cette situation réduite, un théoréme de Rozanov (1962), couplé avec les
propriétés d’intégrabilité gaussiennes, indique que p est absolument continue
relativement a y (en fait équivalente a y) si et seulement si P{Y € ¢4} = 1; la
condition “P{Y € ¢,} = 1" est alors suffisante, mais n’est pas nécessaire et la
situation semble donc radicalement différente de celle du premier exemple. En
fait on peut opérer un rapprochement:
Posons

VreN,  y =[01+E[y*1"*—1]g.

172

x) = gn + v, =1 +E[y*1'" gy,

Y=0u,neN), X =@, ,neNy=G+Y'.

On constate alors que X' a méme loi ;& que X et que u est absolument continue
relativement 2 y si et seulement si P{Y' € H} = 1.

Ce type de conclusion s’étend a une situation plus générale: Dans le cas ou E
est un espace de Fréchet séparable arbitraire et ol y et w sont des probabilités
gaussiennes centrées sur E, on sait en effet [Fernique (1985), Théoréme 5.2.6] que
W est absolument continue relativement a y (en fait équivalente a y) si et seulement
si u estlaloid’un vecteur X = G + Y ou G a pour loi y et ou Y prend ses valeurs
dans I'intersection H N H,, des espaces autoreproduisants de y et de p.

Dans la premiere section de ce travail, on montre en utilisant les propriétés
de concentration des vecteurs gaussiens [Ledoux et Talagrand (1991), 1.1] et le
théoreme de Kantorovich et Rubinstein (1958) que si une probabilité arbitraire
w sur E est absolument continue relativement a y, alors il existe nécessairement
un vecteur aléatoire G de loi y et un vecteur aléatoire Z a valeurs dans H tels que
X =G + Z ait la loi n. Ce résultat définitif compléte donc harmonieusement une
partie du théoreme de Cameron—Martin. Sa généralité est un peu inattendue; on
peut pourtant noter dans Ustunel et Zakai [(2000), 2.7.1] un résultat approché du
méme type concernant une situation voisine.

Dans la deuxieme section, on constate inversement que dans de nombreuses
situations, une telle condition est suffisante pour que p soit absolument continue
par rapport a y.

1. L’application des inégalités de concentration.

THEOREME 1. Soient G un vecteur gaussien de loi y et X un vecteur
aléatoire de loi ; = D.y absolument continue par rapport a y. Il existe alors
deux vecteurs aléatoires G' de méme loi que G et Z a valeurs dans [’espace
autoreproduisant H de G tels que X' = G' + Z ait méme loi i que X et que

T
(1.1) Ve, T >0, P{||Z||>t}§6—+/ Ddy.
t D>T



1298 X. FERNIQUE

DEMONSTRATION. La démonstration est présentée en quatre étapes succes-

sives:
(a) Dans la premiere étape, nous supposons que D est inférieure ou égale

a un nombre A et que G et donc X prennent leurs valeurs dans 1’espace
autoreproduisant H qui est alors de dimension finie; nous notons dy la distance
hilbertienne dans H, nous notons Lip(H ) I’ensemble des fonctions sur H qui sont
dg-Lipschitziennes de norme de Lipschitz majorée par 1. Dans ces conditions,
pour tout f € Lip(H); et pour tout ¢ > 0, les propriétés de concentration des
vecteurs aléatoires gaussiens impliquent que

vilf —Ef(G)| >t} =P{|f(G) —Ef(G)| >t} <exp[—1*/2];
les hypotheses sur X impliquent alors
P{lf(X) —Ef(G)| >t} =pu{lf —Ef(G)| >t} < A x exp[—1/2].

En intégrant, ceci fournit pour tout f € Lip(H)1,

Ef(X) —Ef(GOI<E[f(X)-Ef(G)|<Ax,/n/2.

Le théoreme de Kantorovich et Rubinstein indique alors [Dudley (1976), Kan-
torovich et Rubinstein (1958), Rachev et Riischendorf (1998)] que dans cette situ-
ation particuliére, on peut construire effectivement deux vecteurs aléatoires G’ de
méme loi que G et Z a valeurs dans I’espace autoreproduisant H de G tels que
G’ + Z ait méme loi que X et que

E|Z| <A x . 7/2.

Ceci termine 1’étape fondamentale de la preuve. Les étapes suivantes utiliseront
des approximations adaptées.

(b) Nous conservons maintenant la seule hypotheése de majoration de D par
le nombre A et nous supprimons I’hypotheése que G est a valeurs dans H. Nous
notons 6 1’application canonique [Fernique (1997), 2.1] de H sur I’adhérence du
dual E’ de E dans Lz(y), nous choisissons une base orthonormale (4,,,n € N) de
H de sorte que son image par 6 soit contenue dans E’; pour tout N € N, nous
notons Fy I’application de E dans E définie par

N
Vx eE, Fy(x) =) (x,0hy)hy,
n=1
et nous posons
N
Gy =FN(G)=)_(G,0hy)hy,

n=1
N

Xy =Fn(X) =) (X,0hy)hy.

n=1
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Nous notons Hy le sous-espace de H engendré par (h,,n < N). Alors Gy et Xy
sont des vecteurs aléatoires a valeurs dans Hy C E; Gy est gaussien et prend ses
valeurs dans Hy qui est son espace autoreproduisant; Gy et Xy sont les images
de G et X par la méme application Fy de sorte que la loi de X est absolument
continue par rapport a celle de Gy et sa densité est majorée par A; on peut donc
leur appliquer les conclusions de la premiere étape et construire deux vecteurs
aléatoires G’y de méme loi que Gy et X', de méme loi que X tels que

E| X}y — Giyll < A x \Jm/2.

Remarquons maintenant que la suite {Gy, N € N} converge p.s. vers G dans E,
cette propriété s’écrit en fonction de la loi y de G,

y{x e E: Z(x, Ohy)h, converge vers x} =1,
n

I’absolue continuité de p relativement a y implique alors que

u{x ek: Z(x, 6h,)h, converge vers x} =1;
n

ceci signifie que la suite { X, N € N} converge p.s. vers X et dans ces conditions,
I’isonomie implique que les suites {G'y,, N € N} et {X’,, N € N} convergent en loi
dans E; la suite double {(G'y, X E\,), N € N} est alors tendue dans E et on peut en
extraire une suite partielle convergeant en loi qu’on peut méme réaliser de sorte
qu’elle converge p.s. dans E vers une limite (G’, X’); G’ a la méme loi que G, X’
a la méme loi que X; le lemme de Fatou assure que

E|G — X'| <A x/n/2.

Ceci termine la deuxieme étape de la preuve.
(c) En troisieme étape, nous supposons que la densité D est arbitraire; nous
posons Ag = 0 et pour tout n > 0,

A, =2""1"  E,={(DelA,_1, Aul},

Dy =1z, x D, sy = D,,.y//D,,dy s1/Dndy>0,
Vv, sinon;

on applique successivement pour tout n > 0, le résultat de la deuxieme étape a G
et a X, de loi u, en réalisant des vecteurs aléatoires G/, X, de lois respectives
¥, Uy, sur des espaces d’épreuves respectifs (£2,,, P,,) de sorte que

E|Xy — Gyl < [An//Dndy} x /72 si /Dndy > 0.
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Dans ces conditions, sur I’espace somme Q2 = )" €2, muni de la probabilité P =
Y-(/ D,dy) x Py, on construit les vecteurs aléatoires G’ et X’ par recollements

G'(w) = G;(a)), X' () = X;l(a)) siw e Qy;

onpose Z = X' — G’; alors G’ ala méme loi que G, X" ala méme loi que X et

P{ZeH}:Z(/Dndy) xP,{G, —X e H}=1.

(d) Dans cette étape finale, nous évaluons la loi de Z; sa construction fournit
pour tout f > 0 et tout N > 0,

P{IZ]| > 1} < Z/Dndy x [LA(ElIX, —G,ll/0)]
n=1

<(/0y7/2) supDy+ Y /Dndy

n<N n>N+1
< 71/2><2N/t+/ Ddy.
D22N71

On obtient alors la majoration (1.1) en choisissant convenablement N en fonction
de T. La preuve du théoréme est complete. [

2. Des propriétés réciproques. Dans ce paragraphe, on utilise les mémes
notations et on suppose inversement que le vecteur X a méme loi que G + Z ou le
vecteur aléatoire Z prend ses valeurs dans I’espace autoreproduisant H de G; on
pose la question:

Dans quelles conditions, peut-on affirmer que la loi u de X est absolument
continue par rapport a la loi y de G?

2.1. Des exemples classiques.

Des situations positives. La situation la plus simple est celle ou la loi de Z est
atomique; le théoréme de Cameron—Martin conclut alors directement: p est en fait
équivalente a y. Si la loi de Z est discrete ou si Z est indépendant de G, on conclut
de méme. Le cas gaussien a été détaillé dans I’ Introduction.

Des situations négatives. Des cas de réponse négative sont les cas triviaux ol
il existe une suite (y,,n € N) C E’ telle que

pllimir, y) =0} =1, p{lim(x, y,) =0} #1.

C’est en particulier le cas si X étant gaussien, les espaces autoreproduisants de X
et de G sont différents.
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2.2. Un énoncé général.

THEOREME 2. Soient G et X deux vecteurs aléatoires a valeurs dans un
espace de Fréchet localement convexe séparable E; on note y la loi de G. On
suppose que G est gaussien; on suppose aussi que X est de la forme G +Y ou 'Y
est indépendant de G et que X a méme loi que G + Z ou Z est un vecteur aléatoire
a valeurs dans ’espace autoreproduisant H de G. Dans ces conditions, pour tout
A e[0,1], la loi u, de X;, = G + AY est absolument continue relativement a la
loi y de G et vérifie

Vp>1,Vt>0,VA e B(E),

2.1 (p— DHa%e?

Wi (A) < P{IZ|| > 1) +exp[m

] x [y(a)]' =",

REMARQUE. On aurait préféré énoncer une propriété d’absolue continuité
pour la loi i de X. On doit noter que dans la situation du théoréeme classique,
I’absolue continuité de u; pour une valeur non nulle de A implique la méme
absolue continuité pour toute autre valeur de A. La situation plus générale peut
étre différente.

2.3. Un exemple. On détaille ici un exemple pour illustrer les différentes
structures utilisées par les Théoremes 1 et 2.

Sur E = RY, s0it G un vecteur gaussien de loi y = Yoo, = N(0, I); soit de plus
Y indépendant de G a composantes indépendantes de lois respectives définies par

P{y,=0}=1-1/n, P{y, =+2logn}=1/n.

Nous notons 7 la loi de Y et pour tout A > 0, u) laloide X, =G + AY.

Dans ces conditions, I’espace autoreproduisant est H = £ et dans cet exemple,
P{Y € £,} =0 et méme P{Y € {,} =0.

Pour A > 1, u, est étrangere a y; on constate en effet dans ce cas que la série

> Mognl™ x L 1o p10gnyt2)

n>1

converge p.s. et en fait dans L dés que a > 1/2, alors que la série

D_llogn1™ X g, 4, > 210gn)2)
n>1
ne converge p.s. et en fait dans L que sia > 1.
Par contre, p; est équivalente a y pour A € [0, 1[; on le vérifiera en utilisant
le critere du Corollaire 2.2 de Fernique (1994) [poser t, = c4/2logn,c =1 +
(1—21)%>11.
Cet exemple fournit donc en appliquant les Théorémes 1 et 2, une situation ou
Y /2 est indépendant de G, ou G + Y /2 a une loi équivalente a celle de G, ou il
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existe un vecteur G’ de méme loi que G et un vecteur Z a valeurs dans ¢ tels que
G’ + Z ait méme loi que G + Y/2.

On ne peut pas confondre ici Y /2 et Z, car le couple (G, Y/2) est indépendant
alors que (G’, Z) ne I’est pas et que Z est a valeurs dans ¢ alors que Y /2 ne I’est
pas (il n’est méme pas dans £).

2.4. Lemme préliminaire. L outil technique pour la preuve du théoréme est
fourni par un lemme basé principalement sur le théoréme classique de Cameron—
Martin:

Pour tout nombre A € [0, 1] et toute fonction f mesurable et bornée sur E, on
note M, f la fonction définie sur E par

(2.2) VzeE, fo(Z)Z/f[)»(G+Z)+vl—ng’]dy(g/).

LEMME 1. (a) On suppose que z appartient a l’espace autoreproduisant H
de G; dans ces conditions et pour tout p > 1, 0n a

|M;. f ()] < [/’f(AG +V1-2%g) qdy(g/)]l/q

[(P— 1))»ZIIZIIZ} p
X exp| ————>— |, = .
2(1 —A2) p—1
(b) Soit de plus Z un vecteur aléatoire a valeurs dans H; pour tout p > 1 et
toutT >0,0na

E{IN M, f(DI} =P{IZ]| > T}

24 N [<p - D227
2(1 — A2)
(c) Soit Y un vecteur aléatoire a valeurs dans E indépendant de G. On
suppose que G + Y a méme loi que G + Z; dans ces conditions et pour tout
A €]0,1[, M, f(Y) a méme loi que M, f(Z).
De plus pour toute fonction f mesurable et bornée sur E, on a

2.5) Ef(G + 1Y) =EM, f(Y).

(2.3)

} « [E| £ (G)[4]"4.

DEMONSTRATION. (a) On utilise le théoreme de Cameron—Martin [Fernique
(1997), Théoreme 2.6.1]:
Fixons A, G et posons

AZ
VI=22
Alors M, f(z) est égal a [ F(g')d(tyy)(g’) et le théoréme de Cameron—Martin
implique

Vg €E, F(g’):f(AG+\/1—k2g’>; VieH, 7=

M f(2) = / F(g) exp[(62) (g — 121%/2] dy (g).
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A cette derniere intégrale, on applique une (g, p)-inégalité de Holder qui fournit

M5 @1 < [|706+VT=3%)

1/q
! dy(g/)}

x [ [ exelpeoz - ||z/||2/2>]dy]l/p.

La derniere intégrale se calcule explicitement et fournit le résultat annoncé.

(b) Avec les notations de I’énoncé et avant d’intégrer {1 A |M, f(Z)|}, on le
majore par 1 si || Z] est supérieur a T et en utilisant (2.3) sinon. En intégrant sous
cette forme, on obtient

(p— I)AZTZ}

E{IA M, f( DI} <PUIZII > T} +exp[ 21— 12

x [/{/’f()\ngmg/) qdy(g/)}l/qdy(g)}-

Pour majorer le dernier facteur, on utilise une inégalité de Holder et I’invariance
par rotation de la probabilité gaussienne y qui fournissent

[/{/\f(hﬁmg’)
< [//]f()\ngmg’)

c’est la conclusion (b).
(c) Lapremiere conclusion résulte du fait que G+ Y et G + Z ont méme loi; la
seconde résulte de I’'indépendance de G et de Y, la preuve du lemme est complete.
O

q /g
dy(g’)} dy(g)}

q , /g )
dy(g)dy(g)} — [E|f(G)]4]"

2.5. Démonstration du théoreme. On fixe A €]0, 1] et pour tout A € B(E),
on applique le lemme ci-dessus a f = I4. La Propriété 2.5 fournit

P{G+AY c A} = f Fdu, =EMAF(Y);
puisque f prend ses valeurs dans [0, 1], la Définition 2.2 de M, f implique que
LA M f (V)| =M, f(Y).

On déduit donc de la Propriété 2.4, en prenant par exemple p =2

2T2
}[y(A)]”z.

VT=0, () =P(IZ] > T) +e><p[m

Cette inégalité implique
VAeB(E), yA)=0 = p(4) = lim P{|Z]>T}=0,
—>00

et donc I’absolue continuité de u; relativement a y. Le théoréme est démontré.
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2.6. Un exemple: le cas du chaos multiplicatif p.s. borné.

COROLLAIRE 1. On suppose que E = RN et que les composantes de G =
(gn,n € N) sont indépendantes et de lois normales N(0,1). On suppose aussi
que X estde la forme G +Y oun Y, a composantes indépendantes, est indépendant
de G; on suppose enfin que P{Y € £} = 1. Dans ces conditions, la loi de X est
équivalente a celle de G si et seulement si X a méme loi que G + Z ou Z est un
vecteur aléatoire a valeurs dans £5.

DEMONSTRATION. Elle résulte des Théoremes 1 et 2 et du fait que dans les
conditions indiquées, I’absolue continuité de w, relativement a y pour A €]0, 1]

s’étend aux autres valeurs de A [Kitada et Sato (1989)] et implique I’équivalence.
O
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