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SUR L'INTEGRATION ALGEBRIQUE
DES DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
PAR

J. PTASZYCKI

a Sit PETERSBOURG.

1. Le travail actucl a pour objet la solution du probleme suivant:

Exprimer U'intégrale f ydu, y Glant lice @ x par une équation wlgébrique,
au moyen dune fonction alyébrigue de & ou §ussurer que cette intéyrale w'est
pas algébrique.

Le premier pas vers la résolution de ce probleme a fait Apen, cn
démontrant que, si lintégrale fyclrv est une fonction algébrique de 2z,
clle fexprime rationellement au moyen de z et de y.

En sappuyant sur cette proposition, LiouviLLe a résolu complete-
ment le probléme (Journal de 1'Ecole Polytechnique, 22° cahler;
Journal de Mathématiques, t. 3).

Depuis, plusieurs autres géométres ont étudié la question. Je citerai
Brior et Bovquer (Théorie des fonctions elliptiques), MM. Zrurnes (Comptes
rendus, 1880), Rarry (Annales de I’Ecole normale, 1883; 1883)
et HumBErr (Acta mathematica, 1887%).

Toutes les solutions du probléme, proposées jusqu’a présent, raménent
la question & la recherche de quelques polyndémes entiers par la méthode
des coefficients indéterminés.

Ici je vais établir un théoréme qui permet de résoudre la question

Acta wmathematica. 11. Tmprimé le 11 Aot 188§.
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ar s voie différ ' Ce théore t it aussi OUVE: '
par unc voie différente. ¢ théoreme fournit aussi un nouveau moyen
de suivre la méthode des coefficients indétermines.
2. Théoréme. Soit P un polynome entier en x; z une fonction de x,

définie par Uéquation irréductible @ coefficients entiers

e N\ an—1 O I

El + g[‘(;l,-),c + ILC.J(;I.),:,” “+ ... == 0.
Soient 2,y 2y, ..., 2, les n déterminations de la fonction z; Jle discriminant

de Uéquation en z. Soit enfin
= DI

o D est un polynime entier, I un polynome entier qui w'a pas de facteurs
linéaires multiples.

o a .
St Uintégrale / 7 dw est alyébrique, on peut poser
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Y, Xy, Xi,.. 0, X, dlant des polynimes entiers en x, définis de la ma-
niére suivante:

1° Y est le produit du polynime D par le plus grand commun divisewr
. . , ., dP
du polynome P et de su dérivée T
. At

2° Xy, Xi, . ... X, | satisfont aur équations:
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' Fn 1881, jai traité la question de cette maniére, pour unme classe assez étendue
de fonetions algébriques, dans won Mémoire intituld Sur Uintégration sous forme finie
(S:t Pétersbourg). Dans le cas ol la fonction 7 est égale & la racine d'unme fonction ra-
tionnelle, cette méthode se réduit au procédé de M. TCHEBYCHEFF. Je dois 3 I'obligeantc
communieation de I'illustre géometre la connaissance de son procédé. Maintenant au sujet
dudit procédé on peut consulter Cours professé a la Faculté des Sciences de Paris par
M. HerMTE (28%¢ ed.; p. 20).
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3. Démonstration. Soit /—('1-1; Vintégrale algébrique. L'intégrale

[)
seri de la forme (n° 1)
) v X, X, X, Xy
(l) !/ —l-)-(l.l? T,;—I—I,l,s—l—»i,).« +... +")T'1,9 9

Xos Yo5 X Y5 ... désignant des polyndmes entiers en z; on peut sup-

-

poser que la fraction v soit irréductible.
i

On tire de 'égalité (1) les n équations

z X X
oy = 0 LY -1
/ ple=v +y'4 ’
"z AY X X,
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s X X Y
S =2 4 e L Sl
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Remarquons que ces équations montrent que lintégrale

2

. 2
(2) /T)d:l’- G 1,2,3, 0w
[
sera représentée, duns le voisinage de chaque point @, par une séric or-
donnée suivant les puissances croissantes de r — a3 au commencement de
la séric il n'y a qu'un nombre limité de termes 4 exposants négatifs,

< - ) .. N, A,
in résolvant nos équations par rapport aux coctlicients Yoo

3 1

on obtient la formule
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Nous allons maintenant mettre cette formule sous une autre forme.

Dans ce but, je remarque que les éléments du déterminant qui
figure dans la formule (3), excepté ceux de la i-icme colonne, restent
finis pour toutes les valeurs finies de z. Quant & T'élément (2) de la
i-iéme colonne, on sait quc les seules valeurs finies de 2 gui puissent le
rendre infini sont les racines du polynome P. Soit

P=(x—a)(r

W) o (i — @)

On voit sans peine que pour # = a lintégrale (2) sera finic ou infini-

. . \ . I
ment grande d'un ordre égal au plus & celui de —-—

(¢ — ay—1"
Le déterminant considéré se¢ réduit donc a
f(»)
(& — @) (= e, )20 L — ! ’

f(x) étant une fonction qui reste finic pour toutes lex valeurs finies de
x. Rappelons que le radical \J qui figurc dans la formule (3) est égal
h DpyE, o E désigne un polyndme qui n'a pas de facteurs linéairces
multiples.

Daprés cela, de la formule (3) on déduit que

X /() _
Y; D.(v = a)Ya e — o)=L (e — w1 \,-'].’)

On en conclut, en ayant égard aux propriétés des fonctions X, ¥,,
f(z), E, que le polynome Y, doit diviser le polyndmnc

Voom Do —a) a7 o —a)s o (=)
Par conséquent, dans 'égalité (1) on peut poscr
_Y,. === Y; (i=0,1,2,...,n—1)

ce qui démontre la premiére partic du théorémc.
Portant la valeur de Y, dans la formule (3), on obtient Uexpression
du polynéme X, qui établit la seconde partie du théoréme énoncé.

4. Application. En vertu de notre théoréme, on peut procéder de
de la maniére suivante pour résoudre le probléme proposé (n° 1).
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On met la fonction a intégrer y sous la forme 7 et le diseriminant

de T'équation en z sous la forme 4 = D’E.
On forme le produit du polynéme I par le plus grand commnn

. . . , . ., dP , . .
diviseur du polynéme P et de sa dérivée =3 on déterminera ainsi le

polynéme Y.
Puis, on développe suivant les puissances décroissantes de x les n
expressions
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dans lesquelles z,,2,,...,2, désignent leés n déterminations de z; les
parties entiéres dans les développements fourniront respectivement les
polynémes X,, X,, ..., X, ,.

Les coefficients de ces polyndmes contiendront, en général, n con-
stantes inconnues ¢,, ¢, ..., ¢,; ¢ veprésente la constante avbitraire de

]

e ’ Z2
l'intégrale /l—j(i':r..

(%

I une de ces constantes peut étre choisie arbitrairement; on déter-
minera les autres par la condition que Pégalité

i / z X, + X2+ Xzt .00+ X 2!
dr 9 *

T — =

7‘, Ry )7

doit avoir lieu identiqunement.

Les constantes ¢, ¢,,..., ¢, é¢tant déterminées, la fonction

n

X, + Xz+ ...+ Xmt
Y
e ]
3 . , ¥4 ye .
présentera la valeur de l'intéarale / P dx. Si ces constantes ne satisfont

(%
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pas a la condition indiquée, on concluera que notre intégrale n’est pas
algéhrique.

Remarque. 11 peut arviver que l'impossibilité de l'intégration algé-
brique se manifeste avant que nos opérations soient menées h bout.

. , Z . ’ . . .
L’intéorale =dx n'est pas algébrique: 1° si le développement de la
bl P o) q

. 25 . . ’
fonction 7 contient un terme en 27" (n° 3); 2° si, dans le développement

de Texpression qui fournit le polynéme X, les puissances fractionnaires
et positives de z ne s'evanouissent pour aucune valeur de ¢, ¢,, ..., ¢,

n

5. La seconde partie de notre théoréme indique encore le moyen
suivant de déterminer les polynomes X,, X,,..., X,_,.

A Tlaide de Vexpression de X;, on calcule les limites superieures des
degrés de ces polynomes et I'on cherche ensuite 4 déterminer leurs coeffi-
cients de maniére a vérifier 1'égalité du n° 4.

Remarque. Si l'on suit cette seconde marche, on n'aura 4 effectuer
que les seules opérations arithinétiques pour résoudre le probléme pro-
posé (m° 1.
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