
S U R  L E S  F O N C T I O N S  D E  D E U X  V A R I A B L E S  

~PA~ 

H. POINCAt~E 
P A R I S .  

1. On sait que M. WEIERSTRASS a ddmontr6 au sujet des fonctions 
d'une seule variable le thdor@me suivant: 

Si F(z) est une fonction mgromorphe dans toute l'6~endue du plan; 
c'est h dire n'ayant ~ distance finie d'autre singularit6 que des p6]es,,on 
peut la~ mettre sous la forme du quotient de deux fonctions enti6res. 

Le th6or~me analogue pour 
encore ddmontr6. Je crois (~tre 
rigoureuse, mais comme e l le  est 
t ous l e s  d6tails; je me  bornerai 
suffiront a ux g6om6tres pour la 

Voici quel est le probl6me. 

les fonct ions  ~le deux variables n'est pas 
arriv6 h e n  donner nile d6monstration 

un pen longue, je n'en donnerai pas ici 
en exposer les traits principaux qui 

reconstituer. 

Je consid6re une fonction de deux variables F ( X , Y )  et je suppose 
que dans le voisinage d'un point quelconque X0, Y0, on puisse la mettre 

sous la forme ~,N N e t  D dtant deux s6ries ordonn6es suivant les puis- 

sances de X - - X  o e t  Y- - /To  et convergentes lorsque les modules de ces 
quantitds sont suffisamment petits. Je suppose de plus que, lorsque les 

t • ~Q modules de X w X0 et Y w Y0 restent assez petits, les deux serm~ N e t  D 
ne penvent s'annuler h. la fois que pour des points:isolds, Je dis que cette 

fonetion peut se mettre sous la forme G(X, Y)" G e t  G 1 dtant des s~ries 
G,(X, Y) ' 

ordonndes suivant les puissances de X et Y e t  to~]ours convergentes. Ainsi 
autour du point Xo, Yo il existera par hypoth6se une r6gion R 0 oh la  fonction 
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F pourra se mettre sous la forme N° de m4me autour d'un autre point v0; 
X1, I71 il existera une r6gion R 1 oh F pourra s'6crire N1 Mais si les 

Vt  " 

deux r6gions R 0 et /~1 ont une partie commune, N1 pourra ne pas ~tre 
la continuation analytique de N o . Tout ce que nous savons, e'est que dans 

la partie commune aux d e u x  r6gions, le rapport N~ n e  devient ni nul 

ni infini. 
2. On sait que la partie r6elle u d'une fonction d'une variable 

imaginaire x + iy, satisfait k l'~quation d'u d'u _ 0, de sorte que l'6tude 
-d-~ " + dy"  

des fonctions d'une seule variable se ram~ne k l'6tude d'une attraction 
s'exergant en raison .inverse de la distance. On a vu dans les derniers 
num~ros des Mathematisclie Annalen, quel parti M. KLEI~ a su tirer de 
considerations physiques qui sont au fond tout k fait analogues, l)e 
m(~lne si nous posons: 

X = ~ + i y  . Y - - - - z + i t  

ia partie r6elle u d'unc fonction quelconque de X et de Y satisfera k 
l'~quation : 

d'u d~..~u + d'u d'u 

de sorte qu'k ce point de vue l'gtude des fonctions de deux variables se 
ramSne k celle d'une attraction s'exergant dans l'es~vace ~ ffuatre dimensions 
en raison inverse du cube de la distance. M: KROZ~ECKER a d6jk fait voir 
(Monatsberichte 1869) que la consid6ration d'une pareille attraction pent 
dtre utile au g6om~tre qui veut 6tudier les fonctions de plusieurs variables. 
Je n'emploierai pas cependant le langage hypergdomdtrique; je me bornerai 
£ lui emprunter quelques expressions. Ainsi l'ensemble des points x, y, z, t 
qui satisfont k l'indgalitd: 

(1)  (~ - ~o)'  + (y " V o ) '  + (~ - ~o)' + (t - -  to)' < R '  

s'appellem une r~gion hypers3ohdrique dont le centre sera x0, Y0, z0, to e t  
le rayon R. L'ensemble des points c~ui satisferont a 1 egal t~: 

(~ - -  ~0)' + (v - Vo)' + (~ - -  ~0)' + (t - -  to)' = R '  

formeront une surface hyloersph~r~ue: 
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I1 y a toutefois une diff4rence essentielle entre cette thdoi'ie et celle 
des fonctions d'une seule variable. Pour que u soit la partie r4elle d'une 
fonction de X et de Y, il ne suffit pas qu'il satisfasse ~ l'4quation 
A u = 0. II doit en outre satisfaire aux 4quations suivantes: 

= + = 0 = + o 

d~u d 'u  d~u d ~  
/~au = dydz  dxdt  --  0 ~ u  -- dxdz  + d y d t  -- 0 

J'appcllerai fonction potentielle toute fonction u qui satisfait ~ l'dqua- 
tion Lk u == 0. Jc supposerai que ma fonction potentielle cst holomorphe 
pour routes les valeurs de x, y, z, t, saul pour certaines valeurs exception- 
nelles qui formeront des points singuliers, 0 u m4me des lignes et des 
plages singuli6res. 

Toute fonction potentielle qui n'aur~ aucune singularit4 ~ distancc 
finie sera dite enti~re. Toute fonction potentielle enfi6re qui reste constam- 
ment inf4rieure ~ une quantit4 donn4e se r4duit ~ une constante. 

3. Voici la marche que je vais suivre dans la ddmonstration : 
1 ° Je construirai une infinit4 de rggions bypersph4riques R °, R~, . . . . . .  

Je supposerai qu'un point quelconque x, y ,  z, t appartienne au moins 
une, et au plus ~ cinq de ces r4gions; cela eat toujours possible. Je 
supposerai de plus que ces r4gions sont choisies de telle sorte qu'~ l'int6- 
rieur de /~ par exemple, la fonction F peut se mettre Sous la forme 

lV~. j'appelle Mi le module de D~. V,' 
J'envisage 6galement les r4gions/t~ form6es par la pattie commune 

h, deux des r4gions /t °, et les r4gions R~, R~, R~ form4es par la pattie 
commune ~ trois, b~ quatre, ou ~ cinq de  ces rggions hypersph4riques. 

2 ° Je construirai une fonction potentielie J~ jouissant des propri4tgs 
suivantes: elle 9st holomorphe b~ rext4rieur de Rf, et tend vers 0 quand 

dlff6rence mdefimment; ~ l'int4rieur de B~', la " ' x ~ + y 2 + z  ~ + t  ~ crolt " " " 
J f -  log Mi est holomorphe; enfin sur l a  limite de la r6gion Bf,  J f  est 
holomorphe quand log M~ l'est lui-m~me. 

3 ° J e  montrerai ensuite qu'on peut former une fonction potentielle 
existant pour toutes les valeurs de x,  y, z ,  t, et telle que si en un 
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N la 1)oint queleonque, F peut se mettre sous la forme ~ ,  

l o g  rood D soit holomorphe. 
4 ° Puis, je ferai voir que ¢P peut s'dcrire: 

diff'drence 

G dtant une fonction potentielle enti6re et ¢P~ 6tant la partie rdelle d'une 
fonction imaginaire eP 1 + i~'~ de X et de Y. 

Le thdordme " " enonce ~era alors ddmontrd, car les fonetions e ~,+~'' et 
F .  e ~',+~', seront des fonctions enti6res de X et de Y. 

P r i n c t p e  de Dirichlet .  

4. Considdrons la rdgion hypersphdrique dont l 'dquation est: 

x ' + y ' + z  ~ + t  '~=1 

et qui a par consdquent pour centre l 'origine et pour rayon l'unitd. 
Je pose : 

x = r cos  0, y = r s in  0 cos  ¢,  z = r s in  g sill  ~l, COS ~, t = r s in  g s in  ¢ sin 

Soicnt $, r/, ~ r quatrc quantitds li@s par la relation 

$ ' + ~ ' + Q + r ' =  1 

et posons 

= cos 0'~ ~ = sin 0' cos ~b', ~ = sin 0' sin ~b' cos ~', r = sin 0' sin ~b' sin ~' 

z.. + i v  = a r  

s i n '  0 '  s in  ¢ ' d O ' d ~ ' d ¢ '  = d o /  

Soit v u n e  fonction quelconquc des angles 6, 
devient v quand 
l'int~grale triple:  

~/,, ~; soit v' ce que 
on y remplace 0, ¢, ~ par if, ¢ '  et ~'. ConsidSrons 

v'd(u' 

V = 1 - - 2 a t  + r "~ 
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• " • " i etendue k toute la surface hypersphemque. Cette fonction V sera ev dem- 
ment une fonction potentielle qui sera holomorphe tant k l ' int6rieur qu'k 
l'ext6rieur de la r~gion hypersph6rique, mais cessera de l'~tre sur la 
surface hypersph6rique elle-m~me. Supposons maintenan~ que le point 
x, y, z, t, vienne sur cette surface, c'est k dire que r se r~duise ~ 1; V 
se r6duira ~ une fonction V 0 de 0, ~ et ¢ d6finie par l'int6grale triple 

1 f v'deo' 

la limite de V e s t  toujours V 0 quand r tend vers'l'unit6, soit par wdeurs 
inf6rieures, soit par valeurs supdrieures k l'unit~; done V est une fonction 

toujours continue. II n'en est pas d e  m~me de sa d6riv6e dV 'd 'r  COlllIne on  

le verra plus loin. De plus on peut d6montrer que V 0 sera holomorphe 
en 0, ~ et ¢ pour les m~mes valem's clue la fonction v elle m~me. 

La fonction : 

rdV  ~ [" (a t - -  r')v'd~o' 

est aussi une fonction potentielle holomorphe k l ' int6rieur e t  k l'ext~rieur 
de la rggion hypersph6rique; mais cette fonction pr6sente une discontinuit6 
pour r ~  l, .Elle tend vers , & v m  V0 pour r =  1 - - e ,  c'est k dire 
quand r tend vers 1 par des valeurs inf~rieures k 1 et vers --rr2v m V0 
pour r - ~  1 + ~,. c'est k dire quand r tend vers 1 par valeurs sup6- 
rieures "~ 1. 

Tout ce qui precede ne  suppose pas que v reste fini; cette fonction 
peut devenir infinie pour certaines valeurs de' 0, ~, ¢ ,  pourw  qu'elle reste 
intd#rable; j'entends par l~ que l'inf~grale triple 

f ~,' f d~o' 

(oh f e s t  une fonetion .quelconque finie d e f t ,  ~' et ¢') doit dtre finie. 
Ainsi,-si A e t  A I sont deux fonctions holomorphes de 0, ~, ¢, dont les 
d6terminants fonctionnels par rapport  k deux de ces variables ne s'annulent 
p a s k  la lois, la fonetion v pourra devenir infinie tout4s les lois que 
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A--= A~----0 pourvu que v(A~-t - A~) m reste fini, m d t a n t  suppos6 plus 
petit que 1, 

5: ConsidSrons maintenant la fonetion suivante 

( v . ~ .  ] _ ,e 3 ( I . -  2~,- .+ ,.')~ 

Cette fonction, d'apr6s ce qui prgc6de, cst une fonction holomorphe 
pour r > 1 ;  pour r---- 1 elle se rdduit h __+v selon que r tendvers 1pa r  
valeurs inf6rieures ou sup6rieures ~ cette limite. Or la fonction v est 
u n e  fonction donn6e quelconque, qui n 'est  assujettie qu'h 8tre int6grable. 
Nous savons donc construire une fonction potentielle qui reste holomorphe 
h l'int6rieur d'une r6gion hypersphdrique st qui  prend des valeurs donndes 
sur la surface de cette r6gion. C~est le principe de DmICttLET 6tendu 
aux fonctions de deux variables. 

POt" 6. Ce qui pr6c6de s'applique 6videmment h, une r%lon hypersph6- 
rique quelconque. On peut m6me dtendre, en appliquant directement, l a  
belle mdthode de M. SCHWAaZ, le principe de DIRICHLET ~t, une rdgion 
quelconque st en particulier '~ une r~gion limit(~e par des portions de 
surfaces hypersph6riques. Mais il y a une diff6rence essentielle avec la,  
th6orie des fonctions d'une seule variable. Il n'y a qu'une seule fonction 
potentielle holomorphc u qui prenne sur les limites d'une r6gion donn6c 
une suite de valeurs ddtermin6es, et cette fonction ne satisfait pas en 
g6n6ral aux 6quations: 

A,u A,u = / ~ t  = A,u = 0 

de sorte qu'il est impossible en g6n6ral de construire une fonction de 
x-4- iy et de z A" it qui n'ait pas de singularitds dans une r6gion donn6e, 
et dont la partie r6elle prenne des valeurs d6termin6es ~ l'avance sur les 
limites de cette r6gion. C'est lb~ qu'il faut chercher la v6ritablC explica- 
tion des diff6rences si profondcs que l'on observe entre les fonctions d'une 
variable et celles de deux variables et en particulier de ce fait que l'on 
ne peut .construire une fonction de deux variables ayant quatre p6riodes 
quelconques. 
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F o v m a t i o n  d e s  F o n c t t o n s  J i '  

7. Consid6rons une des rdgions que nous avons  appel6cs R~ et sup- 

posons qu'k l'intdricur de cette rdgion on air F - -  ~ N~ et Di 6tant 
Di ; 

holomorphes en X et en Y. 
Je pose: 

D, = z + V :  u ,  ~ = a '~ +. z~ 

J e  suppose enfin que la r6gion R, ° soit hypersphdrique et, pour fixer 
les iddes, je suppose.rai coname aux paragraphes 4: et 5 qu'elle air pour 
centre l 'origine et pour rayon l'unit6. Sur  la surface hypersphdrique qui 
limite /~0, le logarithme de Me se r6duit k une fonetion de 0, ~ et ~b 
que j 'appelle v. Cette fonction est int6grable d'apr6s la r6gle expos6e 
k la fin du paragraphe 4. Le larincipe de  DIRICHLET n o u s p e r m e t  done 
de former une fonction potentielle. 

1 f (1--  rSv'd~o' 

qui est holomorphe pour r <  1 et se r6duit k v pour r =  1 s, 
Si nous posons comme plus haut: 

f ~d~ r 
V :  1 - - 2 a t +  r ~ 

/ ,  v'dw' 
2Vo = / 

J 

nous aurons: 

d~o~l .. 

d V  
~% = V + r d--r 

~ du d V d*V 

Mais l'6quation L v ~ - o  peut s'6crire: 

r~d~V d V  
. dr I + 3 r ~ r  + D V ~ -  0 
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en posant pour a.brgger: 

D V = - -  
d ' V  . d ' V  t d2V d V  ~ d V  

d o u :  

du d V 
- -  ~r'r-V-ar = r T r  + D V  

et si w est ee que devient du pour r =  1 - - z  

~rtw = V o - -  r,'v - -  D V o 

Mais V 0 et par eons6quent D V  o est holomorphe en O, ff et ¢, toutes 
lcs lois que la fonction v l'est elle-m~me, c'est k dire pourvu que l 'or 
n'ait pas k la fois A = A ~  ----- O. Il en est donc de m6me de w. 

Quand r >  1, la fonetion u es t .holomorphe,  mais elle se r6duit 
- - v  pour r =  1 + z, et est par cons6quent discontimle pour r--= I. 

Quant k la fonction du elle se r6duit k: 

1 
v + -~(V o - -DVo)  

d V  k ' pour r---- 1 -4- z, puisque rd--x- r se r6duit --- ~?v - -  V 0 d'apres le para- 

g r aphe  4. 

Soit maintenant 2 ce que devient dlogM, dr pour r~--- 1. On aura: 

dM, 

Mt 

dMi dMi z dMi dMi 
m-'~m + Y-~y  + --'~z d - f  dt 

VA' + A~ 

Ainsi, le produit  2VA ~ + A~ restant fini quand A et A 1 s 'annulent ,~ la 
fois, la fonction 2 est int6grable, et nous pourrons 6crire, en appelant  2' 
ce que devient 2 quand on y change O, g,  ¢ en if, ~,', ¢ ' :  

f 2 'dd  W == l __ 2ar + r~ 
2Wo= f Zd o'_ 

J 1  - - a  
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W sera une fonction potentielle analogue ~ V, et W 0 sera holomorphe 
en iT, ~, ¢ en m~me teinps que 2, c'est ~ dire toutes les fois que 21/~ ne 
s 'annulera pas. 

D6finissons maintenant  notre fonction j 0  ainsi qu'il suit; elle sera 
6gale : 

pour r > 1 u V W 
2 2~r ~ 2re ~ 

pour r <  1 b~ logM~ u V W 
2 27r ~ 21r ~ 

Quand r tendra vers 1 soit par  valeurs sttpdrieures, soit par  valeurs 

infdrieures tt "1~ J~ et d J° tendront respectivement vers: 
dr 

v V o W° et DV° Wo ,~ 
2 2~ ~ 2~ '~ ~ -4- ~ + ~- 

Ainsi les deux fonctions j0  et ~ sont continues pour r ~ l,  et 

e l les ' se  r6duisent pour r = 1 h des fonctions de 0, ~ ,  ¢ qui sont holo- 
morphes pourvu que M~ ne soit pas nul. 

Mais d'apr6s le th6or~me de M me de KOWALEVSKY, il n 'y a qu'une 

seule fonction analyt ique F de r, 8, ~, ¢ qui satisfasse ~ !'6quation 

A F = 0 et qui se r6duise ainsi q u e  sa d6riv6e dF ~ des fonctions ana- 

lytiques donn6es de 0, ~ et ¢ quand on fait r = 1. Les deux portions 
de la fonction j0  sont donc la continuation analytique l 'une de l 'autre. 
La fonction 0 • , J i  satisfait donc bien aux conditions mlposees. On peut voir 
d'ailleurs qu'elle est intdgrable sur l a  surface hypersph6rique R °. 

Ce que je viens de dire s'applique 6videmment i~ une r6gion by,  
persph6rique quelconque.  

S .  La fonction j0  peut  se mettre sous la forme s u i v a n t e .  Soient 

$, 72, ~ r quatre fonctions de u et de v telles que l'on air identiquement:  

D~($ + i~, ~" + it) = 0; 

soit 3 une fonction convenablement choisie d e  u et de v, on peut 6crire: 
Aeta Mathematica. 2. Impr im6  21 Mars 1883. 14 
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j-oi = f f  ~ 3dudv 
( $ - -  x)' + (~ - -  y) ~ + ( ~ -  ~)~ + ( r  - -  t) ~ J . ]  

l 'intdgrale double  s'dtendant aux valeurs de u et de v teiles que le point 
$, 72, ~, r soit k l 'intgrieur de R~ °. 

9 .  Si une fonction potentielle u e s t  holomorphe '~ l 'int6rieur et 
l 'ext6rieur d 'une .certaine r6gion R;  si elle tend vers 0 quand 

x * + y~ + z 2 -]- t ~ ~ r 2 crolt ind6finiment; si elle est encore holomorphe 
sur la limite m~me de la r6gion R, except6 su r  une certaine ligne singu- 
li6re pour laquelle nous ne savons rien; si enfin elle est intdgrable sur 
la limite m~me de la r6gion R,  je dis qu'elle est. identiquement nulle. 

Je suppose d'abord que la rdgion R soit hypersph6rique et, pour 
fixer les id6es, qu'elle a pour 6quati0n: 

z ~ + y ~ + z  ~ + P = I  

Si l'on fait r ~-- 1, notre fonction u devient une certaine fonction v 
de ~,  ~, ¢, qui par hypoth6se est intdgrable~ Soit  v' ce que devient v 
quand on y change 8, ~, ¢ en if, ~', ¢'. La fonction v 6tant intdgrable, 
nous pourrons former les intdgrales suivantes: 

l j "  ( l~r '~)v 'dto  ' f v'd,o' 9vo=f v'dto' 
U - ~  ( 1 - - 2 a r + r ~ )  ' V =  1 - - 2 a t +  r ~ 1 - - 2 a r + r '  

Pour r >  1, on aura U - ~ - - u  et pour r <  11 on aura / f = u ;  on 
aura done pour r = 1 + 

du 1 
d--~=~ - -  v - - - ~ ( V o  - -  DVo) 

et pour r =  1 - -  

du 1 
d"7 = - -  v + -~ ( Vo - -  D Vo ) 

Mais la fonetion 6tant holomorphe par hypoth6se m~me pour r----- 1, 
sa d6riv6e doit ~tre continue, c'est ~ dire que l'on a pour r ~ l :  

d~ 
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du ayant mdme Mais alors les deux fonctions potentielles u et ~ r~rr, 

valeur sur la surface hypersphdrique, seront identiques et l'on aura: 

d ~  ¸ u + r ~ = O  

Cette identit6 entralne la suivante: 

V 

Mais u dolt 4tre holomorphe pour r--=-0, et cela ne peut avoir lieu 
vu l'identit6 pr6c6dente, que si v et. u sont identiquement nuls. 

C. Q. F. O. 

10. Je suppose maintenant que la r6gion R soit la partie commune 
deux r6gions hypersph6riques S e t  S~, dont j'6crirai les 6quations sous 

la forme: 

S = O  S~ = 0  

de telle sorte que la r6gion R se compose de l'ensemble des points 
x, y, z, t, qui satisfont ,~ la fois aux deux in6galit6s: 

S < O  S, < 0  

La r6gion R aura alors pour limites deux portions s et sl des deux 
surfaces hypersph6riques S e t  S~ ; et par hypoth6se notre fonction u pourra 
cesser d'6tre holomorphe sur deux j ignes  singuli6res 1 et l~ situ6es respec- 
tivement sur s e t  s l ,  mais sans cesser d'dtre intdgrable. 

Consid6rons une surface hypersph6rique X a y a n t  pour dquation 

S + S , = O  

et p assant par cons6quent par l'intersection des dcux surfaces hypersphd- 
riques S e t  S 1. Je suppose que s e t  l soient ext6rieures £ 2: e t  que s 1 
et 11 soient intdrieures ~ Z; nous pourrons, en faisant jouer h notre fonc- 
tion u le m~me r61e que jouait log Mi dans le paragraphe 7, Construire 
une fonction ul, jouissan t des propri6t6s suivantes: 



10S H. Poincard. 

1 ° Elle sera holomorphe h, l'ext6rieur de x' ,,, et par cons6quent sur 
la portion de surface s: 

2 ° La diff6rence u - - u ~  sera holomorphe ~ l'int6rieur de 2', et par 
cons6quent u~ ne pourra cesser d'etre holomorphe que sur la ligne singu- 
li6re l, mais sans cesser d'etre int6grable. 

D'apr6s le paragraphe pr6c6dent la fonction u~ est identiquement 
nulle. On verrait de m~ine que la fonction u - - u ~  qui ne peut cesser 
d'etre holomorphe que sur la ligne singuli6re l~ et qui ne cesse pas d'etre 
int6grable, doit ~tre identiquement nulle. I1 en est donc ainsi de la 
fonction u elle-m4me. 

C. Q. F. D. 

l~ormat ion  des F o n c t i o n s  J t  t .  

11. Consid6rons deux r6gions hypersphdriques /~0 et R°I. les deux 
surfaces hypersph6riques S~ et Sk qui leur servent de limite, et les fonc- 
tions j0 et j0  correspondantes. Je puis, en faisant jouer ~ j0 le mgme 
r61e que jouait log Mi dans le paragraphe 7, construire une fonction J~ 
qui soit holomorphe ~ l'ext6rieur de R, ° et telle que la diff6rence j 0  j~ 
soit holomorphe ~ l'int6rieur de R~. Consid6rons la r6gion //~ formde 
par la partie commune ~ /~ et ~ R~ et limit6e par deux portions de 
Surfaces hypersph6rlques si et s~ appartenant respectivement aux deux 
surfaces 5'~ et S~. Notre fonction J~, est alors holomorphe ~ l'ext6rieur 
de R~ et sa diff6rence avec log M~ est holomorphe /~ l'intdrieur de R~. 

On peut cons{ruire de ]a m6me mani6re une autre fonction K~ qui 
soit holomorphe b~ l'ext6rieur de .R ° et t'elle que la diff6rence J ~ -  K~ 
soit holomorphe ~ .l'int6rieur de R °. Cette fonction est identique ~ J~, 
car la diff6rence "K~- - J~  ne peut cesser d'gtre holomorphe que sur les 
portions de surfaces s, et sk et seulement aux points oh M~ s'annule. Elle 
ne cesse d'ailleurs pas d'etre intdgrable. Elle est done nulle. 

12. Consid6rons maintenant l'ensemble des deux r6gions /~0 et 
et la fonction j 0 - 4 - j 0 _ _  j~;  supposons qu'en un point quelconque int6 - 
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rieur h l'une des deux r6gions R ° et R~, F se mette sou~la forme ~-; je 

dis que la diff6rence: 

jo + j~ _ .l~ -- log rood n 

est holomorphe, 
En effet, si le point consid6r6 n'appartient pas £ si ou ~ sk, cela est 

6vident; mais supposons qu'il appartienne ~ l'une de ces portions de sur- 
faces, par exemple ~s i ;  les diff6rences j o _  log mod De¢ J ~ -  J~ seront 
holomorphes d'apr~s la faqon m~me dont ces fonctions jo  et J~ ont 6t6 
construites. I1 en est donc de m~me de leur somme jo  + j o _ _  j ~ _ _  

log rood D. 
C. Q. F. D. 

13. On formerait de mSme les foncfions J~, J~, 3 ~ .  Supposons 
que l'on envisage n rdgions hypersphdriques R~, ~o, . . . . .  R°; puis toutes 
les rdgions R~ form6es des parties communes h deux quelconques de ces 
n r6gions; puis routes les r6gions R~, R~, R~ form6es des parties com- 
munes  ~ trois, ~ quatre , o u  ~ cinq quel.conques de ces n r6gions hyper- 
sph6riques. Formons les diverses fonctions jo, j~, j~, j~, j~ correspon- 
dant ~ ces diverses r6gions R °, R~, R~, R~, R~. On volt aisdment, comme 
au paragraphe 12, que si en un point quelconque intdrieur ~ l'une des n 

r6gions R°, ' la fonction F se met sous la forme ~ ,  la fonction: 

est holomorphe. 

]Formation de la fone$ion ¢. 

14. Pour former la fonction ¢) il suffit d'appliquer, sans y rien 
changer, la mdthode par laquelle M. WEIERSTRASS a d6montr6 le th6or~me 
de M. MITTAG-LEFFLER. 

Une fonction potentielle U qui ne pr6sente pas de singularit6 
l'origine peut se d6velopper suivant les puissances croissantes de x, y,z, t. 
Si l a  s6rie ainsi obtenue est convergente, routes les lois que 
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z ~ + y~ + z ~ + t ~ < r ~  

r sera le rayon de convergence. 

Soient ~ et ..-P deux nombres positifs quelconques, le premier p l u s  
petit que 1. Soit U~ ce que devient le ddveloppement de la fonction U 
suivant les puissances de x, y, z, t quand on y suppr ime t o u s l e s  termes 
d'ordre inf6rieur k m .  On pourra toujours prendre m assez grand pour que 

mod U, .<zP.  toutes les fois que x 2 + y 2 - f - z  2 +  t 2 < z 2 r ~  

On pourra alors trouver un hombre ~ < 1 et une s6rie de nombres 
positifs ~ dont la somme soit convergente. Supposons de plus, ce qui 
est permis, que rorigine ait 6t6 choisie de telle sorte qu'aucune des fonc- 
tions J f  n 'y pr6sente de singularit6, J~ pourra alors ~tre d6velopp6 suivant 
les puissances de x, y, z, t; appelons K~ ce que devient J~ quand on y 
supprime les termes de degr6 inf6rieur k m;:. Nous supposerons que m p , 
a 6t6 choisi assez grand pour que:  

toutes les fois que 

rood K~ < ¢P. 

z ~ + y ~ + z  2 + t  ~ <  ~ . /  

r~ 6tant le rayon de convergence de la s6rie J~. La fonction: 

= + + 
1 

n n ~t n ~ 

satisfera alors aux conditions 6nonc6es, c'est k dire que si dans le voisi- 
nage d'un point quelconque on a: 

N 
D 

la diff6rence 

¢) - -  log mod D 

sera holomorphe. 
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_Format ion  de  ~ e t  d e  G. 

1 5 .  La fonction q~ satisfait g l 'dquation A ¢ ) =  0; mais elle ne 
satisfait pas en g6n6ral aux dquations: 

Les expressions AI~)  , /~-.2(/), A3{/) , A4~ t) sont des fonctions potentielles. 
Jc dis qu'elles sont enti6res. En effet dans le voisinage d'un poiIlt quel- 
conque l a  fonction 4 ) - - t o g  rood D est holomorphe; il en est donc de 
m~me de A 1 4 ) m  A1 log rood D et de A 1 ¢), puisque /~1 log rood D ~ 0. 

Les fonctions A14) , A~¢), Aa¢), A4¢ sont donc enti6res et par cons& 
quent d6veloppables sulk'ant les puissances de x,  y, z, t quelles que soient 
les valeurs de ces quantit6S. 

16. Ii s'agit de former une fonction 01 satisfaisant g la i.ois aux 
6quations : 

A I ~ / }  1 = / ~ 2 ~ 1  = A 3 . ~ )  1 ~--- A 4 ( / )  l = 0 

et telle que la diff6rence ( / )m 4) 1 = G soit une fonction enti6re. Pour  
cela, il suffit de t rouver  une fonctiori enti6re G qui satisfasse aux dquations: 

(1) 
A, G = A,¢) A2G = A ~ ¢ )  

A , G =  A,¢) 

Je dis que cela est toujours possible. Posons en effet: 

2 am yn z p t q 
G = Am.n .p .q .m ln !T !  

Voici la condition pour que G soit une fonction enti6re. 
Posons: 

m + n + / o + q = s  

et consid6rons un instant s comme un hombre d6nn6. Soit / / ,  la plus 
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grande valeur que puisse prendre le inodule de A ....... p.q. 
fonction enti6re si 1'expression: 

s 

G s e r a  u n c  

tend vers 0 quand s crolt ind6finiment et cela q u e l  q u e  so i t  r .  

eosons: 

xm yn z p tq 
t_~q) = B m . n . p . q m ! n l p ! ~ t !  

x" y" z p t q 
/ ~ q P  = C . . . . .  P'~m.n.I I p ! q !  

"x m y" z p tq 

A ~ O  - -  D . . . .  P ' q ~ n ! n l  T l  ql  

Soit P, la plus grande valeur que puisse prendre le module de 
C D,, E,, , ; s ~tant toujours suppos6 constant. B m . n . p . q ,  m . n . p . q ,  . n . p . q ,  . . p . q  

Le produit : 

P ~ .  

tendra vers 0 quel que soit r quand s croitra ind6finiment, puisque les 
~ ¢ )  sont des fonctions enti6res. 

Les 6quations (1) nous donnent:  

A m . n . p .  q "~- A m _ 2 . n + 2 . p .  q -~- B m _ 2 . n . p .  q 

Am.n.~.q ~ Am.n.p-u.q+~ ~- Gm,n,p--2.q 

Am.n.p.q-- Am+l.n-l.p-l.q+l ----- Dm.~,-l.~-l.q 

A m .  ,,. ~. q + A, , , -1 .  ,+1.  p - l .  q+~ = E, , , -x .  ,,. v - 1 .  q 

Si nous supposons toujours s constant, nous avons (s + 1)(s % 2)(s + 3)(s T 4) 
1 . 2 . 3 . 4  

inconnucs qui sont les A e t  ( s - -  1)s(s + 1)(s + 2) 5quations ~ r6soudre. Mais 
! , 2 , 3  
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nous savons que ces dquations sont compqtibles, puisqu'on peut toujours 
satisfaire aux 6quations (1) en 'faisant G----- ¢."  Nous pouvons m6me nous 
donner arbitrairement les 2s A- 1 coefficients 

A m .  o.  s . m  . o et  . A m - i  . 1.  s - m  . o 

Nous les prendrons dgaux ~ 0. 
aisdment: 

/ / , < / ) , - 2 - -  

d o1.1" 

On a alors, c o m m e  o n  le voit- 

(s + 1) ~ 
4 

lim H, ~ = 0 

Donc G es t  une fonction enti6re. Donc ¢1 est une fonction qui 
satisfait aux 4 6quations A~4) 1 ~ 0 de sorte qu'on peut trouver une fonc- 
tion imaginaire 4) 1 + ~ / ~  1 ¢)'1 dont e l l e  soit la partie rdelle. D'ailleurs 
il est clair q u e l a  diffgrence 

d), + V ~-  1 ¢', - -  log D 

est partout holomorphe. 
Le th6or~me est donc d6montr6. 
17. I1 n'est pas douteux que des considdrations analogues b~ celles 

qui pr6c6dent ne puissent ~tre tr6s utiles darts l'6tude de divers points 
d61icats de la th6orie des fonctions de d e u x  variables. 

Elles peuvent servir ~ d6montrer le thgor~me suivant: Si Y est une 
fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne prdsente pas de point 
singulier essentiel b~ distance finie et qui ne puisse pas, pour une m~me 
valeur de X, prendre une infinit6 de valeurs finies infiniment voisines les 

• • • r unes des autres; elle pourra gtre cons~deree comme la solution d'une 
6quation : 

G ( X ,  Y )  = 0 

off G est une fonction enti~re. 

18 Janvier 1883. 
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