SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

PAR

H. POINCARE
a PARIS.

1. On sait quc M. WEIERSTRASS a démontré au sujet des fonctions
d’une seule variable le théoréme suivant: v

Si F(r) est une fonction méromorphe dans toute l'étendue du plan,
c'est a dire n’ayant a distance finie d’autre singularité que des pdles, on
peut la mettre sous la forme du quotient de deux fonctions enticres.

Le théoréme analogue pour les fonctions de deux variables n'est pas
encore démontré. Je crois étre arrivé a en donner une démonstration
rigoureuse, mais comme elle est un peu longue, je n'en donnerai pas ici
tous les détails; je me bornerai & en exposer les traits principaux qui
suffiront aux géométres pour la reconstituer.

Voici quel est le probléme.

Je considére une fonction de deux variables I(X, 1) et je suppose
que dans le voisinage d'un point quelconque X , Y,, on puisse la mettre
gous la form_e % , N et D étant deux séries ordonnées suivant les puis-
sances de X— X, et ¥ — ¥, et convergentes lorsque les modules de ces
quantités sont suffisamment petits. Je suppose de plus que, lorsque les
modules de X — X, et ¥ — ¥, restent assez petits, les deux séries N et D
ne penvent sannuler & la fois que pour des points isolés. Je dis que cette
foniction peut se mettre sous la forme _GL{’ Lo

G(X, Y)
ordonnées suivant les puissances de X et Y et foujours convergentes. Ainsi

autour du point X, Y, il existera par hypothése une région R, oula fonction
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G et G, étant des séries
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N, A .
F pourra se mettre sous la forme o de méme autour d'un autre point
. 0

X, 7

o . . N oo
|, il existera une région R, ou F pourra s'écrire 7 Mais si les

1
deux régions R, et R, ont une partie commune, N, pourra ne pas étre

la continuation analytique de N,. Tout ce que nous savons, c'est que dans

la partic commune aux deux régions, le rapport % ne-devient ni nul
(1]

ni infini.
2. On sait que la partie réelle w d'une fonction d’une variable
2 2
imaginaire x + iy, satisfait & 1'équation Z ° o+ g.ylj = 0, de sorte que I'étude
. “/ .

des fonctions d'une seule variable se raméne & l'étude d’'une attraction
gexercant en raison .inverse de la distance. On a vu dans les derniers
numéros des Mathematische Annalen, quel parti M. KLEIN a su tirer de
considérations physiques qui sont au fond tout & fait analogues. De
méme si nous posons:

X=uo+4d. Y=12+41t

la partie réelle » d’une fonction quelconque de X et de Y satisfera a
I'équation:
2 2 2 2
Au=%§+%§+%¥+‘%=o

de sorte qu'a ce point de vue 1'étude des fonctions de deux variables se
ramene & celle d'une attraction serercant dans lUespace & quatre dimensions
en raison inverse du cube de la distance. M. KrONECKER a déja fait voir
(Monatsberichte 1869) que la considération d'une pareille attraction peut
étre utile au géométre qui veut étudier les fonctions de plusieurs variables.
Je n’emploierai pas cependant le langage hypergéométrique; je me bornerai
4 lui emprunter quelques expressions. Ainsi I'ensemble des points , y, 2, ¢
qui satisfont & Pinégalité: |

(1) (w - 5Bo)’ + (@/ '—'yo), + (Z - zo), + (t - to)2 < R?

gappellera une région hypersphérique dont le centre sera z,, y,, 4,, ¢, et
le rayon R. L'ensemble des points qui satisferont a. 1'égalité:

@—a) + (g —9,) + (2 —2)" + (t—£)" = B*

formeront une surface hypersphérique.
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Il y a toutefois une différence essenticlle entre cette théorie et celle
des fonctions d'une seule variable. Pour que u soit la partie réelle d'une
fonction de X et de Y, il ne suffit pas qu'il satisfasse & I'équation
Aw=0. Il doit en outre satisfaire aux équations suivantes:

d*u ad’u d’u d*u .
A‘M_W+W_O A,u:W'FE?,—:O

d*u d*u d*u du
Do = dyds ~ dedt 0 Do = dazds © dydi

J'appellerai fonction potentielle toute fonction w qui satisfait a 1'équa-
tion A wu = 0. Je supposerai que ma fonction potentielle est holomorphe
pour toutes les valeurs de x, y, 2, ¢, sauf pour certaines valeurs exception-
nelles qui formeront des points singuliers, ou méme des lignes et des
plages singuliéres. ‘ )

Toute fonction potentielle qui n'aura aucune singularité a distance
finie sera dite entiére. Toute fonction potentielle entiére qui reste constam-
ment inférieure & une quantité donnée se réduit & une constante.

3. Voici la marche que je vais suivre dans la démonstration: _

1° Je construirai une infinité de régions hypersphériques R?, RJ, ......
Je supposerai qu'un point quelconque z, y, 7, { apparticnne au moins &
une, et au plus & cing de ces régions; cela est toujours possible. Je
supposerai de plus que ces régions sont choisies de telle sorte qu'a l'inté-
ricur de R! par exemple, la fonction F peut se mettre sous la forme

%’; jappelle M, le module de D,.

J'envisage également les régions R; formées par la partie commune
4 deux des régions R, et les régions R}, R}, R; formées par la partie
commune 3 trois, a quatre, ou &4 cinq de ces régions hypersphériques.

92° Je construirai une fonction potentielle J? jouissant des propriétés
suivantes: elle st holomorphe & Pextérieur de R?, et tend vers 0 quand
xz? + y* + 2° 4 t* croit indéfiniment; & lintérieur de R?, la différence
J? —log M, est holomorphe; enfin sur la limite de la région RI, J? est
holomorphe quand log M, 'est lui-méme.

3° Je montrerai ensuite qu'on peut former une fonction potentielle
@ existant pour toutes les valeurs de x, y, 2, ¢, et telle que si en un
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point quelconque, F peut se mettre sous la forme %T, la différence

® — log mod D soit holomorphe.
4° Puis, je ferai voir que @ peut s'écrire:

o, + G

G étant-une fonction potentielle entiére et @, étant la partie réelle d'une
fonction imaginaire @, + i@, de X et de Y.

Le théoréme énoncé sera alors démontré, car les fonctions e%+®: et
F. %% geront des fonctions entiéres de X et de Y.

Principe de Dirichlet.

4. Considérons la région hypersphérique dont 1'’équation est:
@ty +l 4 P=1

et qui a par conséquent pour centre loriginc et pour rayon l'unité.
Je pose:

@=rcosf, y=rsinfcos¢, z=rsinfsind cosg, { =rsinfsindsing
Soient &, 3, & 7 quatre quantités liées par la relation
S+ +0+=1
et' posons
§=cos ¥, y=sinl cos Y, {=sin#’sin ¢ cos ¢, v = sin §'sin ¢’ sin ¢’
oS+ yy + 2 + it = ar
sin® ¢’ sin ¢'d'd¢’dy’ = do/
Soit » une fonction quelconque des angles 6, ¢, ¢; soit v’ ce que
devient v quand on y remplace 6, ¢, ¢ par &, ¢’ et ¢’. Considérons

Uintégrale triple:

~

vda
V-_—/ 1 — 2ar + +*
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étendue a toute la surface hypersphérique. Cette fonction V sera évidem-
ment une fonction potentielle qui sera holomorphe tant & lintérieur qu'a
I'extérieur de la région hypersphérique, maizs cessera de l'étre sur la
surface hypersphérique elle-méme. -Supposons maintenant que le point
¥, ¥, #, t, vienne sur cette surface, c'est & dire que » se réduise & 1; V
se réduira & une fonction V, de 6, ¢ et ¢ définie par lintégrale triple

-1 vde
V°3§f1»—a

la limite de V est toujours ¥V, quand r tend vers l'unité, soit par valeurs

inférieures, soit par valeurs supérieures & 1'unité; donc V est une fonction

- . A 14 . ’ dV
toujours continue. Il n'en est pas de méme de sa dérivée <, comme on
“ar
le verra plus loin. De plus on peut démontrer que V, sera holomorphe

en 0, ¢ et ¢ pour les mémes valeurs que la fonction v elle méme.
La fonction:
rd__V_‘ 5 (ar — 7*Wdao'
dr — 7 ] (1 — 2ar + )

est aussi une fonction potentielle holomorphe & lintérieur et a l'extérieur
de la région hypersphérique; mais cette fonction présente une discontinuité
pour » = 1. .Elle tend vers 7% — V, pour r = 1 — ¢, cest & dire
quand r tend vers 1 par des valeurs inférieures & 1 et vers — 7% — ¥
pour r =14 ¢, cest & dire quand » tend vers 1 par valeurs supé-
rieures a 1. '
Tout ce qui précéde ne suppose pas que v reste fini; cette fonction
peut devenir infinie pour certaines valeurs de 6, ¢, ¢, pourvu qu'elle reste

intégrable; jentends par la que lintégrale triple

[vfde

(ou f est une fonction quelconque finie de &, ¢' et ¢) doit étre finie.
Ainsi,; si A et A, sont deux fonctions holomorphes de 6, ¢, ¢, dont les
déterminants fonctionnels par rapport a deux de ces variables ne gannulent
pas & la fois, la fonction v pourra devenir infinie toutés les fois que
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A= A =0 pourvu que v(A* 4 A})" restc fini, m étant supposé plus
petit que 1.
5. Considérons maintenant la fonction suivante:

1, ary_ 1 (1 — r*Wwdo’
_?(V+-r-0777)’~?/(1..— 2ur 4+ ¢*)?

Cette fonction, d’aprés ce qui précéde, cst une fonction holomorphe
pour 7 Z 1; pour r =1 elle se réduit & + v selon que r tend vers 1 par
valeurs inférieures ou supérieures & cette limite. Or la fonction v est
une fonction donnée quelconque, qui nest assujettie qu'a étre intégrable.
Nous savons donc construire une fonction potentielle qui reste holomorphe
4 lintérieur d'une région hypersphérique ct qui prend des valeurs données
sur la surface de cette région. C'est le principe de DiricuLer étendu
aux fonctions de deux variables.

6. Ce qui précéde sapplique évidemment & une région hypersphé-
rique quelconque. On peut méme étendre, en appliquant directement la .
belle méthode de M. Scawarz, le principe de DiricHLET 3 une région
quelconque et en particulier & une région limitée par des portions de
surfaces hypersphériques. Mais il y a une différence essentielle avec la,
théorie des fonctions d’'une seule variable. Il n'y a qu'une seule fonction
potentielle holomorphe # qui prenne sur les limites d’une région donnée
une suite de valeurs déterminées, et cette fonction ne satisfait pas en
général aux équations:

Auw=Nu=ANu=_Au=0

de sorte qu'il est impossible en général de construire une fonction de
x + iy et de # 4 it qui n'sit pas de singularités dans une région donnée,
et dont la partie réelle prenne des valeurs déterminées a l'avance sur les
limites de cette région. C'est la qu’il faut chercher la véritable explica-
tion des différences si profondes que I'on observe entre les fonctions d’unc
variable et celles de deux variables et en particulier de ce fait que L'on
ne peut -construire une fonction de deux variables ayant quatre périodes
quelconques.
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Formation des Fonctions J: .

7. Considérons une des régions que nous avons appelées R! et sup-

posons qu’a lintérieur de cette région on ait F = %Ti; N, et D, étant

3

holomorphes en X et en Y.
Je pose:
Di= A4 V—14 M =4+ A

“Je suppose enfin que la région R{ soit hypersphérique et, pour fixer
les idées, je supposerai comme aux paragraphes 4 et 5 qu'elle ait pour
centre l'origine et pour rayon l'unité. Sur la surface hypersphérique qui
limite R!, le logarithme de M, se réduit & une fonction de 4, ¢ et ¢
que jappelle v. Cette fonction est intégrable d’aprés la régle exposée
a la fin du paragraphe 4. Le principe de Diricarer nous- permet donc
de former une fonction potentielle.

(1 — r*Wwde'
(1 — 2ar + #%)*

U = —

qui est holomorphe pour r < 1 et se réduit a » pour » = 1 — e,
Si nous posons comme plus haut: '

vdw' vdeao
V= fl——~2ar+1 2V°='il——a
nous aurons:
=V + frd—V
dr
d’ou:
Jdu av axv
T =it

Mais Véquation A ¥ =0 peut s'écrire:

L f7+ 3r‘flv+ DV =0
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en posant pour abréger:

2 2
DV = (flﬁt‘/ + cosée? H‘;J; + cosée’ 6 cosée /rd V er+ cosée® 6 cot yzz
d’out:
du av
— 2 —_— —
mr s =r—+ DV

et si w est ce que devient g—“ pour r =1—¢
r

mw =V, —z'v — DV,

Mais V, et par conséquent DV, est holomorphe en 4, ¢ et ¢, toutes
les fois que la fonction » V'est elle-méme, cest a dire pourvu que l'on
n'ait pas & la fois A =4, = 0. Il en est donc de méme de w. '

Quand 7> 1, la fonction .# est holomorphe, mais eclle se réduit a
— v pour =1 ¢ et est par conséquent discontinue pour r = 1.

Quant & la fonction %’ elle se réduit a:
r .
1
+ ;TT(VO - DVo)

- z*v — V, d'apres le para-

pour ¥ =1 4 ¢

graphe 4.

d log

Soit maintenant A ce que devient = pour » = 1. On aura:

dM, M, | aM; , dM, _ dM;

T T Ve T g
M; VA 4 A

Ainsi, le produit 2VA* + A2 restant fini quand A et A, s'annulent & la
fois, la fonction A est intégrable, et nous pourrons écrire, en appelant X'
ce que devient A quand on y change 6, ¢, ¢ en &, ¢, ¢":

Adw’ oW — Adao’

W= 1 — 2ar + * o l1—a
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W sera une fonction potentielle analogue & V, et W, sera holomorphe
en 6, ¢, ¢ en méme temps que A cest a dire toutes les fois que M, ne
g'annulera pas.

Définissons maintenant notre fonction J7 ainsi qu'il suit; elle sera

égale:

‘ . . 4 w
rr>1 _wr_r__r
pou > 2 2 2z 27
\ V w
our r <1 & . L r_r_w
P < log Mi— 5 — 55— 5a

Quand r tendra vers 1 soit par valewrs supereemes, soit par valeurs

. 0 at;
inférieures @ 1, J] - vers:
v V, W, , DV, W,
T_ o o et o 4 To 4 2
5 % O o T a2
Ainsi les deux fonctions J? et d—J_ sont continues pour r = 1, et

elles " se réduisent pour r =1 4 des fonctlons de 4, ¢ ¢ qui sont holo-
morphes pourvu que M, ne soit pas nul.

Mais d'aprés le théoréme de M™ de Kowarrvsky, il n'y a qu'une
seule fonction analytique F de r, 6, ¢, ¢ qui satisfasse a I'équation

. e - ;e dAF . -
A F =0 et qui se réduise ainsi que sa dérivée = a des fonctions ana-
T

lytiques données de 6, ¢ et ¢ quand on fait » = 1. Les deux portions
de la fonction J? sont donc la continuation analytique 1'une de 1autre,
La fonction J} satisfait donc bien aux conditions imposées. On peut voir
dailleurs qu'elle est intégrable sur la surface hypersphérique RY.

Ce que je viens de dire gapplique évidemment & une région hy-
persphérique quelconque. |

8. La fonction J? peut se mettre sous la forme suivante. Soient
& n, & t quatre fonctions de u et de v telles que l'on ait identiquement:

D& + iy, €+ i0) = 0;

soit ¢ une fonction convenablement choisie de # et de v, on peut écrire:
Acta Mathematica. 2. Imprimé 21 Mars 1883, 14
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0 ) Bdudv
Ji —ff-(é‘~—w)’ +@—+—e)+ (r—1)°

l'intégrale double s'étendant aux valeurs de u et de v telles que le point
& %, & 7 soit & lintérieur de R} ‘

9. Si une fonction potentielle « est holomorphe & Dintérieur et
a lextéricur d’une .certaine région R; si elle tend vers 0 quand
z? 4+ y? + 2* + t* = r’ croit indéfiniment; si elle est encore holomorphe
sur la limite méme de la région R, excepté sur une certaine ligne singu-
lire pour laquelle nous ne savons rien; si enfin elle est intégrable sur
la limite méme de la région R, je dis qu’elle est identiquement nulle.

Je suppose d'abord que la région R soit hypersphérique et, pour
fixer les idées, qu'elle a pour équation:

2y A =1

Si Von fait » = 1, notre fonction u devient une certaine fonction v
de 6, ¢, ¢, qui par hypothése est intégrables Soit ¢' ce que devient v
quand on y change 6, ¢, ¢ en &, ¢', ¢'. La fonction v étant intégrable,
nous pourrons former les intégrales suivantes:

1 ra — )y da vdeo' . v'de'
U—? (1 — 2ar + r*)* V= /1——2ar+1‘ 2V°?/1——2ar+r’
Pour » > 1, on aura U= —u et pour » < 1, on aura U = u; on

aura donc pour r =14 ¢

d

d-f::_v - (V, — DV,)
et pour r =1—e¢

d 1

Z=—v+ath—DV)

Mais la fonction étant holomorphe par hypothése méme pour r» = 1,
sa dérivée doit étre continue, c'est 4 dire que T'on a pour r = 1:

m— V,—DV,=190
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. . . d A
Mais alors les deux fonctions potentielles « et ——7*0771“, ayant méme
) ‘s

valeur sur la surface hypersphérique, seront identiques et 'on aura:
uw + rg%' =10

Cette identité entraine la suivante:

R
il
s e

Mais # doit étre holomorphe pour r = 0, et cela ne peut avoir lieu
vu lidentité précédente, que si v et @ sont identiquement nuls. |
C. Q. F. D.
10. Je suppose maintenant que la région R soit la partie commune
& deux régions hypersphériques § et §,, dont jécrirai les équations sous
la forme: ' '

S‘:O 8, =0

1

de telle sorte que la région R se compose de l'ensemble des points
x, ¥, 2, t, qui satisfont & la fois aux deux inégalités:

8 <0 8, <0

La région R aura alors pour limites deux portions s et s, des deux
surfaces hypersphériques S et S,; et par hypothése notre fonction « pourra
cesser d'étre holomorphe sur deux_lignes singuliéres / et I, situées respec-
tivement sur s et s,, mais sans cesser détre intégrable.

Considérons une gurface hypersphérique X ayant. pour équation

S+8,=0

et passant par conséquent par lintersection des deux surfaces hypersphé-
riques § et S,.  Je suppose que s et I soient extérieures a X et que s,
et I, soient intérieures a X; nous pourrons, en faisant jouer & notre fonc-
tion » le méme role que jouait log M, dans le paragraphe 7, construire
une fonction ,, jouissant des propriétés suivantes:
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1° Elle sera holomorphe & lextérieur de I, et par conséquent sur
la portion de surface s.

9° La différence u — u, sera holomorphe a lintéricur de X, et par
conséquent u, ne pourra cesser d'étre holomorphe que sur la ligne singu-
liére 7, mais sans cesser d'étre intégrable. '

D'aprés le paragraphe précédent la fonction wu, est identiquement
nulle. On verrait de méme que la fonction ¥ — u, qui ne peut cesser
‘étre holomorphe que sur la ligne singuliére !, et qui ne cesse pas d’'étre
intégrable, doit étre identiquement nulle. Il en est donc ainsi de la
fonction u elle-méme.

C. Q F. D

Formation des Fonctions J;.

11. Considérons deux régions hypersphériques R} et R, les deux
surfaces hypersphériques S, et S, qui leur servent de limite, et les fone-
tions J7 et Ji correspondantes. Je puis, en faisant jouer a J; le méme
rdle que jouait log M, dans le paragraphe 7, construire une fonction J;
qui soit holomorphe & lextérieur de R! et telle que la différence J? — J!
soit holomorphe & lintérieur de R). Considérons la région R; formée
par la partie commune & R} et a R} et limitée par deux portions de
surfaces hypersphériques s, et s, appartenant respectivement aux deux
surfaces 8, et S,. Notre fonction Jg est alors holomorphe & l'extérieur

de R! et sa différence avec log M, est holomorphe a lintérieur de R;.

On peut construire de Ja méme maniére une autre fonction K] qui
soit holomorphe & lextérieur de.R} et telle que la différence J? — K;
soit holomorphe & .lintérieur de Rj. Cette fonction est identique a J;,
car la différence "K} — J} ne peut cesser d’étre holomorphe que sur les
portions de surfaces s, et s, et seulement aux points ot M, s'annule. Elle

ne cesse d’ailleurs pas d’étre intégrable. Elle est done nulle.

12. Considérons maintenant l'ensemble des deux régions R} et R}
et la fonction J} 4 J; — J}; supposons qu'en un point quelconque inté-
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. . : - N .
rieur a l'une des deux régions R! et R}, F se mette sous la forme 5 Je

dis que la différence:
JY 4 I —J! — log mod D

est holomorphe.

En effet, si le point considéré n’appartient pas & s, ou & s,, cela est
évident; mais supposons qu’il appartienne & I'une de ces portions de sur-
faces, par exemple & s;; les différences J?— log mod D et J? — J! seront
holomorphes d’aprés la facon méme dont ces fonctions J? et J! ont été
construites. Tl en est donc de méme de leur somme JOF I — T —

— log mod D.

C. Q. F. D.
13. On formerait de méme les fonctions J%, J?, J: Supposons
que l'on envisage n régions hypersphériques R}, RI, ..... R); puis toutes

les régions R; formées des parties communes &4 deux quelconques de ces
n régions; puis toutes les régions R, R:, R: formées des ‘parties com-
munes ‘a trois, a quatre, ou & cinq quelconques de ces # régions hyper-
sphéri,qués. JFormons les diverses fonctions J?, J}, J?, J?, J* correspon-
dant & ces diverses régions R!, R}, R, R, R:. On voit aisément, comme
au paragraphe 12, que si en un point quelconque intérieur & l'une des »

régions R}, la fonction F se met sous la forme %, la fonction:

ZJ?—qul + ZJf ——2:7? +2J§——-log mod D

est holomorphe.

Formation de la fonction 0.

14. Pour former la fonction & il suffit d’appliquer, sans y rien
changer, la méthode par laquelle M. WEiErsTRASS a démontré le théoréme
de M. Mirrac-LEFFLER.

Une fonction potentielle U qui ne présente pas de singularité &
Torigine peut se développer suivant les puissances croissantes de z, y, 2, &
Si la série ainsi obtenue est convergente, toutes les fois que
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w2+y2+z“+t2<"r%

r sera le rayon de comvergence. 7

Soient ¢ et &2 deux nombres positifs quelconques, le premier plus
petit que 1. - Soit U, ce que devient le développement de la fonction U
suivant les puissances de @, y, 2, { quand on y supprime tous les termes
d’ordre inférieur & m. On pourra toujours prendre m assez grand pour que

mod U, < e? toutes les fois que «* 4 y*® 4+ 2* + ¢ < %7

On pourra alors trouver un nombre ¢ < 1 et une série de nombres
positifs ¢ dont la somme soit convergente. Supposons de plus, ce qui
est permis, que l'origine ait été choisie de telle sorte qu'aucune des fonc-
tions J? n'y présente de singularité, J7 pourra alors étre développé suivant
les puissances de z, ¥y, 2, t; appelons K2 ce que devient J? quand on y
supprime les termes de degré inférieur a mZ. Nous supposerons que m
a été choisi assez grand pour que:

mod K? < &

toutes les fois que
z? + yz +t < se(,rﬁ)ﬁ

r? étant le rayon de convergence de la série J%. La fonction:

0=Y K1Y Ki+Y KI—Y Ki+Y Ki
nl ”1 nl nl 'ﬂl

satisfera alors aux conditions énoncées, cest & dire que si dans le voisi-
nage d'un point quelconque on a:

F =

ST

la différence
® — log mod D

sera holomorphe.
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Formation de @, et de G.

15. . La fonction @ satisfait & l'équation A @ = 0; mais elle ne
satisfait pas en général aux équations:

AP=N0=0,0=0,0=0

Les expressions A, @0, A, 0, A, @, A, @ sont des fonctions potentielles.
Je dis qu'elles sont entiéres. En effet dans le voisinage d'un point quel-
conque la fonction @ — log mod D est holomorphe; il en est donc de
méme de A, @ — A, log mod D et de A, &, puisque A, log mod D = 0.

Les fonctions A, @, A,®, A @, A, @ sont donc entiéres et par consé-
quent développables suivant les puissances de x, y, # ¢ quelles que soient
les valeurs de ces quantités. _

16. Il gagit de former une fonction @ satisfaisant & la fois aux
équations: -

A1¢1 = 0,0, = 0,0, = A4@1 =0

et telle que la différence @ — &, = G soit une fonction entiére. - Pour
cela, il suffit de trouver une fonction entiére G qui satisfasse aux équations:

AG=N0 NG =N, 0
1)
NG = 0,0 NG =0

Je dis que cela est toujours possible. Posons en effet:

m n P g
E: % ¢
G = Am.n.p.q. J

mlnlplgl

Voici la condition pour que ' soit une fonction entiere.
Posons:

m+n+ptqg=s

et considérons un instant s comme un nombre donné. Soit H, la plus
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grande valeur que puisse prendre le module de A G' sera une

fonction entiére si l'expression:

m.n.p.q°

q.
H,—
s!

tend vers 0 quand s croit indéfiniment et cela quel que soit r.
Posons:
" y" 2"

. Al¢ =2Bm_n,p_qmm§—!—'ﬁ

" y" P

AN =20m-"-f"%n_!p—@

m o n P 49
_ ®x Yy &t
8,0 = X Dnnp it

™ot oP
A‘¢=2Em.n P z Yz

. q;’b—'mp_'a

Soit P, la plus grande valeur que puisse prendre le module de
Biinpgs Conpies Dun.p.gs Bu. . p.q5 8 étant toujours supposé constant.

Le produit:

;
P,
s!

tendra vers 0 quel que soit 7 quand s croitra indéfiniment, puisque les
A,@ sont des fonctions entiéres.
Les équations (1) nous donnent:
m.n.p,.q + Am—-?.n+2.p.q = Bm—»?.n.p.q
m.n.p.q + Am.n.p——?.q+2 = Om.n.p—-‘z.q

m.n,p.q'—Am+l.n—-—l.p—1.q+l = Dm.g-—l.p—-l.q

|- O O -

El

1
n.p.g + Am—l.n+1.p—l.q+] = Em—l.n.p—l.q

(s 4+ L)(s+ 2){s + 3)(s + 4)
1.2.8.4

équations a résoudre. Mais

Si nous supposons toujours s constant, nous avons

s— 1)s(s + 1)(s + 2).

. » M (
o tles A et -
inconnues qui son les A 1.2.83
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nous savons que ces équations sont compatibles, puisqu’on peut toujours
satisfaire aux équations (1) en faisant G = @. - Nous pouvons méme nous
donner arbitrairement les 2s 4 | coéfficients

A

M. 0. s—m .0 et Ay s 1 omeo

Nous les prendrons égaux a 0. On a alors, comme on le voit
aisément:

(s + 1)
H, < P“—QT
d’oli:
lim H,Z = 0
s!

Donc G est une fonction entiére. Donc @, est une fonction qui
satisfait aux 4 équations A0 = 0 de sorte qu'on peut trouver une fonc-
tion imaginaire &, le—([)’l dont elle soit la partie réelle. D’ailleurs
il est clair que la différence

o, + V=10, - log D
est partout holomorphe.

Le théoréme est donc démontré.

17. 1l nest pas douteux que des considérations analogues & celles
qui précédent ne puissent étre trés utiles dans l'étude de divers points
délicats de la théorie des fonctions de deux variables.

Elles peuvent servir & démontrer le théoréme suivant: Si ¥ est une
fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne présente pas de point
singulier essentiel & distance finie et qui ne puisse pas, pour une méme
valeur de X, prendre une infinité de valeurs finies infiniment voisines les

unes des autres; elle pourra étre considérée comme la solution d'une
équation:

KX, Y)=0
ou G est une fonction entiére.

18 Janvier 1883.
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