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La d6finition de la constante d 'Euler  donne 

I _ ~ _ . . . _ ] _  I 
C-~ i + ~ h----~ --  log h + S(h), 

off h est un entier positif quelconque et S(h) une fonct ion de h t endan t  vers 

z6ro quand h crolt ind6finiment. Cette quantit6 S(h) peu~ 8tre exprim~e ~ l 'aide 

de la fonc~ion W(x) dlogF(x+" I) de Gauss (Oeuvres ~. III) .  On a en effet 
dx  

~(x  + i) = ~ + ~(x) d'o~ 
x-{-I 

I I 
~(h-- i) -- i + i + . .  + ~ ÷ V,(o) 

C-~ W(h-- i) = T(o) --  log h + S(h). 

Comme O =  -- W(O), 

S(h) = --  T(h- -  I) + log h 

formule ~tablie ici pour h entier positif; ee~te formule sera g~n~ralis~e plus loin, 

elle donne ae tue l l emen t  

+ i T _ 
¢ - - ~  + , - - ÷ ~ "  - -~(h '~) .  

2 h - - I  
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On peut 6galement exprimer C en fonction de T(x) ,  off x est quelconque. 

On a en effet la formule 

.X 2 

~(~) = ~(o) + -~ ~'(o) + ~"(o) + . . .  
I 1 . 2  

Or en posan~ 

o n  a 

I I 
s p = i  + ~ + ~ + . . .  

(o)= s~, ~'"(o) = - i .  2 s~, . . .  

et en remplagant T(o) par - -C ,  on obtient la formule connue 

C--- - ~'(x) + S ~ x -  S~x ~ + s , x  ~ -  S~x" + . . .  

pourvu que x air une valeur rendant la s6rie convergente, ce qui a lieu pour 

o --< x --< I ; cette derni~re condition peut toujours ~tre remplie par rapplication 

r6p~6e de la formule 

I 

~ ( ~ +  ~)= ~(x) + x + ~ "  

Legendre donne la formule 
1 

c + ~(~) = f - -  
0 

i --(I--z)'~dz 

qui se trouve darts son Exercices sur le Calcul In~6gral (t. TI, p. 45); en d6ve- 

loppant l'int6grale suivant les puissances de x et identifiant les deux s~ries on a 

1 

I ( l o g  p (I --z) dz .  
s p + ~ = ( - i ) p  ~ p j .  2 z 

0 

L'expression analytique de S(h) se trouve donnde, parmi d'autres formules 

dignes d'attention dues £ M. Ser sous forme de questions pos6es dans le tome 

IV, 2 i~me s6rie, de l 'Interm~diaire des math6maticiens p. I26--I28, Novembre- 

D~cembre I925. En ddsignant par pn+l le hombre commensurable 

1 

f x ( i -  ~) ... (n--I--X) dx 
p n + l  ~ I 2 . . . .  n 

0 
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il indique l'expression 

S(h) = (h--I)! ~.. 
I!ps + 2!p~ ] 

+ (h+ ~)! (h+ 2)----~ + J 

qui donne aussi T(h--~) en fonction de h; cette formule montre que S(h) dimi- 

I I 
hue avec ~ .  On a S(h)< h' S(h)> ~--h. M. Ser exprime les hombres p n + l  e n  

fonction des nombres de Bernoulli et il retrbuve entre autres la formule 

-2 3 n 

due £ Fontana, professeur ~, l'Universitd de Pavie vers I78O , publide par Ma- 

scheroni en i 7 9 o  et ddmontrde par Bessel en I812. Une bibliographie precise 

relative ~ eette derni~re formule se  trouve dans une Note de M. Giovanni Yacca 

pr4sentge par M. Vito Volterra £ l 'Accademia nationale dei  Lineei (Rendiconti, 

Classe de Scienze fisiche, matematiche et nationali, tome I, 6 ~m~ S~rie, S~ance 

du 28 fevrier I925, p. 2o6--2Io).  

Les formules de NI. Set peuvent ~tre rattaehdes aux recherehes de Cramer 

sur les factorielles dans le Journal  de Crelle et £ celles de M: NSrlund sur les 

~quations aux diffdrenees finies darts les derni~res anndes des Acta mathematica. 

Darts une lettre que M. Ser m%crit de Bagn~res de Bigorre, il expose ses pro- 

pres recherches sur ce sujet. Toutes les fois qu'une fonction f(x)est d~veloppe'e 
93 

f suivant les polynomes x ( x - - i ) . . .  ( x - -n+  I) en prenant l'int~grale f(x)dx on 

o 
introduit les polynomes que 1~I. Ser ddsigne par P~+l(X) et qui ont dtd considdrds 

un tout autre point de rue par Edouard Lucas (Bulletin de la Socidtd math~- 

matique de France, t. XI, I882--83, p. 69--7I). En inerrant comme limite su- 

p4rieure de l'intdgrale x =  I, o n  fair apparaltre les hombres pn+~. 

Les formules prde~dentes jetteront peut-~tre quelque lumi~re sur un pro- 

blame posd par Hermite (Correspondance, lettre ~, Stieltjes I889, Paris, I9O4, 

PP. 456, 459, 465, 47 I) relativement g la nature arithm6tique de C. 

Les formnles de M. Ser peuvent 4tre rattach6es £ la s6rie hyperg6om6tri- 

que de Gauss 

F ( ( ~ , ~ , r , Z )  = E (~((~ -}- I ) " "  ( ( z ' ~ - . - - I ) '  ~(~-~- I)  "'" ( / ~ - n - - I )  . zn 
n=0 I . 2  . . . .  . 7 ( 7 " 4 - I ) ' ' ' ( 7 - ~ - n - - I  ) 
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et plus g~ndralement ~ route s~rie convergente de la forme 

Z~(~+I). (~+.- i )  
I .2 . . . .  

n ~ O  

• U a .  Z n 

u,  dtant ind~pendant  de a. Dans  ces formules et no tamment  dans la formule 

de Fontana-Bessel  figurent les polynomes 

~)n-bl(X) = . . . . /U(I- -U)(2I  :2~-. ~ n - - U ) ' ' '  ( n - - I - - U )  d~A 

o 

et les nombres p, ,+l-~P,+:(I)  correspondant £ x - : .  

- ~ - - d a ,  a varie de o ~ - - x  et l 'on a 

d'ofi il rdsulte 

En  posant  u = ~ - - a ,  d u ~  

0 

4 I) ..(~+u--I)da; 
I .2  . . . .  ~ 

P~(x)=-~ 

0 

7, z)da = ~_~Pn+:(X) fl ' '" ( f l+n--:)  
.=o 7 ( 7 + . - - I )  

• Z n " 

On d~duit de 1£ les formules indiqu~es en particularisant x, fl, 7, z.  Si I'on 

suppose 7 = f l ,  F devient  ( I - - z )  -~  et on a 

f ( : - - z ) - ° d ~  = Y, i ' .+ , (~) .  ~n 
~z=O 

0 

- ( : - z )  • + 
log ( i - z )  = ~ ~?~+l(x). ~; 

n = 0  

si l 'on fair z-----I, puis x----I ,  on a les deux formules de M. Ser 

Y Z O =  Pn+: (x), l o g ( I - - z )  Pn+:'zn 
n ~ 0  ~ 0  

I t 
log ( I - -z )  + - :  ~,p?~+:. z'n--1. 

~' n = l  
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Si, dans  la formule ggn6rale, on fair  Z = I  en appl iquant  la formule  de 

Gauss (Oeuvres, t. 3, P- 147) 

elle devient  

_fi'(C~, ~, 7, I) = / ~ ( 7 - -  I ) .  / /  (7--1~ - -  ~ - -  I) __ F (7  ) . F (7 - -oc - -~]  ) 
n~-- j - :  ~): ii~Vz~:T) - r(z-~), r (z -  ~) 

- - z  n ~ ov 

r ( ~ ,  f l ' ' '  ( f l+  n -= 1) 
I~'(~2--~) " 1"(y--if,) dff. = Z Pn+l (X)  ~ . . . .  (~-}-~t"  I) " 

Si l 'on y suppose 7 = f l +  I 

- - x  n =  oo 

f r(1-~) F ( ~ +  I) F ( ~ i 2 c c ) ' d g = - - X +  Z e n + l ( Z ) f l + n  
n----1 

0 

En  posant  

on • alors 

r(~+ i). 

n ~ o o  

+ 2; p,,÷ ~ ( Z )  = - -  I n = l  ' ~  ~ -  g 

1 

f r ( i -~)  I"~@- I---- C~) d c c =  - -  I -1- Z.  ~(g). 

0 

En  supposant  z ent ier  posi t i f  k 

--1 

f doc I 
(k--1)l  (k--cz)(k--I--C~) " ( I - - a ) =  k + ~(k). 

0 

On a ainsi les ~(k), pour  k-~  I, 2, 3 . . . . .  , par  des int6grales eonduisant  

des logari thmes.  Pou r  k =  I ,  on obt ient  une formule de M. Ser 

Z ( I ) =  I - - l o g 2 .  

Les formules  pr6e6dentes ne s 'appl iquent  pus quand f i = o ;  ee eas se pr6- 

sente pour  1~ s6rie de 3/I. Ser 

4t-~s~2. 

_~9 2 I . 2 . . . .  

Acta mathematlea. 52. Imnrim6 la 1 dgeamhre 192S. 



322 Paul Appell. 

05 h est un entier positif. Alors / r  devient I et on peut introduire, pour z =  I, 

- - I + F  
le rapport fl q u i ,  pour /~=o,  devient 

.Ffl(O~, O, 7 , I ) - -  F(~) [ d  /'(__~--c~--~)] = _ t F ( ~ _ g _  i) _{ - llI£(Z_ i).  

Mais cela est inutile; il est plus simple de se servir de la formule donn6e 

par J. Bertrand £ la page 255 de son >>Calcul integrab.  Cette formule est, en 

y inerrant d'autres lettres 

off 

~ ( r ) - ~ ( z - ~ )  = ~- + ~ ( " +  ') . ( ~ + 1 ) ( ~ + 2 )  

37(7 + 1)(7+2) 

, ( x )  - d lo~ r (x)  = ~ , (x_  1) .  
dx 

+ ... 

In~6grons par rapport g a de o g - -x ,  

+ L°g P , ( x )  + _ _ _  

7 

P~(x) Pd~)  , .  2 
z ( z +  ,) + . . . . . . .  " 

7 (7+I)(7 +2) + 

Le second membre, 05 7 a une valeur enti~re et positive h, est la fonction 

introduite par M. Ser £ la fin de la question 55gi, p. 126 de l'Interm6diaire 

(loc. cir.), l~Iais, dans la formule que nous venons d'6erire, h est remplac6 par 

une variable continue 7; nous d6slgnerons la s6rie par S(7, x); pour x =  1, nous 

6erirons S(7). On a alors 

- ~ ( 7 )  + l o g r  = 8(7) 

formule qui peut servir £ d6finir S(7) quand 7 est positif quelconque. Pour 7-~ I, 

elle donne la formule de Fontana-Bessel. Comme ~p(7)--~p(1) s'exprime sous 

forme finie quand 7 est commensurable, d'apr~s un th6or~me de Gauss et que 

--~p(1)= C, on a une formule d6finissant C en fonction de x et S(7, x) pour 

routes les valeurs commensurables de 7 

- -  x .  ~fl (7) + log F(7 + x) 
r(7) - -  S(y, x). 

Cette formule montre que, x 6rant quelconque, S( 7, x) se f a m i n e  ~ S(1, x) pour 

7 commensurable; elle donne en effet 
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- - x .  ~v(i) + log r ( x +  i ) =  S(I, x) 

(formule indiqu6e par  M. Ser) d'ofi en re t ranchant  

: . .  r(7+x) 
x t ~ r ) +  c] + l o g  r(7):r(~(~- = s(7, x)-s(~, x) 

I )  

323 

formule darts laquelle le 

I 
posant  y = : -  

4 

coef f ic ien t  de - - x  est connu. Pa r  exemple, en sup- 

] ( ) x + 3 log2  + l o g  ----S 

En  par~iculier, si l 'on fai~ x----I, S(7) - -S(I  ) peut 8~re exprim6 en termes 

finis, si 7 est commensurable. 

Nous terminerons par des  calculs d'int6grales d6finies. Notons les for- 

mules connues 

1 

~=f(~o~(;_~) + ~) ~, 
0 

1 

= f ( ~ +  IIz) 
0 

dz 

1 

l o g ( p +  I)---- f xP- - i  V o o ~  d x . 

0 

On peut  alors donner  une au~re in~6grale d6finie pour repr6sen~er 

;~(k)= p~ + P'~ 
k + 2  k ~ 3  - + ' ' '  

oh k n'es~ pas n6cessairement un entier. On a en effet 

P'2 +Pa z +P4 zu + . . . .  ~ + log(I - -Z) .  
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Mult ipl iant  par  z k+l et in t6grant  de o g I on a 

et si k +  I est posi t i f  

1 

0 

1 

F 2k+l 

jlois-_ ) 
0 

On peut  remarquer  que le produi t  k£(k) t end  vers 

P2 -]- PB + . . . .  I 

si k crolt  ind6finiment. Cela revient  ~ dire que 

f zk+l k log (i - -z)  dz  
0 

t end  alors vers z6ro. 

On peut  aussi expr imer  la fonct ion S(h) de M. Ser par  une int6grale d6finie 

On a, en effet, en d6signant  par  n u n  ent ier  

1 

S(~,+ I)= \ l o g x  + I dx;  
0 

en effet, en appelant  pour  le moment  / cet te  int6grale on a 

en posant  

1 z_c=flx"-I Xn--I 1 
l o g x  + I - - x  l dX 

0 

1 = C + l o g ( n +  I ) - - H ( n +  I) 

H ( n )  ~ I + I + I + ~ I 

2 3 n - - I  

Or la fonct ion S de M. Ser est d6finie par  

C =  H(n-+ I ) - - l o g ( n +  I ) +  S ( n +  I). 
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Done I est bien dgal ?~ S ( u +  I ) .  On peut d'Mlleurs retrouver l'expression 

de S. On ~ en effet: 

1 

• tx~-I ~ - 1 1  

0 

dx 

1 + 1) 
0 

l 

0 

dx 

= ~ p n + ~ B ( , , +  I, h) 

r(~ + ~) r(h) 
= ~P~+~ r ( ~ + h +  ~) 

(.+h)Z 

~0n+2 
~---(h--I)! Z ( ~ @  I) -: :(~ ~- h) 

D'apres l'expression de S(h) on ~ 2S(2)--  S(4)=  C + ~(o)-- 3~(I) + )~(2). Or 

l'6galit6 C=H(h)--logh+S(h) donne C-~-2H(2)--H(4) + 2 S ( 2 ) - - S ( 4  ). On a 

done ~I = __ ~ ( 0 ) +  3 ~(I) - -  2(2), formule facile ?~ g6n~raliser. 


