SUR LES PROPRIETES ARITHMETIQUES DES CUBIQUES
PLANES DU PREMIER GENRE.

Par
TRYGVE NAGELL

a OsrLo.

1.
Généralités.

1.  Introduction. Le point (z,y,2) de la courbe algébrique en coordonnées
homogénes f(z,y,2)=0 est appelé point rationnel quand les coordonnées sont
proportionnelles a trois nombres rationnels. Les points rationnels & l'infini sont
donnés par 'équation f(x,y,0)=o0.

Deux courbes algébriques a coefficients rationnels sont dites équivalentes quand
elles sont reliées par une transformation birationnelle & coefficients rationnels. Les
courbes équivalentes ont le méme genre.

Dans l'étude des points rationnels des courbes algébriques, c'est plutot le
genre que le degré qui intervient. Le probléme de trouver les points rationnels
d'une courbe algébrique unicursale est complétement résolu.’ Au contraire, les
résultats sur les points rationnels des courbes de genre =1 sont trés incomplets.
Les résultats les plus importants sur les courbes du premier genre sont dus a
Porvcark? 4 Hurwrrz® et 4 M. Morpernn®. Poincaré a montré qu'une courbe

! Voir D. HILBERT et A. HurwiTz, » Ueber die dwphantzschm Gleichungen vom Geschlecht
Null», Acta Mathematica, t. 14, p. 217 (1890).

® H. POoINCARE: »Sur les propridtés arithméiiques des courbes algébriques», Journal de Ma-
thémaliques, e série, t. 17, p. 161 (1901). . 7

2 A. Hurwitz: »Ueber ternire diophantische Gleichungen dritten Gmdcs» Vierteljakrschrift
d. Naturf. Gesellschaft in Ziirich, t. 62, p. 207 (1917).

4 L. J. MORDELL, »On the rational solutions of the indeterminate equations of the third
and fourth degrees», Proc. of the Cambridge Philos. Soc., vol. XXI, p. 179 (1922).

Pour la Bibliographie détaillée de notre sujet voir L. E. DICKSON, History of the theory of
numbers, vol. II, Washington 1920.

Voir aussi ma monographie » L’ Analyse Indéterminée de degré supériem'», qui paraitra prochaine-
ment dans la Collection » Mémorial des Sciences Mathématiques».
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du premier genre qui admet un point rationnel, est équivalente & une cubique.
Ainsi on peut se borner 4 considérer les cubiques. Cependant, dans le cas général,
nous n'avons pas de moyen pour reconnaitre si une courbe du premier genre
admet un point rationnel ou non, méme dans le cas d'une cubique.

Le but des pages suivantes est de préciser et compléter les recherches de
Poincaré et Hurwitz et développer les premiers éléments d'une théorie des points
rationnels des cubiques planes du premier genre.

Dans ce qui suit nous entendons par nombre rationnel un nombre d'un do-
maine de rationalité quelconque donné.

2. La représentation paramétrique des cubiques. Soit donnée la cubique plane
du premier genre a coefficients rationnels f(x,y)=o0. Pour étudier la distribution
des points rationnels sur la courbe il est indispensable d'introduire les fonctions
elliptiques représentant paramétriquement la courbe. Nous allons montrer com-
ment on peut choisir cette représentation d'une maniére commode. Il est facile
d’'établir la proposition suivante:

Sz la cubique admet un point rationnel, elle est toujours équivalente & une autre
cubique de la forme

Y=42°—gyx—g,, (1)

& coefficients rationnels g, et gs. Soit en effet P, un point rationnel de la cubique.
La tangente 3 la cubique en ce point rencontre la cubique en un second point
P, qui est évidemment aussi rationnel.! (Si P, est un point d'inflexion les deux
points coincident.) Si P, est pris pour origine des coordonnées, 1'équation de la
cubique peut étre ramenée, par une transformation linéaire a coefficients rationnels,
a la forme

@s (@, y)+ . (@, 9)+ o, (x,y)=0,

N

@i(x,y) désignant un polyndéme homogéne de degré 7 a coefficients rationnels.
Coupons par la sécante y=tx; x est déterminé par 1'équation du second degré

x2¢3(11t)+x¢2(17 t)+¢1 (Iat)zoy
d’ou l'on tire

._—¢2(Iat)iVR,.“—(t)
N 2¢3(I)t)

xX ,y=t90,

! En effet, si deux des racines d'une équation cubique & coefficients rationneéls sont ration-
nelles, la troisiéme racine est aussi rationnelle.
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R (#) désignant le polynome @3 (1,7 —4¢,(1,8) @;(1,%), qui est en général du qua-
trieme degré. Les zéros de ce polyndéme sont précisément les coefficients angulai-
res des tangentes a4 la cubique qui passent par l'origine. Nous connaissons a
prior: un zéro de ce polynome, le coefficient angulaire f, de la droite qui joint
Vorigine au point Pp; ce nombre ?, est rationnel. (Si fy=o0 le polyndéme est du

troisidme degré.) En posant t=t0+i~, il vient

VED = VR,

le polyndéme R,(z) n’étant plus que du troisiéme degré. Or, on peut, par une

transformation linéaire 4 coefficients rationnels, ramener ce polyndéme a la forme

(gt —gsx—gs),

les nombres ¢, g, et g, étant rationnels. Donc, la cubique f(x,y)=o0 et la cubique
(1) sont équivalentes. A chaque point rationnel de f(x,y)=o0 correspond un et
un seul point rationnel de la cubique (1), et inversement. Le point P, correspond
au point d'inflexion & l'infini de la courbe (1). Il suffit ainsi de considérer les
cubiques de la forme (1).

La courbe (1) étant du premier genre, nous avons la représentation para-
métrique par la fonction p (u) correspondante,

=g (u), y=4p" (u).

Pour la cubique f(x,y)=o0 nous aurons la représentation

z=1TF (p (u), p'(w)), y=G(p(u), p'(w),

F(& ) et G(& n) étant des fonctions rationnelles de £ et 5 & coefficients rationnels.
Le point d’inflexion de la cubique (1), ainsi que le point P, de f'(x,y)=o0 correspon-
dent & P'argument w=o.

Dans la suite la représentation paramétrique est toujours choisie de cette
maniére,

Il résulte de la théorie générale des fonctions elliptiques:

Pour que les deux cubiques du premier genre

42° — gy x— gy =1y’
et

9

42— Gyx— Gy=1y*
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sotent  équivalentes, il faut et il suffit quon ait Gy,=c'g, et Gy=2c%g,, ¢ étant un
nombre rationnel, 'dzﬁérenvt de zéro.

Le probléme de 1'équivalence est ainsi complétement résolu pour les cubiques
qui admettent un point rationnel. ‘

8. Les arguments elliptiques des points rationnels. Soit w, 'argument d'un
point rationnel. Alors, en vertu de la formule d'addition de la fonction g (u),
tous les points d'arguments mwu, sont aussi rationnels, m étant un nombre entier
quelconque. Pour que ces points soient tous distinets il faut et il suffit que u,
ne soit pas commensurable avec une période. Dans ce cas on aura une infinité
de points rationnels. Or, on n'a pas de méthode générale pour reconnaitre si
l'argument d’un point donné (x,y) est commensurable avec une période ou non.
En général, si on a les » points rationnels d'arguments Uy, Ug,y .. ., Un, tOus les

points d’arguments

My Uy + Mg U+ - M U, (2)

les m; étant des nombres entiers quelconques, sont rationnels. Dans le cas du
domaine de rationalité ordinaire, M. Mordell a démontré le théoréme trés impor-
tant que voici':

Il existe un nombre fine de points rationnels fondamentanx d’arguments uy, uy,
ooy Un, tel que tous les points rationnels soient donnés par la formule (2).

Poincaré avait déja soupgonné ce résultat; il appelait la plus petite valeur
possible de # le rang de la cubique.? Malheureusement, la méthode de M. Mor-
dell ne donne aucun moyen dans le cas général pour effectivement déterminer un
tel systéme de points rationnels fondamentaux.

Dans le cas d'un domaine de rationalité quelconque, nous ne connaissons
pas encore les conditions générales dans lesquelles il existe un tel systéme d'un
nombre fini de points rationnels fondamentaux. Quand il n'y a qu'un nombre
fini de points rationnels, il est triviel que le rang de la cubique est fini. Dans
ce cas les arguments de tous les points rationnels sont nécessairement commen-
surables avec une période. Si la cubique admet une infinité de points rationnels,
et si le rang est fini, il faut qu'il y ait au moins un point fondamental dont
I'argument ne soit pas commensurable avec une période.

4. Interprétation géométrique de la formule (2). Soient wu,, u, et u, les argu-
ments des trois points d’intersection de la cubique avec une droite. D’aprés la

! MorDELL, L c.
* POINCARE, L. ¢, p. 171.
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maniére dont nous avons choisi la représentation paramétrique, la somme de ces
arguments doit étre égale & une période. Si les points u; et u, sont rationnels,
le point u, l'est aussi. (Pour abréger nous parlons dans la suite du point » au
lieu du point P d'argument u.) La sécante par les points u; et o coupe la cubi-
que en le point —u;. La tangente en le point u, coupe la cubique en le point
—2u,. La sécante par les points —2u, et o donne le point +2u,. La sécante
par les points —u; et —2u; coupera la cubique en le point +3u,. En continu-
ant ce procédé on aura évidemment tous les pbints mu,, m étant un nombre entier
quelconque. En général, en partant des » points initiaux u,,u,,..., u,, on aura
par ces constructions géométriques simples tous les points

My Uy + My g+ -+ + Wi Uy,

les m; étant des entiers quelconques. On le démontre sans difficulté par in-
duction. '

5. Cubiques réelles. Dans la suite nous nous bornons & considérer les cubiques
réelles. Résumons quelques résultats de la théorie de ces courbes. Nous choi-
sissons la représentation paramétrique comme au n° 2. On sait quon peut
choisir une paire de périodes primitives w et o’ telle que w soit réelle et positive
et ' imaginaire. Les cubiques réelles se partagent en deux catégories: les unes
ont une seule branche ou les arguments elliptiques sont réels; les autres ont

deux branches, tous les points de.la branche »impaire» ont leurs arguments réels,
’

tous ceux de la branche »paire> (l'ovale) ont leurs arguments de la forme u+%,

ol u est réel et ol ' est la période (purement) imaginaire.
Rappelons aussi le fait suivant: Soit la cubique donnée dans la forme

4(x—e;) (x—ep) (x—e)) =»*

Si e, est réel, et si e, et e; sont complexes, on a ¢, =p (%) Si toutes les quan-

tités e,, e, et e; sont réelles, et si ¢, >¢,>¢;, on a

‘ w w0+ w'
D

Supposons aussi que le domaine de rationalité est réel.
On peut partager les cubiques en deux catégories suivant qu’elles ont une

infinité ou seulement un nombre fini de points rationnels. Mais nous n'avons
13 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 7 avril 1928.
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pas de moyen général pour reconnaitre si une cubique donnée appartient & la
premiére ou 4 la seconde catégorie, méme si on connait déja un certain nombre
de points rationnels sur la courbe. Quand la cubique est réelle et bipartite, il
se pose aussi la question de la distribution des points rationnels entre les deux
branches. Soit P, un point rationnel de l'ovale. La sécante par P, coupe la
branche impaire en le point P; et la branche paire en le point P,. Si P, est
rationnel, P, l'est aussi, et inversement. Il résulte de 1a qu'il se présente trois
possibilités: 1° Tous les points rationnels sont sur la branche impaire. 2° Ily a
une infinité de points rationnels sur chacune des deux branches. 3° Il y a un
nombre limité de points rationnels et autant de points sur la branche paire que
sur la branche impaire. Nous allons montrer par des exemples numériques que
toutes ces possibilités existent réellement.

Supposons que le rang r de la cubique est fini. Alors, dans un systéme
réduit de r points rationnels fondamentaux, il ne peut étre quun seul point fon-

damental sur la branche impaire, dont l'argument est commensurable avec la

période w. En effet, soient %w_ et %u deux points rationnels queleconques sur la
branche impaire, les nombres, I,m,a et b étant des entiers tels que les fractions
—%z et % soient irréductibles. Or, il est facile de voir que les points l%cg +y%’y
A=o0,1,2,...,l—1,u=o0,1,2,...,m—1, sont identiques aux points %,
k=o0,1,2,...,n—1, ol n désigne le plus petit multiple de I et m. Il résulte de

14 que tous les points rationnels de la branche impaire, dont les arguments sont
‘e . : ko

commensurables avec une période, sont donnés par la formule —,k=o0,1,2,...,
n

n-—1. Alors, le nombre de ces points est exactement ».

Nous pouvons toujours supposer qu'il n'y a qu'un seul des points rationnels fonda-
mentaux sur la branche paire. Si, en effet, nous avions sur cette branche deux
points fondamentaux d'arguments v, et v,, nous pourrions les remplacer par les
points dont les arguments sont bul et —wv,—v,, et le second de ces nouveaux
points fondamentaux serait sur la branche impaire. Mais, 8'il y a des points ration-
nels sur la branche paire, il y a toujours un point fondamental sur cette bran-
che, puisque les quantités w et @ sont incommensurables.

Les classes de cubiques pour lesquelles nous savons déterminer un systéme
de points fondamentaux, sont trés spéciales; et presque tous les résultats sont



Sur les propriétés arithmétiques des cubiques planes du premier genre. 99

dans le domaine de rationalité ordinaire. C’est un fait trés remarquable que,
dans tous ces cas, ¢’est la méthode classique de la »descente infinie» qui conduit
au but. On sait que cette méthode est due a Fermat, qui I'a appliqué pour
démontrer I'impossibilité en nombres entiers de certaines équations biquadratiques
a trois indéterminées, p. ex. celle de I'équation

(L‘4—'f/4=:,22.

La méthode consiste & déduire d'une solution qu'on suppose donnée, une seconde
solution de la méme équation. Si l'on peut montrer que les valeurs absolues de
cette seconde solution sont nécessairement plus petites que celles de la solution
initiale, il est évident que 1'équation proposée est impossible en nombres entiers,
puisqu’il n'y a qu'un nombre limité d’entiers positifs au-dessous d'un nombre donné.
Si ce procédé est en défaut pour certaines valeurs des inconnues, 1'équation pro-
posée peut avoir des solutions en nombre fini. Lagrange a montré le premier
par un exemple numérique comment la méme méthode peut servir a la résolu-
tion compléte de 1'équation quand il y a une infinité de solutions." M. Mordell,
pour établir son résultat du n° 3, se sert aussi de cette méthode.

II.

Les cubiques qui admettent une infinité de points rationnels.

6. Le cas général. Hurwitz a démontré le théoréme suivant?: Soient a, b, ¢
et d des nombres entiers, tels que abc soit sans facteurs quadratiques >1. Au

plus un seul des nombres @,b et ¢ peut prendre les valeurs + 1. Alors, si la

cubique ,
' axr®*+by*+el+deyz=o0 (1)

admet un point rationnel, elle en admet une infinité. (Domaine de rationalité
ordinaire.) ,

Il résulte de 1 qu’il existe réellement des cubiques admettant une infinité de
points rationnels. En effet, si nous posons b=a+1,¢=1 et d=o0, la cubique (1)
admet le point rationnel x=1,y=—1,2=1, et par conséquent une infinité de
points rationnels, sous les conditions données. Or, nous avons antérieurement

! (Buvres de T.LAGRANGE t. IV, p. 377.
® Hurwirz L. e., p. 226.
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démontré qu'il existe une infinité de nombres entiers a tels que le nombre a(a+ 1)
soit sans facteurs quadratiques >>1.! Donc nous avons le théoréme:

Il existe une infinité de cubiques inéquivalentes
ax®*+(a+1)y*+22=o0 (2)

admettant une infinité de points rationnels.

(Quant & l'inéquivalence de ces cubiques on peut l'établir sans peine 3 l'aide
du dernier théoréme du n° 2.)

Poincaré et Hurwitz ont énoncé la proposition suivante?:

St une cubique véelle admet une infinité de points rationnels, il y en a une in-
Jinité sur tout arc de sa branche tmpaire, et sur tout arc de sa branche paire, pourvu
que cette branche en admette un.

Cependant la démonstration de Hurwitz n’est pas compléte. Elle est basée
sur la supposition qu'il y ait toujours un point rationnel dont 'argument ne soit
pas commensurable avec une période. Or, cela n'est pas démontré dans le cas
général. Il résulte évidemment du théoréme précité de M. Mordell que la suppo-
sition est vraie dans le cas du domaine de rationalité ordinaire. Car la formule
(2) du n° 3 ne donne qu'un nombre limité de valeurs si toutes les quantités
Uy, Ug,...,un sont commensurables avec une période.

1l est facile de compléter la démonstration de Hurwitz. Il suffit de consi-
dérer la branche impaire. Si u, est I'argument d'un point rationnel de la branche

impaire, et si % est irrationnel (dans le sens ordinaire), le théoréme est évident.
Car, si nous posons R (x)=x— E(x), ou E(x) désigne le plus grand nombre entier

=, il est bien connu que les nombres R (m —')am étant un nombre entier quel-
w

conque, couvrent l'intervalle o—1 partout.
Supposons ensuite que tous les arguments des points rationnels sont com-

. ., ko . . . .
mensurables avec w. Si le point > k et » étant des entiers positifs premiers
entre eux, est rationnel, le point —— l'est aussi, a étant entier. Si nous prenons

n

ak=1 (mod. n), le point — est aussi rationnel. Il existe ainsi un nombre infini
n .

! Voir notre Mémoire, » Zur Arithmetik der Polynome», Abhdl. aus dem Math. Seminar d. Uni-
versitdt Hamburg, t. 1 (1922), p. 188.
* POINCARE 1. ¢., p. 173, sans démonstration; Hurwitz L. c., p. 225.
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de points rationnels
w W w

bl b rr Y

ou les » sont des entiers positifs tels que n; <n,<<ny<<---. Soit maintenant u
Pargument d'un point quelconque de la branche impaire, 0 <u < w, et soit ¢ une

quantité positive aussi petite qu'on veut. Choisissons enfin #, > —- Alors, si I'on a
&

t étant un nombre entier tel que 1=¢{=#n,—1, on a

tw
u— 2
Ny

w
< —<e.
Ny

Ainsi on peut approcher le point % par une infinité de points rationnels tn_w Le
ey

théoréme se trouve ainsi démontré. ‘

D’aprés le numéro précédentil y a, pour une cubique réelle admettant une infinité
de points rationnels, les trois possibilités suivantes: 1° Il n'ya que la branche im-
paife. 2° Il y a deux branches, qui admettent chacune une infinité de points
rationnels. 3° Il y a deux branches, et tous les points rationnels sont sur la
branche impaire.

La premiére catégorie est réalisée par les cubiques (2). Car, il est évident
que ces cubiques n'ont pas de branche paire. Dans le numéro suivant nous allons
donner un exemple numérique réalisant la deuxiéme catégorie.

Nous allons aussi montrer par un exemple numérique que la troisiéme caté-
gorie existe réellement.

7. La cubique x(2x®—1)=y"

Cette cubique a deux branches. Nous al-
lons montrer qu'il y a une infinité de points rationnels sur chacune des deux

branches. Considérons d’abord la branche impaire. x étant rationnel et positif,
nous pouvons poser =y ol @ et b sont des nombres entiers positifs, premiers

entre eux. Alors la cubique peut s'écrire
ab(2a®— %)= (*y) = E°, (1)

E étant un nombre entier. Si b est pair, cette équation entraine
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b=2u? a=1v% 20— bP=2u",

u, v et w étant des nombres entiers, premiers entre eux deux a deux; v et w

sont impairs. En éliminant a et b, on tire de la
vt—2ut=w? (2)

Nous allons montrer que cette équation a une infinité de solutions en nombres
entiers positifs «, v, w, premiers entre eux deux a deux. Une solution de I'équa-
tion est v=3,4=2,w=7. Quand on connailt une solution en nombres entiers

positifs %;,v,,w,, on peut en déduire une autre par les formules

v=uovi+2uf,
“slzulv_lwll (3)

w=|w§—8u;‘v§|,

ainsi qu’'on le vérifie sans peine. Supposons que les nombres #;,», et w, sont
premiers entre eux deux i deux, u; pair et v,;w, impair. Cela posé, il résulte
des équations (3) que u, v et w sont premiers entre eux deux a deux; u est pair,
tandis que vw est impair. On a de plus u = 2u,. Ainsi, en partant de la solution
initiale v,=3,u,=2,w; =7, nous aurons & l'aide des formules (3) une infinité
de solutions de 1'équation (2) en nombres entiers positifs #, v, w, premiers entre
eux deux & deux. Puisque u=2u, on ne retombera jamais sur la méme solution.

On vérifie aisément que l'interprétation géométrique du systéme (3) est la suivante:

2
N ) . v v .
La tangente & la cubique en le point x;= 57:? Y= 21u31’ rencontre la cubique
1 1
v? vw
en le point = pyw L e Ainsi, si I'argument du point (x,,y,) est 8, l'argu-

ment du point (x,y) est —28. Aux valeurs u=2,v=73,w=7 correspond le point

rationnel x= g, y= % Soit e l'argument de ce point. Alors nous venons de

montrer que tous les points d’arguments (—2)"«, n entier =o0, sont distincts.
On conclut de 13 que @ est incommensurable avec les périodes. Il résulte de ce

qui précéde, qu’il y a une infinité de points rationnels sur la branche impaire.
4

Or, le point rationnel x=y=o0, d’argument %a est sur la branche paire. Nous

pouvons ainsi énoncer la proposition:
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La cubique

222 —1)=19y*

admet une infinité de points rationnels swr chacune des deux bramnches.

Nous pouvons compléter ce résultat et montrer que le rang de la cubique
(4) est égal & 2 et qu'on peut choisir pour points fondamentaux les points z=y=1
(sur la branche impaire) et z=y=o0 (sur la branche paire). Nous reviendrons
prochainement sur cette question.

8. La cubique (x — 1) (7 2* — 3) = y®. Cette cubique a deux branches. Nous
allons montrer qu'il y a une infinité de points rationnels sur sa branche impaire

et qu'il n'y a aucun point rationnel sur sa branche paire. (Rationalité dans le
sens ordinaire.) « étant rationnel, nous ‘pouv'ons poser x=%’ ot a et b sont
premiers entre eux, b positif. Alors la cubique peut s’écrire

bla—1b)(7a* —30%) = (0%y)* = 4% (1)

A étant un nombre entier. Il faut distinguer deux cas.

1. b est indivisible par 7. Dans ce cas les nombres b et 7a® — 3b* sont
premiers entre eux. b est aussi premier & a—b. Si @ et b sont impairs, le
nombre 7a®— 30" est divisible par 4, mais non par 8; il faut donc que a —b

soit divisible par 4. L’équation (1) entraine par suite
b=wu? a—b= 1% 70— 30%2= *+ w?

uw, v et 1w étant des nombres entiers, premiers entre eux deux i deux, si a — b
est impair; si @ — b est pair le plus grand commun diviseur de v et w est 2.
Or, il faut prendre le signe supéi‘ieur, puisque le nombre 3 est reste non-quadra-
tique de 7. On aura donc a —b=1?=o.

2. b est divisible par 7. Dans ce cas les nombres b et 7a* — 35% ont le
plus grand commun diviseur 7. Le plus grand commun diviseur des nombres
a—b et 7a® — 3b* est 4 ou 1 suivant que a — b est pair ou impair. L’'équation
(1) entraine par suite

b=7u®, a—b=11° 7a®— 3=+ 7w’ (2)
Il faut prendre le signe supérieur, puisque a®-+ w? est indivisible par 3. On aura
donc a —b=1*=o.

Dans tous les deux cas on a ainsi @ = = 1. Done, tous les points ration-

SR

nels sont sur la branche impaire.
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En éliminant a et b du systéme (2) on aura 1'équation
v*+ 14020 + 28 ut = wl (3)

Nous allons montrer que cette équation a une infinité de solutions en nombres
entiers positifs u, v, w, premiers entre eux deux & deux. Une solution de 1'équa-
tion est u =10, v = 3,' w=7541. Quand on connait une solution én nombres
entiers positifs %, v,, w,, de l'équation (3) on peut en déduire une autre par les

formules
v=|vt — 28ut|, l

(4)

w=|2u,v,w|,
w = |wt — 84utvi], ]

ce qu'on vérifie sans difficulté. Supposons que les nombres u,, v, et w; sont
premiers entre eux deux & deux, w; pair, v, w; impair et indivisible par 7. Cela
posé, il résulte des équations (4) que u, v et w sont premiers entre eux deux i deux,
w est pair, vw est impair et indivisible par 7. De plus on a = z2%,. Ainsi,
en partant de la solution initiale #, =10, v; = 3, w, = 541, nous aurons a l'aide
des formules (4) une infinité de solutions de 1'équation (3) en nombres entiers
positifs «,v,w, premiers entre eux deux & deux. Puisque # = 2%, on ne retom-
bera jamais sur la méme solution. Il résulte de tout ce qui préceéde:
La cubique

(2 —1)(72* — 3) =9

admet une tnfinité de points rationnels qui sont tous sur la branche impaire.

Aux valeurs u =10, v =3, w = 541 correspond le point rationnel

__799 1623
‘ 700’ 7 7000

Il résulte de ce qui précéde que l'argument de ce point est incommensurable avec
une période. L’interprétation géométrique du  systéme (4) est la suivante: La

tangente a la cubique en le point

_7ui+dd
_

_vwy
\ 2 ’
7 ui

x e
1 Ty g8

rencontre la cubique en le point
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7w+ vt L vw
—_ 3 _ .

® 7 ut y_ﬁ—é

Trés probablement il existe une infinité de cubiques jouissant de la méme
propriété. Mais il ne semble pas &tre trés facile en donner la preuve.

II1.

Les cubiques qui n’admettent qu’an nombre fini de points rationnels.

9. Le cas général. Soit donnée une cubique réelle qui admet exactement
les # points rationnels d'arguments

Uy, Uyy Uy o ooy Un—1. (1)

La représentation paramétrique est choisie comme au n° 2. Nous prenons #,=o.
Supposons d’abord que tous les # points sont sur la branche impaire. Alors nous

savons d’'aprés le n° § que tous les % points rationnels sont donnés par la formule

kw
— —
»

u k=o,1,2,...,n—1, (2)

w étant la période réelle.

Supposons ensuite qu'il y a aussi des points rationnels sur la branche paire
de la courbe. Si w’ est la période imaginaire, les arguments des points de 1'ovale
ont la forme w +£:— ou u est réel. Il y a autant de points rationnels sur la
branche paire que sur la branche impaire. En effet, soit P, un point rationnel de
I'ovale. La sécante par P, coupe la branche impaire en un point P, et 1'ovale
en un point P,. Si P, est rationnel P, l'est aussi, et inversement. Ainsi, 4
chacun des points rationnels de 1'une des branches correspond un et un seul point

rationnel de lautre branche. Donc le nombre n est pazr. Il y a exactement g

points rationnels sur chacune des deux branches. Il résulte de 1d que tous les

points rationnels de la branche impaire sont donnés par la formule

I
" == ) k:o,l,z,...,;n—r. (3)
~n

14 — 2822, Acta mathematica. 52. Imprimé le 10 avril 1928.
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’
, . . . . . . w
Déterminons ensuite les points rationnels situés sur 'ovale. Soit vl=wl+—2—

un point rationnel de l'ovale, w, étant réel. Alors le point 2 v, = 2w, (mod. w, w’)
est un point rationnel de la branche impaire, done’
_lw
2wy =

—n
2

! étant un nombre entier. Il résulte de 1la ou

w )
wy=— ou w=-—+ -= ———.
n n

Dans tous les cas on a dome

[, étant un nombre entier. Passons une sécante par le point v, et par chacun
des points (3) et nous aurons tous les points rationnels de l'ovale dans la forme
kw k Le ’

w 1
V=T Ty = e (k=o,1,2,...,;n—1).

<
I
)3‘
g
+

N €
&

I
h=o0, L2,...,on—1L

N | =

Si I, est impair on aura

<
I

+ = h=o,1,2,....,§n—1. (5)

Il résulte de ce qui précéde le théoréme?:
St la cubtque réelle du premier genre admet exactement n points rationnels, les

arguments de ces points sont donnés par Uune des trots formules swivantes

! Toutes les congruences sont modulo o et w'.
? Comparez les résultats de Hurwirz l.c., p. 215.
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I w= ) k=o0,1,2,...,% —1.
Vi
I3
2kw ® )
II1. % = +&e—> k=o0,1,2,...,——1, e=0,1
n 2 2
2kw 0 o n
I11. %= - +el-+—) k=o0,1,2,...,——1; ¢e=0,1.
n " 2 2

Dans le premier cas, le rang de la cubique est égal a 1. (Cf. le n° 3.) Dans
le deuxiéme cas le rang est égal 4 2; et on peut prendre pour points fondamen-
taux les points 29 o 2.

" 2
En désignant par 2¢ la- plus haute puissance de 2 qui divise », on peut

montrer que le dernier cas est équivalent & la formule

2%k !
w=2"24 h(ﬂ +2)7 (6)
n.
k=o,1,2,...,——1; h=0,1,2,...,2%—1.

En effet, tous les » points (6) étant différents, il suffit de montrer que, % et
h étant donnés, on peut toujours trouver les deux nombres entiers ! et ¢, tels que

n 2 2

2—l‘”—+e(9+3)=2 kw+h(3+2)' (e =0,1)
n 7 2% 7
Si h est pair on aura ¢ =o0 et

— == entier.

l=k‘-2a“1 + @ 4
2 2¢

Si h est impair on aura e =1 et

l=Fk. 2¢1 + ;(hg%— I)=entier.

Ainsi le rang de la cubique est égal 4 2; et on peut prendre pour points
et % + 2.
2 2

[+4

fondamentaux les points z@
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w+ o

’
Considérons les demi-périodes paloy et Pour que ces points soient

rationnels il faut que » soit pair. Dans le cas I, le point czﬁest toujours ration-

14

’
. ) e . N
nel, tandis que les points >y et sont irrationnels. Dans le cas II, si > est

’

. . ., W . ' e . N .
impair, le point by est rationnel et les deux autres irrationnels; si 5 est pair,

tous les trois points sont rationnels. Dans le cas III, si g est impair, le point

o+ o

est rationnel et les autres irrationnels; si ’ est pair, le point > est ration-

nel et les autres irrationnels.

Il se pose naturellement la question suivante: Etant donné un nombre entier
n quelconque, existe-t-il des cubiques qui admettent exactement » points rationnels?
Quelles sont, parmi les catégories que nous venons d'énumerer dans notre théo-
réme, celles qui existent réellement?

Cette question semble d’'étre trés difficile; et c’est seulement pour les quatre
premiéres valeurs de » que nous pouvons la résoudre complétement. Pour » =1
il n’y a que la possibilité « =o0. Pour » =2 il y a les trois possibilités suivantes:

W, . .
0,5‘7 O,;’ o,———

Si » =3, les points rationnels sont o,%y 29, g n=4, il y a les trois possi-

bilités suivantes!:

~

+w . .
g;)_ciww 0w w 3w "

’ ’
w w w w

y O,y T o, "“‘:3—‘!‘—‘
4 2 2 2 4 2

»
M
N
A8

On a déja longtemps connu une infinité de cubiques inéquivalentes admet-
tant un seul point rationnel. On a en effet établi le théoréme suivant®: S7 p est
un nombre premier de la forme 18m + 5 ou de la forme 18 m + 11, la cubique

2+ yt=1p2t

! La derniére catégorie manque chez HURWITZ, L c., p. 222—223.
? Voir Hurwirg, 1. ¢, p. 217—220.
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n'admet aucun point rationnel en dehors de x =1, y= —1,2==0. (Rationalité
dans le sens ordinaire.)

Nous allons montrer l'existence dune infinité de cubiques inéquivalentes
vérifiant toutes les autres catégories que nous venons de citer, sauf les deux der-
niéres pour % = 4. Nous allons aussi examiner les cas de n=75 et n =26,

Dans la suite le mot rationnel s'entend toujours dans le sens ordinaire.

,

+ . : . .
10. Les deux cas o, % et o, Eu—z-w— - Le premier exemple d'une cubique qui

n'admet pas d’autres points rationnels que o et %, a été donné par Euler. En

effet, il a montré que la cubiqué
22 +yt=228

ne porte aucun point rationnel en dehors de x=1,y=—1,2=0 et x=y=z=1.
Dans une note antérieure nous avons généralisé ce résultat en démontrant la
proposition suivante!:

S¢ p est un nombre premier de la forme 12m+35, la cubique

o’ + 1=py* (1)

wadmet pas d autres points rationnels que o et w;

Il existe ainsi une infinité de cubiques inéquivalentes qui n'admettent que
ces deux points rationnels.

Nous allons ajouter a ce théoréme le résultat suivant:

8i p est un nombre premier de la forme 8m+ 3, la cubique

z(paz®—1)=y* (2)

’

W+ .

wadmet pas d’autres points rationnels que o et
Il y a ainsi une infinité de cubiques inéquivalentes réalisant ce cas.
. a
x étant rationnel, nous pouvons poser x= 3, a et b étant des nombres en-

b

tiers, premiers entre eux, b positif. Alors, nous aurons a résoudre 1'équation

ab(pa®—b%) =A% (3)

! Voir notre Note: »Ueber die rationalen Punkte auf einigen kubischen Kurven,» The Téhokw Math.
Journal, vol. 24, p. 48 (1924).
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en nombres entiers a, b, et 4. Il suffit de considérer la branche impaire. Donec

x et a sont positifs. Si b est indivisible par p, cette équation entraine
b=u® a=10" pa*— b*=w?,

u, v et w étant des nombres entiers, premiers entre eux deux & deux.

Or, la derniére de ces équations est impossible, puisque 4%+ w? est indivisible
par un nombre premier de la forme 8m + 3.

Si b est divisible par p, I'équation (3) entraine

a=u®, b=pv?, pa®—b?=pw?,

u, v et w étant premiers entre eux deux i deux. En éliminant a et b, on tire
de 13
ut —pvt =t (1)

Le nombre # ne peut pas étre pair, puisque pv*+w® congru & 4 modulo 8
n'est pas divisible par 16. Si w est pair, on aura «*— 3v*=0 (mod. 4), congru-

ence impossible. Il faut donc que v soit pair. Alors, I'équation (4) entraine
wt w=z2act, u ¥ w=_88d*,

les nombres ac et 8d étant premiers entre eux, v=2cd,p=2cf.
En éliminant w, il vient

u'=act+43d"

Le cas a=p,f==1 conduit & la congruence impossible u?=pc* (mod. 4). Si a==1

et B=p, on aura l'équation

w*=c'+4pd-,
d’ou l'on conclut

utet=2f" uFc=2pg
les nombres f et ¢ étant premiers entre eux, d=fg, done
Sr—pgt=21d

Il faut évidemment y prendre le signe supérieur. Cette équation est de la méme
forme que I'équation (4). Or, nous avons |v| = |2 ¢d| =2 ¢fg| >]g|. On conclut de 13
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que l'équation (4) est impossible.sauf poui‘ v=0.  Ainsi le seul point rationnel &
distance finie de la cubique (2) est z=y==0.

’
w s a g . P (o 1s
11. Le cas o, P Une infinité de cubiques inéquivalentes réalisant ce cas
sont données par le théoréme suivant:
S p est un nombre premier de la forme 24m-+7, la cubique

(z+1)(32°—1)=py* (1

’
. . w
wadmet pas d awtres points rationnels que o eth— .

x étant rationnel, nous posons x= g: ot @ et b sont premiers entre eux, b posi-
tif. Alors, I'équation (1) peut s'écrire
bla+b)(30*—b)=p4’ (2)

A étant un nombre entier. Si z==—1, le nombre a+¥b est positif. Nous allons
distinguer huit cas.

1) b est divisible par p et indivisible par 3; a+?b est impair. Dans ce cas
I'équation (2) entraine le systéme suivant:

b=7pu®, a+b=1%3a*—b>=u?

u, v et w étant des nombres entiers, premiers entre eux deux & deux. Or, la
derniére équation est impossible, b*+w?® étant indivisible par 3.
2} b est divisible par 3p; a-+b est impair. Alors 1'équation (3) entraine

le systéme
b=3pu®, a+b=1% 30— b*=3w?,

u, v et w étant premiers entre eux deux a deux. En éliminant a et b on aura done
vP—6pr?u+6ptut =w’

Nous reviendrons tout & l'heure sur cette équation.
3) b est divisible par p et indivisible par 3; a+b est pair.
Dans ce cas l'équation (3) entraine

b=pu*,a+b=20% 342 —b¥=12

En éliminant a et & on aura par suite
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6 vt —6 priul+pPut=uwt
Cette équation est impossible, puisque(g) =—1I,
4) b est divisible par 3p; a+b est paif. Dans ce cas on aura
b=3pudat+tb=20% 30— b2 =6uw

La derniére équation est impossible puisque a®—2w? est indivisible par 3.
5) b n'est divisible ni par 3 ni par p; a+b est impair.
Dans ce cas on aura le systéme

b=u’ a+b=pv? 3a*— b =w’.

Or, la derniére équation est impossible modulo 3.
6) b est divisible par 3 et indivisible par p; a+b est impair.

Alors on aura le systéme
b=3u? atb=pv? 3a®—b"=30"
d’ol, en éliminant a et b,
PPt —6prPul+6ut=uw?
équation impossible puisque (g) = —1I.

7) b est divisible par 3 et indivisible par p; a+b est pair.
Dans ce cas on aura le systéme

=3ula+tb=2pv% 34 —b*=6w

Or, la derniére équation est impossible puisque a®—2w? est indivisible par 3.
8) b n'est divisible ni par 3 ni par p; a+b est pair. Ce cas conduit au
systéme
b=u?a+tb=2p0% 34— bP=2uw?

d’ott I'on tire en éliminant a et b,
u*—6put v+ 6 p*vt=1w’. (4)

Les nombres u, v et w sont premiers entre eux deux a deux; # et w sont néces-
sairement impairs; alors il résulte de (4) modulo 8:
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1+60v2+6vt=1 (mod. 8),

p étant=—1 (mod. 4). Il résulte de 1a que v est pair. L’équation (4) peut
s’écrire
(M2 — 3 pv2)2_u72= 3p2 'U4-

On conclut de 13 que
W—3pritw=1 2actut—3pr—w—1 88d*

les nombres ¢ et §d étant premiers entre eux, v=2cd et 3p* =ef. Par addition
on aura
P=12pc?d®+ (ac*+ 4 8dY).

Si a=3 et =p? on aura u’=14p*d* (mod. 3); donc il faut prendre le signe
supérieur. Or, cela conduit & la congruence impossible #*=3¢* (mod. 4). Si
a=3p% B=1, on aura u’=1t4d* (mod. 3); il faut done prendre le signe supé-
rieur. Or, cela conduit 4 la congruence impossible #®= 3 p®¢* (mod. 4). Si a=p?%
B=3, il faut aussi prendre le signe supérieur, ce qui conduit & la congruence
impossible u?=12d* (mod. p). Si e=1, =3p? il faut aussi prendre le signe
supérieur, et 1'équation devient

w=ct+12pctd*+12p2d?,
ou bien
(®+6 pd®)?—u®=24p®d*.

Cette équation entraine
E+6pd®tu=zaftP+6pd*Tu=48q"

les nombres af et B¢ étant premiers entre eux, d=/fg et ¢3=3 p®. En éliminant
u, il vient
= —6pfg*+aft+2 89"

Si « est divisible par 3, on aura ¢*=28g¢* (mod. 3), congruence impossible, puis-
que =1 ou =p® Si a=p® f=3, on aura *=6g¢* (mod. p), congruence im-
possible. Si e=1, =3 p? il vient

62=f4——6pf292+6p294.

Cette équation est de la méme forme que 1'équation (4). Or, nous avons

lv]=|2¢d|=|2¢fg9]| > |g]. Nous avons ainsi par une descente infinie &tabli
15 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 10 avril 1928,
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Vimpossibilité de l'équation (4) en nombres entiers w, v, w, premiers entre eux
deux 4 deux. Il résulte de 1a que l'équation (3) n’est possible que pour a+b=o0
ou b=0. Le théoréme se trouve ainsi démontré.

12. Le cas de n=3. Dans ce cas il y a la seule possibilité :o,% et 2760

Un exemple bien connu depuis Fermat est la cubique
xs_'_yszzs’

qui n'admet que les trois points rationnels x=o0,y=1,2=1;,0=1,y=0,2=1;
x=1,y=—1,£=0. Nous allons généraliser ce résultat.
Nous pouvons évidemment écrire la cubique la plus générale, admettant les

2w
» dans la forme

trois points rationnels o, (33 et

Ax®+Bx*+ Cax+ 1=y4%

3 coefficients rationnels A, B et C, les deux points rationnels & distance finie
correspondant & z=o0,y=+11. Pour que ces deux points soient des points d’in-
flexion il faut et il suffit quon ait B=1¢* et C=21¢, le nombre ¢ étant le coffi-
cient angulaire de la tangente d'inflexion au point x=o0,y=1. Si ¢ est différent
de zéro, nous pouvons remplacer tx par x et A4 par At*. 1l résulte de la le
théoréme suivant:

Les cubiques les plus générales, admettant les points rationnels o, ?et-z—f sont

données par
AxP+1=9° (1)
et
Ax®+ (x4 1)2=1¢", (2)

A étant un nombre rationnel, différent de zéro, et, dans le dernier cas, différent de 24—7 .

Nous ne connaissons pas les conditions générales, dans lesquelles ces cubiques
n'admettent pas d’autres points rationnels.

Posons dans 1'équation (1) Y=l et g___y_—-_l, et il vient
w w 2z

1
x

1¢U(u+v);iAw3. (3)
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Choisissons ici i A=p=nombre premier de la forme 18m-+5. Cela posé, l'équa-

tion (3) n’a pas d’autres solutions en nombres entiers w,v et w, que u=0,v=0
et u+v=o0. En effet, nous pouvons supposer u;,v et w premiers entre eux deux
4 deux, et si w est divisible par p, 1'équatiou (3) entraine

u=pa®, v=">0% utv=cs,
d’ol
pa®+bd=ct.

Or, on sait que cette équation est impossible sauf pour ¢ =0, quand p est de la
forme 18 m+5.' Dans les autres cas ol v ou w+v est divisible par p, on aura
une équation analogue.

Nous tirons de 14 la conclusion suivante:

Si p est un nombre premier de la forme 18 m+s, la cubique

4pa’+ 1=y

. . w 2w
wadmet pas d autres points rationnels que o, 3 et S
On aura ainsi une infinité de cubiques inéquivalentes qui n’admettent que
ces trois points rationnels.

0w o wto
13- Le cas O,;) ;7 .

Il est évident que la cubique la plus générale

y 2

admettant ces quatre points rationnels peut s’éerire dans la forme
z(x+a)(z+d)=y

a et b étant des nombres rationnels différents. Il se pose la question dans
quelles conditions cette cubique n’admet pas d’autres points rationnels. Nous ne
les connaissons pas. Hurwitz a donné l'exemple suivant?®

z(x?—1)=9y°

Nous allons établir le résultat plus général que voiei:
8¢ p est un nombre premzer de la forme 8m-+3, la cubique

x(w?—1)=py® (1)

! HurwIrz, 1. ¢., p. 220.
? HURWITZ, 1. ¢., p. 224.
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14 ’
. . 0w 0 wtow
w'admet pas d autres points rationnels que o, Pl

Posons dans (1) w::;)—l, a et b étant des nombres entiers premiers entre eux,

b positif. Alors I'équation (1) peut s’écrire

abla®—b?)=pA? (2)
A étant un nombre entier. Si ab est indivisible par p, on aura

b=u? a= t v} a*—b'=* pw?,

d'ol, en éliminant a et b,

wt— vt =T pwt : (3)
Il suffit de prendre le signe inférieur. Si v est pair on aura la congruence im-
possible u*=3w® (mod. 8), w ne peut &tre pair non plus, puisque v*+3w? est
indivisible par 8. Il faut donc que w soit pair. Done, I'équation (3) conduit &
l'un ou l'autre des deux systémes

wtv=2pc’, ut v=4d°, u'+oP=26"

ou
utv=20 uTv=g4pd: u+ot=2¢",

les nombres ¢, d et ¢ étant premiers entre eux deux & deux; ¢ et e sont impairs.
En éliminant » et v, le premier systéme donmne

pz A+ 4dt=¢?,
d'olt Von tire
et pcP=2¢% ex pct=2f*
ou
Tpl=g'—f
équation impossible, puisque ¢ est -impair.
Le second systéme conduit a I'équation

4p° e+ dt=e?,
d’'ott U'on tire

et 2pct=g* eF 2pct=,2
done

gi—f'=1 plac
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Cette équation est de la méme forme que l'équation (3). Or, nous avons
|w|=|4¢de|>]2¢|. Cela conduit & une contradiction si w est la plus petite solu-
tion positive de l'équation (3). Cette équation est par suite seulement possible
pour w==0.

Supposons ensuite que b est divisible par p. Dans ce cas 1'équation (2)
entraine

b=pv?, a= 1 u? a®— b= + u?
d'ou, en éliminant a et b,
Wi ptot= £ 1 (W
Il faut prendre le signe supérieur, puisque p ne divise pas u*+w® Si w est pair,
il est nécessairement divisible par 4; on aura donc u*=p?v*=90* (mod. 16), ce

qui est impossible. u ne peut pas étre pair non plus, puisque p®v*+w? est in-
divisible par 4. Il faut donc que v soit pair, et on aura ou

u®t w=2pct T w=_8d"
ou
w tw=38p*c*, v’ Fw=2d"

Le premier systéme conduit &
w?=p®ct+ 4d*,
d'ou Von tire
utpl=2f* u¥pc=zg,

ou
+pct=ft—gt
Or, nous venons de montrer 'impossibilité de cette équation. Le second systéme
conduit &
/M/2:d4+4p2 64,
d’ot Ton tire
ut 2pt=f* u¥ 2pc®=g"

ou
St—gt=1p(20)?,

équation impossible d’aprés ce qui précéde. L’équation (4) est par suite impossible
sauf pour v=o.
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Le cas ou a est divisible par p, se traite exactement de la méme maniére.
Notre théoréme se trouve ainsi démontré; et nous avons une infinité de cubiques
inéquivalentes jouissant de la propriété demandée.

'
14. Les deux cas o,_-l;ci), 2 et 0, i2+2, e.
4 2 2 2

Si nous plagons les trois points rationnels & distance finie dans les points
(1,0) et (0, + 1), la cubique la plus générale, admettant I'un ou l'autre de ces
groupes de quatre 'points, peut s'éerire dans la forme

(ax®+bx—1)(z— 1)=49%
a et b étant des nombres rationnels. La tangente en (0, + 1) est
y=t(x—r1).
Elle doit passer par (1,0), donc {=—1. L’équation
(ax®+bx—1)(x—1)=(x—1)?

doit avoir, en dehors de la solution x=1, la racine double x=o0, donec b=1.
Si a est positif, I'équation az*+x—1=0 a toujours deux racines réelles, l'une
positive et <1, l'autre négative. Si a est négatif, nous remplacons a par — a

. L . .
et x par — x. Alors; si a>;, I'équation ax®+x+ 1=0 a ses racines complexes;

si o<a<i, I'équation a deux racines négatives et < —1.
Il résulte de 1a le théoréme:

La cubique la plus générale, admettant les quatre points rationnels o, + 24 w;

N

et %) est donnée par
(ax®+z—1)(x—1)=14¢", (1)

a étant un nombre rationnel positif quéléonque.
La cubique la plus générale, admettant les quatre points rationnels o, +

est donnée par

(ax?+z+1)(x+1)=19° (2)

a étant un nombre rationnel positif, différent de i
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Si 1'on ‘pose, dans 'équation (2), a= ;, t=1 +§c et s=";—z, on tombera sur

la quartique

t#t—1=¢%

Or, il est bien connu que Fermat a montré que cette courbe n'admet pas d'autres
points rationnels & distance finie que {==11, s=o0. Il résulte de 14 la proposi-
tion: La cubique

(;x2+x+1) (x+1)=49°

wadmet pas d autres pornts rationnels que o, + 3 et —C;l t

Nous allons y ajouter le résultat suivant: La cubique

2 — 2zt 1=y* (3)

14

n admet pas d’autres points rationnels que o, i%—l— w; et %

On aura cette cubique en prenant dans I'équation (1) e=1. En posant dans

I'équation (3) x=g, od @ et b sont premiers entre eux, b positif, on obtient

I'équation
bla—1?) (a®*+ab—bY)= E? (4)

F étant un nombre entier. Il résulte de cette équation

b=u? a—b=11°, a®+tab—b2=1 w?

, (5)

u, v et w étant premiers entre eux deux & deux. Si z est sur la branche impaire,
il faut évidemment prendre le signe supérieur. En éliminant a et b, on aura
done

ut+ 3u’ v+ vt=w’. (6)

Il est évident que, dans cette équation, les nombres et v ne peuvent pas étre
tous les deux impairs. Supposons que v est pair. Alors, I'équation peut s'écrire

(u? + g_vz)z —? = 504’

! Cet exemple se trouve aussi chez Hurwirgz, 1. ¢, p. 225.
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d'otu l'on tire

u+ gﬂ2iw=zc4, u? + 31}21@0:10‘14,

¢ et d étant premiers entre eux, v=12¢d, donc
wl=—6cd*+ct+ 5dt
Ici ¢ doit étre impair. L’'équation peut s'écrire
(c®— 3d%)? —u?=4d*,
d'ou
E—3d*+u=1t2f* *—3d®—u=+ 29%

f et g étant premiers entre eux, d=jfg. On aara ainsi
=39 (f*+g%).

8i fg est pair, il faut prendre le signe supérieur. Dans ce cas on aura une équa-
tion de la méme forme que (6). Or, si nous supposons que v soit la plus petite
solution positive et paire de 1'équation (6), cela est impossible, puisque |v|=|z2¢d|=
lzefgl=1f9l. 11 faut donc que fg soit impair. Or, dans ce cas, nous aurons
+ u=f*—g*=nombre pair, ce qui est contre la supposition faite sur u.

Il résulte de 14 que l'équation (6) est impossible en nombres entiers, sauf
pour uv=o0. Par conséquent, les seuls points rationnels sur la branche impaire

de la cubique (3) sont o et %

15. Le cas de n=6. Dans ce cas il y a les trois possibilités suivantes

) ’ ’ ’ ’
@ 0w W w6 w W wto 0w K w W w
Oai‘7i-_3_; O?j-—_+—1i_7 s Oyj-_+_>i_—7*'
6 3’2 6 2 37 2 3 -2 32
La premiére possibilité est réalisée par la cubique
2+ 1=y" (1)

En effet, Buler a montré qu'elle #’admet que les points rationnels x=o0,y=*1;
x=—1,y=0; x=2,y= 1 3, & distance finze.

Nous avons montré au n° 12 que les cubiques admettant les trois points

. w
rationnels o, + 3 sont données par
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Ax®+1=19%,
et

Aa®+(z+ 1) =y (A + %) (2)

Pour que la premiére de ces cubiques admette le point rationnel 92)— il faut

que A soit le cube d'un nombre rationnel, A=B®% Or, dans ce cas, en rempla-
.

cant x par 3 on tombera sur la cubique (1).
En remplacant x parfl— et y par % la cubique (2) peut s'écrire

P+ (x+ AP =y

Déterminons A tel que 'équation x®+(x+ 4)?=0 ait une racine rationnelle z=3§.
Il faut donc que §=—qa® et £+ A=p% o et B étant des nombres rationnels, et
par suite =8 et A=a®+a® La cubique la plus générale, admettant I'un des
groupes précités de six points rationnels est done

22+ (x+a®+ af)i=y?, (3)

abstraction faite de la cubique (1). Pour que cette cubique soit du premier genre,

il faut et il suffit que « soit différent des quatre nombres —Iv, —g, o et L. Si
a>§ ou < —1, la cubique n’a qu'une seule branche. 8i —1<e< —;, a0 et

=+ — §, la cubique a deux branches. 8i —1 <a<-——§ , 'équation

22+{x+e®+ e’ =0 (4)
’

w .
® correspondant & 1'argument > deux racines

a, en dehors de la racine x=—«

réelles qui sont >—a® 8i 0>a>—§, I'équation (4) a, en dehors de la racine

0+ o

) w .
x= —a® correspondant i I'argument pa deux racines réelles dont l'une est

>—q® et I'autre <—a®. Si enfin o<a<§, I'équation (4) a, en dehors de la

16 — 2822. Acta mathematica. 652. Imprimé le 11 avril 1928,
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. W . . .
racine = — &® correspondant & I'argument pe deux racines réelles qui sont < —e2

Il résulte de tout cela le théoreme:
Les cubiques les plus générales admettant les six points rationnels
*

o, 1 et

N e

@
6’

w8

sont données par [équation (1) et par Uéquation (3), a étant un 1 rationnel
< —1 ou >0, différent de é

Les cubiques les plus générales admettant les six points ration

w+w
2

+

’
o, t g,iget
2 3

ole

sont données par Uéquation (3), a étant un nombre rationnel négatif er > — ';

Les cubiques les plus générales admettant les six points rationnels

et

’ ’

w w
o,t —+—, + —
2 2

w [8
w |8

sont données par Uéquation (3), a étant un nombre rationnel, —1< o < —-3
- En posant dans l'équation (3) a= —;, et en substituant x par g et y par

l, nous aurons la cubique

22+ (32 +2) =y, ()

Nous allons montrer que cette courbe n'admet pas d’autres points rationnels &
distance finie que x=—4, y=16; x=0, y=t 2; x=—1, y=0. « étant ra-

tionnel, nous pouvons poser x==>, ol a et b sont premiers entre eux, b positif.

N

Alors, I'équation (5) peut s'écrire
bla+b)(a®+ 8ab+ 405 = F2

E étant un nombre entier. Il suffit de considérer la branche impaire ot a + b

gst positif. Alors cette équation entraine 1'un ou l'autre des deux systémes suivants



Sur les propriétés arithmétiques des cubiques planes du premier gemre. 123
b=wu’, at+tb=3% a®+8ab+ 40 = 3w’
* b=u?, a+b=10" a®+8ab+40=u?
w, v et w étant des ‘nombres entiers, premiers entre eux deux 4 deux. La der-
niére équation du premier systéme peut s'écrire

i(“+4b)”—4bz=w2,

ce qui est impossible puisque 45+ w? est indivisible par 3. En éliminant o et b,

le second systéme conduit & l'équation

v+ 607 u® — 3ut = w (6)
Or, si nous posons
w? w (vt + 3 u?)
x+1“_4uz,1)2 et y= Sute®
il vient
2+ 1=y
Nous savons déja que cette équation n’a que les solutions x = —1, y =0; z =0,

y=11; x=2, y= 1 3 en nombres rationnels. Il résulte de li que 'équation
(6) n'a que la solution ¥ =v=1, w=2, en nombres entiers positifs u, v et w,
premiers entre eux deux a deux. La proposition suivante se trouve ainsi dé-
montrée: La cubique (5) wadmet pas d'autres points rationnels que

o+ o

2

o, t

+ 2,42 o
2’ 73

SR

Nous ne connaissons aucune cubique qui n'admet que les six points rationnels

’

’
w w - w
o, —+ —y+ — et —-
2 3 2

w|g

16. Le cas de n=175. Si une cubique admet exactement cinq points ra-
tionnels, ces points sont donnés par

2w
et + —-

o, +
5

wig

Nous allons déterminer la forme la pllus générale d'une cubique admettant ces
points rationnels. Soit donnée la cubique
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47— gz — gy =1y°, (1)

coefficients rationnels g, et g;. Soient donnés sur la cubique quatre points

=14

distance finie jouissant de la propriété suivante:

24

P, d’argument u, étant un quelconque de ces points, la tangente en ce point
rencontrera la cubique en le second point P, d’argument #, = — 2u4,. La tan-
gente en le point P, rencontre la cubique en le point P, d'argument w, = — 4.

Ces points sont forcément sur la branche impaire. En effet, si P, était sur
la branche paire, les points P, et P, seraient sur la branche impaire. Or, les
deux points d'arguments * u; sont nécessairement sur la méme branche. Il ré-
sulte de 1 uy= — 24y =+ 44, = — u, (mod. w), done 5w, = période. Les quatre

points sont, par suite, + ? et + 2—;0 Le groupe de ces qua,tré points est done

caracterisé par la-dite propriété.

Soit maintenant P,(x = @, y = b) un quelconque des points + % et %9,
4 coordonnées rationnelles a et b. On a donc
4a°—gya—gy="0" (2)

La tangente en ce point a I'équation

12a° — g,
2b

y=>b+(x— a)

Elle coupe la cubique en le second point rationnel Py(x =c¢, y = d), ¢ et d satis-
faisant aux équations

. _ \12a°—g,
d=b+(c—a)— (3)
4c®—gyc—gy=2d". (4)
La tangente en le point P, doit couper la cubique en le point Py(x = a, y = — b),
“ce qui donne la condition
- 126 —g,.
b=d+{a—o)— = (s)

En éliminant g, entre les équations (2) et (4), il vient

(c—a)gg=14¢"— 4a®+b* — d° (6)
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Les équations (3) et (5) peuvent s’écrire

—Iz—(c——a)ggs —6a’+6a’c+b®—bd,

et
%(c —a)gy=6c"—6ac®—d*—bd,

d'ott pdr addition
(c—a)ge=—6a*+6c*+6a°c —6ac®+b?— 2bd — d*
En éliminant g, entre cette équation et 1'équation (6), il vient
2bd=2c*—2a*+6a’c—6ac.
En éliminant g, entre les deux équations (7), il vient
BP+d*=6a*+6c*—6ac’— 6@2 c.
De cette équation et de 'équation (8) nous aurons par addition

V+2bd+di=0b+d)?=4(a—c)l(2c+a)
et par soustraction
BP—2bd+d*=0b—dP=4(c—c)?(2za+ o).

125

Il résulte de 1a que toutes les quantités @, b, ¢, d, g, et g, peuvent s'exprimer

rationnellement des nombres

2 a—e¢ 2 a—c¢
Nous aurons en effet
a=—; (2 N* — M),

‘czg(zMz—N”z),

b= (M+N)(N*— M3,

d=(M—N)(N*— M),

et les »invariants» de la cubique la plus générale admettant les points rationnels

w 2 .
o,t 5 et + ?w, gsont donnés par
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g2=‘31 (N*—3 N®* M — N* M*+ 3 N M®+ M%)
et

g3=51—7— (—1g N6+ 18 N° M+ 15 N* M2+ 15 N2 M*— 18 N M°— 19 M9),

N et M étant des nombres rationnels, différents de zéro, et N == + M.
Sil'on prend p. ex. N=2 et M =1, on aura a= g, c=— ;—, b=9get d=—3,
et la cubique sera

395 _ 0

20
'+ =zt .
4 3 27 Y

Mais nous ne savons pas si cette cubique en admet d’autres points rationnels

que xzoo;x=§’ y=i9;x=—§> y=13.

Oslo, janvier 1928,



