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P A R I S ,  

IV[. HEIN~ a fair  vo i r  que  

1 l r /6zza_ ldz  
I'(a) = 2i sin a 

l'int6grale 6tant prise le long d'une courbe qui contient l'origine et qui 
s'6tend indgfiniment vers les x n6gatifs, sans qu'il soit n6cessaire que cette 
courbe soit ferm6e. 

Dans une pr6c6dente lettre je vous ai expos6 le r6sultat obtenu en 
int~graat le long de deux droites passan t par l'origine. Ces r6sultats 
supposent que la partie r6elle de a > 0. 

Je vais prendre h, pr6sent pour contour d'int6gration une parabole 
ayant pour foyer l'origine. L'6quation de la parabole est 

d'oh 

cos ~ + i sin 
Z ~  

1 + cos 

dz = - -  sin to Jr i(1 q- cos ca) d~ 
(1 + cos ~) '  
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Donc 

1,. Bourguet. 

• / co~  (o 

1 + cos ,. 1 

e~z ~-1 dz = e (1 + cos ~.)~+~ " 

o 

[cos ( a -  1)~0 + /sill  (a ~ 1)~][~ sin co + i(1 + Cos (.)]e 

+ [cos (a - -  1)~0 - -  i sin (a - -  1)to][sin ~. + i(1 + cos (o)]e - ~ta.g~ 
ff 

I a l ~  " + 1  d o )  

o 2cos  ~ ]  + [cosa,o + c o s ( a - -  1)~]cos ( t a n g  2 )  

• t { '  t , , .  ; ) , , - , [  ,. o ] ( ; )  
- -  272-_2Je 1 + t~ng'  cos (2a-~1)2-  + t a n g ~  d tang 

0 

iel f - -  2._~ e-  ~x~ (1 + z~)" -~ cos [(2a - -  1) arc t~ng z + x]dz, 
o 

par  cons6quent ,  

l'(a) -- ~ - ( -7  e -  ~': (1 + x')'- ~ cos [(2(t - -  1) ~rc tang z + z]dz. 2 szn a ~ /  

0 

nous  raisons a ~ ~ ct  nous  r a p p e l a n t  quc  /'(½) ~-= Vz, il v i endra  

% 

0 

S i  

D ' u n  a u t r e  c6t6 on a 

~T 

o 



On d6duit de 

o u - b i e n  

De l'int6grale 

on peut d6duire 

8ur quelques intdgrales ddfinies. 

ces deux int6grales 

cos ~ a~ = 2 [ _ ~ 2  + ~e 

0 

~-'~'sm ~dz= ~[V,-- V~ -~] 

365 

% 

e cos~x d~ = 

0 

- ~'s in'a:  d~ = 4 [ ¢ 2  

0 

/ f e- ~ x, ,~ s i n z  dx  = e 

0 0 

e ~ c o s z d z ~  2e 

0 

u n e  s6r ie  d ' i n t 6 g r a l e s .  L ' i n t 6 g r a t i o n  p a r  p a r t i e s  d o n n e  

e cosa: da~ = e -  t ~' ~ s i n z  d~ 

0 0 

- ~ '  c o s z  d~ ~ f  e -  ~ x  ~ cosx  dx 
0 

r e  - ~ ~' z~ cosz dz = 0 

0 

¢~ av 

2 -~ s i n z  d~ = e cosx  dx. 
0 0 
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Si, d ' u n e  man i6 r e  g6ndra le ,  on  pose  
ot~ 

A2,, = / e -  ~z~ ~s, cos~ dz 

0 

.4..,.., = / e -  ;"+' si,,  
0 

il  v i e n d r a  
A~n == A 2 n + l  - -  2*tA~n-1 

A~+] = - -  A~+~ + (2n + 1)A~ 

Ces f o r m u l e s  p e r m e t t r o n t  de d 6 d u i r e  ees in tdg ra l e s  les unes  des au t res .  

P r e n o n s ,  k p rdsen t ,  p o u r  c o n t o u r  d ' i n t d g r a t i o n  u n e  p a r a b o l e  a y a n t  

son s o m m e t  k l 'o r ig ine ,  avec  u n  pe t i t  ee rc le  e n t o u r a n t  ce t te  o r ig ine ,  p o u r  

6v i te r  ee p o i n t  c r i t ique ,  n o u s  r a p p e l a n t  que  l ' i n t 6g ra l e  su r  ee eere le  est  

n u l l e  l o r s q u e  la  p a r t i e  r6e l le  de  a es t  posi t ive .  

L ' 6 q u a t i o n  de la  p a r a b o l e  est  

d ' o 6  

Dds lo ts  

co~ t o .  
Z = s i ~ e o -  (COS tO + iSilltO) = - -  COt '  to - -  i c o t  w , 

2 cos to + i sill to dto. 
sin s to 

/$  

7 

[ [eos (a - -  I )0  + i sin (a - -  1)o112 cos to + i sin to]e - ' c ° ' ~  I 
• i t/to 

[ - -  [cos (a - -  1)0 - -  i sin (a - -  1)0][2 cos to - -  i sin tol*' coto 
f f  

= u J '  s in ' to  ~ ~n-/)o ] + [sin ato + costa s i n ( a - - l ) t o ]  cos (cotto) dto 

= z i j  - c° to } 

J r  

{ sin [ato - -  cot to] + cos to sill [(a - -  1)to - -  cot to] } dto 



Sur que]ques {ntdgrales ddtu{es. 

t?, 

i j *  - eot~(~ e [ -  cos (o \" -  Ii 
= ~n-%~o ~ sin'-7-~o ) I1 sin [,,o9 - -  cot ,o] + sin I r a -  2),o - -  cot  ,o]},t,o 

7r 
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f ,  

l e  -- cot~ 
/ _ _  (--- cot ,o) ~- '  { 3 sill [aeo ~ COt o~] + sin [(a 2)co - -  1 I do~ ~ cot co, i sin--~ eo 

= e - ~ ' ( 1  + x ')2za-l{ 3 s i n [ x - i - a a r c  e o t ( - - z ) ]  + s i n [ z + ( a - - 2 ) a x c c o t ( - - z ) ] } d z  

0 

D o n c  

r ( , , )  = - - -  j 1 _ ~ , . _ 1 (  1 ~ . e + x ' )  ~ 
2 sin a 

0 

1 3 sin [z + a arc  cot  ( - -  $)] + sin [~ + ( a - -  2) arc  cot  (--2 z)j } dx. 


