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{Sber die Existenz der automorphen Funktionen mit be- 
schr/inktem Dirichletintegral 

Von LEO ULLEMAR 

In meiner Arbeit USKILA [1] wurden die symmetrisehen Hauptkreisgruppen 
vom Geschlecht p = 0 ohne e]]iptische Substitutionen in bezug auf die Existenz der 
eindeutigen niehtkonstanten beschrdnkten automorphen Funktionen klassifiziert. 
Diese Arbeit bildet eine natiirliche Fortsetzung des Gedankenganges. Die genann- 
ten Hauptkreisgruppen werden bier in bezug auf ,die Existenz der eindeutigen 
nichtkonstanten automorphen Funktionen mit beschrdnktem Dirichletintegral fiber 
den Fundamentalbereieh klassifiziert. Um ein Kriterium dafiir zu erhalten, wird 
ein neues harmonisehes Mass einge~4~rt, das infolge seines Zusummenhanges 
mit dem klassischen harmonidchen "Mass yon NEVANLINNA yon Interesse sein 
diirfte. 

1. Ein einfach zusammenhangender Teilbereieh B o des Kreises [ z ] <  1 wird 
von einer abgeschlossenen Punktmenge E auf dem Kreise ]z I = 1 und einer 
offenen Punktmenge E '  begrenzt. Die Menge E '  besteht aus einer endlichen 
oder abz~ihlbar unendlichen Anzahl oftener punktfremder Orthogonalkreisbogen 

(1) bo, bl, b2 . . . .  

des Kreises I zl = 1. Durch eine ]ineare Transformation wird immer erreieht, 
dass der Punkt  z = 0 ein innerer Punkt  von B o ist. 

Wenn B o an irgend einem der Bogen (1), z .B.  an b0, gespiegelt wird, erh~lt 
man ein Polygon Bo, das mit B o einen Fundamentalbereich B = B o + Bo einer 
symmetrischen Fuehsschen oder fuchsoiden Gruppe G vom Geschlecht p = 0 ohne 
eliiptische Substitutionen bitdet, je naehdem die Anzahl der Bogen (1) endlich 
oder unendlich ist. 

Problem. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen ]iir die Existenz 
einer nichtkonstanten eindeutigen automorphen Funktion der Gruppe G zu /inden, 
deren Dirichletintegral begrenzt ist und zwar 

(2) f f l/" ( z ) I ~ d x  d y  ~- ~ (z = x -~- i y ) .  
Bo 

Das entsprechende Problem fiir die analytischen Funktionen haben AHL~'ORS 
und BEURLING [1] gelSst. Diese Ergebnisse finden Anwendung auf unser Probiem. 
Wesentlich flit die L5sung ist die Einffihrung eines neuen harmonisehen Masses 
$2 (z,E, G), das in Nr. 2 definiert wird. 
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Wenn ~ (0, E, Bo) > 0 ist, gibt es immer nichtkonstante einde~ttige automorphe 
Funktionen der Gruppe G mit beschriinktem Dirichletintegral. Wenn dagegen 

(0, E, Bo)= 0 ist, reduzieren sich alle solchen Funktionen auf Konstanten. 

2. Es sei G ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, das von einer Jordankurve 
F begrenzt wird. E sei eine abgeschlossene I)unktmenge auf F u n d  E '  die 
Komplementmenge yon E in bezug auf F. 

Das harmonische Mass yon NEVANLINNA ~O (Z, E, G), bier das erste harmonische 
Mass genannt, kann wie folgt definiert werden: 

(I) ~o (Zo, E, G) = sup u (Zo), 

wo u (z) eine in G harmonische Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt : 

(a) lim u (z) --< 0, 
z ~ E "  

(b) lira u (z) --< 1. 
z ~ E  

Das bier eingefiihrte zweite harmonische Mass .(-2 (z, E, G) wird wie folgt definiert : 

(II) /2 (%, E, G) = sup u (%), 

wo u (z) eine in G harmonische Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt: 

(a) 

(b') 

Wie iiblich bezeichnen wit 

lim u (z) g 0, 
Z ~ E '  

Da (u) <-- st. 

D a ( u ) =  ~ + ~ y ' ]  j d x d y ,  
G 

D a ( u, v) = -~x ~ + -~y -~y d x d y. 
a 

Sowohl das erste als das zweite harmonisehe Mass sind gegeniiber der Gruppe 
der konformen Abbildungen invariant, wie aus den Definitionen unmittelbar 
hervorgeht. 

Die Bedingungen II  (a) und (b') definieren eine Funktionenfamilie Fiz. Diese 
Familie ist konvex, d.h.  wenn zwei Funktionen ul und us der Familie Fzz zuge- 
hSren, gehSrt aueh die Funktion �89 (u 1 + us) zur Familie F~z. 

In der Tat folgt aus lim u: (z) ----- 0 und lim u s (z) --< 0 offenbar lim �89 (u 1 + 
z ~ E '  z ~ E '  z ~ E "  

+ us) --< 0. Wenn D (u:) -- zt D (us) g zt, folgt aus der Identit/it 
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dass 

Demnach ist 

D(Ul2U2) :�88 
- < � 8 8 1 8 8  

+ ~ D (u2) 

Die Funktion �89 (ul + u2) geniigt also den Bedingungen II  (a) und (b'), wenn 
u 1 und u2 dies tun; die Familie FH ist konvex. 

Satz 1.. Eine Extremal/unktion u (z) in FH ist eindeutig bestimmt durch die 
Bedingung 

u (Zo) = ~ (Zo, E,  G). 

Fiir sie gilt 

(a') lim u (z) = O, Z~E" 
(b") Da (u) = ~ .  

In  G i s t  u(z) >-O. 

Offenbar ist das Dirichletintegral einer Extremalfunktion gleich ~. Wenn u 

eine Funktion in FII mit D (u) = k < ~ ist, so ist ja u V ~ -  eine Funktion in 
f ~  

FII, die fiir z = z  o einen grSsseren Wert annimmt als u. 
Um die Eindeutigkeit der Extremalfunktion zu beweisen, bezeichnen wit zwei 

Extremalfunktionen u 1 und u2. Infolge der Konvexit~t der Familie FH ist dann 
auch �89 + u2) eine Funktion in FH, die ausserdem fiir z = %  den Wert 
~2 (Zo, E, G) erreicht, also extremal ist. Nach der obigen Bemerkung ist dann 

Aus den Identitiiten 

lind 

folgt 
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Da D ( u x ) =  D(u2)= z ist, erhalten wir 

+ � 8 9  

Die Funktion �89 ( u l -  u~) reduziert sich also auf eine Konstante.  Da ul (zo)= 
= u2 ( % ) = / 2  (zo, E, G) ist, hat  diese Konstante den Weft  Null, was die Eindeu- 
tigkeit der Extremalfunktion beweist. 

Um sehliesslich (a') zu beweisen, wird in G eine Funktion 

u + = Max (u, 0) 

definiert, wo u eine Extremalfunktion ist. Wenn u--> 0 ist, gilt 

Wenn u < 0, ist u ~ 0 und somit ist 

Wenn in irgend einem Punkt  in G u < 0 ist, gilt dieselbe Ungleiehung in 
einer gewissen Umgebung jenes Punktes und nach dem Obigen folgt dann, dass 

(3) D (u +) < D (u) = z. 

Um aus dieser Ungleichung einen Widerspruch abzuleiten, definieren wir eine 
in G harmonische Funktion �89 mit ,,denselben Randwerten" wie u +. Unter  
diesem Ausdruck versteht man folgendes. Das Gebiet G wird mit  einer Folge 
einfach zusammenh/ingender Teilgebiete Gn approximiert, so dass Gn < Gn+l und 
lira Gn = G ist; jeder abgeschlossene Teilbereich yon Gi s t  also in G, enthalten, 

~ 0 o  

sobald n hinreichend gross ist. In G~ wird eine harmonische Funktion v~ de-" 
finiert, die auf dem Rande yon G~ dieselben Werte hat  wie u +. Dass �89 in G 
,,dieselben Randwerte"  hat  wie u + bedeutet dann, dass �89 ~ Jim v~. 

n ~ o o  

Aus dem Dirichletschen Prinzip folgt fiir das einfach zusammenh~ingende 
Gebiet G die Ungleichung 

(4) D (Us) -< D (u*).  

Naeh der Definition yon u + und den Ungleichungen (3) und (4) ist va eine 
Funktion der Familie FH. 

Als Maximum zweier harmonischen Funktionen ist u + in G subharmonisch 
und geniigt somit der Ungleichung 

(5) u § < u ,  

da ul in G harmonisch ist. Fiir z = z o erh~ilt (5) die Form 

u + (%) = u (%) = ~9 (z0, E ,  G) -< Ul(zo).  
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Da ul andererseits zur Fn  gehSrt, ist 

u~ (zo) -< ~ (~o, E, G). 

Es  gilt also die Gleichheit 

Ul (%) = ~ (~o, E, a), 

u 1 ist mit der Extremalfunktion identisch und hat das Dirichletintegral D (ul) = ,~. 
Nach (3) und (4) isg D ( � 8 9  z eine echte Ungleichung. Dieser Widerspruch 
hat seinen Grund in der Annahme, dass u < 0 in irgend einem Punkt yon G 
sei. Eine Extremalfunktion kana also keine negativen Werte annehmen. Die. 
Gleichung (a') und mit ihr der ganze Satz ist somit bcwiesen. 

3. Die Extremalfunktion u (z) definiert bis auf eine imaginiire Konstante die 
konjugierte harmonische Funktion v(z), und somit eine analytische Funktion 
t = / ( z )  = u ( z ) +  i v (z). Diese Funktion vermittelt eine Abbildung des Gebiets 
G auf eine Riemannsche Fl~che T fiber die t-Ebene mit dem F]~cheninhalt z, 
deren Projektion in der t-Ebene rechts yon der imagin~tren Achse liegt. Die 
Punktmenge E'  wird auf eine offene Menge abgebildet, deren Projektion in der 
t-Ebene auf der imagin~ren Achse liegt. 

Andererseits kann das Gebiet G nach dem Riemannschen Abbildungssatz 
dutch eine eineindeutige Funktion w = w (z) auf den Einheitskreis I w [ <  1 ab- 
gebildet werden. Die abgeschlossene Randpunktmenge E wird dann auf eine 
abgeschlossene Menge E* auf dem Einheitskreis [w I = 1 und ihre Komplement- 
menge E'  auf eine offene Menge E*' auf [ w l =  1 abgebildet. Die Abbildung 
wird so normiert, dass die Punkte z = % und w = 0 einander entsprechen. Infolge 
der Invarianz der harmonischen Masse bei eineindeutiger konformer Abbildung ist 

(6) 9(z0,E, a) = 9(0 ,E* , lw[  < 1). 

Die zusammengesetzte Funktion 

(7) ] (z (w)) = g (w) 

vermittelt eine Abbildung des Einheitskreises I w] < 1 auf die Riemannsche 
Fl~che T. Nach der Definition der Funktion ] (z) durch die Extremalfunktion 
u (z) gilt 

~9 (0, E*, ]w I < 1) = R (g (0)}, 

wo R den reellen Teil der Funktion bezeichnet. 
Da der offenen Menge E*' bei dieser Abbildung eine offene Menge entspricht, 

deren Projektion in der t-Ebene auf der imagin~ren Achse liegt, kann das 
Spiegelungsprinzip verwendet werden. Die Punkte w = 0 und w = c~ sind 
Spiegelpunkte in bezug auf 'E*', die Projektionen der Bildpunkte g ( 0 ) u n d  
g(oo) werden somit Spiegelpunkte in bezug auf die imagin~re Achse. Daraus 
ergibt sich die Gleichung 

(8) (o, E*, Iwl < 1) = � 8 9  g (c~) 1. 
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Das Gebiet I w l >  1 wird durch t =g (w)  auf eine mit T symmetrische Rie- 
1 

mannsche Fl~che mit F1/icheninhalt z abgebildet. Die Funktion ~ g (w) ist also 

eine eindeutige analytische Funktion von w, deren Dirichletintegral fiber die 
ganze w-Ebene ausserhalb E* gleich z ist. Ffir eine solche Funktion gilt nach 
AgLFORS und BEURLING [1] S. 114 und ]24 

/9/ g/0/ g/ /L V21og , 

wo cap E*' die innere Kapazit/it yon E*'  bezeichnet und folgendermassen de- 
finiert wird: 

Eine beliebige abgeschlossene Teilmenge yon E*' wird A genannt und wir 
bezeichnen 

(10) V = inf V (A), 

wo V ( A )  das Gleichgewichtspotential yon A bedeutet. 
yon E*'  wird dann durch 

(11) cap E*'  = e -v  

Die innere Kapazitgt 

definiert. 
Aus (9) folgt dann 

welches mit (8) 

ergibt. Somit ist 

(12) 

If(0) - g ( ~ ) l  = 2 VY, 

~ ( o , E * , l w l  < 1) = V ~  

cap E*' = e- ~2 (0; E*) 

Die Punktmenge E*'  ist eine offene Menge auf dem Einheitskreise. Nach 
einem nicht verSffentlichten Ergebnis yon AlZLFORS und BEUI~LING, das Prof. 
BEURLING mir mfindlich mitgeteilt hat, ist die innere Kapazit~t von E*' grSsser 
als die Kapazit/it eines Bogens E m i t  gleichem linearen Mass, also 

(13) cap/~ -< cap E*', 

wo /~ ein Bogen auf dem Einheitskreise mit 

m E  = m~E ~:t 

ist. Gleichheit gilt in (13) nur wenn E*'  selbst ein Bogen ist. 
Bekanntlich gilt ffir einen Bogen 

m E  
(14) cap ~' = s i n - -  

4 
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Andererseits ist, da ja das erste harmonische Mass eines Bogens des Einheits- 
kreises, im Nullpunkte gemessen, nichts anderes ist als der durch 2 u dividierte 
Betra.g des entsprechenden Zentriwinkels 

m E *  
(15) ~ = ~ ( 0 , E * , l w l  < 1) = 2 ~  

Da E* und E*" Komplementmengen sind, ist 

(16) mE*  + m E * '  = 2z .  

Somit ist 

und 

m E  = mE*"  = 2 z - - m E *  = 2 ~ ( 1 - - c o )  

m E  2 z ( 1 - - e o )  
sin - ~ -  = sin 4 - cos ~ w. 

Die Kombinatlon yon (12)--(16) gibt 

oder 

(17) 

y~ 
e -a~(~ = cap g * ' ~  cap E = cos~ eo (0, E*) 

Q 2 ( O , E * , I w l  < 1) < - - log  cos2eo (0, E*, [w[ < 1). 

Diese wichtige UngIeichung binder das erste und zweite harmonische Mass 
zusammen. Gleichheit gilt nur, wenn E* ein abgeschlossener Bogen ist. 

Nach (17) folgt aus eo = 0, dass Q = 0 ist, was sparer zur Anwendung 
kommt. Wenn E* die ganze l~eripherie des Einheitskreises umfasst, ist eo = 1 
und f 2 = ~ .  

4. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Auswertung des ersten harmonischen 
Masses bildet das ,,Prinzip der Gebietserweiterung". Ein /~hnliches Prinzip gilt 
fiir das zveite harmonische Mass. Wit wollen es jedoch das Prinzip der Gebiets- 
verminderung nennen, da ja die Existenz der harmonischen Masse fiir kleinere 
Gebiete keineswegs die Existenz derjenigen fiir grSssere Gebiete mit sich fiihrt. 

Wieder bezeichnet G ein einfaeh zusammenh/ingendes Gebiet mit Berandung 
T' und E eine abgesehlossene Menge auf /~. Es sei G' "ein beliebiges einfach 
zusammenh/ingendes Teilgebiet von G unter der einzigen Voraussetzung, dass 
E auch dem Rande yon G' zugehSrt. Wenn z o ein beliebiger Pmrkt yon G" 
ist, gilt 

(18) (Zo, E, G') -< S2 (Zo, E, G). 

Diese Ungleichung enth~lt das oben erw/ihnte Prinzip. 
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Zum Beweise sei u (z) die eindeutig bestimmte Extremalfunktion in G', deren 
Eigensehaften im Satz 1 aufgez~ihlt sind. Im  Gebiet G wird nun eine Funktion 
u 1 (z) folgendermassen definiert: 

Wenn z E G', ist 

= / u (z), wenn z E G', 

U l (z) ( 0, wenn z e G - -  G'. 

(o y lOu, y lo ,y IOuy 

fiir z E G - -  G" gilt dagegen identisch 

(Ou y lo ,ly 
Ox! + ~ /  - -~  

Nach Satz 1 ist dann 

De( �89  = Du,(Ul)= g. 

Zuerst wird bewiesen, dass �89 (z) in G subharmonisch ist. In  der Tat  ist  
u i (z) in G" mit  der harmonischen Funktion u (z) identisch, also subharmonisch. 
In G - - G '  hat  �89 (z) konstant  den Wert  Null und ist somit als Konstante  
sub.harmoniseh. Auf dem Teil L des Randes yon G', der innerhalb G liegt, sei 
~0 ein beliebiger Punkt.  Nach der Definition yon u 1 (z) und dem Satz 1 ist 

u ~  g'o) = u (8o) = o .  

Nach demselben Satz ist weiter u (z)--> 0 in G' und somit 

Fiir $o E L ist also 

if ui(~o + ret~)dq ~ 0 "  
0 

2 ~  

1 /  �9 
ui (~o) < ~ ui (~0 + r e' r d q~. 

0 

Die Funktion u~ (z) ist somit im ganzen Gebiet G' subharmonisch. 
In  G definieren wit nun eine Funktion % (z) als die harmonische Funktion 

mit  ,,denselben Randwer ten"  wie �89 (z), wo dieser Ausdruck die in Nr. 3 erkl~irte 
Bedeutung hat. Nach dem Dirichletschen Prinzip ist dann 

(19) Da(~) ~ Da(~)= ~. 
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Die Fanktion u 2 ist also eine in G harmonische Funktion mit ,,denselben 
Randwerten" wie u~, die ~len Bedingungen II  genfigt. Sie ist also eine ,,zul~issige" 
Funktion bei der Definition yon g2 (zo, E, G), and somit ist 

u~ (%) _< ~ (~o, E, G). 

Andererseits gilt ffir u 1 (z) als eine in G subharmonisehe Funktion 

(20) ul < u2, 

da u2 eine in G harmonische Flmktion ist. 
Somit ist 

~2 (zo, E ,  G')  = u (%) = u~ (zo) -< u2 (%) < Q (z0, E ,  G), 

wodurch die Behauptung (18) bewiesen ist. 

Satz 2. (,,Prinzip der Gebietsverminderung"). 

Das zweite harmonische Mass f2(z, EG) vermindert sich, wenn man in das 
Gebiet G den zu E komplementSren Teil E '  des Randes 17" = E + E" hineinschiebt. 

5. Nach diesen u kSnnen wir leicht das in Nr. 1 aufgestellte 
Problem 15sen. 

An die Stelle des Bereichs G in obigen Betrachtungen t r i t t  von nun an der 
in Nr. 1 definierte bereich B e. Es sei t = /(z) die in Nr. 3 durch die Extremal- 
funktion u (0, E, B0) definierte analytische Funktion, die B o auf eine Riemannsche 
Fl~che T mit dem Fl~icheninhalt gleich ~ fiber die t-Ebene abbildet. Die 
Projektion von T in der t-Ebene liegt nach dem Satz 1 rechts v o n d e r  imagi- 
n~iren t-Achse und wird von einer offenen Menge auf der imagin~ren Achse 
begrenzt. Diese offene Menge entsteht dureh die Abbildung dutch t = ] (z) mit 
naehfolgender Projizierung aus der Menge (1) der Orthogonalkreisbogen des 
Einheitskreises. Wie in Nr. 3 kommt nun das Spiegelungsprinzip zur Anwendung. 

Es sei Sk (z) eine Spiegelung des Einheitskreises an einem Bogen bk der Menge 
(1) und SmSn (z) das Produkt sukzessiver Spiegelungen an bn und bm. Alle erzeug- 
enden Substitutionen der in ~qr. 1 definierten Gruppe kSnnen in der Form 
StaSh(z) (m = O, 1, 2 . . . .  ; n = 0, 1, 2 . . . .  ) ausgedrfickt werden. 

Jeder Spiegelung Sk in tier z-Ebene entspricht in der t-Ebene eine Spiegelung 
an der imagin~iren Achse. Wenn So ein beliebiger Punkt  im Kreise I z I < 1 ist und 

t ( ~ )  = ~ = u ( ~ )  + i v ( ~ ) ,  

wo u (z) die Extremalfunktion u (0, E, B0) ist, gilt nach dem Spiegelungsprinzip 

und 
l(&(r = - i o  = - ' ~  (r + i , . , ( r  

1 (s,,, & (r = - ( -  to) = u (r + i v (r = t (r 
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Die Funktion / (z) wird also durch das Spiegelungsprinzip im ganzen Hauptkreis 
I z [ <  1 der Gruppe G definiert, ist dort eindeutig and regular und invariant 
in bezug auf alle Substitutionen der Gruppe G. Die Funktion /(z) ist somit 
eine automorphe Funktion der Gruppe mit dem Dirichletintegral fiber B 0 gleich 
~. Im Punkte z = 0 hat der reelle Teil u(z) von /(z) den Weft f2(0, E, Bo), 
auf E' ist u (z) gleich Null. 

Wenn f2(0, E, Bo)> 0 ist, kann also ](z) sich nicht auf eine Konstante 
reduzieren und bildet somit ein Beispiel einer nichtkonstanten eindeutigen 
automorphen Funktion mit dem Dirichletintegral < ~, deren Existenz somit fiir 
~2 (0, E, B0) > 0 bewiesen ist. 

Wenn dagegen f2(0, E, B0)= 0 ist, folgt aus der Gleichung (12) in Nr. 3, 
dass cap E* '=  1 ist, was nach A~LFORS und BEURLING [1] z u r  Folge hat, 
dass sich alle ausserhalb E* eindeutigen analytisehen Funktionen mit be- 
schranktem Diriehletintegral auf Konstanten reduzieren. Jeder automorphen Funk- 
tion der Gruppe G in der z-Ebene entspricht eine ausserhalb E* analytische 
Funktion in der w-Ebene. Da das Dirichletintegral invariant in bezug auf 
konforme Abbildungen ist, folgt also, dass sich alle eindeutigen automorphen 
Funktionen der Gruppe G mit beschranktem Dirichletintegral auf Konstanten 
reduzieren, wenn f2(0, E, Bo)= 0 ist. 

Die obigen Ergebnisse lassen sich in einen Satz zusammenfassen, der alle 
symmetrischen Hauptkreisgruppen G vom Geschlecht p = 0 ohne elliptische 
Substitutionen in bezug auf die Existenz der nichtkonstanten eindeutigen 
automorphen Funktionen mit besehranktem Dirichletintegral klassifiziert. Wenn 
solche Funktionen existieren, wird die Gruppe G dem positiven Typus in bezug 
auf eindeutige automorphe Funktionen mit besehranktem Diriehletintegral zuge- 
reehnet. Wenn sich wieder alle eindeutigen automorphen Funktionen von G 
mit besehranktem Dirichletintegral auf Konstanten reduzieren, gehSrt die Gruppe 
G zum Nulltypus in bezug auf die genannten Funktionen. 

Der Teil E der Begrenzung von B0, der auf dem Hauptkreise ]z[= 1 liegt, 
wird der Hauptrand von B o genannt. Die friiher gemachte Voraussetzung, dass 
z = 0 innerhalb B o liegt, ist unwesentlich, da das zweite harmonische Mass bei 
konformer Abbildung invariant ist. 

Satz 3. Eine symmetrische Hauptkreisgruppe yore Geschlecht p = 0 ohne ellip- 
tische Substitutionen ist vom ~ositiven Typus oder vom Nulltypus in bezug au] 
die eindeutigen automorphen Funktionen mit beschr~inktem Dirichletintegral i~ber Bo, 
je nachdem das in einem inneren Punkt z o yon B o gemessene zweite harmonische 
Mass [2 (%, E, B0) des Hauptrandes E yon B o positiv oder gleich Null ist. 

Nach AHLFORS und BEURLING [1] ist die Existenz der ausserhalb abgeschlos- 
sener linearer Punktmengen nichtkonstanten schlichten begrenzten analytischen 
Funktionen denselben Bedingungen unterworfen Wie die Existenz der nicht- 
konstanten eindeutigen analytischen Funktionen mit beschranktem Diriehlet- 
integral. 

Folgesatz 1. Fine Gruppe G von oben beschriebener Art ist vom positiven 
Typus oder yore Nulltypus in bezug au/ die eindeutigen schlichten begrenzten 
automorphen Funktionen, je nachdem das zweite harmonische Mass ~2 (z0, E, Bo) 
positiv oder gleich Null ist. 
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Der Satz 2 in Nr. 4 kann nun angewendet werden, um ein Kriterium zu 
erhalten, das schon verwendet werden kann, wenn man nur das zweite har- 
monische Mass des Hauptrandes E von B 0 in bezug auf den ganzen Haupt- 
kreis kennt. 

Nach Satz 2 ist ja 

n (0, E, B0) -< n(O,E, < 1). 

Wenn nun ~ (0, E, [ z [ < 1) = 0 ist, folgern wir, dass Q (0, E, Bo) = 0 ist. Alle 
eindeutigen automorphen Funktionen mit beschr/inktem Dirichletintegral fiber 
B9 reduzieren sich somit auf Konstanten. 

Folgesatz 2. Fine notwendige Bedingung /iir die Existenz eindeutiger nicht- 
konstanter Funktionen, die automorph in bezug au] eine symmetrische Hauptkreis- 
gruppe G yore Geschlecht p = 0 ohne elliptische Substitutionen sind und iiber B o 
yon G ein beschrdnktes Dirichletintegral haben, ist, class das in z = 0 gemessene 
zweite harmonische Mass des Hauptrandes E yon B o in bezug au[ den g a n z e n  
Hauptkreis positivist ,  d.h. ~ (0, E, [ z[ > 1) > 0 ist. 

Nach meiner Arbeit [1] ist m E  = 0 eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung daffir, dass sich alle eindeutigen und beschr/~nkten automorphen Funk- 
tionen der Gruppe G auf Konstanten reduzieren. Diese Bedingung ist bekanntlich 
aquivalent mit to (0, E, [ z ] < l) = 0. Nach dem Prinzip der Gebietsverminderung 
folgt daraus, dass co (0, E, Bo) = 0, was naeh (17) in Nr. 4 zur  Folge hat, dass 

(0, E, B9) = 0 ist. Alle eindeutigen automorphen Funktionen der Gruppe G 
mit beschr/inktem Dirichletintegral reduzieren sich somit auf Konstanten. 

Folgesatz 3. Wenn eine symmetrische Hauptkreisgruppe vom Geschlecht p = 0 
ohne elliptische Substitutionen vom Nulltypus in bezug au] die eindeutigen und 
beschrdnkten automorphen Funktionen ist, ist sie auch vom Nulltypus in bezug 
au[ die eindeutigen automorphen Funktionen mit beschrdnktem Dirichletintegral. 

Die Umkehrung ist natfirlich nicht richtig. Der Folgesatz 3 ist fibfigens eine 
leichte Folge des Folgesatzes 1. Wenn die Gruppe keine nichtkonstanten ein- 
deutigen und beschr/inkten automorphen Funktionen besitzt, sind natfirlich auch 
die schlichten ausgeschlossen. 
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