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Eine neue Art monotoner Kettenbruchentwicklungen

Von ForLke RyYbpE

1

Der Algorithmus der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche.

Wir nennen einen endlichen oder unendlichen Kettenbruch der Form

as |

a [ Ay
n},_‘,-_*_ I+ _*,.H,lJr_“l,_f....’
I Sday ! Uy I as | A
WO §; dy, dg, A3, . . . Um, . . . ganze, positive Zahlen sind, einen monotonen, nicli-

abnehmenden Kettenbruch, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind,

IIA
IA

a1§a2§a3§_-~ am

Wir nennen einen endlichen Kettenbruch der Form

ay ' , “2‘ as | Am—1 I . nm ‘ ! |
e N + T }‘ e "‘T Tt T T T e
|say  |ag  |ay |tm-1  Jawm |1
WO §; (4, Ug. Uy, . . . (1, @y ganze positive Zahlen sind, einen fust-imopoionen,

nicht-abuehmenden Kettenbruch, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind,

a1§a2§ar3 éaxm—l <al/1-

Das spezielle Kennzeichen eines fast-monotonen. nicht-abnehmenden Kettenbraches

18t mithin, dass der letzte Teilbruch gleich i ist, wihrend der zweitletzte Teilzihler

grisser als der vorherychende ist. Wenn der Kettenbruch nur zwel Teilbriiche
@y i
EX7

. . . 1] . .
Kettenbruch nur einen Teilbruch enthidlt, muss cr der Form I sein. Ks set
s

enthilt, d.h. der Form ist. nehmen wir an, dass «; > 1. . Wenn der

sogleich bemerkt, dass jeder fast-monotone, nicht-abnehmende Kettenbruch in einen
endlichen monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruch transformiert werden kann :

. 1 m 1
man hat nur den letzten Teilbruch | L‘ durch l : ~| Zu ersetzen, WG ty. 1 ganz und
m1
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F. RYDE, Eine neue Art monotoner Keitenbruchentwicklungen

2an aber iibrigens beliebig gewihlt werden kann. Dasselbe Ziel wird auch
durch die Transformation

_n— 1] amn—1] 1] _an—1]  anw—1|  amsi]

YT

3

i+1_l_ =
lam |1 |am—1 Jamw—1 |1 Jan—1 |an—1 |am

mit amy+1 ganz und =a, — 1 aber iibrigens beliebig gewihlt, erreicht.

Wir betrachten jetzt den nachstehenden Algorithmus, den wir den Algorithmus
der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche nennen wollen:

Es sei 0 eine reelle Zahl im Intervall 0 << # << 1. Dann bilden wir folgender-
massen eine Reihe von neuen Zahlen 64, 6,, . . .

1
[
) 6 lol]
T 1 ] ’
g o
0 0
(A) i,
1
LS By
=T 011 T
ISy o
60 L6

usw, wo das Zeichen [ ] seine gewéhnliche Bedeutung hat.
Fiir den Algorithmus (A) gelten folgende Sitze:

Satz I. Wenn 1/2 <0 <1 und 6/1 — 0 nicht ganz ist, so gilt

1 1 1

Es gilt namlich, wenn 6 = 1/1 + o gesetzt wird, 0 <w <1, da 1/2<6<1
angenommen 1ist. Dann ist

_[1] =[1+w_1[1+w]] 2[2}3‘]
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w

1 . . .
denn w10 ist zufolge der Voraussetzung nicht ganzzahlig.

Satz II. Wenn 1/2 << 0<<1 und 1—:079 eine ganze Zahl bedeutet, so gilt

1 B L —1.

Tl Pl

= n setzen, so ergibt sich durch direkte Ausrechnung

Denn, wenn wir 1—%

1 1 1
—M—ﬂ[ 1 ] =y und 0 ?_————1 J
0 0 0

0, ist gleich Null zu setzen.

=n+ 1.

S|

Satz III. Wenn 1/2 <0 <1 und nicht ganz ist, so gilt 1/2 < 6; < 1.

6
1—46
Wenn nimlich wie oben bei dem Satz I 0 = Ij—‘w gesetzt wird, so ergibt

sich aus (A) I

BRI
[ -ofi]

Weil 1/2 << 0 <1, liegt w im Intervall 0 < o < 1. Weil 51)— = i—E—B nicht ganz-
zahlig ist, so ergibt sich [%] <&>1— und deshalb 6; << 1. Ferner kénnen wir das

Intervall 0 < w < 1 folgendermassen zerspalten: 0 < w << 1/2und 1/2 < w < 1.
Im letzten Fall ergibt sich 1 < £< 2 und deshalb [%] =1 und

w
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Im ersten Fall ergibt sich, da immer 1 < [-al?] + 1 ist,
w

61=w[l]>w(l—-1)»=1”—w>l'
P w 2
Satz IV. Wenn 0 <0 <% und 1/0 nicht ganz ist und ebenso - 6*—1_‘
T
0
L 1
o 1T 1o
0 ] ] 0

wo s = [%9] eine ganze Zahl =2 bedeutet.

Wenn nimlich wie oben 6 = l—wl-* gesetzt wird, so ergibt sich 1 << w und
T w

nicht ganz ist, so gilt

'V:}F] ) [1 + w—l[l + w]] [1 + wjl —[w]] [Jil“m]

B Tﬁ S Rl Pl | R R ORE O ol

6 0
B e | R S R |
6 l6]

wo s=1+[w] =1 + [1 — 1J = lf] eine ganze Zahl = 2 bedeutet. Es ergibt

sich ndmlich

o—lob] 2| <ot g -

L L IS S
o — [w] é_l—lé—l] é_[éj I_H[H

ist zufolge der Voraussetzung nicht ganz.

denn die Zahl
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Satz V. Wenn 0 < 6 < L und 1/6 ganz ist, werden die Ausdriicke (4) sinnlos.

=

+ 1,

1 . . . .
Wenn 0 < 8 <§ und 1/6 nicht ganz ist, aber ganz ist, so gilt

1 1
s

L D N | e B S
o111 L Y
0 6 ] o1
wo § = [;] eine ganze Zahl 22 bedeutel.

Denn, wenn die ganze Zahl —— - - = -

gibt sich 1“6[] ; i[ .
3 i‘-:l‘[r] ~[l=1Lol =] = [al - - 13) fi‘l"[‘f] <1

6 0

. o 1
(n muss =2 sein, weil -

9 nicht ganz ist.)

Satz VI. Wenn 0 < § < % und 1/0 nicht ganz ist und ebenso — 9 1 nicht
o
6

. 5 1
ganz ist, so gilt - < 6; < 1.

2
Wenn nimlich wie oben 6 = 171’23 gesetzt wird, so ergibt sich aus (A) (vgl.
den Beweis beim Satz 1V)

et (LR 1) PR R B PRl

d. h. )
o P LR e DR ol P e
Da T Z[é] = w——l[w] nicht ganz ist, so ergibt sich sofort
o—la)| ] <@—to) o2 -1

Da w = é-— 1 nicht ganz ist, so liegt @ — [w] im Intervall 0 < w — [w] < 1.
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Da fernerhin v — [w] % % ist, denn sonst wiirde —J—l ganz sein, so ergibt
10 H
0

sich in gleicher Weise wie bei dem Beweis des Satzes III, dass 5 < 0, ist.

. 1
Satz VII. (Die Monotonieeigenschaft des Algorithmus.) Wenn 9 <0<1

und-lﬁe

nicht ganz ist, so gilt
IR 1FS IR N
L [1] B N [l]
0 0 6, 0,
wo 0y nach (A) definiert ist.
Denn nach (A) und dem Satz I gilt
1
1_ [1]
o 7 6
#_L__ + 01

1_ [1]
6 6
Weiterhin ist nach dem Satz III %< 6; < 1. Nach den Erérterungen ber dem

Beweis des Satzes I ist dann

1 I I I I
l__ [1] = [1 — 0] und ebenso [ [1] = [1_ 91] .
6

9 0

0 0,

Es ergibt sich deshalb

1 . 0y B IH _ 1
IR 0
6,

0, 0, [ 6 11—96 1

|
—
-
| }Q:
D
| I———
)]
Y
A
D
mmm—
[y

weil
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Satz VIII. (Die Monotonieeigenschaft des Algorithmus.). Wenn 0 << 0 <%
und 1/0 nicht ganz ist und ebenso —ij—— nicht ganz ist, so gili
-]
LN P 1

B b
0 6 6, 0,
wo Gy nach (A) definiert ist.
Unter den angegebenen Bedingungen gilt nach den Sitzen IV und VI
1
1 [1]
6 6
= : ;
+ 04

o L

WO § = [f] und wo %< 6; <1 ist. Es ergibt sich deshalb

S

1
1 [f . Le e 6 |6
] ]
__~71 —
L)
] 0
weil
1 1
0 < 171 — 1 <1,
0 ] f ]
denn i~—~1~1— ist geméss der Voraussetzung, nicht ganz.
-l

In den bei den vorigen Sitzen auftretenden Ausnahmefillen, die folgender-
massen zusammengefasst werden kénnen,
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I. s=1,n>1
mit ¢ II. s21,n=1

II. s>1,n>1,

_ n
sn+ 1

liegen von vornherein fast-monotone, nicht-abnehmende Kettenbriiche vor.
Die Fialle IT und III konnen wir beiseitelassen, da sie nicht bei der fortge-
setzten Verwendung des Algorithmus auftreten konnen.

Satz IX. Wenn der Algorithmus sukzessiv angewandt wird, entstehen aus den
Gleichungen
a _ay as

= - — = , Oy = L
sap + 0,0 T ap+ 0, P ay+ 05 ’

wo allgemein

01/—1 9»'—1

ist, eigentliche, nicht sinnlose Kettenbriiche

lsay  las  |ag
Wenn der Algorithmus nimmer abbricht, entsteht ein konvergenter unendlicher
Kettenbruch, der die Zahl 6 darstellt.

Der erste Teil des Satzes folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass simtliche
Grossen s, aq, dp, @, . . . und 0y, 0, 05, . .. positiv sind. Die Konvergenz der
unendlichen, hier auftretenden Kettenbriiche folgt aus bekannten Kriterien.
Vgl. z. B. Encykl. math. Wiss. Bd 1, Teil 1 p. 129. Um den letzten Teil des
Satzes zu beweisen fithren wir in bekannter Weise die Naherungsbriiche

Av al l (22 | as | [4 7% l
Lr_ @]yl Gl & 93, ..
B, |sa; laz |as +|a., ¢=123...)
ein. Dann gilt
ay | ay | a3 I Ay | 1‘.11; -+ Av—l . 61;
= .+_ _Z1 2t - B e T
6 | say |a2+|a3+ +|av+0v B, + B,_1-6,

Mit Hilfe der bekannten Formeln
4,B, 1— A4, 1B, = (‘—' l)v——l Ay Qe Qg . . . Oy

ergibt sich fir » = 0 (mod 2)

Av Aw—-l
B, <0< B
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und fiir v=1 (mod 2)
ot g
B, B,
da simtliche Grossen s, ag, @y, . . . und 64, 05, .. .und 4, und B, (» = 1,2, ...)
positiv sind. Hieraus und aus der Konvergenz der Kettenbriiche folgt

6=a1l+9§l+aij+
lsay * as  |ag

Satz X. Der Algorithmus (A) auf eimer wm Intervall 0 <r <1 gelegenen,
rationalen Zahl r angewandt, bricht nach einer endlichen Anzahl von Schritten ab.
Es entsteht ein fast-monotoner, wicht-abnehmender Kettenbruch.

Wenn 7 = —"i-—,
sn+1

oben bemerkt wurde, schon vornherein fast-monotone, nicht-abnehmende Ket-
tenbriiche vor. In jedem anderen Fall fiihrt der Algorithmus nach den Satzen I,

III, IV und VI zu einer Entwicklung
A

a
r= g,
ISG]

wo s und % ganze, positive Zahlen bedeuten, liegen, wie

.. . 1 . . .
wo s und a; ganze, positive Zahlen sind und wo §< 7, << 1 ist. Schreiben wir 7

als einen irreduziblen Bruch Z, so ergibt sich mithin

_u{g—ps) 1
P = e =

P V4
wo 1=p; <p <gq.ist. Wenn i El{f/;) nicht ganz ist, d. h. p;/p nicht der Form
;L—:?E—Wl— ist, gibt der Algorithmus ebenso
P L a| + oy,
P Iaz

2 1
ganze Zahl p, folgende Ungleichungen 12 p, < p; <p <gq, usf. Schliesslich
muss der Algorithmus zum erstenmal zu einer Zahl 7, = p,/p.—; der Form

wo <7y <1 ist. Wie oben ergibt sich, wenn r, = %% geschrieben wird, fiir die

| mit a, << n fithren, denn es gibt nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen P

im Intervall 1P < ¢q. Dann liegt eine fast-monotone, nicht-abnehmende Ket-
tenbruchentwicklung vor. (Der Fall a, = n ist ausgeschlossen, denn sonst wiirde
schon

a |

n+ 1
77_1*’—1'+7v~m+m+1—m

der angegebenen Form sein.) Die Monotonie der -Entwicklung folgt aus den
Satzen VII und VIIL
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Satz XI. Der Algorithmus (A) auf einer im Intervall 0 << g <1 gelegenen,
irrationalen Zahl o angewandt, bricht wimmer ab: es entsteht eine umendliche,
monotone, wicht-abnehmende Kettenbruchentwicklung der Zahl p.

Denn, wenn der Algorithmus abbrechen sollte, dann wiirde die Zahl rational
sein. Die Monotonie der Entwicklung folgt auch hier aus den Sitzen VII und
VIII. Vgl. auch Satz IX.

Satz XII. (Die Eindeutigkeit der Entwicklungen bei den irrationalen Zahlen.)
Jede im Intervall 0 < g <1 gelegene irrationale Zahl o lisst sich auf eine und
nur eine Weise in einen monotonen, nicht-abnelmenden Kettenbruch emtwickeln.

Es bleibt der Nachweis der Elndeutlgkelt itbrig. Es sei allgemein

_glw_l_!_ail%__aa_l_}_...%_.aﬂ:,l,l_{_avl M a1+2l .-+ ad Iinf.

|say " |as  as [ A [ |aris
und

a1|+a_2__|+_ai|+...,+av—ll+{)—y—| ’+1I v+2| .-« ad ]nf

|say  |as  ag lav-1  |bs |bv+l |b1+2
zwei Kettenbruchentwicklungen der Zahl o, wobei s, ay, @3, . . . a,—1 ebenso wie
@y, Byi1, Gyi2, . . . und by, byi1, byse, . . . ganze, positive Zahlen derart bedeuten,
dass

012035035 Say-1 und @120 S A 1S A2 S
und ebenso
a'v—lébvfbv—i—l_ba-{»Z—
Wir schreiben

0= al, gl 6l el o] eal, 0,41
| sy laz laa |a.,_1 | Iaw+1
a | | | | as] av-1] . by| | bus1]
— -l dal dely oy el ey +
[sar ez |ag P L E st Yt
wo (cf. Satz IX) 6,41 = a;+2| + -+ und P41 = I;:ZI + .- gewiss kleiner als
2

1 sind. Dann ergibt sich nach wiederholten Reduktlonen und Invertierungen

a, _ bv
. - b, ’
ay + 2L L
avs1 + Oo11 byr1 + i1
d. h.
Ay41 bv+1
1+ =1+ ’
@y (Ayg1 + 0:41) by (byt1 T+ woi1)
woraus sich ergibt
y T 0,01 =056, + —
a, P +1 b i1 * Py t.
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Hieraus folgt @, = b,, da a, und b, ganze Zahlen sind und

o . 0,,-;.1 <1 und 0

0< ait b

Ebenso beweist man, dass auch alle folgenden Teilbriiche in den beiden Ent-
wicklungen je zwei iibereinstimmen miissen. — In gleicher Weise wird gezeigt,
dass auch der erste Teilzihler sowie der erste Teilnenner eindeutig bestimmt ist.

Satz XIII. (Die Eindeutigkeit der Entwicklungen bei den rationalen Zahlen.)
Jede im Intervall 0 << r << 1 gelegene rationale Zahl r lisst sich auf eine und nur
eine Weise in einen fast-monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruch entwickeln.

Die Beweisfiihrung bei dem Satz XII behilt auch hier meistens ihre Giiltig-
keit. Nur miissen wir die Endlichkeit der beiden Entwicklungen beriicksichtigen.
Wenn der Abbruch bei dem (v + 2)-ten Teilbruch oder spiiter einsetzt, behilt
die Beweisfithrung ihre Giiltigkeit, denn wenn z.B. 6,1 = 1 ist, 50 muss a,11 > a,
sein, und die Ungleichungen

@y

0< '0'v-|-1<].

Ay41

bestehen immer noch. Wenn der Abbruch in beiden Entwicklungen bei dem
(v + 1)-ten bzw. bei dem w-ten Teilbruch einsetzt, miissen die Entwicklungen
offenbar zusammenfallen. Wenn der Abbruch in einer Entwicklung bei dem
(» + 1)-ten Teilbruch einsetzt, kann er nicht spiter bei der anderen Entwick-
lung einsetzen. Denn aus z. B,

a b,
a, + 1 b,, 1 b.y+1 n
bot1 + Yot
folgt a, = b, + Z—b~—~1p,+1, was unmoéglich ist, da die Ungleichungen
v+1
b,
0<——p1<1
bv+1
immer noch bestehen. — Ebenso kann die eine Entwicklung nicht bei dem

v-ten Teilbruch und die andere spiter abbrechen.

Es folgt weiter aus den vorstehenden Erorterungen, dass ein unendlicher,
monotoner, nicht-abnehmender Kettenbruch nimmer eine rationale Zahl dar-
stellen kann, Vgl. Encykl. math. Wiss., loc. cit.

II

Schlussgleiche monotone, nicht-abnehmende Kettenbriiche.

Wenn wir den vorliegenden Algorlthmus auf die Zahl # — 3 anwenden, ent-
steht die Entwicklung .
© 15| | 15| 292] 460|

7 =3+1705 " 15 " [292 " [260
329.
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In gleicher Weise erhalten wir

1] 1] | 1i| 292 | 1()0]
O = 6 4

TEOTRTNO e T 202 T (460 "
Es leuchtet ein, dass die monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwick-
lungen von = und 2z vom dritten bzw. fiinften Teilbruch tibereinstimmen, was
wir auch spiter bestitigen sollen. Wir sagen, dass @ und 2z ;M -schlussgleich
sind. Ebenso findet man, wenn y = 0577 215 664 901 532 & ... die Eulersche
Konstante bedeutet,

y 1] 6], 48] 214  239]

ITQTTI3 6 T e T 20s 29

und
2| 13| 2 214| d59|

:}7/:_7;‘7 + .
=56 Tn Tuse Tane Tymet

80 dass ¢ und 4¢ (M-schlussgleich erscheinen, was auch bestitigt werden kann.
Es entsteht die Frage, wann zwei Zahlen y und ¢ 'M-schlussgleich sind.

Wir beginnen mit dem

Satz 1: (Notwendige Bedingung.) Wenn zwei im Intervall 0 <6 <1 gelﬂgene
wrrationale Zahlen y und ¢ "M-schlussgleich sind, muss zwischen ihnen eine Be-

zichung in der Form einer lmearen Substitution

gelten, wo A, B, C und D ganze Zahlen bedeuten.
Wenn o und @ MM-schlussgleich sind, gelten folgende Beziehungen

p= al,wl, el el
|S(ll |(l [(,L3 |(1m
und
bi| | bs| b ba |
i -+ 4 N BEELE R
¢ ltbl 28 ‘b" | bn @

wo die Entwicklungen monotone, richt-abnehmend» Kettenbriche sind. Mit
den Bezeichnungen

A ay | dy l (13 | U l A1 a1 I (12 l da 1 . I --1 |
LGN T IS - . Ly :
Bn sy ia ]a3 + | U und By | say |a2 ia3 | et
hzZw.
an bl | _ b2| C by bnl -1 by ] byl = sl b,, 1]
— = LI [ELE _ — . . Ai, . + -
/7})1 / ” I })z lba o ' hn und ﬁn -1 l t bl I b2 Ib:} Ib" 1

erhialtn wir {vgi. den Beweis beim Satz IX, Teil I)
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Am e ") 1 d (ln 1° w T (L,,
Po= = 2 oun == —
B, 1o §' B, ﬁn 1 /fn
woraus sich ergibt
I B Jm
() = e

By 1 1,0 - Am—~1

und mithin
T Bm ?f) '7 Ai{ul
Bm -1y Am 1
7‘ B,;l lp T, 11;;7 ) . ﬁ
Bm 1y Am oot "

e DY )
¢ =

d. h.
(an Bm LU an) P~ Uyt Aoy — - J,,, :

([en Bm -1 77 /)n 1 Bm) N ﬁn—l ) An; - ﬁn . Alm

Es gilt folglich
_dy -
T P D

A =a, Bu-1-—an-1 Bn
B =a,.1-dip— ap dn-
C = ﬂn ) Bm—l - ﬁn] . Bm

D = ﬁrz,Al o ﬂn' b D
ganze Zahlen sind.
Es sei bemerkt, dass die Substitutionsdeterminante

‘;'1, B

AZ(C,D

) Z(A-‘ 1)m+n'a16£.2(}.3 N .Gm~5)152?)3. . .bh
ist.
Es bleibt die Frage iibrig, wann eine gegebene lineare Substitution

Ay + B

Cy+D

mit ganzzahligen Koeffizienten 4, B, C und I! eine irrationale Zahl ¢ in eine
wM-schlussgleiche Zahl ¢ iiberfithrt. Man sicht sofort ein, <ass die ohon durch-

gefithrte Betrachtung nicht nur fiir eine vereinzeite Irrationaizahl w gile son-
dern fiir simtliche Irrationalzahlen im Intervall

Im, n .
R I
gm,n + 1

WO gm,n die grosste der Zahlen a, und b. badeutet. Wir kinnen daher das
Problem folgendermassen prizisieren :

331



F. RYDE, Eine neue Art monotoner Kettenbruchentwicklungen

Es ser

®) -ty

eine gegebene lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten, AD — BC # 0.
Es sei ferner

(a) _M_*_ail_}__ail_f_“._ki

lsay  Jaz e

der gegebene Anfang einer monotonen, nichi-abnehmenden Kettenbmchentwicqung.
Unter welchen Umstinden ist es dann moglich einen anderen solchen Anfang einer
monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung

by|  by| . byl ba|
b it 1 e 1 Sty
) ltbl+|bz+|ba+ +|bn

s0 zu bestimmen, dass jede Irrationalzahl v in dem Intervall, dessen Gremzpunkte

a | | ay| | ag]  @n| | Gmn |

L

|say, las  |as . v |am  |gman + 1
und |
o1 | asl| | as] am i
poaby el o e
lsay  |ay  |ag lam + 1

sind, durch die Substitution (8) in eine mit y "M-schlussgleiche Zehl @, dessen

Anfang durch (b) gegeben ist, iberfihrt wird? Dabei bedeutet gm, n die grisste der
Zahlen am und by,

Es gilt der Satz 2:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit des vorliegenden
Problems kann folgendermassen formuliert werden:

1. Aus dem Gegebenen berechnet man die Zahl

Am)
R
= _——_Am b
c (E;) +D
wo
‘i’_ﬂ - a3 I 4 flil + _ai.l + + gm_'
Bm I say la2 |a3 I am
Dann soll die Bedingung
(A) 0<r<l1

erfullt sein.
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2. Die gefundene rationale Zahl r wird dann in einen Kettenbruch folgender
Form entwickelt

bl I b2l b3| bn~1| bnl
= e 2 By +
T [ T [6ams " b
wo t, by, by, by, . . . bu_1, by ganze positive Zahlen bedeuten, dergleichen dass

b1§bz,§ba§ ébn—lébn-

Dann sollen folgende Bedingungen erfillt sein

Am——l
A + B
by|  by|  bs) bnz| b1l (BM—I)
B A 2y By + - —
®) [thy by |bs [ - (Am—1) +D
By_1
und
ba | ba-il ba]  bs| | b
C) b+t + oo Py 2
( ) Ibn~l Ibn—2 Ib3 |b2 Itbl
| o() s
=(am+ain~|+aﬂi|+...+@_l+ azl). B ,
|am-1 = |am-2 las  |sa; 0(1—4"’—'1)+D
Bm~—1
wo
Am—1 ay |, as| | a5 am-1|
=By Py e
Bu_1i |sa;  las  |as | @m—1

Was zuniachst die Notwendigkeit der Bedingungen betrifft, so setzen wir vor-
aus, dass

by |, bl

— 1 &1 +

[¢6, " [b,

bsf ) bn,
2 + 4_ RS,
|65 |ba

der Anfang der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung jeder
Zahl

_ Ay + B
¢_0w+3
ist, wo
w:il+gﬂ+gﬂ+---+ﬁ+w
lsa,  laz  |as | am

eine Irrationalzahl in dem Intervall bedeutet, dessen Grenzpunkte

&I+ail+ail+...+%,[ _@l‘,_l
|sa;  las  |as |am = |gmn+ 1
und
_&J+a_2_+fl£_l+ CL&,_I
|say  fay  |ag lam + 1
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sind.  Hierbei bedeutet gm . die grosste der Zahlen @, und b,. Weiter sgll die
Entwicklung der Zahl ¢ ™M-schlussgleich mit der Zahl y sein, d. h. die Beziehung

_4dy+ B bi| | ba] | bsl ba
e g
Cy+D ltb1+|b2 |b3+ +]b @

soll gelten. Es sei bemerkt, dass aus der Voraussetzung betreffs v folgt, dass

1 1
Imn <1, d h 1<—<1

gmn+1 Im, n

so dass der erste Teilzihler bei der Entwicklung von @ in einen monotonen,
nicht-abnehmenden Kettenbruch 2 gm,» ist. Die Entwicklungen von 3 und ¢
werden dann tatsichlich monotone, nicht-abnehmende Kettenbruche

Nach dem Beweis des Satzes 1 ist dann

an-Bmo1— an—1-Bn = 4k
an-1-Am — an- Am_1 = Bk
fn Bn—1— Pn-1Bm = Ck
Pr-1"Am— Pu- du-1 = DE,

wo k eine Konstante ist. Dann ergibt sich

4 (g ) + B éﬂ(an'Bm-l - O(n—l'Bm) + O(n-—l'Am_ an'Am—i
m

Am Am
o(B )+D " (B Bt — fa-1° Ba) + ot A — i Ay

- xn (Am “Bm-1— Am—l ) Bm) - Un
ﬂn (Am ° Bm—l - Am—l ° Bm) ﬂn
bl | ba| | bs] bn-1]

=+l + By
[tby ~ |by  |bs

d. h. die Bedingung (A) ist erfiillt.
Weiter ergibt sich

r =

A(A'" )+B Ao Bt — tno1- B) + tnt- A ot Ay

B, 1 Bm 1
Am_ - Am
C(52) 1D 22260 Bas — facs Bo) + Pt A — P A

- On—1 (Am Bm—l - Am—l Bm) — Op—1
ﬁn-l (Am Bm—l - Am—l Bm) ﬂn-—l

S Y Y b1l
[eby " [by  [bg [Bn1

Die Bedingung (B) ist mithin erfiillt.

2 By
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Ebenso ergibt sich

0(" )+D ﬂ”(ﬂn~Bm_1—ﬁn_1-Bm) Bt Am— fin- Amos

Bﬂl
C(Am 1)+D Am l(ﬂn - I*ﬂn 1 Bm +ﬁn—1'Am_(3n'Am—1
Bm 1 Bm_

Bm—l R ﬂn (Am Bm~1 - Am-l Bm)
Bm ﬂn—l (Am Bm—l - Am—l Bm)

Es gilt aber (cf. O. PErroN: Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig und
Berlin 1929, p. 12)

By n am | Om— 1| a3| a, |
______ — + + _—= 1
By tm |am 1 |am 2 |a2 |sa,
und ebenso | | |
B bo | | bna bs bo | 1
A + < N
Br-1 " Ibn—-l ‘bn—-2 |b2 I 14 b}

Die Bedingung (C) ist mithin erfiillt.

- Wir wollen jetzt zeigen, dass die Bedingungen hinreichend sind. Wir setzen
mlthln voraus, dass die Bedingungen (A), (B) und (C) erfiillt sind und miissen
dann folgendes nachweisen: Fiir jede Irrationalzahl

_al ml el

|say  las  |as | am
in dem Intervall, dessen Grenzpunkte
jl_l_i_qll_k |+ ‘_‘_gm_l _@_"‘Iudall_}_qil_*_ai‘_k __“’E_J
|sa,  |ag |‘1'3 lam | gmn +1 lsa;  lag  lag |am + 1

sind, gilt, dass die eindeutig bestimmte monotone, nicht-abnehmende Ketten-
bruchentwicklung der Irrationalzahl

Ay + B

Cy+D

die folgende ist;

! Die hier auftretenden Entwicklungen fir B ol Bt und B,/8, _ sind fir sa, =1, bzw.
tb; =1 monotone, nicht-wachsende Kettenbriiche und fiir s a; > 2 ag, bzw. tb; > 2 by fast-
monotone, nicht-wachsende Kettenbriiche. Die fraglichen Kettenbriiche habe ich in einigen
Schriften behandelt. (Cf. Arkiv fér matematik, astronomi och fysik, Bd 31 (1944) und Bd 34
(1947), und Arkiv fér matematik, Bd 1 (1949).)
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bl sl | bs) b
Pl ot o,
T leby T [by | [6n

wo fiir die Zahl @ ihre monotone, nicht-abnehmende Kettenbruchentwicklung einge-
setzt wird. — Wie oben wird gezeigt, dass die Entwicklungen von y und ¢ unter
den gemachten Voraussetzungen tatsichlich monotone, nicht-abnehmende Ketten-
briiche werden, so dass ¢ und ¢ dann in der Tat "M-schlussgleich sind.

Der Beweis gestaltet sich folgendermassen: Aus

|

+ w
[am

oot By
|sa, |a2 |‘13

folgt wie oben bei dem Beweis von dem Satz 1

Am 10 + Anp
Bm 10 + B
Dann ergibt sich
Am_1w+Am
Ay+B T BiiwrB. 8
T Cy+ D Apiw+ Ap
¢ BurotBu P

w(AAm_l + BBm_l) + A4, + BB,
w (OAm~1 + DBm_l) + CA4,, + DB,

AAm-1 + BBp_ + AAnm + BBy
- wCAm—l + DBm—l OAm—l + DBm——l

. _Cdun+ DB,
@ CA4y-1 + DBy
(A A,
() es a(g)em oz)er 4,
w
A1 Bo_
. C(B )u) o( )+DC(BMI)+D
_ o
. o (5z) ¢ ' Bn
T,

Bm—,l
oz +p

Nach den Bedingungen (B) und (C) wird dann

An—1 + an ﬁn
=Aw+B_wﬁn—l ﬁn ﬁn 1_an41w+dn.
Cy+D P Brrw + fn

n~—1

w +
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I’1| + "l + bsl_LLbnl
|£by lbz |55 | ba

+

kann aber folgendermassen geschrieben werden (vgl. den Beweis bei dem Satz 1)

p—1 '{‘ An -

ﬁn 10 "‘ ﬁn
woraus sich ergibt
_dy+ B bxl"’zi bs | .,..{.éﬁlq-(,)_——
Clp+1) o thy by Ib., [ &,

Entwicklungen der im Satz 2 angegebenen Form

bl I b"l b3| y bn—]l = bﬂl
Loy T be by T (s T b

konnen aus der fast-monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung der
Zahl r

1 I | . "3[ . "-I 1

5 e
Cue [(‘2 |(’3 le, |

mit ¢, > e,.1 in zwelerlei Weise erhalten werden: entweder

¢ | ('27,[7 el ”J‘_?wll i I_L C.r+1[

r = ¢ —-= mit ¢,112¢,
lue,  lea ' les A PR P
oder
realpel el el et e—1] ena| o eraazer 1.

ue lez " les levr ' Jen—1 e, —1 " |evse

Andere Entwicklungen dieser Art gibt es nicht.

Wenn ins besondere die lineare Substitution ganz ist, d. h. C = 0, so ver-
einfachen sich die Bedingungen des Satzes 2 in folgender Weise:

A4 A4An B
(A) 0 < DB, +D<1
bi |  by| . by n2| bu—1] 4 A B
B 1 72} 4+ 3l 2! kil 4
(B) |tb1+|b2 [bs " " lbue |boi D Bua D
| n—ll b4| ba' bzl Am |
Q) by Ol bl + 3 2 g T
© R TSR T [bg by by ¢ | @1
L amvll + g:i_l + a2|
lam—-‘l |a’2 l sy
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Noch einfacher werden die Bedingungen, wenn 4 >0, B=0, C = 0 und
D =1, d.h. die Substitution von der Form ¢ = 4 -y ist. Dann ergibt sich
fir m23 und n=3

a|  ay]  a am| 1
Ay b2l 8 A -
lsay  lax  |as lam ~ 4
bu | | bl by| | bsl am | am-1] a| . as]
B) b+t b o A Bl g L 2By A
U T TS T A Tl P (A
bn l bn—ll bal bz" am ' “m—1| “3‘ ay I
C) ba+ B T e e R e
( ) " Ib'n—l Ib"“ |b2 ltbl m a/m—-lﬂ- |am—2 |a2 lsa’l

mit der als Definition der b, dienenden Gleichung

b |
ot
g

by| | bl
[ty |y

bu-2|  ba1] . bal ( a | | as] | el “ml)
+ +od =4 L Uk
{bn-2  |{ba-1  |bn [say  |az |as [ @m

Denn die Bedingung (B) in dem Satz 2 kann jetzt in folgender Weise ge-
schrieben werden

=

fr-1 _ 1 Bm-
Ap—1 A Am_

-

Die als Definition dienende Gleichung gibt

Die Bedingung (C) in dem Satz 2 kann in folgender Weise geschrieben werden

Bn _ Bm
ﬂn—l Bm—-l

Durch Multiplikation dieser drei Gleichungen erhilt man

o Ap

®n—1 Am-—l

Durch Induktion kann bewiesen werden, dass

A o G| amea| 6l ]
Am— |am-1  |am—2 las ~ |as
bzw.
On bn l bn—ll b4| b3‘
= by + + o i g B
*Kn—-1 " Ibn—l Ibn—2 lbs I 2
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Mithin ergibt sich die speziellere Bedingung (B) oben. — Es sei bemerkt, dass die
vorstehenden Bedmgungen (B) und (C) die Existenz von mehr}‘cwhen Ketten-
bruchentwicklungen der in Rede stehenden Art fiir die entsprechenden Zahlen
fordern. (Cf. loc. cit.)

Verwenden wir das in dem Satz 2 ausgedruckte Kriterium auf die Substitu-
tion (8) mit 4 =2, B=0,C=0und D=1, d.h. ¢ =29, und auf den An-
fang (a) mit m =2, a; =15, a, = 15 und s = 7, so erhalten wir » = 15/53,
d. h. die Bedingung (A) ist erfillt. Ferner gibt die fast-monotone, nicht-abneh-

mende Kettenbruchentwicklung der Zahl r, r = Il_gl + Il_ll + I 7' + |—1I zwel Reihen
von Entwicklungen (b)
1 1] 7] b 1 1] 6] 6] bs|
=ot+tmdm s wmd r= S+
137117 [7 " [ ERSTRACRATRNIS

Die Bedingung (B) wird pur fiir die erste Reihe erfiillt. Die Bedingung (C)
gibt dann

bl , 7| 1] _ 15
Bt T T8 s

und| Inlthlll'l by =| 14. Jede Irrationalzahl  in dem Intervall, dessen Grenzpunkte
15| 15| 15| 9255 15, 15|

et = et 3 St 141592
1105 " [15 {16 ~ 1801 ~ V1419880 .. und p o0 gy = 113 = 0,141592%.
sind, hat die Eigenschaft, dass die monotone, nicht-abnehmende Kettenbruch-
entwmklung von 21/) sM-schlussgleich mit y ist. Die Entwicklung von 2 be-

ginnt mit | I + 1'

3 |1 + l + —l Die Zahl 7 -— 3 gehért diesem Intervall.

177 |14

‘ Méglicherweise konnen die monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche und
ihre entsprechenden Intervall-Transformationen bei einer kiinftigen Theorie der
transcendenten Zahlen von Nutzen sein.

Tryckt den 22 september 1950

Uppsala 1950. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB
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