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(Premiere Partie.) 

Le but de ce travail  est de d6velopper d 'une fa~on d6tail16e les iddes dont  

j 'ai  rendu compte dans une conf6renee fai te ~ Sbockholm le 15 septembre 1924 

et rdpdt6e quelques jours apr~s s Copenhague et s Innsbruek. 1 Cette premiere 

parole eontient les 6tudes prdliminaires dont  nous aurons besoin pour 6tablir, 

dans ]a 

dtudions 

dans la 

rant de 

analytique. 

ultdrieures. 

seconde partie, le lien int ime qui existe entre les fonetions que nous 

et la Thdorie  du potentiel. Le rdsultat  principal auquel nous arrivons 

pr4sente patt ie  est une gdn6ralisation pas 6vidente du thdorbme impor- 

M. HARDY concernant les v~leurs moyennes du module d 'une fonction 

C'est cette gdndralisation qui nous  ouvr i r a  la voie ~ nos recherches 

i. D~finition des fonct ions subharmoniques  et l eur  propri~t~ prineipale; 
eas des fonctions continues. 

La classe de fonetions dont  il sera question dans ce travail, introduite  en 

Analyse par 1VI. }tAUTOGS s, mais dont  l'id6e intervient  d~j~ dans la m~thode de 

F. RIESZ, ~Tber subharmonische Funktionen und ihre Rolle in der Funktionentheorie 
und in der Potentialtheorie, Acta Univ. Franc.-Jos., Szeged, t, 2 (I925), p. 87--IOO. 

F. HA~TOOS, Zur Theorie der analytisehen Funktionen mehrerer unabh~ngiger Veriinder- 
lichen etc., Math. Annalen, t. 62, p. 1--88. 

49.--25389. Ac2a mathematica. 48. Imprim6 le 11 mars 1926. 



330 Fr4d4ric Riesz. 

ba layage  de POINCAR~ 1, est une extension presque imm4diate ,  au cas de plusieurs 

variables,  des fonct ions  convexes d 'une  seule variable. 

P a r m i  les f o n c t i o n s  continues d 'une  var iable  r4elle, les fonct ions convexes 

s e  d i s t inguent  pa r  l 'hypoth~se  que les arcs de leur image  soient situ4s au- 

dessous des cordes jo ignan t  leurs extr4mit4s;  comme cas limite, on pe rmet  aussi 

que l ' imuge soit une droite  ou un  segment  de droRe ou qu'el le cont ienne de tels 

segments .  C'est-s que, duns t ou t  interval le  a<x<=b off elle est d4finie, 

la  fonct ion convexe doit  ~tre inf4rieure ou 4gale s lu fonct ion l in4uire qui p rend  

les m~mes valeurs  en a e t  b ou, a u t r e m e n t  dit, qui admer les m~mes vuleurs 

p4riph4riques. 

L a  condi t ion suffisan%e clussique pour  que lu fonct ion  cont inue u(x)so i t  
convexe est que u" (x) >--_ o. Mais cet te  condit ion n ' e s t  pus n4cessaire. Une  con- 

di t ion s lu fois n4cessaire et  suffisante consiste en ce que la diffdrence seconde 

u ( x - - h ) - - 2  u(x)+u(x+ h) ne devienne j amais  n4gative~; bien entendu,  on suppose 

que t ' intervulle  (x--h, x+h),  extrdmitgs comprises,  appar~ienne s l ' in tervul le  off 

la  fonct ion est  d4finie. L a  condit ion est 4v idemment  n4cessaire; rappelons  bri6ve- 

men t  comment  on mont re  qu'el le est  suffisante. Observons d ' abord  qu 'une  fonc- 

t ion q u i  sat isfai t  s not re  condit ion dans un  intervaUe (a, b), ne peu t  a t te indre  

un m a x i m u m  s l l int4rieur de (a, b), sans ~tre constante .  Admet tons  le contra i re ;  

alors il y au ra  un  point  Xo(a < x 0 <  b) pour  lequel la fonct ion u(x) ut te in t  son 

max imum,  sans l ' a t t e indre  pa r t ou t  duns le vois inage et, pa r  cons4quent,  l 'une an 

moins des diff4rences U(Xo--h)--U(Xo), U(Xo+h)--U(Xo) sera n4gat ive pour  cer~aines 

vuleurs de h e t  il en sera de mgme pour  la diff4rence U(Xo--h)--2 U(Xo)+U(Xo+h). 
Ajoutons  que si la condi t ion est sut isfai te  pour  u(x), il en sera de mgme pour  

d(x)-~u(x)--l(x), l(x) d4signant  une fonct ion lin4aire quelconque. En  part icul ier ,  

on peu t  supposer  l(a)=u(a), l(b)-=u(b), ulors d(a)=d(b)-~o et, par  cons6quent,  

d(x) < o, c'est-s que u(x) < l(x) pour  a < x < b, c. qu. f. d. I I  v ient  anssi  

pa r  no t re  r a i sonnement  que le signe d 'ggali t4 n ' au ru  lieu que pa r tou t  ou 

nulle par t .  

1 (jf. p. ex. E. PICARD, Trait6 d'Analyse, t. II  (2. 6dition~ I9o5), p. 95 et suiv: Cf. aussi 
O. PERROS, Eine neue Behandlung der ersten Randwer~aufgabe fiir z/u=o, Math. Zeitschrift, t. I8 
(I923), p. 42--54; R. REMAK, Uber po~enr Funktionen, Math. Zeitschrift, ~. 20 (I924), 
p. I26--I3o; T. RADd e~ F. l~tEsz, (Jber die erste Rundwer~aufgabe ffir z/u=o, Math. Zeitschrift, 
t. 22.(i925), p. 41--44. La m6thode dont il s'agit darts ees travaux et qui est voisine de la 
m~thode de balayage, d6pend essentiellement de l'id6e de fonetion subharmonique. 

J. L. W. V. JE~s~r Sur les fonetions eonvexes et les indgalitds entre les valeurs moyen- 
nes, Acta math., t. 3o (I9O6), p. I75--~93. 
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I 1  convient  encore d 'observer  que, pour  le ra isonnement  que nous venons 

de faire, il aura i t  suffi de supposer que notre  condit ion soit remplie pour  des 

valeurs assez peti tes de h. 

N()tre condit ion peut  ~tre aussi raise sous la forme 

(X0) ~ 1/2 {U (X 0 - -  h) + u (x 0 + h))  

e~ c'est sous cette forme qu'eUe nous sugg~re l 'extension au cas de deux ou de 

plusieurs variables que nous avions en rue .  

Soit, pour  fixer les iddes, u(x, y) une fonet ion cont inue ~ deux variables, 

d~finie ~ l ' intdr ieur  d 'un  domaine D. Supposons que pour  chaque point  (x, y) 

int6rieur au domaine et pour chaque valeur  suffisamment pet i te  du rayon r, on air 

2~ 

U(Xo, yo) <= f u(xo+r 
0 

cos r y 0 + r  sin ~)dT.  

Dans ce cas, nous dirons que la fonct ion u(x, y) est subharmonique. Cette ddno- 

ruination sera justifi~e de suite. Je  dis que l 'hypoth~se (A2) a pour  consdquence 

le fair  suivant. 

Soit D' un domaine int&'ieur de m~me que sa fi'onti~re au domaine D el soit, 

s'il eu existe, U(x, y) la fonetion harmonique ~ l'int~rieur du domaine D' prenant, 

sur la fi:onti~re de ee domaine, les mOmes valeurs que u(x, y). Dans ces Conditious, 

on aura, ~ l'intdrieur de D', 

y) _-__ u(x, 

le signe d'dgalitd n'ayant lieu que partout ou nulle part. 

En effet, s'il n 'en 6tai~ pas ainsi, la difference 

d(x, y)=u(x, y)--U(x, y) 

devait  a t te indre  un maximum M ~ o ~ l ' int~rieur du domaine D'. Sauf  dans 

le cas dvident off d(x, y)~-o, il y aura, ~ l ' int~rieur de D', des points pour  les- 

quels le maximum n 'es t  pas a t te int  et comme ces points f0rmen~ an  ensemble 

ouver t  non ident ique s l ' int~rieur de D', ils adme~ten~ au moins un point  f ron-  

fibre (Xo, Y0) int~rieur s ce domaine. La  fonct ion d(x, y) ne sera constante  dans 

aucun voisinage de (x 0, Y0). I1 s 'ensuit  que pour  r suffisammen~ petit,  on aura  
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2 ~  

f d(xo + r d(xo, Yo)= M > 2~ 
0 

cos 9, Y0 + r sin 9)d~.  

Mais cela implique contradiction. En effet, on a, par la formule de Gauss, 

2 ~  

0 

cos 9, Y0 + r  sin 9 )d~ ;  

par l'hypoth~se (As) , il s'en "suit, pour d(x, y), l'in6galit6 analogue ~ (As). 

Ajoutons que l'hypoth~se (As) est aussi une condition ndcessaire pour que 

le f a r  dont nous venons de parler air lieu; pour le voir, on n'aura qu's choisir 

comme domaine D ' l e s  (lomaines circulaires et 6crire la formule de Gauss. 

L'extension de la d6finition et de ses cons6quences au cas de plusieurs varia- 

bles est 6vidente; c'est manifestement tou~ours aux fonctions harmoniques que 

ron  fera jouer le rSle qui appartient aux fonctions lin6aires lorsqu'il s'agit d'une 

seule variable. L'hypoth~se analogue s (A1) et (As) sera d6sign6e, d'une fagon 

g6n6rale, comme hypoth~se (A). 

2. Passage aux fonctions discontinues, 

Nous allons voir, darts la seconde partie de ce travail, que les fonctions 

subharmoniques donnent lieu g certaines distributions de masses n6gatives dont 

elles sont, ~ une fonction harmonique additive prgs, le potentiel logarithmique 

ou celui de Newton, suivant le nombre des variables. Inversement, le potentiel 

d'une distribution de masses n6gatives remplit notre hypoth~se (A). Mais le 

potentiel n'est pas n6cessairement une fonction continue; en g6n6ral, ce sera une 

fonction semi-continue supdrieurement, c'est-g-dire la limRe d'une suite d6croissante 

de fonctions continues. De plus, cette fonction pourra admettre des infidels 
ndgatifs, comme par exemple dans le cas d'une distribution' ponctuelle. Nous 

parlerons encore de ces questions d'une fagon plus pr6cise; pour le moment, il 

s'agissait seulement de faire observer que si l'on tient ~ 6tablir, entre les fonc- 

tions subharmoniques et les potentiels, une r6ciprocit6 aussi complbte que pos- 

sible, il faudra se passer de l'hypothgse de la continuit6, en la remplagant par 

celle de la semicontinuit6 sup6rieure. 
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Quant aux infinis n6gatifs que l'on admettra, il est manifeste que la fone- 
b x tion ne devra pas devenir ~tres infinie>>. J 'entends par 1s l'hypoth~se 6vidente 

que les points off la fonc~ion est infinie, ne couvrent pas route une aire, c'est-s 

dire  que l'ensemble des points 06 la fonction est finie, soit partout dense dans 

le domaine envisagg. 

Pour d6finir ce que l'on entendra par fonction subharmonique dans ce cas 

plus g6n6ral, observons d'abord que le r~sultat principal du paragraphe pr~c6dent 

peut ~tre ~nonc6 sous une forme ne faisant plus intervenir le probl~me de Di- 

richlet. Au lieu d'exiger que l'on air pr6cis6ment U=u sur la fronti~re de D', 
contentons-nous de supposer, d'une fro)on plus g6n6rale, que u ~  U sur cette 

fronti~re; il s'ensuivra a fo r t io r i  la m6me in6galit6 pour l'in~6rieur de D'. C'est 

ce fair qui nous su~g~re notre nouvelle d6finition, ne faisant appel ni au pro- 

blame de Dirichlet, ni m~me ~ la question d'intdgrabilit& Voils cettie d~finition. 

Une fonc~ion d6finie s l'intgrieur d'un domaine D, semicontinue supdrieurement, 

c'est-s limite d'une suite d6croissante de fonctions continues et qui ne devient 

pas >~tr~s infinie>~, sera dire subharmonique si pour tout domaine D' int6rieur de 

m~me que sa fronti~re au domaine D et pour route fonction U@, y)harmonique 

en D', continue sur la fronti~re de D' et telle que u ~ U sur cette fronti~re, la 

m6me in6galit6 a lieu ,~ l'int~.rieur du domaine. 

Comme nous l'avons d6j~ dit, cette d6finition ne fair appel ni au probl~me 

de Dirichlet, ni ~ lu question d'int~grabilit~. Reprenons mnintenant ces questions. 

Soit g~, g ~ , . . ,  une suite de foncti0ns continues s l'int6rieur du domaine /), 

tendant en d6croissant vers la fonction subharmonique u, continue ou non. Soit 

D' un domaine int@ieur, de m~me que sa fronti~re, au domaine D et supposons 

qu'en cas que les donn6es sont continues, le probl~me de Dirichlet puisse ~tre 

r6solu pour le domaine D'. Soient U~, U_~,... les fonctions harmoniques s 

l'int6rieur de D' et 6gales respectivement ~ g~, g~ . . . .  sur sa fronti~re; cette 

suite de fonctions harmoniques allant en d6croissant, sa limite sera, d'apr~s un 

th6or~me bien connu, partout finie ou partout infinie. Or, ce second cas est 

impossible; en effet, eomme on a u ~ g,~= U~ sur la fronti~re de D', on aura aussi 

u ~  U~ s l'int6rieur de ce domaine; et clans le second cas, il s'ensuivraR que 

u= - -o~  parlour dans D': Par consdquent, il ne peut se presenter que le pre- 

mier cas, C'est-~-dire que les U~ ~endent vers une fonction harmonique U*. Cette 

fonction est enti~rement d6termin6e quand on a donn6 la fonction u e~ le do- 

maine D' et ne d6pend pas du choix de la suite {g.}, comme on le voit par un 

raisonnemen~ connu que je vais rappeler. Soit {g-~} une seconde suite de fonc- 
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t ions continues t endan t  en d6croissant  vers u; soien~ { U . }  les fonct ions har-  

moniques  correspondantes  et soit  U* leur limite. Supposons de plus que les 

suites (gn)  et {g~} s0ient ddcroissantes au sens 6tr0it, e 'est-s que g~+~ < g . ,  

g~+l <gn; dans le cas con~raire, on modif ierai t  les deux suites en remplagan t  g~ 

et g= respec t ivement  pa r  gn + ~, g,~ + In; eerie modif icat ion n 'a l t~re  pas  les fonc- 
q 

t ions U* et U*.. Cela 6rant,  eonsid6rons un 616ment g~ de l a  premibre  suite;  

comme les g,~ vont  en d6croissant  au del~ de g,n+~<g,~, on aura,  d 'aprbs  un  

thdorbme bien connu de DI~I ,  ~ < g ~  pour  n suf f i sammant  grand.  Donc  on 

aura  aussi  U~ < U~ et  en passan t  s la limi~e, il v ient  que U* < U*. Or, p a r  

les m~mes raisons,  on au ra  aussi U * <  U*; il s ' ensui t  que U * ~  U*. 

On mon t re  pa r  le m~me ra i sonnement  que si U est une fonct ion ha rmonique  

s l ' in t6r ieur  de D' e~ cont inue sur sa f ront ibre  ou l imite  d 'une  suite ddcroissante 

de telles fonct ions et si de plus on a, '~ l ' in tdr ieur  de D' ,  u < U, on y aura  aussi 

U * <  U. Nous  expr imerons  ce fair  br i~vement  en disant  que, pour  le domaine  

D ' ,  U* est la  meilleure majorante harmonique de la fonct ion u. ~ 

Observons que U* ne d@end  que des valeurs  p6riph6riques :clue prend  u 

sur la f ront ibre  de D '  et que, dans  le cas off la  fonct ion u est contirme, U* n ' e s t  

que la solut ion d u  probl~me de Dir ichle t  correspondant .  

Passons  m a i n t e n a n t  au  cas d 'un  domaine  D' circulaire ou sphgrique. Dans  

ce cas, en conservant  les nota t ions ,  les fonc~ions ha rmoniques  U~ se calculent  en 

appl iquant  aux vateurs  p6riphdriques des fonct ions g ,  la formule  d e  Poisson et 

comme les suites monotones  peuven t  ~tre in$6gr6es t e rme  s terme,  l a  font ion U* 

sera fournie  pa r  la m~me formule  en y introduisan~ les valeurs  p6riph6riques de 

u et en donnan t  ~ l ' int~grale  un sens convenable,  p. ex. en la p renan t  au sens 

de M. L~BES~U~. En  part iculier ,  on aura,  pour  un cercle de centre  (Xo, Y0) e~ 

de rayon  r, 

2 z  

f.(xo+r c o s  yo+r sin ~)d~ U(Xo, V*(xo, y0)=  
0 

et une formule  analogue  au ra  lieu dans le cas de plusieurs variables.  Cette 

En rdalitd, pour ldgitimer cette ddnomination, on aurait ~ prouver que la fonetion U* est 
plus petite ou dgale ~ toute fonction harmonique qui surpasse la fonction ~t h l'intdrieur de /),, 
ind6pendamment de Failure de ces fonctions sur la frontiere de D'. Dans bien des cas~ ee fair se 
ddduit ais6ment de nos rdsultats ultdrieurs, mais je n'ai pas encore rdussi '& le ddmontrer dans 
toute sa gdndralit6. 
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formule met en 6vidence les deux fairs suivunts: I) la fonction u est int6grable 

sur routes les circonf6rences respectivement sur routes les spheres en question; 2) l'hypo- 

th~se (A), posde primitivement pour les fonctions continues, est satisfaite aussi dams 

le cas actuel plus g6n6ral. 

Inversement, lorsque l'hypoth~se (A) est satisfaite pour une fonction semi- 

continue u, cette fonction est subhurmonique duns le sens que nous avons adopt6 

duns ce paragruphe. Pour le voir, on n'auru qu'~ r~p~ter presque mot s mot le 

raisonnement du paragraphe precedent. 

3. Exemples. 

Les exemples les plus connus de fonetions subhal~aoniques sont les fonc- 

tions u satisfaisan~ ~ une ~quation aux d~riv~es partielles 

~tu ~ f ,  

f ~ a n t  une fonction non n~gative. Le cas off fz - -o  correspond aux fonctions 

harmoniques qui constituent un cas limite s~parant les fonctions subharmoniques 

de celles que l'on pourrait appeler su~erharmoniques et que l'on obtient p. ex. 

en changeant le signe des fonctions subharmoniques. Les fonctions harmoniques 

qui deviennent infinies n~gatives en des points isol~s, comme p. ex. les potentiels 

~l~mentaires log r, - - I / r ,  etc., son~ essentiellement subharmoniques, c'est-s 

qu'elles ne peuvent ~tre regard~es en m~me temps comme superharmoniques. 

I1 y a trois principes tr~s simples pour construire des fonctions subhar- 

moniques. Le premier, c'est que toute combinaison lin6aire de fonctions subhar- 

mo~iques ~ coefficients positifs est une fonction subharmonique. Le second, c'est 

que l'envelop~e sup6rieure, c'est-~:dire la fonction 6gale partout ~ la plus grande 

d'un hombre fini d e  fonctions subharmoniques l'est 6galement. Le troisibme prin- 

eipe dit que la limite d'une suite uniform6ment convergente de fonctions subhar- 

moniques est elle-mOme subharmonique. En effet, on voit sans peine que ces trois 

algorithmes conservent lu semicon~inuit6 inf6rieure et l'hypoth~se (A). 

Voil~ un quatri~me prineipe, permettant de passer des fonctions continues 

des fonctions discontinues. Soit Ul, u ~ , . . ,  une suite d6croissante de fonctions 

subharmoniques dans un domaine D, tendant vers une fonction limite u* qui ne 

devient pas >)tr~s infinie>>. En ruisonnunt eomme duns le purugruphe pr~cddent, 

il vient que, pour lu fonction u*, les int~grales figurant duns l'hypoth~se (A) 
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existent et que cette hypoth~se est remplie; comme de plus la limite d'une suite 

d6croissante de fonctions continues ou semicontinues sup6rieurement est elle-m6me 

semicontinue sup6rieurement, la fouction u* sera subharmonique. 
En nous servant de ces principes, nous allons construire une fonction sub- 

harmonique bornde et discontinue. C'est seulement pour fixer les iddes que nous 

nous pla~ons dans le cas de deux variables; on sait aussi que, parmi les fonc- 

tions convexes d'une seule variable, il n'en existe pas d'analogue. 

Soit {P,~} une suite de points situ~s dans le plan des x, y tendant vers un 

point P*. D~s ignons  les coordonn6s de ces points respectivement par x~, yn et 

x*, y* et posons 

, . ,  = + (u-y.)?/'.  

Soit 

et telles 

rithmique 

--m 1, - - m e , . . .  des masses n5gatives plac~es respectivement en P1, Pc, . . .  

que ~ m~ converge. Nous supposons de plus que le potentiel loga- 

(I) ~ m. log r,~ 

air une valeur finie au point P*, e'est-s que la s~rie 

oo 

m,~ log P *  P,~ 

soit convergente. Alors la sgrie (I) d~finira une fonction ul(x, y)subharmonique 
dans tout le plan et la valeur de cette fonction au point P*  sera finie. Comme 

fonction u~(x, y) choisissons une constante inf6rieure ~ cette valeur; alors l'enve- 

loppe supdrieure u(x, y) de ces deux fonctions sera une fonction subharmonique 

born~e dans tout domaine fini e t  discontinue au point P*.  

On peut varier cet exemple en supposant que la suite {P .} ,  au lieu d'etre 

convergentel soit partout dense sur un certain ensemble ou aussi dans tout  

le plan. 

L'exemple le plus simple illustrant notre second principe est fourni par 

l'envetoppe sup~rieure d'un nombre fini de fonctions harmoniques; on y recon- 

nait la g6n6ralisation immediate des lignes polygonales convexes. 

D'autres exemples de fonctions subharmoniques sont fournis par la Th6orie 

des fonctions. Soit f(z) une fonction holomorphe s l'int~rieur d'un domaine D, 
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alors en 6crivant z = x  + iy, les fonctions [f(z)[ ~ 05 ~ est un nombre positif quel- 

conque, sont des fonctions subharmoniques des variables x, y. En effet, ces fonc- 

tions sont continues et tout revient g voir si l'hypoth~se (A~) est satisfaite. I1 

faut distinguer deux cas. Dans le cas o f i f ( x o + i y o ) = o ,  la formule (A2) est 6vidente. 

Dans le cas eontraire, d6signons par f~(z) une d&ermination uniforme de cette 

fonction au voisinage du point Zo=X.+iyo  . Pour r suffisamment petit on peut 

appliquer la formule de Cauchy qui donne 

2~ 
I / "  

f ~  = 
a /  

0 

en passant aux modules, on en conclut l'in6galit6 requise. 

La fonction log [f(z)l  est harmonique sauf pour les z6ros de f(z)  off elle 

devient infinie nggative; donc elle est subharmonique. Par notre second prin- 

cipe, on en d6duit une autre fonction subharmonique, jouant un r61e impor- 

tant  darts la Thgorie des fonctions, comme le montrent les derni~res recherches 
+ 

de MM. F. et R. NEV~NLINNA et de M. OSTROWSK]I; e'est la fonction log If(z)] 
+ 

off log a d6signe la pattie positive de log a, c'est-g-dire log a lorsque a_--> 1 et 

z6ro dans le cas contraire. 

4. Le th~or~me de Hardy  et sa g6n~ralisation. 

Parmi les nombreuses applications des fonctions subharmoniques g la Thgo- 

rie des fonctions je ne parlerai ici que de celles qui m'ont sugg~r~ les id6es dont 

je rends compte dans le prgsent travail. 

On dolt g M. HARDY le th6or~me suivant, datant de l'ann6e I915: 

Soient f ( z )  une fonction holomorphe pour ]z] < R, a un nombre 2positif quel- 
conque et 

2~ 
[" I /I "1 llt~ 

0 

1 F. e t  R. I~IEVANLI~'IqA, Uber  die E igensehaf t en  ana ly t i scher  Funk t ionen  in der Umgebung  
einer  s ingul~ren Stel le  oder Linie,  Acta Soc. sc. Fennicae, t. 5o, n:o 5 (I922), P. 3 - -40 ;  A. OSTROW, 
SKI, ~ b e r  die  Bedeu tung  der  Jensenschen  Formel  fiir einige Fragen  der  komp]exen  Funkt ionen-  
theorie,  Acta  Univ. Franc.-Jos.  Szeged, t.  i (~922), p. 8o--87) ;  R. NEVANLINNA, Zur Theor ie  tier 
me romorphen  Funkt ionen ,  Acta math.,  t. 46 (I925) , p. 1- -99 , off l 'on t rouve encore d 'au t res  indica- 
t ions  b ib l iographiques .  

43--25389. Acta matkematlca. 48. Imprim6 le 11 mars 1926. 
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Alo~;v I) M~(r) est une fonetion croissante de r; 2) log M~(r) est une fonetion con- 

vexe de log r. ~ 

ce th6or~me est contenu dans le th6or~me sur les f0nctions subharmoniques 

que voici: 

Soit u(x, y) une fonction subharmonique ~ l'int~rieur d'un domaine D. Alors 

la valeur moyenne 
2~ 

. 3  
0 

o~ (x0, Yo) est un point appartenant au domaine, est une fonetion croissante de r 

pendant que r varie de sorte que le eerele correspondant, avec son int~rieur, restent 

compris dans le domaine. 

De plus, I(r) est une fonction convexe de log r et cela m~me dans le cas plus 

g~n~ral oit, le point (xo, Yo) appartenant ou non au domaine, le rayon r varie de 

fa~on que les eireonfdrenees eorrespondantes forment un anneau eirculaire int~rieur 
au domaine. 2 

D6montrons ffabord ce dernier th6or~me. Quant ~ la croissance de I(r), 

soient r 1 et r~(r 1 < r~) deux des rayons consid6rds e~ envisageons les deux circon- 

f6rences qui y correspondent. Soit U(x, y) la meiUeure majorante harmonique de 

u(x, y) pour la plus grande des deux circonfdrences. Alors on aura, sur 

l 'autre circonfdrence, u ~ U et par cons6quent I(rl, u) <= I(rl, U)-=-I(r~, U)~---I(r~, u), 

c. qu. f. d. 

Pour v6rifier la seconde partie du gh6or~me, on se servira de la m6me id6e, 

mais en l'appliquan~, au lieu d'un cerele, ~ tin anneau eirculaire rl =< r ~ r~ com- 

pris darts le domaine D. SoR Ul(x, y) lameilleure majorante harmonique corres- 

pondan~ s notre anneau; alors, d'apr~s la th6orie des fonctions harmoniques, la 

valeur moyenne I(r, 1-/1) est, pour rl 5 r ~  r~, line fonction lin6aire de log r, et 

pour r = r  I e~; ~'=ru cette fonc~ion lin6aire prend des valeurs 6gales respective- 

ment b~ I(r~, u) et I(r~, u). D'au~re part, comme on a, dans l'anneau, u ~< U~, il 

s'ensuit que I(r, u)--<_I(r, //1). On en conelut imm6dia~ement la convexit6 de 

I(r) comme fonction de log r. 

Quant au r de M. Hardy, comme [f(z)[~ est une fonction subhar- 

G. H. HARDY, On t h e  m e a n  va l ue  of t h e  m o d u l u s  of an  ana ly t i c  func t ion ,  Proc. Lond6n 
Math. Sot., 2. sdrie, t. I4 ([9t5) ,  p. 269- -277 .  

2 F. R[ESZ, Sur  lea va leur s  m o y e n n e s  du  m o d u l e  des  fone t ions  h a r m o n l q u e s  et  des  fonc t ions  
ana ly t iques ,  Acta Univ. Eranc.-Jos. 8zeged, t. i (I922), p. 27 - -32 .  
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monique de x, y(z-~x+iy),  la premiere partie du th6orbme est ~videmmen~ 

contenue dans notre thdor~me g~n~ral. Pour  en ddduire la seconde partie, il 

faudra seulement observer que, par les m~mes raisons que If(z)I ~, la fonction 

I z I ~ If(z)I ~ est subharmonique pour o < ] z  I <  R quelque soit fl, et que par consd- 

quent r~M,(r) es t  une fonction convexe de log r e t  cela pour chaque valeur de 

l 'exposant fl; la convexit~ de log M~(r) s'ensui~ par un artifice connu. 

Observo~s encore que l'extension de notre th~or~me embrassant celui de 

~I. Hardy au cas de plusieurs variables e s t  immediate; seulement, on ne 

devra pas oublier que le rSle de log r reviendra toujours au potentiel ~l~mentaire 

correspondant au nombre des variables, p. ex. s ~/r dans le cas de l'espace: 

Pour aller plus loin, rappelons qu'il y a peu de temps que M. LITTLV.WOOD avait 

rdussi s g~n~raliser la premiere parole du thdor~me de ~I. Hardy d'une mani~re 

inattendue et il a su tirer de cette g~n~ralisation des consequences impor~antes 

appar~enant s l'ordre d'id4es du th~orbme de M. Picard et s la th~orie de la 

reprdsentation eonforme. ~ Poussd par comte ddcouverte, intimement li~e, comme 

je l'ai montr~, s l'idde de fonction subharmonique ~, .~'ai ts d'~tendre la se- 

eonde pattie du dit thdor~me ou plutSt celle d e  mon th~or~me correspondant 

de fagon que, au lieu des anneaux circulaires, il s'y agisse des anneaux formds 

par des courbes quelconques. ~ Dans ce but, j 'ai tout d'abord mis cette seeonde 

partie sous une forme nouvelle. Soit u(x, y) une fonction subharmonique dans 

un domaine D et supposons que les anneaux form,s par les cercles de centre 

(x0, Yo) et de rayons r~ < r~ < r~ soient int4rieurs ~ ce domaine. Alors la valeur 

moyenne I(r) ~tant une fonction convexe de log r, on a 

I j .  ]~. LITTL:EWOO?D, On inequalities in the theory of functions, _Proc. London Math. Sot., 
2. s~rie, t. 22 (r923) , Records, November 8th, I923; t. 23 (1925) , p. 481--519. 

F. I~IEsz, Sur une in~galit~ de M. Littlewood dans la thr des fonctions~ Proc. London 
Math. 8o% 5. s~rie, t. 23 (I924), Records, March I3th , I924. 

s Indiquons en quelques mobs une gtndralisation plus 6viden~, '~ laquelle on arrive par 
representation conforme en parbant de notre premir g~n~ralisation du th4oreme de M. Hardy. 
Oonsidr une aire simplement connexe, formons la fonetion de Green par rapport ~ un point 
int~rieur 0 et dtsignons par C z la ligne de niveau sur laquelle cette fonction proud consbamment 

In valeur ~. Supposons que l'aire comprise entre C).~ et C).~ appartienne '~ notre domaine D e t  

formons, pour toute valour de A comprise entre A1 et A~, la meilleure majorante harmonique eorre- 
spondant "~ notre fonction subharmonique u(x, y) et au domaine simplement connexe limitd 
par OZ. Soit u(2) la valeur que proud cette fonetion a u  point O. Alors u(Z) sera une fonction 

convexe de la variable A. 
Ce thdor6me s'~bend au cas de plusieurs variables; dans ce cas, comme on ne pent  plus se 

servir de la reprdsentation eonforme, on le d~montre en partant  de la formule de Green. 
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I(q)--I(r~) < I(r,)--I(rs) < I(r,)--I(r3) 
l o g  r l - - l o g  r~ = l o g  r l ~ l O g  r a = l og  r ~ - - l o g  r a 

Ces trois rapports peuvent ~tre interprdtds de la mani~re suivante. Construisons, 

pour la fonction u(x, y) et pour nos anneaux, les meilleures majorantes hur- 

moniques que nous ddsignerons respectivement par U12, Ula, U~3. Alors nos 

rapports seront ~gaux s l'int~grale correspondante 

 --JdU' us (/, k=i 2, 3), 
/- 

off l'int6gration se fair, au sens positif, le long d'une courbe ferm6e arbitraire 11 

d6coupant l 'anneau correspondant en deux unneaux et lu d6riv6e est prise sui- 

r a n t  la normule ext6rieure; pour 6viter des difficult6s accessoires, on peut suppo- 

set p. ex. que lu courbe F est compos6e d'un nombre fini d'urcs dont la tun- 

genre vurie d'une mani~re continue. On connult le rble que joue cette int6grale 

duns diverses parties de la M6canique et de la Physique math6matique; on suit 

aussi que, grs ~ la formule de Green, elle ne ddpend pus du choix de la courbe 

F et qu'elle res~e invariunte, par reprdsentation conforme; ce dernier f a r  vient 

de ce que, pour uinsi dire, le rapport des infiniment petits ds et dn ne change 

pas. Comme de plus, la repr4sentution conforme transporte les fonctions har- 

moniques en des  fonctions analogues et que, par cons6quent, il en est de 

m4me pour les fonctions subhurmoniques, on est conduit tout naturellement 

formuler le th6or~me suivant qu'il s'agira de d4montrer. 

Soit u(x, y) une fonction subharmonique ~ l'intdrieur d'un domaine D et soient 

C1, C~, C a trois courbes fermdes, chaeune entourde par la suivante et formant "deux 

~ deux les trois anneaux I2, I3, 23 intdrieurs ~ D. Soient, pour ces anneaux, 

Ule, Ula, U~a les meilleures majorantes harmoniques de u(x, y) et soit 

j " d Vik d8 (/, k =  I, 2, 3), L k =  

oh l'intdgration se fair, au sens positif, le tong d'une courbe fermde, eomposde d'un 

hombre fini d'ares dont la tangente varie d'une mani~re continue et d~eoupant l'au- 

neau i k e n  deux anneaux, d'ailleurs queleonque. 

Alors on aura 
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Pour ddmontrer ce thdor~me, nous nous servirons du lemme suiva.nt: 

Soit U(x, y) une fonetion harmonique non ndgative duns un anneau, s'annulant 

d'une fa~on continue sur le contour intdrieur (ext~rieurj. Alors on aura 

o (=<_ o), 
~t~te - -  

cette intdgrate ayant un sens analogue h celle qui figure dans le th~or~me. 

Supposons ce lemme dtabli; alors, dans le cas off la fonction subharmonique 

u(x, y) est continue, notre thdor~me viendra immddiatemen~ en appliquant le lemme 

aux differences des Uik. Ce raisonnement ~iendra aussi pour u(x, y)discontinue, 

mais il faudra d'abord ddmontrer que les diffdrences des Uik s'annulent sur le 

contour commun aux anneaux respectifs. Soit {gn(x, y)} une suite d~croissante 

de fonct~ions continues, tendant vers u(x, y) et d6signons par UI ~) la fonction 

harmonique dans l'unneau ik  et prenant les m~mes valeurs pdriphdriques que 

gn(x, y). Rappelons que l'on a, par ddfinition, IT(n)-~ Uik e~ que la convergence v i k  

est uniforme s l'intdrieur des anneaux respec~ifs. Soit C~ une courbe fermde 

auxiliaire intercalge entre C 1 et C~; alors les diff4rences U~) - U ~  qui sont des 

fonctions harmoniques duns l 'anneau I4, sont Continues sur les courbes C~ et C~; 

de plus, elles s'annulen~ sur la premiere et convergent uniformdment sur la 

seconde. I1 s'ensuit que la convergence de la suite de Ces diffdrences est uni- 

forme dans l 'anneau ferm~ I4; donc la limite U13--UI~ s'unnulera d'une fa~on 

continue sur la courbe C~. Un raisonnement analogue tient pour l'allure de la 

difference U13--U.~s sur la courbe C 3. 

I1 fuut encore ~tablir le lemme dont nous nous sommes servis. Pour celu, 

faisons la reprdsentation conforme de notre anneau circulaire. A la fonction 

harmonique U, il y correspondra une nouvelle fonction harmonique U~, les deux 

fonctions prenant les m~mes valeurs en des points correspondants. Comme l'intd- 

grale en question est invariante par reprdsentation conforme, le cas g6n~ral d'un 

anneuu quelconque est ramend au cas d'un anneau circulaire. Or, dans ce cas, 

le lemme est presque dvident; il vient p. ex. en observant que les ddriv~es resten~ 

continues sur la circonfdrence sur laquelle la fonction s'annule et que, par Consd- 

quent, au lieu d'int4grer le long d'une courbe arbitraire, on pourra le faire le 

10ng de cet~e circonfdrence et profiter de ce que, pour cette circonf~rence, le 

signe de la ddrivde normale est dvident. 
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Voils une seconde d6monstration de notre lemme, valuble aussi au cas 

de plusieurs variables, tandis que ceUe qui pr6c~de ne peut 6tre g6n6ralis6e. 

Supposons d'abord que ceUe des deux courbes formant l 'anneau sur laquelle la 

fonction U s'annule, soit suffisamment r6guli~re, p. ex. ~ courbure continue. 

Alors un pourra raisonner comme dans le cas de l 'anneau circulaire. Supposons 

q u e  U, non n6gative s l'int6rieur de l'anneau, s'annule sur le contour int6rieur. 

Comme, grgce s l'hypoth~se faite, les d6riv6es de U admettent des valeurs limites 

continues sur ce contour, on pourra, au lieu d'int6grer sur une courbe arbitraire 

d6coupant l'anneau, le faire le long du contour-m6me. Comme, de plus, la d6ri- 

v6e normale y est 6videmment non n6gative rint6grale le sera 6galement. Le 

m6me raisonnement s'applique - -  mutatis mutandis - -  au cas off la fonction 

s'annule sur le contour  ext6rieur. 

0ela 6rant, consid6rons le cas g6n6ral oh l 'anneau est form6 par deux 

courbes ferm6es quelconques; soit C1 la courbe int6rieure, C~ l'ext6rieure. Sup- 

posons que la fonction U, harmonique eL non n6gative ~ l'int6rieur de l'anneau, 

s'annule sur C1. Tragons deux courbes auxiliaires C O et C4, suffisamment r6gu- 

li~res et ~elles que chacune des courbes Co, C~, Ci, C~ soit entour6e par la sui- 

vante. Soit (/04 la fonction harmonique dans l 'anneau o4, s'annulant sur C o est 

6gale s U sur C~. Alors notre hypoth~se particuli~re 6rant satisfaite par la 

fonction U0~ dans l 'anneau 04 et par U0~--U dans l 'anneau 14 et ces fonctions 

s'annulant, la premiere sur le contour int6rieur, la seconde sur le contour ext6- 

rieur des anneaux respectifs, il s'ensuit que, pour l 'anneau 14, on a 

f d Uo~ d8 f d( Uo~-- U) ds > o, 
dne < O, dne 

1" 1" 

les int6grales ayant le sens adopt6 et enfin, par soustraction, il vient que 

f d ~  enUe ----< o. 
F 

Un raisonnement analogue tient pour le contour ext~rieur et le lemme est dd- 

montrd. 

Ajoutons une remarque gdn6ralisant la premiere partie du th~or~me de 

lVl. 1tardy. Lorsque les courbes C1 et Cs appartiennent s une partie simplement 

connexe du domaine D, C1 dtant intdrieure ~ C2, on peut comparer l'int~grale 
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relative s la fonction UI~ s celle relative s la meilleure majorante harmonique 

Ue correspondant ~ l'int~rieur de C~. Or, la foncLion Ue dtant harmonique dans 

un domaine simplement connexe, l'int~grale correspondanLe s~annule; il s'ensuiL 

que I1~ ~ o. 

La m~me mgthode s'applique aussi an cas suivant dans lequel on consi- 

dare plusieurs anneaux ~ la lois. Soient At, A ~ , . . . ,  A,~ des anneaux compris 

dans le domaine D eL extdrieurs l 'un s l 'autre et soit Ao un anneau intdrieur 

au domaine D et entouran~ les auLres anneaux de sorte que l'aire limiL6e par 

le contour int~rieur de A 0 et les contours extdrieurs des autres anneaux appar- 

tiennen*~ aussi an domaine D. Alors on aura, avec une notation 6viden~e, 

~ + I ~ + -  +In < !0. 

Observons enfin que, au lieu des anneaux, on pourrait aussi consid6rer des aires 

connexion multiple. 

Nos r6sulLats s'~tendent imm6diatemenL au cas de plusieurs variables. 

T 


