SUR LES FONCTIONS SUBHARMONIQUES ET LEUR
RAPPORT A LA THEORIE DU POTENTIEL.

PARr
FREDERIC RIESZ
4 SZEGED.

(Premiére Partie.)

Le but de ce travail est de développer d'une facon détaillée les idées dont
j'ai rendu compte dans une conférence faite a Stockholm le 15 septembre 1924
et répétée quelques jours aprés a Copenhague et a Innsbruck.’ Cette premiére
partie contient les études préliminaires dont nous aurons besoin pour établir,
dans la seconde partie, le lien intime qui existe entre les fonctions que nous
étudions et la Théorie du potentiel. Le résultat principal auquel nous arrivons
dans la présente partie est une généralisation pas évidente du théoréme impor-
tant de M. Harpy concernant les valeurs moyennes du module d'une fonction
analytique. C’est cette généralisation qui nous ouvrira la voie & nos recherches
ultérieures. '

1. Définition des fonetions subharmoniques et leur propriété principale;
cas des fonctions continues.

La classe de fonctions dont il sera question dans ce travail, introduite en
Analyse par M. Harrocs® mais dont 1'idée intervient déja dans la méthode de

! F. Riesz, Uber subharmonische Funktionen und ihre Rolle in der Funktionentheorie
und in der Potentialtheorie, Acta Univ. Franc.-Jos., Szeged, t. 2 (1925), p. 87—100.

* F. HarToGS, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhiingiger Verfinder-
lichen ete., Math. Annalen, t. 62, p. 1—88.

42—~25389. Acta mathematica. 48, Imprimé le 11 mars 1926.
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balayage de POINCAREI, est une extension presque immédiate, au cas de plusieurs
variables, des fonctions conmveres d'une seule variable.

Parmi les fonctions continues d’'une variable réelle, les fonctions convexes
se  distinguent par l'hypothése que les arcs de leur image soient situés au-
dessous des cordes joignant leurs extrémités; comme cas limite, on permet aussi
que l’imége soit une droite ou un segment de droite ou qu'elle contienne de tels
segments. C'est-d-dire que, dans tout intervalle a=x=b ou elle est définie,
la fonction convexe doit 8tre inférieure ou égale & la fonction linéaire qui prend
les mémes valeurs en @ et b ou, autrement dit, qui admet les mémes valeurs
périphériques.

La condition suffisante classique pour que la fonction continue u(x) soit
convexe est que u”’(x)=o0. Mais cette condition n'est pas nécessaire. Une con-
dition 3 la fois nécessaire et suffisante consiste en ce gue la différence seconde
ulz—h)—2ul{x)+ulr+h) ne devienne jamais négative®; bien entendu, on suppose
que lintervalle (z—%, z-+#h), extrémités comprises, appartienne a lintervalle ot
la fonction est définie. La condition est évidemment nécessairé; rappelons briéve-
ment comment on montre qu'elle est suffisante. Observons d’abord qu'une fonc-
tion qui satisfait & notre condition dans un intervalle (a, b), ne peut atteindre
un maximum 3 lintérieur de (a, b), sans étre constante. Admettons le contraire;
alors il y aura un point xy(a <x,<b) pour lequel la fonction wu(x) atteint son
maximum, sans l'atteindre partout dans le voisinage et, par conséquent, l'une au
moins des différences u(wy—h)—u(x,), w(ze+ h)—u(xz,) sera négative pour certaines
valeurs de h et il en sera de méme pour la différence u(x,—h)—2 ulx,) +ulx,+ h).
Ajoutons que si la condition est satisfaite pour u(xz), il en sera de méme pour
d(xr)=u(x)—I(x), {(x) désignant une fonction linéaire quelconque. En particulier,
on peut supposer l(a)=u(a), I(b)=u(b), alors d(a)=d(b)=o0 eb, par conséquent,
d(x) <o, cestd-dire que u(xr)=<I(x) pour a<z<b, c. qu. f. d. Il vient aussi
par notre raisonnement que le signe d’égalité n’aura lieu que partout ou
nulle part.

' Cf. p. ex. E. PICARD, Traité d’Analyse, t. II (2. édition, 1905), p. 95 et suiv. Cf. aussi
0. PERRON, Eine neue Behandlung der ersten Randwertaufgabe fir Ju=o0, Math. Zeitschrift, t. 18
(1923), p. 42—34; R. REMAK, Uber potentialkonvexe Funktionen, Math. Zeitschrift, t. 20 (1924),
p. 126—130; T. RaDG et F. RiEsz, Uber die erste Randwertaufgabe fiir du=o0, Math. Zeitschrift,
t. 22.(1925), p. 4I—44. La méthode dont il s'agit dans ces travaux et qui est voisine de la
méthode de balayage, dépend essentiellement de l'idée de fonction subharmonique.

% J. L. W. V. JENSEN, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs moyen-
nes, Acta math., t. 30 (1906), p. 175-~193.
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‘Tl convient encore d'observer que, pour le raisonnement que nous venons
de faire, il aurait suffi de supposer que notre condition soit remplie pour des
valeurs assez petites de h.

Notre condition peut étre aussi mise sous la forme
(Ay) w(we) = Veulag— h) +ulao + b))

et c'est sous cette forme qu'elle nous suggére l'extension au cas de deux ou de
plusieurs variables que nous avions en vue.

Soit, pour fixer les idées, u(z, y) une fonction continue & deux variables,
définie 4 Vintérieur d'un domaine D). Supposons que pour chaque point (z, y)

intérieur au domaine et pour chaque valeur suffisamment petite du rayon 7, on ait

27

(Ay) (g, Yo) = 2;] u(xy+7 cos @, Yo+ sin g)de.

0

Dans ce cas, nous dirons que la fonction u(x, y) est subharmonique. Cette déno-
mination sera justifiée de suite. Je dis que I'hypothése (A,) a pour conséquence
le fait suivant.

Soit D' un domaine iniériewr de méme que sa frontiére au domaine D el soit,
il en existe, Ulz, y) la fonction harmowique & Uintériewr du domaine D' prenant,
sur la ﬁ;ontz'ére de ce domaine, les mémes valeurs que u(x, y). Dans ces conditions,
on aura, a Uintériewr de 1),

ulz, y) = Ule, y),

le stgne d’égalité n'ayant liew que partout ow nulle part.
En effet, s'il n'en était pas ainsi, la différence

d(x, y)=ulz, y)— Uz, y)

devait atteindre un maximum M =o 3 lintérieur du domaine D’. Sauf dans
le cas évident ou d(x, y)=o, il y aura, & lintérieur de D', des points pour les-
quels le maximum n’est pas atteint et comme ces points forment un ensemble
ouvert non identique & lintérieur de I, ils admettent au moins un point fron-
tiére (xy, 9,) intérieur & ce domaine. La fonction d(z, y) ne sera constante dans

aucun voisinage de (x,, ¥,). Il s’ensuit que pour r suffisamment petit, on aura
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27

d(x,, yo)= M > ifd(x(ﬂrr cos @, Y, +r sin g)dg.

0

Mais cela implique contradiction. En effet, on a, par la formule de Gauss,

27

Ulz,, yo) = 2171[ Ulx,+17 cos @, y,+7 sin @)dg;

0

par 'hypothése (A,), il s’en suit, pour d(x, y), Uinégalité analogue & (A,).

Ajoutons que Uhypothése (A,) est aussi une condition nécessaire pour que
le fait dont nous venons de parler ait lien; pour le voir, on n'aura qu'a choisir
comme domaine D' les domaines circulaires et écrire la formule de Gauss.

L’extension de la définition et de ses conséquences au cas de plusieurs varia-
bles est évidente; c¢’est manifestement toujours aux fonetions harmoniques gue
T'on fera jouer le réle qui appartient aux fonctions linéaires lorsqu’il s’agit d'une
seule variable. L’hypothése analogue a (A;) et (A,) sera désignée, d'une facon
générale, comme hypothése (A).

2. Passage aux fonctions discontinues,

Nous allons voir, dans la seconde partie de ce travail, que les fonctions
subharmoniques donnent lieu & certaines distributions de masses négatives dont
elles sont, & une fonction harmonique additive prés, le potentiel logarithmique
ou celui de Newton, suivant le nombre des variables. Inversement, le potentiel
d'une distribution de masses négatives remplit notre hypothése (A). Mais le
potentiel n'est pas nécessairement une fonction continue; en général, ce sera une
fonction semi-continue supérieurement, ¢est-d-dire la limite d’une suite décroissante
de fonctions continues. De plus, cette fonction pourra admettre des enfines
négatifs, comme par exemple dans le cas d'une distribution ponctuelle. Nous
parlerons encore de ces questions d'une fagon plus précise; pour le moment, il
s'agissait seulement de faire observer que si I'on tient a établir, entre les fone-
tions subharmoniques et les potentiels, une réciprocité aussi compléte que pos-
sible, il faudra se passer de 'hypothése de la continuité, en la remplagant par
celle de la semicontinuité supérieure.
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Quant aux infinis négatifs que I'on admettra, il est manifeste que la fonc-
tion ne devra pas devenir »>trés infinie». J'entends par 13 'hypothése évidente
que les points ol la fonction est infinie, ne couvrent pas toute une aire, c'est-a-
dire que l'ensemble des points ou la fonction est finie, soit partout dense dans
le domaine envisagé.

Pour définir ce que 'on entendra par fonction subharmonique dans ce cas
plus général, observons d’abord que le résultat principal du paragraphe précédent
peut é&tre énoncé sous une forme ne faisant plus intervenir le probléme de Di-
richlet. Au len d'exiger que I'on ait précisément U=u sur la frontiére de I,
contentons-nous de supposer, d'une facon plus générale, que u= U sur cette
trontiére; il s'ensuivra a fortiori la méme inégalité pour l'intérieur de D’. Cest
ce fait qui nous suggere notre nouvelle définition, ne faisant appel ni au pro-
bléme de Dirichlet, ni méme & la guestion d'intégrabilité. Voild cette définition.
Une fonection définie 3 'intérieur d'un domaine ), semicontinue supérieurenient,
¢'est-a-dire limite d'une suite décroissante de fonctions continues et qui ne devient
pas »trés infinie», sera dite subharmonique si pour. tout domaine D’ intérieur de
méme que sa frontiére au domaine D) et pour toute fonction U(z, y) harmonique
en D', continue sur la frontiére de D et telle que w =< U sur cette frontiére, la
méme inégalité a lieu a l'intérieur du domaine.

Comme nous I'avons déja dit, cette définition ne fait appel ni au probléme
de Dirichlet, ni & la question d’intégrabilité. Reprenons maintenant ces questions.
Soit 91 s, - - . une suite de fonctions continues & lintérieur du domaine D,
tendant en décroissant vers la fonetion subharmonique u, continue ou non. Soit
D' un domaine intérieur, de méme que sa frontiére, au domaine I) et supposons
quen cas que les données sont continues, le probléme de Dirichlet puisse étre
résolu pour le domaine D’. Soient U,, U, ... les fonctions harmoniques &
Vintériear de D’ et égales respectivement & g¢,, g,, . . . sur sa frontiére; cette
suite de fonctions harmoniques allant en décroissant, sa limite sera, d’aprés un
théoréme bien connu, partout finie ou partout infinie. Or, ce second cas est
impossible; en effet, comme on a u = g,= U, sur la frontiere de D', on aura aussi
u=U, & lintérieur de ce domaine; et dans le second cas, il s’ensuivrait que
u=-—o0 partout dans D’. Par conséquent, il ne peut se présenter que le pre-
mier cas, ¢'est-d-dire que les U, tendent vers une fonction harmonique U*. Cette
fonction est entiérement déterminée quand on a donné la fonction % et le do-
maine D’ et ne dépend pas du choix de la suite {gn}, comme on le voit par un
raisonnement connu que je vais rappeler. Soit {g]} une seconde suite de fone-
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tions continues tendant en décroissant vers u; soient { U,} les fonctions har-
moniques correspondantes et soit U* leur limite. Supposons de plus que les
suites {gn} et {gny soient décroissantes au sens étroit, c'est-d-dire que gni1<gn,
§n+1<%; dans le cas contraire, on modifierait les deux suites en remplacant In

et gn respectivement par g, + i, gn + ;Iz; cette modification n’altére pas les fone-

tions U* et U*. Cela étant, considérons un élément g, de la premiére suite;
comme les ¢, vont en déeroissant au deld de gmi1<gm, on aura, d’'aprés un
théordme bien connu de Dini, g,<gm pour » suffisammant grand. Done on
aura aussi U, < Un et en passant & la limite, il vient que U#<U* Or, par
les mémes raisons, on aura aussi U* < U¥; il s'ensuit que U*=U*.

On montre par le méme raisonnement que si U est une fonction harmonique
3 Vintérieur de D’ et continue sur sa frontiére ou limite d'une suite décroissante
de telles fonctions et si de plus on a, & lintérieur de D', u < U, on y aura aussi
U*=U. Nous exprimerons ce fait briévement en disant que, pour le domaine
D', U* est la metlleure magorante harmonique de la fonction u.'

Observons que U® ne dépend que des valeurs périphériques gque prend u
sur la frontiére de I et que, dans le cas ou la fonction u est continue, U* n'est
gue la solution du probléme de Dirichlet correspondant.

Passons maintenant au cas d'un domaine D’ circulaire ou sphérique. Dans
ce cas, en conservant les notations, les fonctions harmoniques U, se calculent en
appliquant aux valeurs périphériques des fonctions g, la formule de Poisson et
‘comme les suites monotones peuvent étre intégrées terme i terme, la fontion U*
sera fournie par la méme formule en y introduisant les valeurs périphériques de
% et en donnant a l'intégrale un sens convenable, p. ex. en la prenant an sens
de M. Lemmscue. En particulier, on aura, pour un cercle de centre (x,, y,) et

de rayon r,

27

I .
u{y, yo) = U™ (g, yo)= %fu(xoﬂ” cos @, Yo+ 7 sin @)dg

]

et une formule analogue aura lieu dans le cas de plusieurs variables. Cette

! ‘En réalité, pour légitimer cette dénomination, on aurait & prouver que la fonction U¥* est
plus petite ou égale i toute fonction harmonique qui surpasse la fonction w i l'intérienr de I,
indépendamment de I'allure de ces fonctions sur la frontiere de D’. Dans bien des cas, ce fait se
déduit aisément de nos résultats .ultérieurs, mais je n’ai pas encore réussi & le démontrer dans
toute sa généralité.
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formule met en évidence les deux faits suivants: 1) la jfonction u est intégrable
sur toutes les circonférences respectivement sur toutes les sphéves en question; 2) I'hypo-
thése (A), posée primitivement pour les fonctions continues, est satisfaite aussi dans
le cas actuel plus général. v

Inversement, lorsque l'hypothése (A) est satisfaite pour une fonction semi-
continue u, cette fonction est subharmonique dans le sens que nous avons adopté
dans ce paragraphe. Pour le vbir, on n’aura qu'a répéter presque mot i mot le
raisonnement du paragraphe précédent.

3. Exemples.

Les exemples les plus connus de fonctions subharmoniques sont les fone-
tions u satisfaisant & une équation aux dérivées partielles

du = f,

S étant une fonction non négative. Le cas ol f=o0 correspond aux fonctions
harmoniques qui constituent un cas limite séparant les fonctions subharmoniques
de celles que l'on pourrait appeler superharmoniques et que l'on obtient p. ex.
en changeant le signe des fonctions subharmoniques. Les fonctions harmoniques
qui deviennent infinies négatives en des points isolés, comme p. ex. les potentiels
élémentaires log , — 1/r, etc.,, sont essentiellement subharmoniques, ¢ 'est-a-dire
qu’elles ne peuvent étre regardées en méme temps comme superharmoniques.

Il y a trois principes trés simples pour construire des fonctions subhar-
moniques. Le premier, c'est que foute combinaison linéaire de fonctions subhar-
montques & coefficients positifs est unme fonction subharmonique. Le second, c’est
que lenveloppe supérieure, c'est-d-dire la fonction égale partout & la plus grande
d'un nombre fini de fonctions subharmoniques Uest également. Le troisiéme prin-
cipe dit que la limite d'wne suite uniformément convergente de fonctions subhar-
monzques est elle-méme subharmonique. En effet, on voit sans peine que ces trois
algorithmes conservent la semicontinuité inférieure et I'hypothése (A).

Voila un quatriéme principe, permettant de passer des fonctions continues
a des fonctions discontinues. Sost u,, u,, ... une suite décroissante de fonctions
subharmoniques dans wn domaine D, tendant vers ume fonction limite u™ qui ne
devient pas »>trés infinde». En raisonnant comme dans le paragraphe précédent,
il vient que, pour la fonection u* les intégrales figurant dans I'hypothése (A)
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existent et que cette hypothése est remplie; comme de plus la limite d'une suite
décroissante de fonctions continues ou semicontinues supérieurement est elle-méme
semicontinue supérieurement, la fonction #* sera subharmonique.

En nous servant de ces principes, nous allons construire une fonction sub-
harmonique bornée et discontinue. C'est seulement pour fixer les idées que nous
nous plagons dans le cas de deux variables; on sait aussi que, parmi les fone-
tions convexes d'une seule variable, il n'en existe pas d’analogue.

Soit {P,} une suite de points situés dans le plan des x, y tendant vers un
point P*.  Désignons les coordonnés de ces points respectivement par ., y. et
¥, y* et posons

o= [ —2a)+ (y— )

Soit —my, —m,, ... des masses négatives placées respectivement en P, P,, . ..

et telles que Zmu converge. Nous supposons de plus que le potentiel loga-

rithmique

(1) i my log 7y,

n=1

ait une valeur finie au point P¥, c'est-d-dire que la série

D, malog P* P,

n=1

soit convergente. Alors la série (1) définira une fonction w,(xz, y) subharmonique
dans tout le plan et la valeur de cette fonction au point P* sera finie. Comme
fonction wu,(x, y) choisissons une constante inférieure a cette valeur; alors l'enve-
loppe supérieure u(x, y) de ces deux fonctions sera une fonction subharmonique
bornée dans tout domaine fini et discontinue au point P*.

On peut varier cet exemple en supposant que la suite {P,}, au lieu d'étre
convergente, soit partout dense sur un certain ensemble ou aussi dans tout
le plan.

L'exemple le plus simple illustrant notre second principe est fourni par
l'enveloppe supérieure d'un nombre fini de fonctions harmoniques; on y recon-
nait la généralisation immédiate des lignes polygonales convexes.

D’autres exemples de fonctions subharmoniques sont fournis par la Théorie
des fonctions. Soit f(z) une fonction holomorphe & I'intérieur d'un domaine D,
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alors en éerivant z=xz+7y, les fonctions [f(2)|* o0 « est un nombre positif quel-
conque, sont des fonctions subharmoniques des variables z, . En effet, ces fonc-
tions sont continues et tout revient i voir si 'hypothése (A,) est satisfaite. Il
faut distinguer deux cas. Dans le cas ou f{x,+¢y,)=0, la formule (A,) est évidente.
Dans le cas contraire, désignons par f%(z) une détermination uniforme de cette
fonction au voisinage du point z,=x,+7y,. Pour r suffisamment petit on peut
appliquer la formule de Cauchy qui donmne

2
1 | ,
Fe)= 5, | frtetrenig:
0

en passant aux modules, on en conclut I'inégalité requise.

La fonction log |f(z)| est harmonique sauf pour les zéros de f(z) on elle
devient infinie négative; donc elle est subharmonique. Par notre second prin-
cipe, on en déduit une autre fonction subharmonique, jouant un réle impor-

tant dans la Théorie des fonetions, eomme le montrent les derniéres recherches

+
de MM. F. et R. Ngvanuinwa et de M. Ostrowsk1!; c'est la fonction log |f(2)]
+ .
ou log @ désigne la partie positive de log a, ¢'est-d-dire log ¢ lorsque a=1 et

zéro dans le cas contraire.

4. Le théoréme de Hardy et sa généralisation.

Parmi les nombreuses applications des fonctions subharmoniques & la Théo-
rie des fonctions je ne parlerai ici que de celles qui m'ont suggéré les idées dont
je rends compte dans le présent travail.

On doit & M. Harpy le théoréme suivant, datant de l'année 1915:

Soient f(2) ume fonction holomorphe pour |z| < R, a un nombre positif quel-
conque et

ﬂ[a(r) == {;I;f‘lf(weiq‘) ‘udqy}lm (I < R)

' F. et R. NEVANLINNA, Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen in der Umgebung
einer singuliiren Stelle oder Linie, Acta Soc. sc. Fennicae, t. 50, n:o § (1922), p. 3—40; A. OSTROW:
skI, Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel fiir einige Fragen der komplexen Funktionen-
theorie, Acta Univ. Franc.Jos. Szeged, t. 1 (1922), p. 80—87); R. NEVANLINNA, Zur Theorie der
meromorphen Funktionen, Acfa math., t. 46 (1925), p. 1—g9, ou l'on trouve encore d’autres indica-
tions bibliographiques.

43—25389. dcta matkematica. 48. TImprimé le 11 mars 1926.
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Alors 1) Mu(r) est une fonction croissamte de r; 2) log My(r) est une fonction con-
vexe de log r.*

Ce théoréme est contenu dans le théoréme surles fonctions subharmoniques
que voici: '

Soit u(x, y) une fonction subharmonique & Vintériewr d’un domaine D. Alors
la valewr moyenne

27
Ir)=I(r, w) = ifu(x(ﬁ-r cos @, Yo+ 7 sin @)dg
0

o (2, yo) est um point appartenant aw domaine, est une fonction croissante de r
pendant que r varie de sorte que le cercle correspondant, avec son intériewr, restent
compris dans le domazne.

De plus, I{r) est une fonction convexe de logr et cela méme dans le cas plus
général on, le point (x,, y,) appartenant ou non au domaine, le rayon r varie de
Jacon que les circonférences correspondantes forment un anneau circulaire intériewr
aw domaine.?

Démontrons d'abord ce dernier théoréme. Quant & la croissance de I(r),
soient r, et ry(r, <7y) deux des rayons considérés et envisageons les deux circon-
férences qui y correspondent. Soit Uz, y) la meilleure majorante harmonique de
u(z, y) pour la plus grande des deux -circonférences. Alors on aura, sur
l'autre circonférence, u < U et par conséquent I(r;, u) < I(r,, U)=1I(rs, U)=1(rs, u),
c. qu. f. d.

Pour vérifier la seconde partie du théoréme, on se servira de la méme idée,.
mais en l'appliquant, au lieu d'un cercle, 4 un anneau circulaire 7, <r =<r, com-
pris dans le domaine D. Soit U,(z, y) la meilleure majorante harmonique corres-
pondant & notre anneau; alors, d’aprés la théorie des fonctions harmoniques, la
valeur moyenne I{r, U,) est, pour #, <7 =7, une fonction linéaire de logr, et
pour r=r, et r=r, cette fonction linéaire prend des valeurs égalés respective-
ment & I(ry, u) et I(ry, ). D’autre part, comme on a, dans l'annean, < U,, il
s'ensuit que I(r, w)=I(r, U;). On en conclut immédiatement la convexité de
I(r) comme fonction de log 7.

Quant au théoréme de M. Hardy, comme |f(z)|* est une fonetion subhar-

! G. H. HARrDY, On the mean value of the modulus of an analytic function, Proc. Londcn
Math. Soc., 2. série, t. 14 (1915), p. 269—277.

* F. RIESZ, Sur les valeurs moyennes du module des fonctions harmoniques et des fonctions
analytiques, Acta Univ. Franc.-Jos. Szeged, t. 1 (1922), p. 27—32.
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monique de =z, y(z=x+7y), la premiére partie du théoréme est évidemment
contenue dans notre théoréme général. Pour en déduire la seconde partie, il
faudra seulement observer que, par les mémes raisons que |f(2z)[%, la fonction
| 2|f| A2} | est subharmonique pour o<]z|< R quelque soit 8, et que par consé-
quent 78 M,(r) est une fonction convexe de log » et cela pour chaque valeur de
I'exposant 8; la convexité de log M.(») s'ensuit par un artifice connu.

Observons encore que l'extension de notre théoréme embrassant celui de
M. Hardy au cas de plusieurs variables est immédiate; seulement, on ne
devra pas oublier que le rdle de log » reviendra toujours au potentiel élémentaire
correspondant au nombre des variables, p. ex. 4 1/r dans le cas de l'espace.

Pour aller plus loin, rappelons qu'il y a peu de temps que M. LirTLEWoOD avait
réussi 4 généraliser la premiére partie du théoréme de M. Hardy d'une maniere
inattendue et il a su firer de cette généralisation des conséquences importantes
appartenant & l'ordre d'idées du théoreme de M. Picard et a la théorie de la
représentation conforme.! Poussé par cette découverte, intimement liée, comme
je lai montré, a l'idée de fonection subharmonique®, j'ai tdché d’étendre la se-
conde partie du dit théoréme ou plutdét celle de mon théoréme correspondant
de fagon que, au lieu des anneaux circulaires, il s'y agisse des anneanx formés
par des courbes quelconques.®  Dans ce but, j'ai tout d’abord mis cette seconde
partie sous une forme nouvelle. Soit #(z, y) une fonction subharmonique dans
un domaine ) et supposons que les anneaux formés par les cercles de centre
{4, ¥o) et de rayons », <7, <#, soient intérieurs 3 ce domaine. Alors la valeur
moyenne I(r) étant une fonction convexe de log r, on a

' J. E. LITTLEWoOD, On inequalities in the theory of functions, Proc. London Math. Soc.,
2, série, t. 22 (1923), Records, November 8th, 1923; t. 23 (1925), p. 481—519.

* F. RiEsz, Sur une inégalité de M. Littlewood dans la théorie des fonctions, Proc London
Math. Soc., 2. série, t. 23 (1924), Records, March 13th, 1924.

3 Indiquons en quelques mobs une généralisation plus évidente, & laquelle on arrive par
représentation conforme en partant de notre premieére généralisation du théoreme de M. Hardy.
Considérons une aire simplement connexe, formons la fonction de Green par rapport & un point
intérieur O et désignons par C; la ligne de niveau sur laquelle cette fonction prend constamment
la valenr A. Supposons que Vaire comprise entre C‘,—_l et 022 appartienne i notre domaine D et
formons, pour toute valeur de A comprise entre A, et i,, la meilleure majorante harmonique corre-
spondant & notre fonetion subharmonique u(x, ) et au domaine simplement connexe limité
par C;. Soit u(i) la valeur que prend cette fonction au point 0. Alors u(d) sera une fonction
convexe de la variable A.

Ce théoréme s’étend au cas de plusieurs variables; dans ce cas, comme on ne peut plus se
servir de la représenfation conforme, on le démontre en partant de la formule de Green.
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I(ry)—1(ry) Iir)—Ilry) _ I0rg)—1(ry)
log r,—log r, =~ log r,—log r; ~ log r;—log 75

IA

Ces trois rapports peuvent étre interprétés de la maniére suivante. Construisons,
pour la fonction w(z, y) et pour nos anneaux, les meilleures majorantes har-
moniques que nous désignerons respectivement par Uy, Uy, Us. Alors nos
rapports seront égaux i l'intégrale correspondante

AUy .
dne dS (Z! k—l’ 2a 3)7

ou l'intégration se fait, au sens positif, le long d'une courbe fermée arbitraire I’
découpant l'anneau correspondant en deux anneaux et la dérivée est prise sui-
vant la normale extérieure; pour éviter des difficultés accessoires, on peut suppo-
ser p. ex. que la courbe I” est composée d'un nombre fini d’arcs dont la tan-
gente varie d'une maniére continue. On connait le role que joue cette intégrale
dans diverses parties de la Mécanique et de la Physique mathématique; on sait
-aussi que, grice & la formule de Green, elle ne dépend pas du choix de la courbe
I' et qu'elle reste invariante.par représentation conforme; ce dernier fait vient
de ce que, pour ainsi dire, le rapport des infiniment petits ds et d» ne change
pas. Comme de plus, la représentation conforme transporte les fonctions har-
moniques en des fonctions analogues et que, par conséquent, il en est de
méme pour les fonctions subharmoniques, on est conduit tout naturellement a
formuler le théoréme suivant quil s'agira de démontrer.

Soit u(x, y) une fonction subharmonique & Uintérieur d'un domaine D et soient
C,, Cy, C, trois courbes fermées, chacune entourée par la suivante et formant deuz
a deux les trovs anmmeaux 12, 13, 23 wntériewrs & D. Soient, powr ces anneaur,
Uis, Uy, Uy les meilleures majorantes harmoniques de u(x, y) et soit

Izk‘-] dUlL (Za k:I7 2, 3):

dne

ol Uintégration se fait, au sens positif, le long d’ume courbe fermée, composée d'un
nombre fing d’arcs dont la tangente varie d’une maniére continue et découpant Uan-
neaw tk en dewx anneaux, d’ailleurs quelconque.

Alors on oura
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Pour démontrer ce théoeréme, nous nous servirons du lemme suivant:
Soit Ulz, y) une fonction harmonique non négative dans un anneau, s’ annulant
d'une facon contenue swr le contouwr intériewr (extériewr). Alors on aura

al :
2P e = <
dneds: 0 (=0),

cette entégrale ayant un sens analogue & -celle que figure dans le théoréme.
Supposons ce lemme établi; alors, dans le cas ou la fonetion subharmonique
w(x, y) est continue, notre théoréme viendra immédiatement en appliquant le lemme
aux différences des U, Ce raisonnement tiendra aussi pour #(x, y) discontinue,
mais il faudra d'abord démontrer que les différences des U;; s’annulent sur le
contour commun aux anneaux respectifs. Soit {g.(x, )} une suite décroissante
de fonctions continues, tendant vers w(x, y) et désignons par U{ la fonction

harmonique dans l'anneau ¢4 et prenant les mémes valeurs périphériques que
gn(x, y). Rappelons que l'on a, par définition, U — Uy et que la convergence
est uniforme & l'intérieur des anneaux respectifs. Soit C, une courbe fermée
auxiliaire intercalée entre O, et C,; alors les différences U{)— U® qui sont des
fonctions harmoniques dans 1'anneaun 14, sont continues sur les courbes C, et C;;
de plus, elles s’annulent sur la premiére et convergent uniformément sur la
seconde. Il s’ensuit que la convergence de la suite de ces différences est uni-
forme dans l'anneau fermé 14; donc la limite U,;— U,, s’annulera d'une fagon
continue sur la courbe ;. Un raisonnement analogue tient pour l'allure de la
différence U,;3;— U,y sur la courbe C;.

I1 faut encore établir le lemme dont nous nous sommes servis. Pour cela,

faisons la représentation conforme de notre anneau circulaire. A la fonetion
harmonique U, il y correspondra une nouvelle fonction harmonique U, les deux
fonctions prenant les mémes valeurs en des points correspondants. Comme l'inté-
grale en question est invariante par représentation conforme, le cas général d'un
anneau quelconque est ramené au cas d'un anneau circulaire. Or, dans ce cas,
le lemme est presque évident; il vient p. ex. en observant que les dérivées restent
continues sur la circonférence sur laquelle la fonetion s’annule et que, par consé-
quent, au lien d'intégrer le long d'une courbe arbitraire, on pourra le faire le
long de cette circonférence et profiter de ce que, pour cette circonférence, le
signe de la dérivée normale est évident.
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Voila une seconde démonstration de notre lemme, valable aussi au cas
de plusieurs variables, tandis que celle qui précéde ne peut étre généralisée.
Supposons. d’abord que celle des deux courbes formant 1'anneau sur laquelle la
fonction U g'annule, soit suffisamment réguliére, p. ex. i courbure continue.
Alors un pourra raisonner comme dans le cas de l'anneau circulaire. Supposons
que ' U, non négative & l'intérieur de l'annéau, s'annule sur le contour intérieur.
Comme, grice & I'hypothese faite, les dérivées de U admettent des valeurs limites
continues sur ce contour, on pourra, au lieu d'intégrer sur une courbe arbitraire
découpant l'annean, le faire le long du contour-méme. Comme, de plus, la déri-
vée normale y est évidemment non négative l'intégrale le sera également. Le
méme raisonnement s’applique — mutatis mutandis — au cas ou la fonetion
s'annule sur le contour extérieur.

Cela étant, considérons le cas général ou l'anneau est formé par deux
courbes fermées quelconques; soit C) la courbe intérieure, C, V'extérieure. Sup-
posons que la fonction U, harmonique et non négative 2 l'intérieur de l'anneau,
s'annule sur C,. Tragons deux courbes auxiliaires C;, et C,, suffisamment régu-
liéres et telles que chacune des courbes C,, C,, C, C, soit entourée par la sui-
vante. Soit U, la fonction harmonique dans l'anneau o4, s'annulant sur C, est
égale & U sur C, Alors notre hypothése particuliére étant satisfaite par la
fonction U, dans l'anneau o4 et par U,— U dans I'anneau 14 et ces fonctions
s'annulant, la premiére sur le contour intérieur, la seconde sur le contour exté-

rieur des anneaux respectifs, il s’ensuit que, pour I'anneau 14, on a

de°4ds<o fﬂ%ﬂdszo
r

dne = dne

les intégrales ayant le sens adopté et enfin, par soustraction, il vient que

aU

Y <
fdnc=o'
T

Un raisonnement analogue tient pour le contour extérieur et le lemme est dé-
montré.

Ajoutons une remarque généralisant la premiére partie du théoreme de
M. Hardy. Lorsque les courbes O, et C, appartiennent & une partie simplement
connexe du domaine D, C, étant intérieure & C,, on peut comparer l'intégrale
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relative & la fonction U, a celle relative a la meilleure majorante harmonique
U, correspondant a l'intérieur de C,. Or, la fonction U, étant harmonique dans
un domaine simplement connexe, I'intégrale correspondante s'annule; il s'ensuit
que I, =o. '

La méme méthode s'applique aussi au cas suivant dans lequel on consi-
dére plusieurs anneaux a la fois. Soient A4,, A4, ..., A, des anneaux compris
dans le domaine D et extérieurs l'un & l'autre et soit 4, un anneau intérieur
au domaine D et entourant les autres anneaux de sorte que l'aire limitée par
le contour intérieur de A4, et les contours extérieurs des autres anneaux appar-
tiennent aussi au domaine £). Alors on aura, avec une notation évidente,

I]_+I2+ +In§Io.

Observons enfin que, au lieu des anneaux, on pourrait aussi considérer des aires
4 connexion multiple.

Nos résultats s’étendent immédiatement au cas de plusienrs variables.



