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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der Greenschen und der be-
schriinkten harmonischen Funktionen in beliebigen schlichten oder mehrblittrigen
Gebieten, also auf beliebigen Riemannschen Fliachen, gewidmet. Hauptzweck unserer
Betrachtungen ist, die Abhiingigkeit der Existenz der fraglichen Funktionen von
der Menge der Randpunkte des Gebietes zu erkliren.

In dem ersten, einleitenden Kapitel wird ein neuer, auf der Theorie
der konformen Abbildung' beruhender Beweis des bekannten Satzes®' gegeben,
dass es zur Existenz der Greenschen Funktionen auf einer gegebenen Rie-
mannschen Fliche notwendig und hinreichend ist, dass bei der zur Hauptuni-
formisierenden gehérigen Hauptkreisgruppe die Poincaréschen Reihen (— 2):ter
Dimeunsion absolut konvergieren. Dabei gelangt man bekanntlich zugleich zur ana-
lytischen Darstellung der Greenschen Funktionen durch unendliche Produkte. Auf
dieser Darstellung beruht wesentlich der Beweis unseres: im § 3 gegebenen
Satzes, wonach jede Riemannsche Fliche, auf welcher eine nichtkonstante,
von oben oder unten beschriinkte harmonische Funktion existiert, stets Greensche
Funktionen besitzt.

Vermittels unseres Resultates und durch Anwendung eines von Szead®
herrithrenden Satzes iiber den Zusammenhang zwischen der Existenz der Greenschen
Funktionen in einem unendlichen Gébiet und dem transfiniten Durchmesser des
Randes des Gebietes ist es moglich, das Verhalten der Greenschen Funktionen
am Rande des gegebenen Gebietes zu beschreiben. Die betreffende Untersuchung
wird im zweiten Kapitel ausfiihrlich fiir die schlichten Gebiete ausgefiihrt.
Eine fundamentale Rolle spielt hier eine gewisse Teilmenge des Randes, fiir
welche wir die Benennung transfiniter Kern angewandt haben. Die Einfithrung
dieser Teilmenge, welche sofort auf allgemeinere Punktmengen iibertragen wer-
den kann, fiihrt zugleich zur vollstindigen Charakterisierung der hebbaren Sin-
gularititen von beschrinkten harmonischen Funktionen. In diesem Zusammen-
hang werden gewisse den transfiniten Durchmesser betreffende Sitze hergeleitet,
u. a. wird anf den Zusammenhang zwischen dem transfiniten Durchmesser der
Menge der Randpunkte und denh anderen Massbestimmungen jener Menge ein-
gegangen und dabei werden Kriterien gegeben, welche ihre Giltigkeit bis auf
Fille behalten, die einem beliebig kleinen Intervalle angehdren.

! H. POINCARE: Sur Uuntformisation des fonctions analytiqgues (Acta mathematica, Bd. 31,
(1907), § 10).

2 G. SzEGO: Bemerkungen zu einer Arbeit von M. Fekete usw. (Mathematische Zeitschrift,
Bd. 21 (1924).)
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Zweck der Betrachtungen des dritten Kapitels ist, die im zweiten Kapitel
filr die schlichten Gebiete hergeleiteten Resultate auf Riemannsche Flichen zu
ibertragen. Durch Verwenduhg und Verallgemeinerung gewisser von JoHANS-
goN in seiner wertvollen, bisher wenig beachteten Arbeit! gegebenen Hilfssiitze
ist es moglich, die Hauptsitze des zweiten Kapitels auf solche Riemannsche
Flichen zu iibertragen, welche in einer umfassenderen Riemannschen Fliche als

“echte Teilflichen enthalten sind. Um auch in den anderen Fillen Kriterien fiir

die Existenz von Greenschen Funktionen zu gewinnen, muss man sich einer kon-
formen Abbildung bedienen, deren wirkliche Ausfithrung bisher jedoch selbst in
den’ einfachsten Fillen im allgemeinen auf uniiberwindliche Schwierigkeiten
stosst. Jedenfalls ist es moglich, die fiir die schlichten Gebiete bewiesenen
Sdtze auf die sog. fortsetzbaren Riemannschen Fldchen zu iibertragen, d. h.
Flichen, welche auf ein echtes Teilgebiet einer zweiten Riemannschen Fliche
konform abgebildet werden konnen, wenn man von einem Satz von Komsr?
Gebrauch macht, wonach jedes ‘schliehtartige Gebiet auf ein schlichtes Gebiet
konform abgebildet werden kann, Betreffs der nichtfortsetzbaren Riemannschen
Flichen miissen wir uns dagegen hier mit gewissen Beispielen begniigen.

1. Vorbereitende Satze.

& 1.” Definition der Greenschen Funktionen fiir eine gegebene Rie-
; mannsche Fliche.

1. Es sei F eine beliebige iiber die x-Ebene verbreitete offene Riemannsche
Fliche. Zur Definition der Greenschen Funktionen denken wir uns ZF durch eine
unendliche Folge von einfachen Riemannschen Flichen

", Ty, , « (1)

~ approximiert, fiir welche die Existenz der Greenschen Funktionen im voraus
evident ist. Wir wollen die Flichen (1) mit Korsr® in folgender Weise wiihlen.

! 8. JomanssoN: Herstellung aulomorpher Potentwle bez belzebzgen Hauplkreisgruppen (Acta
societatis scientiarum Fennicae, Tom. XLI, N. 2 (1912)).
2 P. KogBE: Uber die Uniformisierung behebzger analytischer Kurven, Zweite Mitteilung
(Géttingen Nachrichten (19o7), I).
8 P. KoEBE: Allgemeine Theorie der Riemannschen Manmqfalizgkezten (Acta mathematlca,
Bd. 50 (1927), Nio 20).
6—3343. Acta mathematica. 6l. Imprimé le 20 février 1933.
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o

1. Jede Fliche F) ist eine endlich-vielblittrige Riemannsche Fliiche mit
endlich vielen Windungspunkten, die von endlich vielen geschlossenen Linien

begrenzt wird (»gewéhnliches Riemannsches Flichenstiick»).

o

2°. Jede Fliche F, ist eine Teilfliche von [, derart, dass jeder Rand-

punkt von F, ein innerer Punkt von F) 4 ist.

3°. Jede Begrenzungslinie von F), ist cin »Hauptschnitt> von ¥, worunter -
ein Riickkehrschnitt verstanden wird, der I' in zwei getrennte Stiicke zerlegt.
Dabei darf keine Begrenzungslinie von F), fiir sich allein einen an F), aussen an-
schliessenden Teil von F vollstindig begrenzen, der ein »gewohnliches Flichen-
stick!» ist.

Unter der zum Pol P gehorigen Greenschen Funktion von F, wird die-
jenige innerhalb I, positive und auf dem Rande von F, verschwindende Funk-
tion G,=Gn(P) verstanden, welche innerhalb der Fliche I, und auf dem Rande
derselben harmonisch ist, abgesehen von dem innerhalb F) liegenden Pol P, wo
I

sie logarithmisch, d. h. wie die Funktion log —

| fiir .x—0 unendlich wird.
x

Wir betrachten nun die unendliche Folge der Greenschen Funktionen
Gl! (;27 (}85'-' (2)

der Flichen (1), deren gemeinsamer Pol P mit einem inneren Punkt von F, zu-
sammenfillt. Wir haben in (2) offenbar eine monoton wachsende Folge von
Funktionen, die nach bekannten Sitzen der Potentialtheorie in jedem Teilbereich
von I' gleichmissig gegen eine Grenzfunktion konvergiert, die von der speziellen
Wahl der Flichen (1) unabhiingig ist, wie in wohlbekannter Weise nachgewiesen
werden kann. Die erhaltene Grenzfunktion G == (P) ist entweder eine auf der
oftenen Fliche F positive harmonische Funktion, die im Punkt P logarithmisch
unendlich wird, oder aber reduziert sich die Grenzfunktion auf eine unendliche
Konstante. Wir nennen G im ersten Fall eine Greensche Funktion von I, im
zweiten Falle sagen wir, ' habe keine Greensche Funktion. Es wird sich
zeigen, dass die Existenz der Greenschen Funktion auf einer gegebenen Rie-
mannschen Fliche von der Wahl des Poles unabhiingig ist.

2. Die Greensche Funktion (¢ hat die folgende Minimaleigenschaft, welche
sie vollkommen charakterisiert:

! d. h. eine Teilfliche von F, deren siamtliche Punkte innere Punkte von F sind.
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Die Funktion G ist die kleinste unter allen auf F positiven harmonischen
Funktionen, welche im Punkte P logarithmisch unendlich werden.
Es sei ndamlich H eine solche Funktion. Dann ist

H—G-n,

fir jedes = eine im abgeschlossenen Bereich I, harmonische Funktion, welche
auf dem Rand von F) positiv ist. Somit ist in jedem Punkt von F),

H>d,
und folglich in jedem Punkt von I
=G,

Gilt dabei das Gleichheitszeichen in einem einzigen Punkt, so gilt dasselbe of-
fenbar iiberall auf IF.

Aus dem Obigen folgt, dass die untere Grenze der Funktion G auf ¥ gleich
Null ist. Denn wiire ’

G=0>o0,

80 hiitte man in G—C eine auf F positive und ausserhalb des Poles P harmo-
nische Funktion, die <G ist, was dem Obigen widerspricht.

Dass die Greensche Funktion bei Anniherung an einen Randpunkt keines-
wegs den Grenzwert Null zu haben braucht, geht schon aus dem Beispiel eines
isolierten Randpunktes hervor. Das Verhalten der Greenschen Funktionen auf
dem Rand soll spiter ndher untersucht werden. _

Wir wollen hier nur noch zeigen, dass die Greensche Funktion ausserhalb
ihres Poles beschrinkt ist.

Wir ziehen zum Beweis um den Pol P herum eine geschlossene Kurve K.
Weil die Greensche Funktion (+, in dem ausserhalb K liegenden Teil F; von
F, harmonisch ist, so erreiéht sie ihr Maximum M, auf dem Rand von F, und
somit auf K, weil sie auf dem fiibrigen Teil des Randes verschwindet. Ist nun
M das endliche Maximum von G auf K, so ist M,<M und somit ist von =
unabhiingig G.<M im Bereich F,. Hieraus folgt, dass G=M in jedem Punkt
von I ausserhalb K ist, w.z. b. w.



44 P. J. Myrberg.

§ 2. Analytische Darstellung der Greenschen Funktionen durch die Haupt-
uniformisierende.

3. Es sei p, das endliche Geschlecht der Fliche F), und ¢, die endliche Anzahl
ihrer geschlossenen Randkurven. Wir schneiden die Fliche F), in bekannter Weise

kanonisch durch g,—1+2p, getrennt liegende Querschnitte derart, dass dieselbe
in einen einfach zusammenhingenden Bereich _I;;n.iibel'geht.. Aus unendlich vie-

len Exemplaren der Fliche F, bilden wir jetzt in bekannter Weise durch Zu-
sammenheftung lings den Querschnitten eine unendlich vielblittrige Fliche U,
die universelle Uberlagerungsfliche von F,. Durch die Hauptuniformisierende
zn(x) von F, wird U, auf das Innere des Kreises

IZnIZ I an

konform abgebildet, wobei man die polymorphe Funktion z,(x) so normieren
kann, dass der Punkt P in den Nullpunkt iibergefiihrt wird und die Ableitung
in P reell wird. ’

Der geschnittenen Fliche F, entspricht in der z,-Ebene ein endlich viel-
seitiges Polygon Bi. _

Die den Querschnitten von F, entsprechenden Seiten von B, liegen inner-
halb H,, wihrend den Randkurven von F, gewisse Bogen von H, zugeord-
net sind.

Den verschiedenen Exemplaren der Fliche I, entsprechen neben einander
liegende Bildpolygone von B,, welche aus B, durch hyperbolische Substitutionen

aMz + g

yive + o

S () = (k=o0,1,2,3,...) (3)

erhalten werden, die eine Fuchssche Gruppe I, bilden, fiir welche B, ein Fun-
damentalbereich ist, wenn man sich auf das Innere von H, beschrinkt.

Weil die Gruppe I'n noch auf Teilen des Hauptkreises H,, nimlich auf
den Bildbogen der Randkurven von Fh, eigentlich diskontinuierlich ist, so kon-
vergieren nach einem bekannten Satz’ von Rirrer und Burssipe die Poin- .'
caréschen Reihen (—2):ter Dimension absolut bei der Gruppe I'n. Aus der
absoluten Konvergenz der Reihe

! Vgl. R. FRICKE und F. KLEIN: Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen,
Bd 11, 8. 157.
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> dSM(z)
k=0
folgt aber wegen der Formel
4869) _1—istop
dz | 1—]e]?

die Konvergenz der Reihe

@

2 1—=187ED (s)

k—=0

und somit auch die Konvergenz des unendlichen Produktes
ITIsP@N. (6)
k=0

Die Konvergenz findet gleichmissig in jedem Bereich statt, der keinen Grenz-
punkt der Gruppe, d. h. keinen auf H, liegenden Hiufungspunkt der Polygone
enthilt.

Der Wert des Produktes (6) bleibt ungeiindert, wenn man 2 einer beliebigen
Substitution von I unterwirft, weil dabei nur die Faktoren mit einander per-
mutiert werden. Wegen

ISP (e)|<1 fir ||<1 und [SP(e)| =1 fiir |2] =1 (7)
ist der Wert des Produktes (6) kleiner als 1 innerhalb H, und gleich 1 in den

reguldren, d. h. von den Grenzpunkten verschiedenen Punkten von H,.
Wir bilden jetzt die Funktion '

—10g [ I Bt

Nach dem Obigen ist sie ein automorphes Potential, welches in den Puunkten
5™ (o) (9)

logarithmisch unendlich wird, sonst innerhalb H, harmonisch und positiv ist. In
den regulidren Punkten von H, nimmt sie den Wert Null an.

Aus dem Obigen geht hervor, dass (8) als Funktion auf der Fliche F,
identisch mit der Greenschen Funktion G, (P) der Fliche ist.
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4. Wir denken uns hiernach fiir die gegebene Riemannsche Fliche F
selbst die universelle Uberlagerungsfliche in der analogen Weise konstruiert und
dieselbe bei der obigen Normierung auf das Innere des Kreises

|ZI:I cH

vermdge der zugehérigen polymorphen Funktion z(x) konform abgebildet. Die der

kanonisch geschnittenen Fliche Fentspreéhenden Polygone sind jetzt im allgemeinen
unendlich vielseitig, wobei der Rand derselben keinen Bogen von H zu enthalten
braucht. Die zugehérige Gruppe I' ist im allgemeinen eine fuchsoide Gruppe,
d. h. sie besitzt unendlich viele Hrzeugende. Die Gruppe I' kann dabei neben
den hyperbolische Substitutionen auch parabolische aufweisen.

Wir bilden wieder das Produkt '

TIlsal (10

diesmal erstreckt tiber die Substitutionen von I', welches Produkt gleichzeitig
mit den Poincaréschen Reihen (—2):ter Dimension absolut konvergiert. Betreffs
dieser Reihen, die nicht absolut zu konvergieren brauchen, wenn H ein Grenzkreis
von I ist, d.h. wenn der Fundamentalbereich B von I' keinen Bogen von H
enthiilt, soll der folgende von Poincarg® herrithrende Satz bewiesen werden.

Es st fiir die Konvergenz des Produktes (10) notwendig und hinreichend, dass
die Flache F Greensche Funktionen besitzt. Wenn (10) konvergiert, so wird die
Greensche L'unktion von F mat dem Pol P durch den Ausdruck

i (11)
—log [T ISu(e)l

dargestellt.

5. Zum Beweis des obigen Satzes wollen wir die Abhingigkeit der Gros-
sen ¢ und g, voneinander untersuchen. '

Wir betrachten zun diesem Zweck eine im Kreise H liegende Bildkurve I,
irgend einer geschlossenen Randkurve C, von F, Die Kurve K, kann nicht
geschlossen sein. Andernfalls wiirde nimlich dem Inneren von X, auf I’ ein
»gewdhnliches Flichenstiick» entsprechen, was unserer dritten Annahme in N: 1

widerspricht, weil jenes Flichenstiick offenbar identisch mit dem von C, begrenzten,

! Vgl. die Fussnote 1, §. 4o,
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zu F, benachbarten Teil von I ist. Diejenige Substitution § von I', welche
den einen Endpunkt von K, auf den anderen abbildet, ist somit von der Identitiit
verschieden und zwar hyperbolisch oder parabolisch, weil keine elliptischen
Substitutionen vorhanden sind. Indem man auf K, die Gesamtheit der positiven
und negativen Potenzen von § anwendet, erhilt man eine Kurve, deren beide
Endpunkte auf H, in den Fixpunkten von S, liegen.

Die Gesamtheit der Bildkurven K, der verschiedenen Randkurven von I,
im Kreise H bilden somit ein Kontinuum. Diejenigen Gebiete, in welche das
Innere von H durch dieselben geteilt wird, sind somit alle einfach zusammen-
“h#ngend.

Es sei D, dasjenige unter den genannten Gebieten, welches den Punkt
O enthiilt. Aus der Definition der Riemannschen Fliche I als Grenzgebilde
der Flichen F, geht hervor, dass die Gebiete

Dy, (12)

von denen jedes ein Teil aller folgenden ist, fiir » —> o gegen die Kreisfliche

|z] < 1 konvergieren.
6. Wir betrachten jetzt die Funktion

g =z(zn), (13)
die den Anfangsbedingungen

2(0) =0, 2’ (0) = reell

geniigt. Sie ist eine fiir |z,| <1 regulire Funktion, deren Werte von Punkten
des Gebietes D, dargestellt werden. Dies folgt unmittelbar aus dem Obigen
und daraus, dass jede relativ zur Fliche F, unverzweigte Funktion eine ein-
deutige Funktion der Hauptuniformisierenden z, ist. In gleicher Weise ist ein-
zusehen, dass die inverse Funktion 2,(z) in dem einfach zusammenhiingenden
Gebiet D, regulir ist. Die Funktion (13) vermittelt somit eine konforme Ab-
bildung des Inneren von H, auf das Gebiet D,.

Es sei nun
S (20) - (14)

eine Beliebige Substitution von I, Wenn man dieselbe auf z, ausiibt, so er-

leidet (13) eine zu I' gehorige Substitution
‘ Sk, u(2). (15)
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Die den verschiedenen Substitutionen (14) von I', entsprechenden Substitutionen
(15) bilden eine Untergruppe I, von I, die offenbar mit I', holoedrisch iso-
morph ist, und deren Substitutionen die zu D, gehorigen Polygone von I' mit-

einander permutieren. Weil

lim z,(2) =¢ (16)

== O

gleichmiissig in jedem innerhalb H liegenden Bereich gilt, so konvergieren die
Koeffizienten von (14) fiir n-— » gegen die entsprechenden Koeffizienten der
zugehérigen Substitution (15).

Nun ist nach dem Schwarzschen Lemma

|2 (z)] < |enl,
woraus folgt, dass allgemein

|8k, n ()] < 85" (el
ist. Die Reihe mit positiven Gliedern

Z—log]S}c”) ()] (17)

F’II.

hat somit eine Majorante in der Reihe

S —log |8, ()], (18)

T(n)

die eine Teilreihe von (11) ist. Wegen (16) ist aber

lim S, . (2) = lim S (2).

N=—w {(and"
Hieraus geht hervor, dass die Summen der ‘Reihen (17) und (18) fiir n —
gegen eine und dieselbe endliche oder unendliche Grosse konvergieren. Weil
anderseits der Grenzwert von (18) fiir » — o gleich (11) und der Grenzwert der
Reihen (17), welche die Greenschen Funktionen (2) der Niiherungsfliichen (1) von I’
darstellen, gleich der Greenschen Funktion G (P) von F ist, wenn diese existiert,

sonst unendlich, ist im ersten Falle fiir |z| <1

—tog [[ ISk} = ()
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wihrend im zweiten Falle (11) unendlich ist. Damit ist der Poincarésche Satz
vollstindig bewiesen.

Aus dem obigen Beweisgang geht hervor, dass aus der Konvergenz der
Reihe (11) fiir einen einzigen Wert von z mit |2|]<1 ihre gleichmiissige Konver-
genz in jedem innerhalb des® Hauptkreises liegenden, keinen Bildpunkt des
Poles enthaltenden Bereich folgt, was im Einklang mit dem Harnackschen Prin-
zip ist.

Wird der Pol der Greenschen Funktion nicht speziell in den Nullpunkt,
sondern allgemein in den Punkt z, transformiert, so erhilt man leicht fiir die
betreffende Funktion den allgemeineren Ausdruck

- 0 S C)_ 0
—logH SEE | 19

wo { einen Punkt von H und 2, den Spiegelbild von z, in bezug auf H be-
zeichnet,.

Weil diese Reihe von 2, unabhiingig gleichzeitic mit den Poincaréschen
Reihen (—2):ter Dimension der Gruppe I' absolut konvergiert, ist damit be-
wiesen, dass die Existenz der Greenschen Funktionen auf einer gegebenen Rie-
mannschen Fliche von der Wahl des Poles stets unabhiingig ist.

§ 3. Ein Satz iiber beschrinkte harmonische Funktionen.

. 7. Der betreffende Satz, auf welchem die folgenden Betrachtungen iiber
die Greenschen Funktionen beruhen, lautet:

1. Satz. Wenn es auf der Riemannschen Fliche F eine nichtkonstante von
oben oder unten beschrinkte harmowische Funktion gibt, so gibt es dort auch Greensche
Funktionen.

Durch eine Transformation der- Form
b(t) + ¢ oder —b(f) + e,

wo ¢ eine Konstante ist, kann man stets erreichen, dass die O'egebene beschrinkte
Funktion b(f) der Ungleichung

b{H) <o , (20)
auf I gentigen wird.
T—8343. Acta mathematica. 6l. Inprimé le 20 février 1933.
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Es sei nun A(f) die zu b(f) konjugierte harmonische Funktion, welche bis
auf eine additive Konstante bestimmt ist. Dann ist

p(t) = b(t) -+ k() (21)

eine analytische Funktion des Ortes t auf F, welche um rein imaginire Kon-
stanten vermehrt wird, wenn der Punkt ¢ eine geschlossene Kurve auf F be-
schreibt.

Es sei z(¢) die Hauptuniformisierende von I'. Die Funktion g (¢(z)) ist eine
eindeutige Funktion von 2, die bei Ausfithrung einer Substitution § der Gruppe

I" von z(#) die Transformation
P (t(S) = @ () + dox (22)

erieidet, wo wys reell ist. Wir bilden jetzt die Funktion

fle) = eroted (23)

wo 7 eine spiiter zu bestimmende reelle positive Grosse ist. Die Funktion (23)

ist fiir |2z] < 1 regulir und beschrinkt:

lFle)l < 1,

und sie erleidet allgemein bei Ausfithrung von § die Transformation

S(8) = e 25 f(2). (24)

8. Es sei jetzt 1) diejenige iiber die @-Ebene verbreitete Riemannsche Fliche,
auf welche I' durch die Funktion ¢(¢) konform abgebildet wird. Wir denken

uns in einem Blatt von I) eine zur imaginiren Achse parallele Strecke L:

a, a+1g (a<<o, e>0)

gezogen. HEs sei I, der Bildbogen von L auf F. In der z-Ebene hat I, un-
endlich viele Bildbogen

L:,v = S1' (Lo)y (V =0, 1,2, .. ) (25)

welche aus einem' L, unter denselben durch die verschiedenen Substitutionen
von I erhalten werden.

Wir withlen nun 2 = 29” und lassen den Punkt z einen der Bogen (23) be-
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schreiben. Dann beschreibt der Punkt ¢ den Bogen L; auf I, der Punkt ¢
die Strecke L und der Punkt

— ¢ {t(2)

fle)=ee® ‘ (26)

genau einmal die Kreislinie
|fl=ee". (27)

Aus (24) geht ferner hervor, dass wenn der Bogen L, durch den iiguivalenten
Bogen (25) ersetzt wird, der Bildpunkt f wieder die nimliche Kreislinie (27)
beschreibt derart, dass die Argumente der Bildpunkte irgend zweier diquivalenter

Punkte die konstante Differenz gfws; haben. Der Wertvorrat der Funktion

(26) ist somit auf allen Bogen (23) derselbe, nimlich identisch mit (27).
Es sei nun f, irgend ein zu (27) gehoriger Wert. Nach dem Obigen gibt
es auf jedem Bogen L, genau einen Punkt, {,, wo

SE) =K, (28)

wobei die Punkte {, im allgemeinen miteinander nicht dquivalent sind. Weil die
Funktion (26) im Einheitskreise beschriinkt ist, muss die Reihe

pte ) (20)

nach einem bekannten Satz von Brascuakr konvergieren.
Wir wihlen ferner auf L, einen Punkt 2z, und bezeichnen mit 2, den auf

L, liegenden #quivalenten Punkt. Ks sei

_wet B

=221 @h—Bn=y)

v

der Ausdruck von 8,. Wegen der Gleichungen

1|8 _ 1
B 1 C PR N

ist

und ferner ist
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L= |Cv|2 _. 1T o
I — |c"'|2 N Iy"c" + 61’|2, (32)

wo ¢, den mit £, iiquikralenten Punkt auf L, bezeichnet. Aus (31) und (32) folgt

d\ 2

' v

2 R e i RS (33)

S e [ I ?
-0 |2

Beachtet man, dass die Punkte — d, ausserhalb des Hauptkreises H liegen, so

v

erhilt man

ERE
o4
i=lal Hlnl i —al [T | 8
T R R B
0,

wo o den von Null verschiedenen kiirzesten Abstand des Bogens L, vom Haupt-
kreis bezeichnet. Hieraus geht hervor, dass mit (29) auch die Reihe

S —lz)

konvergent ist. Nach § 2 ist damit die Existenz der Greenschen Funktionen
auf 7' bewiesen.

II. Schlichte Gebiete.

§ 4. Die Greenschen FunktionenZeines schlichten Gebietes.

9. Hs sei D ein beliebiges schlichtes Gebiet der z-Kbene. Wir kinnen
ohne Einschrinkung annehmen, dass der unendlich ferne Punkt zu 1) gehort,
weil man dies durch eine konforme Abbildung erreichen kann, welche auf die
Existenz der Greenschen Funktionen keinen Kinfluss hat. Der Rand von D) be-
steht dann aus einer beschrinkten, abgeschlossenen Punktmenge M.

Zweck der folgenden ~Betrachtungen ist, das Verhalten der Greenschen
Funktionen von ) am Rande des Gebietes zu untersuchen. Wir wollen zu die-
sem Zweck den transfiniten Durchmesser der Punktmenge M einfithren, den wir

mit Fekrre' in folgender Weise definieren.

' M. FERETE: Uber die Verteilung der Wurzeln usw. ‘Math. Zeitschrift, Bd. 17 {1923)).
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Wir verstehen unter dem n:ten Durchmesser von A das Maximumn

® _
dy == max l/H|:ci——;ak|, (1)
i<k
wenn die Punkte x,, x,, ..., & von einander unabhingig aus M gewiihlt wer-

den. Die unendliche Folge der positiven Grossen
dy, dy, dy, ... (2)

ist monoton abnehmend und sie konvergiert folglich gegen einen endlichen,

nichtnegativen Grenzwert

d =lm d,, oo (2)
N=— %
den transfiniten Durchmesser von M, den wir im Folgenden mit 7 (M) bezeich-

nen werden.

10. Aus der Definition des transfiniten Durchmessers geht hervor, dass
wenn eine Punktmenge M auf eine andere 3’ durch eine allai)vtisclle Funktion
#'= f(x) abgebildet wird, welche eine Umgebung von M (d. h. einen Bereich,
der M in seinem Innern enthiilt) schlicht abbildet, so sind die transfiniten Durch-
messer der beiden Mengen stets gleichzeitic Null oder von Null verschieden.
Sind nimlich allgemein die «; den Punkten x; von M entsprechenden Punkte

von M’ so ist

oulas — | < |at — uf} < @pls — (3)

wenn ¢, und ¢, das Minimum bzw. Maximum des absoluten Betrages der Ab-’

leitung von f(z) in den Punkten von M bezeichnet, wobei

O<01> 92<m‘

Aus (1) und (3) folgt aber

e v (M) <z(M') <o, v(M), (3)
woraus die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht.

11. Ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen der Hxistenz der Green-
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schen Funktionen im Gebiet ) und dem transfiniten Durchmesser des Randes
M wird durch den folgenden, von Szeed' bewiesenen Satz ausgesprochen.

Notwendig wund hinreichend fiir die FExistenz der Greenschen Funktionen im
Gebiet D ist, dass v(M)>o. Dabei ist v(M) gleich der Robinschen Konstante y
der Greenschen Funktion G {z} von D met dem Pol x =, d. h. es ist

log y = lim (log || — G {«}). (4)

Je] — =
Wir beweisen jetzt den

2. Batz. Es see M eine beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge der x-
Ebene, deren transfiniter Durchmesser gleich Null ist und B ein beliebiger, die
Menge M <n seinem Innern enthaltender Bereich. Dann st jede im Restgebiet
B — M=By absolut beschrinkte und harmonische Funktion auch in jedem Punkt
von M harmonisch.

Es sei h(z) eine Funktion der im Satze genannten Art, also |k (z)] <k < o
und b(x) diejenige im ganzen Bereich B harmonische Funktion, deren Werte
auf der Randkurve C von B mit denjenigen von h(x) tibereinstimmen. Dann ist

@ (x) = b(x) — h(x) ‘ ()

eine im Gebiet By absolut beschrinkte und harmonische Funktion, die auf
verschwindet. Wir werden indirekt zeigen, dass ¢ (z)= o.

Wir fithren eine konforme Abbildung ¢ ==t(x) aus, so dass B auf die obere
Halbebene (J(t) = o) und M auf eine innerhalb der genannten Halbebene liegende
beschrinkte Punktmenge M, abgebildet wird. Dadurch geht @ (x) in eine Funktion
Y (t) iiber, welche in dem von der reellen Achse I und M, begrenzten Bildgebiet
B, von By absolut beschrinkt und harmonisch ist, und welche auf I verschwindet.
Wir konnen daher die Funktion (f) harmonisch in den beziiglich I genommenen
Spiegelbild B, von B, fortsetzen und erhalten so eine im Gebiete B’ = B, + B,
beschrinkte und harmonische nichtkonstante Funktion (). Dieses Gebiet besitzt
aber dann, nach unserem I. Satz, auch Greensche Funktionen. Hieraus folgt, nach
dem oben zitierten Satz von Szeeo, dass der transfinite Durchmesser des Randes von
B, also der Punktmenge M’,=M,+ M, wo M, den Spiegelbild von M, in bezug
auf I bezeichnet, grosser als Null ist.

' Vgl. die Fussnote 2, 8. 40.
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Es sei andererseits d, bzw. d'n der n:te Durchmesser von M, bzw. M,". Wir
konnen den Ausdruck von d’, in der Form

n(n—1)

dw * =Mt~ 4| I|&— 0l Dt — 7 - (6)

schreiben, wo die Grossen ¢ Punkte von M, und f Punkte von IT[I repridsentieren.
Es sei u die Anzahl der erstgenannten, v diejenige der letzteren Punkte, wobei
also u+v=mn Bsseiz B. u=v. Weil

wlu—1) »{v—1)}

olt—tl=a, * , Ola—tl=da, * . (7)
und .
|ty—F| = 4, (7)

wo A das Maximum der Abstinde der Punkte von M; und Jlfl bezeichnet, so ist

n(n—1) wlw—1) oy —1)

dn * =d, ? d, * e . (8)

Wegen 7(M) =0 und der Bemerkung in N:o 10 ist

lim dr, = ¢(M,) = o.

ks 0
Hieraus und aus (8) folgt

o(M,+M,)=1lim d'» = o,
was dem Obigen widerspricht.
Damit ist bewiesen, dass v (f)=o0 und also ¢ (x)=o0, d. h.

h () = b (). , (9)

Die Funktion h(z) ist somit in jedem Punkt von M harmonisch. Hiermit ist
der 2. Satz vollstindig bewiesen.

12. Das obigé Resultat fiihrt zur Einteilung der Punkte jeder beschrink-
ten Punktmenge M der Ebene in zwei Klassen.

Wir rechnen zur ersten Klasse jeden Punkt der Menge M mit der Eigen-
schaft, ‘dass es in jeder Umgebung des Punktes eine abgeschlossene Teilmenge
von M existiert, deren transfiniter Durchmesser grosser als. Null ist. Zur zwe:-
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ten Klasse rechnen wir alle iibrigen Punkte von M. Jeder dieser letzteren
Punkte hat also die Eigenschaft, dass es eine Umgebung desselben gibt, deren
zugehorige Teilmenge von M einen verschwindenden transfiniten Durchmes-
ser hat. ' » ‘
 Aus der obigen Definition geht hervor, dass die Menge der Punkte der
ersten Klasse abgeschlossen ist. Diese Menge soll im Folgendeﬁ der transfinete
Kern der Menge M genannt werden. Wir werden fiir dieselbe die Bezeichnung

M* anwenden.

13. Wir betrachten jetzt etwas nidher die Eigenschaften des transfiniten
Kerns einer Randmenge, womit wir kurz eine beschrinkte und abgeschlossene
Punktmenge bezeichnen, welche aus dem Rand irgend eines unendlichen Ge-
bietes besteht. Dasjenige unendliche Gebiet, dessen Rand aus der gegebenen
Randmenge M besteht, wird im Folgenden gewohnlich mit D (M) bezeichnet.

3. Satz. FEs sei A ein beliebiger Bereich, der die Randmenge M in seinem
Innern enthdlt. Jede Funktion h(x), die im Restgebiet Ay = A — M absolut be
schrankt wund harmonisch 1st, ist auch @ jedem zur Menge M* nicht gehirigen
Punkt von M harmonisch.

Es sei P ein Punkt der zweiten Klasse von M. Nach der Definition gibt es
eine Umgebung U von P, deren zugehdrige Teilmenge m von M einen ver-
schwindenden transfiniten Durchmesser hat.  Diese Teilmenge m kann kein Kon-
tinuum enthalten, wie in N:o 23 bewiesen wird. Wir kénnen somit um den
Punkt P herum im Bereich U eine geschlossene Kurve C ziehen derart, dass
dieselbe keinen Punkt von M enthilt. Es sei B der von (' begrenzte endliche
Bereich und g die in B gelegene Teilmenge von m. Weil die gegebene Funk-
tion h(x) im Restgebiet B —u beschrinkt und harmonisch ist und weil z(u)=o0,
so muss h(z) nach dem 2. Satz auch in den Punkten von u und somit speziell
im Punkt P harmonisch sein. Weil dies fiir alle Punkte der zweiten Klasse
von M gilt, ist unser Satz damit bewiesen.

Die Punkte der zweiten Klasse sind somit hebbare Singularititen fiir alle
oben betrachteten Funktionen.

14. TIndem wir jetzt zu den Greenschen Funktionen des unendlichen Gebietes
D (M) zuriickkehren, bemerken wir, dass nach N:o 2 jede derselben in jedem den
Pol nicht enthaltenden Bereich beschrinkt ist. Nach 3. Satz muss somit jede
Greensche Funktion von D (M) in jedem zum transfiniten Kern nicht gehorigen
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Randpunkt harmonisch und zwar positiv sein, weil man nach dem Obigen jeden sol-
chen Punkt durch eine geschlossene, innerhalb ) (M) verlaufende Kurve umschlies-
sen kann, in deren Inneren die betrachtete Greensche Funktion harmonisch ist.

Es sei jetzt P ein Punkt des transfiniten Kerns des Randes M von D (M).
Nach der Definition ist der transfinite Durchmesser derjenigen Teilmenge m von M,
die irgend einer Umgebung U/ von P gehort, grosser als Null. Das unendliche
Grebiet D (m) mit der Randmenge m besitzt somit Greensche Funktionen.

Es seien G und g die Greensche Funktionen von D (M) bzw. D (m) mit dem
gemeinsamen Pol w. Weil g in D (M) positiv und ausserhalb sz harmonisch ist,
muss nach der in N:o 2 bewiesenen Minimaleigenschaft der Greenschen Funk-
tionen im Gebiet D (M) die Ungleichung

G=yg (10)

gelten. Nun ist aber nach N:o 2 die untere Grenze von g im Gebiet D (m) und
somit in U, wo alle Randpunkte von D (m) liegen, gleich Null. Wegen (10) ist
somit in jeder Umgebung von P die untere Grenze von ( gleich Null. Es gilt

somit der

4. Satz. Die Greenschen Funktionen des Gebietes D (M) haben in jeder Um-
gebung jedes zum tramsfiniten Kern des Randes M gehirigen Punktes die untere
Grenze Null.

15. Wir wollen nun zwischen zwei Fiillen unterscheiden, je nachdem ob der
Punkt P ein regulirer oder irregulirer Punkt von M* ist.

"Es sei P zuerst ein regulidver Punkt von M*, d.h. die zu einer hinreichend
kleinen Umgebung von P gehorige Teilmenge m von M* moge identisch mit
einem gewissen, den Punkt P enthaltenden reguliren analytischén Bogen f sein.
Die polymorphe Funktion z(x), welche die zu D (M?*) gehorige universelle Uber-
lagerungsfiiche auf das Innere des Hauptkreises H konform abbildet, ist offenbar
regul"dry im Punkte P und sie bildet den Bogen 8 auf einen Bogen 8 von H ab, der
als ganzes dem Fundamentalbereich der Gruppe von ¢ (x) gehort. Auf einem solchen
Bogen § ist aber jede Greensche Funktion von ¥ harmonisch und gleich Null,
wie aus dem Ausdruck (11) N:o 4 hervorgeht, welche gleichmissig noch in einer
Umgebung jedes Punktes von £ konvergiert. In jedem reguliren Punkt von
M* ist somit jede Greensche Funktion von F harmonisch und hat dort den
Wert Null. ‘ |

8-—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 20 février 1933.
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Es sei umgekehrt ¢ harmonisch in einem zu M* gehorigen Punkt P. Nach
4. Satz hat sie dann im Punkt P den Wert Null. Die Gleichung

G=o (11)

definiert dann einen reguliren Bogen durch P. Eine hinreichend kleine Um-

gebung U von P wird durch die Kurve (r1) in zwei Teile zerlegt, so dass in

dem einen Teil G > 0, im anderen (f < o ist. Hieraus und aus dem 4. Satz

folgt offenbar, dass die zu U gehorige Teilmenge von M* identisch mit einem

Bogen von (i1) ist. Damit ist bewiesen, dass jeder irregulire Punkt von M*

eine singulire Stelle fiir die Greenschen Funktionen des Gebietes D (M) ist.
Wir wollen die obigen Resultate im folgenden Satz zusammenfassen.

5. Satz. Die Greenschen Funktionen des Gebietes D (M) sind harmonisch und
positiv in jedem zwm transfiniten Kern M* des Randes M nicht gehdrigen Punkt. In
den Punkten wvon DM* dagegen sind sie harmonisch und gleich Null oder singuldr
mit der unteren Grenze Null, je nachdem ob der betreffende Punkt ein regulirer
oder irreguldrer Punkt von M* ust.

§ 5. Uber die hebbaren Singularitiiten von absolut beschrinkten harmo-
- nischen Funktionen,

16. Aus den obigen Ergebnissen kann man folgenden Satz gewinnen, wel-
cher den 3. Satz in bemerkenswerter Weise erginzt.

6. Satz. Ist M eine beliebige beschrinkte Randmenge, so gibt es eine in der
Umgebung derselben absolut beschrdnkte harmonische Funktion, welche tn jedem Punkte
des transfiniten Kerns von M einen singuliren Punkt hat.

- BEs sei P zuerst ein regulirer Punkt von M* und § ein durch denselben
gehender zu M* gehoriger analytischer Bogen. Hs ist leicht, eine Funktion h zu
konstruieren, welche in jedem Punkt von § singulir ist und in dem unendlichen
Komplementdrgebiet D(8) von B absolut beschrinkt und harmonisch ist. Wir
denken uns zu diesem Zweck das Gebiet D(8) konform auf das Innere eines
Kreises H abgebildet. Durch die inverse Transformation wird z. B. der reelle
Teil einer analytischen Funktion, welche innerhalb des Kreises H beschrinkt
und harmonisch ist, und welche H zur singuliren Linie hat, in eine Funktion
der gesuchten Art iibergefiihrt.

Wir koénnen nun offenbar eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge
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von analytischen Bogen aus M* wihlen derart, dass jeder regulirer Punkt
hochstens zweien von denselben angehort. Hs seien

Iy, hy, Rg, ...

die zugehorigen in obiger Weise bestimmten Funktionen, wobei wir ohne Hin-

schrinkung annehmen konnen, dass allgemein |h,] < 1. Dann ist

I'=c¢hy +ehy+ -,

wo die Konstanten ¢, so gewiihlt werden, dass
*
2
Sel
v=1

konvergiert, eine ausserhalb der Menge M* absolut beschrinkte harmonische
Funktion, die in jedem reguliren Punkt von M* singulir ist.

Weil jede Greensche Funktion G von D) (M) nach N:o 2 ausserhalb ihres
Poles beschrinkt und nach 5. Satz in jedem irreguliren Punkt von M* singulir

ist, so ist offenbar die Funktion
I'+ G

in einer Umgebung der Menge M harmonisch und absolut beschrinkt und
in jedem Punkt von M?* singulir. Die Richtigkeit des 6. Satzes ist damit be-
wiesen.

Durch die Sitze 3 und 6 ist die Beschaffenheit der hebbaren Singularitaten

von absolut beschrinkten harmonischen Funktionen vollstiindig erklért.

§ 6. Einige Eigenschaften des transfiniten Kerns einer beschriinkten
Punktmenge.
17. Es sei wieder D ein unendliches Gebiet, M sein Rand, M* der trans-
finite Kern von M und D* das unendliche Komplementargebiet von M*. Es
seien @G und G* die Greenschen Funktionen von D bzw. D* mit dem gemein-

samen Pol sz. Wir behaupten, dass
= G* (12)

Weil G im Gebiet D* positiv und ausserhalb des Punktes sz harmonisch ist, so
ist nach N:o 2 im Gebiete D*
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G = 6" (13)
Aus gleichem Grunde ist im Gebiet D
G* = G, (13

weil dort die Funktion G% positiv und ausserhalb des Punktes = harmonisch
ist. Aus (13) und (13)" folgt aber die zu beweisende Gleichung (12).
Wir wiihlen insbesondere = = o und erhalten wegen (4) die Gleichung

7 (M) = v (M*). (14)
Es gilt somit der

7. Batz. Die Randmenge eines beliebigen wunendlichen Gebietes wnd ihr trans-
finiter Kern haben stets denselben transfiniten Durchmesser.
Wir ergiinzen den obigen Satz mit dem

8. Satz. Der transfinite Durchmesser jeder abgeschlossenen Teilmenge der
Menge M* ist kleiner als derjenige won M*, wenn M* nicht leer ist.

Bs sei m eine abgeschlossene Teilmenge von M*. Ist z(m)= o, so ist der
Satz richtig, weil 7(M#*)>o0. Ks sei daher z(m)>o0 und g die Greensche Funk-
tion des Gebietes D (m)} mit dem Pol «. Weil m eine Teilmenge von M* ist,

so ist filr w =

g= G*F = (. (15)

Wiire nun in (15) das Gleichheitszeichen in einem Punkt giltig, so wire dies
iiberall in D der Fall. Dies ist aber unmoglich, weil die Funktion g in jedem
zu m nicht gehorigen Punkt von M* harmonisch und positiv ist, indem ein
solcher Punkt zu D(m) gehort, wihrend dort die Funktion G* die untere
Grenze Null hat. Somit ist tiberall in D

g > G%.
Fiir x = % ergibt sich hieraus wegen (4) die Ungleichung
7 (m)<t(M*) =z (M), (16)

womit der Satz bewiesen ist.
Nach dem Obigen ist der transfinite Kern M* einer Bandmenge M identesch mit .
dem Durchschnitt simtlicher abgeschlossener Terlmengen der Menge M, deren trans-

Jineter Durchmesser gleich demjenigen von M ist.
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Wir sprechen noch folgenden Satz aus, der sich auf beliebige beschrinkte
Punktmengen M und N bezieht.

9. Satz. Ist ©(N)> o, so st
7(M + N)> 1(N)

dann und nuwr dann, wenn der transfinite Kern von N nicht eine Tellmenge des
transfiniten Kerns von M ist. Ist aber ©(N)==o0, so ist stets t(M + N)=o(M).
Hier bedeutet M bzw. N die komplementare Menge des durch M bzw. N
bestimmten unendlichen Gebietes.
Einen Beweis fiir unseren Satz erhiilt man unmittelbar aus 8. Satz, wenn

man bemerkt, dass!

w(M): (M), ©(N)= ().

Um eine genauere Kenntnis iiber die Struktur des transfiniten Kerns zu
verschaffen, miissen wir die Grosse des transfiniten Durchmessers einer Punkt-
menge in ihrer Abhingigkeit von den anderen Massbestimmungen derselben

genauer untersuchen.

§ 7. Zusammenhang zwischen dem transfiniten Durchmesser und den ver-
schiedenen Massbhestimmungen einer beschriinkten Punktmenge.

18. Es sei h(t) eine beliebige mit der reellen Variablen f stetig abnehmende -
positive Funktion.® Wir denken uns die Punkte der beschriinkten Punktmenge
MM durch Kreise », mit den Radien g, iiberdeckt und betrachten die Summe

3. )

Wenn die Kreise #, in allen méglichen Weisen gewiihit werden, erhilt man un-

endlich viele Summen (17), welche eine nichtnegative untere Grenze

' Vgl die 8. 4o zitierte Arbeit von G. Szegd, 8. 205, Fussnote 3.

* Eine vorliufige Mitteilung iiber die Resultate des vorliegenden Paragraphen findet man in
unseren Noten:

L'existence de la fonction de Green powr un dowmaine plan donné. {Comptes rendus, t. 190
{1930} Bemerkuny zur Theorie des transfiniten Durchmessers einer ebenen Punkimenge. {Annales
academiae scientiarnm Fennicae, A. XXXIIT {1930)."
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besitzen. Diese Zahl wird im Folgenden als h-Mass der Menge M bezeichnet. -
Speziell fiir h(t)=1' geht h(M) in das d-démensionale Mass von M iiber,
welches das lineare und das quadratische Mass als Spezialfall fir =1 bzw. d=2

1
|log ¢|

enthilt. Ferner wird aus h(M) fir h{t)= das logarithmische Mass der

Menge M erhalten.

-

19. Es sei ferner z(x) die Hauptuniformisierende des Gebietes D (M), I
ihre Gruppe. Dann ist
' x = x(2)

eine automorphe Funktion von I', die jeden zu D (M) gehorigen Wert im Funda-
mentalbereich genau einmal annimmt, die iibrigen Werte dagegen auslisst. Man
erhilt somit die Gesamtheit der Wurzeln der Gleichung

x () = x,, (18)

wo x, irgend einen zu D (M) gehorigen Punkt bezeichnet, aus 2 = S{z,), wo 2z, eine
der Wurzeln bezeichnet, wenn S die Gesamtheit der Substitutionen von I" durch-
liuft. Nach § 2 konvergiert die iiber die Wurzeln von (18) erstreckte Reihe

21 =18 (19)

dann und nur dann, wenn das Gebiet D (M) Greensche Funktionen besitzt, oder was
dasselbe ist, wenn der transfinite Durchmesser von M grosser als Null ist.

Andererseits ist nach Anvrrors' die Konvergenz der Reihe {19) fiir jeden
Wert z, sichergestellt, sobald das h-Mass der Menge M grosser als Null ist fiir
irgend eine h-Funktion, fiir welche das Integral

fﬁéﬁdt (k> o) (20)

0

endlich ist. Damit ist ein Beweis fiir den folgenden Satz geliefert, welcher eine

' L. AHLFORS: Sur quelques propriétés des fonctions méromorphes. (Comptes rendus, t. 190
{1930)). Ein Satz von Henri Cartan und seine Anwendung auf die Theorie der meromorphen Funk-
tionen. (Societas scientiarum Fennica, Commentationes V, 16 (1930).)
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hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Greenschen Funktionen im Gebiet
D (M) gibt.

10. Satz. Ist das h-Mass der Menge M g.rb'sse}" als Null fiir eine h-Funktion,
Sfiir welche das Integral (20) endlich ist, so st der transfinite Durchmesser der
Menge M von Null verschieden.

Die fiir das Integral (20) aufgestellte Bedingung wird u. a. fir die Funk-
tionen

h(f)=1t (0 > o); ht) = r— (e > o) (21)

und allgemeiner

I
M= liog tllogs 1] Togn A/~ 179

erfiillt. . Wir wollen das die erste der Funktionen (21) betreffende Resultat
durch einen besonderen Satz aussprechen.

11. Satz. Wenn das o-dimenstonale Mass fiir trgend ein positives & grosser
als Null ust, so ist der transfinite Durchmesser der Menge grisser als Null.

20. Kin Krnterium entgegengesetzter Richtung wird aus dem folgenden
Satz von Linpesere' erhalten. ‘

Wenn die Funktion w in emner Umgebung D, der Menge m ausserhalb
derselben  harmonisch und absolut beschrdnkt ist (|u| = k), und wenn das logarith-
mische Mass von m Null zst, so ¢st u auch in den Punkten von m harmonisch.

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass m in dem Einheitskreise
gelegen ist. Es sei ¢ eine gegebene kleine positive Zahl. Wir umschliessen die
Punkte von m durch endlich viele kleine Kreise x,(|t—ax| = 9,) derart, dass

4 I

T < é
. 2 iog o
und wir bezeichnen mit D, den ausserhalb der Kreise liegenden Teil von D,.
Der Rand von D, setzt sich aus dem Rand C von D, und den Kreisen x, oder
von denselben gebildeten Linien zusammen, deren Gesamtheit wir mit C. be-
zeichnen. Man konstatiert unmittelbar, dass der Ausdruck

' J. W. LINDEBERG: Sur [lexistence des fonctions d'une variable complexe et des fonctions
harmoniques bornées (Annales Academiae scientiarum Fennicae, 11, N:o 6 (1918)).
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We = 2 kZ—" -————_— il (22)

eine Funktion auf D), definiert, die dort harmonisch und positiv ist und die fer-
ner >0 auf C und > 24 auf C, ist

Wir bilden ferner diejenige im Bereich 1), harmonische Funktion », deren
Werte auf C mit denjenigen von u iibereinstimmen. Dann ist #— v eine im
Bereiche I}, harmonische Funktion, die = 24 auf C, und = o auf Cist. Hier-
aus folgt, dass in D,

| — v << e (23)

ist. Nun gehort jeder ausserhalb der Menge m liegende Punkt von 1), fiir hin-
reichend kleine Werte von ¢ zu D,, und andererseits konvergiert der Wert von
we in diesem Punkt mit ¢ gegen Null. Hieraus folgt, dass u == v ausserhalb
der Menge m ist und es ist somit » auch in den Punkten von m harmonisch,
w. 7 b.w. .

Nach den obigen Siitzen kann die KExistenz der Greenschen Funktionen mit
Hilfe der Massbestimmung des Randes bis auf Fille erledigt werden, die einem
verschwindend kleinen Intervall angehoren. Unsere Kriterien versagen nimlich

hichstens dann, wenn gleichzeitig

lim Z’|log (I>n|‘ =0 fiir jedes >0 (24)
und

o 1 )
lim leog ol > o. (24)

ist.

21. HEs ist auf Grund der vorhergehenden Ergebnisse méglich, gewisse die
Struktur des transfiniten Kernes betreffende Resultate herzuleiten.

Aus dem Satz von Linpesere folgt zuniichst, dass das logarithmische Mass
jeder abzihlbaren Menge Null ist. Sind ndmlich

ay, s, Qg, . . .
die Punkte der abziihlbaren Menge und wird allgemein @, mit einem Kreis vom

n?

Radius ¢, — ¢ ¢ bedeckt, so wird
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o

I 1 ade
2“039_71_'_62122_ 6

n—1
wo die rechte Seite mit ¢ beliebig klein gewiihlt werden kann. Somit gilt der

12. Satz. Der transfinite Kern jeder abzihlbaren Punktmenge ist leer.

Aus dem obigen Satz folgt, dass jeder Punkt des transfiniten Kerns ein
Verdichtungspunkt der gegebenen Menge ist, d. h. dass es in jeder Umgebung
desselben eine nichtabziihlbare Teilmenge der gegebenen Menge gibt. Also:

Der transfinite Kern einer Menge st eine Teillmenge des perfekten Kerns der
Menge, d. i. der ]lfen.ge der Verdichtungspunkte.

22. Dass der transfinite Kern im allgemeinen nicht mit dem perfekten
Kern identisch ist, folgt daraus, dass es nichtabziihlbare Mengen gibt, deren lo-
garithmisches Mass Null ist, wie man z B. aus dem folgenden Beispiel schlies-
sen kann. .

Es sei

Ay, Ay, Ay, .

zuniichst eine beliebige monoton abnehmende unendliche Reihe von positiven
Zahlen. Wir konstruieren zuerst konzentrisch mit der Strecke (0, 1) eine Strecke
von der Linge 1—2 ., dann fiir die beiden Reststrecken von der Linge .7, je
eine konzentrische Strecke der Lénge 4,—2.,, fiir die erhaltenen vier Rest-
strecken der Linge ./, hiernach je eine konzentrische Strecke der Linge A,—2.4,
und so in inf. Beim #n:ten Schritte sind dann 2" Reststrecken mit der gemein-
samen Lidnge .7, vorhanden. Fiir n— % wird aus den Reststrecken eine Punkt-
menge M erhalten, die offenbar die Miichtigkeit des Kontinuums hat und fiir
welche die untere Grenze der Summe in (24) gleich

I
1' n.. .
oy [log x|

ist.

—n 27

Wir withlen nun .7,=c¢ und haben

lim 2™

1
=0
N—s |10g dnl ’

d. h., das logarithmische Mass der Menge ist Null. Ihr transfiniter Kern ist
somit leer, withrend der perfekte Kern mit der Menge selbst identisch ist.

9—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 21 février 1933.
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23. Wir sprechen noch den folgenden Satz aus, der schon frither angewandt
worden ist.

13. Satz. Jedes in M enthaltene Kontinuwm gehirt dem transfiniten Kern
von M zu. v

Ist nimlich P ein beliebiger Punkt des Kontinoums, so enthiilt jede Um-
gebung desselben ein Teilkontinuum von M und also eine Teilmenge von M,
deren lineares Mass und somit auch transfiniter Durchmesser nach 10. Satz von
Null verschieden ist. Ein solcher Punkt und folglich alle Punkte der in M ent-
baltenen Kontinua gehoren also zum transfiniten Kern von M.

Aus dem Obigen folgt insbesondere, dass simtliche innere Pumkte einer
Menge M dem transfiniten Kern der Menge angehdren.

Wir haben im Vorhergehenden nur beschrinkte Punktmengen der schlich-
ten Ebene betrachtet. Es ist jedoch moglich, analoge Definitionen und Sitze
fiir allgemeinere Punktmengen aufzustellen.

Betrachten wir zuerst eine Punktmenge M der schlichten Ebene, die den
unendlich fernen . Punkt enthiilt. Um den Begriff der Klasse auch fiir diesen
Punkt zu definieren, denken wir uns eine Umgebung U desselben konform auf
einen endlichen schlichten Bereich A abgebildet, wodurch die in U enthaltene
Teilmenge von M in eine beschrinkte in 4 liegende Menge m transformiert
wird, die den endlichen Bildpunkt ¢ des unendlich fernen Punktes enthilt.
Wir wollen die Klasse des unendlich fernen Punktes in der Menge M durch
die Klasse des Bildpunktes ¢ in der Menge m definieren, wodurch der Be-
griff des transfiniten Kerns auch fiir unendliche Punktmengen der schlichten
Ebene definiert wird. Zu bemerken ist, dass die obige Definition von der spe-
ziellen Wahl der angewandten Abbildung unabhingig ist. Denn hat man durch
zwei verschiedene Abbildungen zwei Bereiche A, und A, erhalten, so hat man
zwischen denselben eine Beziehung der in N:o 10 untersuchten Art, woraus folgt,
dass zwei einander entsprechende Punkte stets einer und derselben Klasse an-
gehoren.

In der gleichen Weise kann man den Begriff der Klasse auf algebraische
Windungspunkte einer Riemannschen Fliche iibertragen, wodurch der transfinite
Kern fiir jede Punktmenge einer Riemannschen Fliche definiert wird, deren
simtliche Punkte innere Punkte der Fliche sind. Wegen der funktionentheore-
tischen Anwendungen muss man aber auch solche Punktmengen auf Riemannschen
Flichen beriicksichtigen, die reale oder ideale Randpunkte der Fliche enthalten.
Dies soll im folgenden Kapitel nidher besprochen werden.
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I1I. Mehrblattrige Gebiete.

§ 8. Existenz der Greenschen Funktionen auf mehrblittrigen Riemannschen
Fliichen. :

24. Nachdem wir im Vorhergehenden die schlichten Gebiete hinsichtlich
der Existenz der Greenschen Funktionen ausfithrlich behandelt haben, ertibrigt es
noch, die erhaltenen Resultate auf mehrblittrice Gebiete, d. h. beliebige Rie-
mannsche Flidchen zu ﬁbertragen. Hier kommen nur die offenen Flichen in
Betracht, weil auf geschlossenen Riemannschen Flichen ersichtlich keine Green-
schen Funktionen existieren konnen. Nach der Uniformisierungstheorie ist es
bekanntlich gleichgtiltig, ob die fragliche Riemannsche Fliche geometrisch oder

durch Angabe einer zugehérigen mehrdeutigen analytischen Funktion

y=y(x)
definiert ist.

Unsere Methode ist am nichsten auf solche Riemannsche Flichen F' belie-
bigen Greschlechtes anwendbar, welche in einer anderen umfassenderen Rie-
mannschen Fliche F” als echte Teilflichen enthalten sind derart, dass die gege-
bene Riemannsche Fliche I” ein nicht leeres System von Randpunkten hat, wel-
che innere Punkte der Fliche F’ sind. Zweck der folgenden Betrachtungen ist,
einen Beweis fiir den folgenden Satz zu geben, welcher einen Teil des Szegdschen
Satzes in N:o 11 auf Riemannsche Flichen iibertrigt.

14. Satz. Ist der tramsfinite Kern der Menge M der zwm Inmeren von I
gehorigen Randpunkte der Riemannschen Fliche F nicht leer, so gibl es auf I'

Greensche Funktionen.

28, Wir konstruieren fiir F’ die relativ unverzweigte ﬁberlagerungsﬂéche
U, die wir vermittels der Hauptuniformisierenden z(x) auf das Innere des Haupt-

kreises
|Z| =1 S H

konform abbilden. Ks seien
S0:Ia Sl’ S27 S3a ‘ (I)

die Substitutionen der zur polymorphen Funktion z(x) gehorigen Gruppe I’
und B ein Pundamentalbereich von I Der Punktmenge M entspricht im -
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Bereich B eine Punktmenge m, von der wir ohne Einschrinkung annehmen kon-
nen, dass sie als Ganzes dem Innern von B angehért. Dann haben die unend-
lich vielen transformierten Mengen

8y (m) (k=o0,1,2,3..) (2)
keine gemeinsamen Punkte.

Wir denken uns jetzt, an eine Idee von Jouansson' ankniipfend, in B
eine unendliche Folge von Systemen regulirer und geschlossener Kurven

‘ K, (w=0,1,23..) (3)
in folgender Weise konstruiert.
1) Die Kurven des Systems K, begrenzen mit H zusammen einen Be-
reich w,. »
2) Fiir jedes u ist w, ein Teilbereich von 1.
3) @, geht fir u—c in den Komplementarbereich von m in bezug auf
das Innere von H iiber.

Es sei allgemein »
K (4)

das aus (3) durch §, erhaltene Kurvensystem. Die unendlich vielen Kurven-
systeme (4) fir ¢=o, 1, 2, ..., begrenzen zusammen mit H einen oo -fach zu-
sammenhiingenden Bereich £, Dabei ist allgemein £, ein Teilbereich von
.11 und ferner geht £, fiir u— o in denjenigen Bereich £ iber, der von der
Gesamtheit der Punktmengen (2) und H begrenzt wird.

Der néchste Zweck unserer Betrachtungen ist, die Existenz einer in £,
harmonischen Funktion #, nachzuweisen, die in einem gegebenen Punkt z, wie

log |TZ-I-—P| unstetig ist, die ferner auf allen Kurven (4) verschwindet und fiir
Zo ;

z|—1 gleichmiissig gegen Null konvergiert.
geg °f

26. Wir gehen zu diesem Zweck von demjenigen Bereich Q2% aus, der
aus £, erhalten wird, wenn man davon die ausserhalb des Kreises

IZI — RZ. < 1 (Rl <Z R1+17 lim RZ = I) (5)

A
liegenden Kurven (4) fortlisst.
Der Bereich .Qif), der von endlich vielen reguliren geschlossenen Kurven be-

! Vgl. die S. 41 zitierte Arbeit.
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t=2t =)

grenzt ist, besitzt eine Greensche Funktion mit dem im Bereiche £, gewihlten Pol
2y, die wir mit ugf) bezeichnen. Weil allgemein Qﬁf“) ein Teilbereich von Q;f) ist, 80 ist

= . (6)
Andererseits ist jede der Funktionen

Wi =123, ... (7)

in dem in O, gelegenen Kreise |z — z,| =/ grosser als die Greensche Funktion

10g p‘::‘zn

dieses Kreises. Nach- dem Harnackschen Prinzip konvergiert daher die Reihe
der Funktionen (7) in &, gleichmissig gegen eine Funktion

lim ug” = Uy (3, Zo) = U, (8)

A—

die ersichtlich den am Schlusse der N:25 aufgestellten Bedingungen geniigt. Man
erkennt in (8) unmittelbar die Greensche Funktion des Gebietes £, mit dem Pol z,.
Daraus, dass 2, ein Teilbereich von £2,4 ist, folgt, dass

Uy, << Up 1. (9)
Ferner gilt fiir jede Substitution § von I' die Gleichung

(2, 8leo) = wu (57 (2), &)y (10)

weil die beiden Seiten der Gleichung eine und dieselbe Funktion, nimlich die

Greensche Funktion von 2, mit dem Pol §(z,), reprisentieren.

27. Wir definieren jetzt die unendliche Reihe  wachsender, in £, ausser-
halb der Punkte -

S (2,) (11)
positiver harmonischer Funktionen A
wh, W, W, (12)
durch den Ausdruck 4
(13)
Wi = D uule, 8,7 (20)),
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wo die Summierung sich iiber die Gesamtheit der Substltutlonen S, von I' er-
streckt, fiir welche die Kurven

Sp(Ku) = K9 ‘ (14)

dem Rand von Q" angehbren. Zweck der folgenden Betrachtungen ist nach-

zuweisen, dass die Funktionen (12) gegen eine harmonische Funktion konver-
gieren.

Wir umschliessen das Kurvensystem K, mit einer reguliren, innerhalb B
liegenden den Pol 2, ausschliessenden geschlossenen Kurve C. Es sei v diejenige in
dem von K, und C begrenzten Bereich D), harmonische Funktion, die =1 auf
K, und =o0 auf Cist. Durch Anwendung der Greenschen Formel auf die Funk-
tionenpaare

u), v baw. wy, v

erhilt man die Glewhungen

Oub dv
—t f ") —d f Ydo= fu,b v do,
C

/,L

wo do das Bogenelement der betreffenden Kurve und » die in das Innere von
D, gezogene Normale bezeichnet. Hieraus folgt

du™ gy [ dv
L) P - (n) __ g
f( 3y av)da ‘ (uﬂ uﬂ)avda. (13)
K, ¢
Weil nun auf C
dv
w™ >y, Gy > O (16)
80 ist
ou ou
73 n
f G d0>f(7v do. (17)
¥, £,

Diese Ungleichung behilt ihre Giiltigkeit, wenn K, durch ein beliebiges zum
Rand von Q" gehériges Bild (14) von K, ersetzt wird. Aus den endlich vielen

so erhaltenen Ungleichungen leiten wir durch Addition die Ungleichung

Z

(9%/4

(18)

her,
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Nun ist die rechte Seite von (18) wegen (10) gleich

0 , own
3 [P [, »

K,

Ferner ist nach einem bekannten Satz iiber die Greenschen Funktionen

dun
f 0: do < 27. (20)
9,57) K‘Ef)
Aus (18), (19) und (20) folgt
oW
f-_a-f do < 27. (21)

A
Ix,b

Durch eine neue Anwendung der Greenschen Formel im Bereich 1),, diesmal

auf die Funktionen
W,

143

erhilt man, weil V" auf K, verschwindet, die Gleichung

oW dv
& e 7 (n) 2"
/ b do f W (9,,d0' (22)

K, (

Es sel nun .7 ein Bogen von C, wo

w_ .
9y q~0.
Hieraus und aus (21) und (22) folgt dann fiir das positive Minimum von W
auf o~ die Ungleichung
4 (W)

min, < 27T.

Nun ist nach dem Harnackschen Prinzip auf

Wi < k(W)

I3 & /min.?

wo k eine von »n unabhiingige Konstante bezeichnet. Wegen der obigen Un-
gleichungen gilt somit auf jedem Punkt von .7 die Ungleichung
2k

n} o Z727
W{L < qj (23)
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Weil demnach die Reihe (12) in den Punkten von . beschrinkt bleibt, muss
sie nach einem bekannten Satz von Harnack in jedem inneren Teilbereich von
9, gleichmissig gegen eine harmonische Funktion W, konvergieren.

Man konstatiert unmittelbar, dass die Funktion W, im Bereich £, har-

monisch ist, von den Punkten

S, (2) e=o0,1,2,...) (24)

abgesehen, wo sie logarithmisch unendlich wird. Sie ist positiv in jedem inneren
- Punkt und gleich Null in jedem Randpunkt von £,. Aus (13) ergibt sich ferner
fir W, in @, die Darstellung '

Wy = 2“# (2, S (z)), : (25)

wo die Summierung iiber die Gesamtheit der Substitutionen von I" zu erstrecken
ist. Hieraus geht hervor, dass W, ein automorphes Potential von I’ ist, weil
bei Ausfilhrung irgend einer Substitution von I' nur die Glieder von (23) mit-
einander permutiert werden, was auf die Summe der absolut konvergenten Reihe
keinen HEinfluss hat. Sechliesslich ist allgemein

We < Wi, (26)

weil wegen (9) jedes Glied von (23) kleiner als das entsprechende Glied in der
Reihe von W41 ist.

28. Wir betrachten schliesslich die unendliche Reihe der Funktionen
‘Wh Wz, W‘iy Lo (27)

und behaupten, dass sie in jedem inneren Teilbereich von 2 gleichmilssig gegen
eine harmonische Grenzfunktion konvergiert.

Bs sel a ein Punkt ausserhalb der um das Kurvensystem K, beschriebenen
geschlossenen Kurve C und g, die Greensche Funktion mit dem Pol a fiir das-
jenige unendliche Gebiet, das von dem Kurvensystem K, begrenzt wird. Fer-
ner sei h, diejenige innerhalb und auf C harmonische Funktion, deren Werte

auf ¢ mit denjenigen von g, iibereinstimmen. Dann ist
Pu="hu— g _ : (28)

eine in dem von K, und C begrenzten Bereich D, harmonische Funktion, die
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auf C verschwindet. Weil g,>o0 auf C ist, so ist #,>0 auf C und somit auch
im Innern von (. Weil somit auf den Kurven K,

gu =0, h.>o, (20)
so ist auf denselben und innerhalb des Bereichs I,
Pun > 0. (29)
Nun konvergiert die unendliche Reihe der Greenschen Funktionen

96 Yo Gs, - - - (30)

gegen die Greensche Funktion g des Komplementargebietes der Punktmmenge m
in bezug auf die ganze Ebene, welche Funktion wirklich existiert, weil der
transfinite Kern der Menge m nach N: 10 nicht leer ist wenn dies, wie an-

genommen, mit M der Fall ist. Daraus folgt, dass die Reihe der Funktionen
hy, hyy By, . .. (31)

gleichmissig gegen diejenige innerhalb und auf (/ positive harmonische Funk-
tion h konvergiert, deren Randwerte auf ( mit denjenigen von ¢ iibereinstim-
men. Hs existiert dann auch die Grenzfunktion

¢ = lim @, (32)

Ji~—s o

welche nicht identisch Null sein kann, weil die untere Grenze von g in jeder
Umgebung von m nach 4. Satz Null ist, wiihrend & dort positiv ist.

29. Es sei ¢ das endliche gemeinsame Maximum von ¢ und h auf C.
Weil auf der Kurve C

I < 9y hu=9gp, (33)
80 ist
h,<gq

auf C und somit auch im Innern von (. Mithin ist im Bereich 1),

o< @.<gq. (34)

10—3343. Acla mathematica. 61. Inprimé le 21 février 1933.



74 _ . P. J Myrberg.

oh, |
fm do= o, (35)

(9]

Nun ist

weil h, innerhalb und auf C harmonisch ist, ferner ist

Of% = —2m, (36)

weil der Pol von g, ausserhalb O liegt. Aus (35) und (36) folgt

0 Pu Ohu o (00u 5.
f o do fé’v do O do=2m.
¢ ¢

o
Indem wir zur Reihe (27) zuriickkehren, wenden wir die Greensche Formel

auf die Funktionen

Wm Pu
in Bereich D, an. Weil

gy =0 auf C und W,=o0 auf K,

fm Pr 1 —f SUVPE (375

so ergibt sich

Wegen (21) ist

und also, wegen (34)

Hieraus und aus (37) folgt

0
_fWMal;’"do§2nq. (38)

Wiirde nun W, fiir g-so in einem einzigen Punkt von C gegen o konver-
gieren, so wire nach dem Harnackschen Prinzip gleichmiissig auf ¢
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lim W, = .

U—®

Dies widerspricht aber der Ungleichung (38), weil auf C

7, . Opu
o
Folglich muss die Reihe (27) in jedem inneren Teilbereich von 2 gleichmiissig
gegen eine harmonische Funktion
lim W, = W (39)
. p—r o0
konvergieren.

- Aus dem Obigen geht hervor, dass W ein automorphes Potential von I'
ist, das ausserhalb der Menge m und ihrer Transformierten positiv und harmo-
nisch ist, von den Punkten (11) abgesehen, wo sie logarithmisch unstetig wird
Auf die Flidche F iibertragen ist W eine eindeutige Funktion, die positiv und
ausserhalb ihres Poles, dem Bildpunkt P von 2, harmonisch ist. Auf Grund
der Entwickelungen der N:o 1 kann man aus dem Obigen leicht den Schluss
ziehen, dass W eine Greensche Funktion von F ist. Jedenfalls ist die Existenz
der Greenschen Funktionen auf F nach § 3 schon dadurch gesichert, dass W
eine von unten beschrinkte harmonische Funktion ist. Damit ist der Beweis des

14. Satzes zum Abschluss gebracht.

30. Uber das Verhalten der Greenschen Funktionen in den Randpunkten
M gilt der 5. Satz als solcher, wie leicht zu bestiitigen ist. Wir wollen hier
noch zeigen, dass auf jeder der Bedingung des 14. Satzes geniigenden Riemannschen
Fldiche, welche Greensche Funktionen besitzt, zugleich absolut beschrinkte harmo-
nesche Funktionen existieren. k '

Wir zerlegen zu diesem Zweck die Menge M in zwei zueinander fremde Teile
M, und M, derart, dass die transfiniten Kerne der beiden Teilméngeu nicht leer sind.
Es seien F, und F, diejenigen Teilfliichen von I, welche aus F erhalten werden,
wenn man die Menge M durch M, bzw. M, ersetzt. Beide Flichen F, F, ha-
ben nach 14. Satz Greensche Funktionen.

Bs seien nun G, und (f, die Greenschen Funktionen von F, bzw. F, mit
einem gemeinsamen Pol P. Wir bilden dann die Funktion

G, — G, (40)



76 P. J. Myrberg.

Nach N:o 2 ist sie ausserhalb des Poles in F absolut beschrinkt und harmo-
nisch. Dies ist aber auch im Punkte P der Fall, weil die logarithmischen
Singularititen der beiden Bestandteile einander dort aufheben. Die Funktion
(40) ist somit eine auf der ganzen Fliche F absolut beschrinkte harmonische
Funktion. Sie kann sich nicht auf eine Konstante reduzieren, weil die untere
Grenze derselben nach 5. Satz in jedem Punkt von M, positiv, in jedem Punkt
von M, dagegen negativ ist.

§ 9. Anwendung der konformen Abbildung.

31. Durch den 14. Satz wird die Frage nach der Existenz von Greenschen
Funktionen nur fiir eine besondere Klasse von Flichen gelést. Um allgemeinere
Resultate zu gewinnen, muss man sich konformer Abbildungen bedienen.

Beachtet man, dass bei Ausfithrung einer konformen Abbildung die Green-
schen Funktionen invariant bleiben, so gelangt man zur folgenden Verallgemei-

nerung unseres I4. Satzes.

15, Satz. Wenn es miglich ist, die Riemannsche PFldche I' konform auf eine
echte Teilfiiche @ einer zweiten Riemanschen Fliche @' abzubilden, und wenn der
transfinite Kern der Menge N der zum Innern von @ gehirigen Randpunkte
von @ nicht leer ist, so besttzt die Fldche F Greensche Funktionen.

Betrachten wir etwas niiher zuerst den Fall, wo das Geschlecht p von I Null
ist. In diesem Fall kann F konform auf ein schlichtes Gebiet @ abgebildet
werden und @ reduziert sich auf eine Vollebene. Jetzt wird die Frage nach
der Existenz der Greenschen Funktionen durch die Sitze des Il Kapitels geldst.
Speziell im Falle einer einfach zusammenhingenden Fliche kann man als Gebiet @
entweder eine Kreisfliche oder eine punktierte Ebene wihlen und die Fliche 17
hat somit Greensche Funktionen, oder nicht, je nachdem ob der erste oder der
zweite Fall vorliegt. Doch begegnet selbst in diesem einfachsten Fall die wirk-
liche Awusfithrung der fraglichen konformen Abbildung im allgemeinen un-
iberwindlichen Schwierigkeiten.

32. Man kann die obigen Betrachtungen auch auf Riemansche Fldchen
hoheren Geschlechtes iibertragen, wenn man sich des in der Einleitung' erwihn-
ten Satzes von Kowse bedient, wonach jedes schlichtartige Gebiet auf ein
schlichtes Gebiet konform abgebildet werden kann. '

! Fussnote 2, S. 41.
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Wir denken uns zu diesem Zweck die gegebene Riemannsche Flidche I°
durch ein System von Riickkehrschnitten (R,), deren Anzahl gleich dem Geéschlecht
p der Fliche ist, in wohlbekannter Weise in eine schlichtartige Fliche I' ver-
wandelt, d. h. eine Fliche, welche wie jedes schlichte Gebiet durch jeden neuen
Riickkehrschnitt zerstiickelt wird. Nach dem genannten Koebeschen Abbildungs-
satz ist es moglich, die geschnittene Fliche F konform auf ein schlichtes Ge-

biet D abzubilden, wo jedem Riickkehrschnitt R, ein Paar geschlossener Kurven
(C,, C) entspricht, die durch analytische Transformationen umkehrbar eindeutig
einander bezogen sind. Indem wir die einander paarweise konjugierten Punkte
der zugeordneten Kurven als identisch betrachten, wird aus dem Gebiet D eine
ideale Riemannsche Fliche I) erhalten, deren Punkte durch die ausgefiihrte
konforme Abbildung den Punkten der gegebenen Riemannschen Fliiche [I' um-
-kehrbahr eindeutig entsprechen.

Der Rand von D besteht im allgemeinen aus einer Menge M ausserhalb
der Kurven (C,, () liegender Punkte, ferner (fiir p>o0) aus den Kurven (C,, (})

und (fiir p=o) aus der Menge M der Hiufungsstellen der Kurven (C,, C,). Der

Menge M + M
Wir erweitern jetzt das Gebiet D, vorausgesetzt, dass M nicht leer ist,

indem wir zu D die Gesamtheit der Punkte von M adjungieren. Aus dem
neuen Gebiet D’ eré-ibt sich in der oben angegebenen Weise eine ideale Rie-
mannsche Fliche D', die durch das System der Kurven ((,, (4) mit den zuge-
horigen Bezugstransformationen definiert wird. (Im Falle p = o reduziert sich D’
auf die Vollebene.) |

7 33. Wir denken uns jetzt die ideale Riemannsche Fliche I auf eine ge-
wohnliche Riemannsche Fliche @' konform abgebildet. Dabei geht D in eine
Teilfliche @ von @ {iiber. Den Punkten M entsprechen gewisse. Randpunkte
von @, welche innere Punkte von @ sind. Thre Menge sei N.

Durch Ausfithrung der beiden konformen Abbildungen, ndmlich der
Koebeschen und der zuletzt besprochenen, haben wir die gegebene Riemannsche
Fliche F' auf eine neue Fliche @ iiberfiithrt, auf dem der 14. Satz anwendbar
ist, wenn der transfinite Kern der Menge N oder, was ersichtlich dasselbe be-
deutet, wenn derjenige von M nicht leer ist. Wir koénnen daher den folgenden
Satz aussprechen. ‘
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16. Satz. Wenn der transfinite Kern der bei der Koebeschen Abbildung er-
haltenen Randmenge M nicht leer ist, so gibt es auf F Greensche Funktionen.

Diese Bedingung ist zur Existenz von Greenschen Funktionen auch notwen-
dig, wenn das Geschlecht der Flache F endlich ust.

Zum Beweis des letzten Teiles des Satzes bemerken wir, dass @’ bei endlichem
» eine algebraische Fliche ist. Wire der transfinite Kern der Menge M und somit
auch der Menge N leer, so wire jede Greensche Funktion von @ nach dem 2. Satz
auch in den Punkten von N und also iiberall auf der algebraischen Fliche @
ausserhalb des Poles harmonisch, was unmoglich ist.

Die obige Schlussweise ist nicht mehr richtig, wenn das Geschlecht von F
unendlich ist. Auch jetzt ist jede Greensche Funktion von @ in den Punkten N
harmonisch und folglich zugleich eine Greensche Funktion der Fliche @’. Dass
diese Moglichkeit wirklich existieren kann, soll an einem Beispiel gezeigt werden.

§ 10. Beispiel einer nichtfortsetzbaren Fliche.

_ 34. Es sei D ein schlichtes Gebiet der z-Ebene und M die Menge seiner
Randpunkte. Wir konstruieren in bekannter Weise eine analytische Funktion
f(x), welche innerhalb D regulir ist und dort unendlich viele einfache Null-
stellen besitzt, die jeden Punkt von M zur Hdufungsstelle haben. Die Gleichung

y* = f(x) (41)

stellt dann eine transzendente hyperelliptische Fliche f dar, die Windungspunkte
erster Ordnung in den Nullstellen der Funktion f(x) besitzt.

Wir beweisen jetzt den Satz:

Die hyperelliptische Fldiche (41) besitzt Greensche Funktionen dann und nur
dann, wenn der transfinite Kern der Menge M nichi leer ust.

Es sei der transfinite Kern von M nicht leer. Es seien x =a und x=1%
zwei beliebige Punkte von D) und .

G(a, z), G(b, 2)
die Greenschen Funktionen von D) mit den genannten Polen. Die Funktion
Gla, x) — G(b, x) — log |z — a| + logle — b

ist dann auf D und somit auch auf f eine nichtkonstante, absolut beschrinkte
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harmonische Funktion. Nach dem 1. Satz besitzt somit die Fliche (41) Greensche
Funktionen.

Es sei umgekehrt eine Greensche Funktion g(x,, ;) von f mit dem Pol
(x5, ¥o) vorhanden. Wir betrachten die Funktion

"9(xe, Yo) + 9 (@, — o)l

W |-

Sie ist offenbar harmonisch und positiv im Gebiet /) und im Punkte z, loga-
rithmisch unstetig. Nach dem 1. Satz besitzt somit 1) Greensche Funktionen und
der transfinite Kern von M kann daher nach dem Satz von Szrgd nicht leer
sein. Unser Satz ist damit bewiesen.

35. Wir teilen mit Rapo' die Gesamtheit der Riemannschen Flichen in
fortsetzbare und nichtfortsetzbare ein, je nachdem ob es moglich ist oder nicht,
die gegebene Riemannsche Fliche auf eine echte Teilfliche einer anderen Rie-
mannschen Fliche konform abzubilden. Nach pe Possgr® ist eine Riemannsche
Fliche dann und nur dann fortsetzbar, wenn die bei der Koebeschen Abbildung
erhaltene Menge M nicht leer ist. Durch Ubergang zu den Flichen @, @ hat
man eine konforme Abbildung der gegebenen fortsetzbaren Riemannschen Fliche I”
auf eine echte Teilfliche @ der nichtfortsetzbaren Riemannschen Fliche @’ geleistet.

Das obige Beispiel der hyperelliptischen Fliche gibt, wie leicht einzusehen,
eine nichtfortsetzbare Riemannsche Fliche. Bemerkenswert ist nach dem Obi-
gen, dass es unier den transzendenten mnichifortsetzbaren Riemannschen Fldchen
sowohl Flichen mit Greenschen Funktionen als solche gibt, die keine Greenschen
Funktionen besttzen. Auf eine nidhere Unterscheidung der beiden Moglichkeiten
konnen wir hier nicht niher eingehen.
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