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Einleitung. 
Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der Greenschen und der be- 

schr~Lnkten harmonischen Funktionen in beliebigen schlichten oder mehrbl~ttrigen 

Gebieten, also auf beliebigen Riemannschen Fl~ichen, gewidmet. H~uptzweck unserer 

Betrachtungen ist, die Abh~ngigkeit tier Existenz der fraglichen Funktionen yon 

der Menge tier Randpunkte des Gebietes zu erkl~ren. 

In dem ersten, einleitenden Kapitel wird ein neuer, auf der Theorie 

der konformen Abbildung beruhender Beweis des bekannten Satzes I gegeben ,  

dass es zur Existenz der Greenschen Funktionen auf einer gegebenen Rie- 

mannschen Fli~che notwendig und hinreichend ist, dass bei der zur Hauptuni- 

formisierenden gehSrigen tiauptkreisgruppe die Poincargschen Reihen ( - -2) : te r  

Dimension absolut konvergieren. Dabei gelangt man bekanntlich zugleich zur ana- 

lytischen Darstellung der Greenschen Funktionen durch unendliche Produkte. Auf 

dieser Darstellung beruht wesentlich der Beweis unseres im w 3 gegebenen 

Satzes, wonaeh jede Riemannsche Fl~ehe, auf welcher eine nichtkonstante, 

yon oben oder unten beschri~nkte harmonische Funktion existiert, stets Greensche 

Funktionen besitzt. 

Vermittels unseres Resultates und durch Anwendung eines von Sz~G5 '2 

herriihrenden Satzes fiber den Zusammenhang zwischen der Existenz der Greenschen 

Funktionen in einem unendlichen Gebiet und dem transfiniten Durchmesser des 

Randes des Gebietes ist es mSglich, das Verhalten der Greenschen Funktionen 

am Rande des gegebenen Gebietes zu beschreiben. Die betreffende Untersuchung 

wird im zweiten Kapitel ausfiihrlich fiir die schlichten Gebiete ausgefiihrt. 

Eine fundamentale Rolle spielt hier eine gewisse Teilmenge des Randes, fiir 

welche wir die Benennung transfiniter Kern angewandt haben. Die Einfiihrung 

dieser Teilmenge, welche sofort auf allgemeinere Punktmengen iibertragen wer- 

den kann, fiihrt zugleich zur volls~ndigen Charakterisierung der hebbaren Sin- 

gularit~ten yon beschr~nkten harmonischen Funktionen. In diesem Zusammen- 

hang werden gewisse den transfiniten Durchmesser betreffende Siitze hergeleitet, 

u. a. wird auf den Zusammenhang zwischen dem transfiniten Durchmesser der 

Menge der Randpunkte und den anderen Massbestimmungen .~ener Menge ein- 

gegangen und dabei werden Kriterien gegeben, welche ihre Gifltigkeit bis auf 

F~lle beh~lten, die einem beliebig kleinen Intervalle angeh5ren. 

H. POINCA]CE: Sur l'uniformisation des fonctions analytiques (Acta mathematica, ltd. 3I, 

(IOOT), w ~o). 
Cx. SZEG~): Bemerkungen zu einer Arbeit von M. Fekete usw. (Mathematische Zeitschrift, 

Bd. 21 (I924).) 
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Zweck der  Betrachtungen des dritten Kapitels ist, die im zweiten Kapitel 

fiir die schiichten Gebiete hergeleite~en Resultate auf Riemannsche Fl~chen zu 

/ibertragen. Durch Verwendung und Verallgemeinerung gewisser yon JOHAZqS- 

SO~ in seiner wertvollen, bisher wenig beachteten Arbeit ~ gegebenen Hilfss~tze 

ist es mSglich, die Haupts~tze des zweiten Kapitels auf solehe Riemannsche 

F1Echen zu iibertragen, welche in einer umfassenderen Riemannschen F1/~che als 

e c h t e  Teilfl~chen enthalten sind. Um auch in den anderen F~llen Kriterien fiir 

die Existenz yon Greenschen Funktionen zu gewinnen, muss man sich einer kon- 

formen Abbildung bedienen, deren wirkliche Ausfiihrung bisher jedoch Selbst in 

d e n  einfachsten F~llen im allgemeinen auf uniiberwindliche Schwierigkeiten 

stSsst. Jedenfalls ist es mSglich, die fiir d i e  schllchten Gebiete bewiesenen 

S~tze auf die sog. f0rtsetzbaren Riemannschen Fl~chen zu iibertragen, d. h. 

F1Echen, welche auf ein echtes Teilgebiet einer zweiten Riemannschen Fl~che 

konform abgebildet werden kSnnen, wenn man yon einem Satz yon KonBn ~ 

Gebraueh macht, wonach j e d e s  schlichtartige Gebiet auf ein schlichtes Gebiet 

konform abgebildet werden kann. Betreffs der nichtfortsetzbaren Riemannschen 

Fl~chen miissen wir uns dagegen hier mlt gewissen Beispielen begniigen. 

I. V o r b e r e i t e n d e  S~itze. 

w I. Definition der Greenschen Funktionen flir eine gegebene Rie' 
mannsche FHtehe. 

!. Es sei T' eine beliebige fiber die x-Ebene verbreitete offene Riemannsche 

Fl~che. Z u r  Definition der Greenschen Funktionen denken wir uns F dutch eine 

unendliche Folge yon einfachen Riemannschen Fl~ichen 

. .  

approximiert, fiir welehe die Existenz der Greenschen Funl~ionen 

evident ist. 

(:) 

im voraus 

Wir  wollen die Fl~chen (I) mit ]~OEBE 8 in folgender Weise wEhlen. 

1 S. JO~ANSSON: Herstellung automorpher Potentiale bei beliebigen Hauptkreisgruppen (Acta 
societatis scientiarum Fennicae, Tom. XLI, •. 2 (I9121). 

P. KO•BE: ~ber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, Zweite Mit~eilung 
(GSttingen Iqachrichten (I9o7) , I). 

8 p. KOEBE: Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten (Acta mathematica, 
Bd. 50 (I927) , N:o 20). 

6--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le 20 f6vrier 1933. 
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I ~ Jede Fl~iche F,, ist eine endlich-vielbl~ttrige Riem~mnsche Fl{iche mit  

endlich vielen Windungspunkten ,  dic yon endlich vielen geschlossenen Linien 

begrenzt wird (>>gewShnliches Riemannsches Fl~ichensttick*). 

2 ~ Jede Fl~che F,, ist eine Teilfl/iche von 1"~,~.~ derart,  dass jeder Rand- 

punkt  yon F ,  ein innerer Punk t  von l",,+~ ist. 

3 ~ Jede Begrenzungslinie von //;~ ist ein >>Hauptschnitt~> yon /~', w o r u n t e r  

ein Riickkehrschnitt  verstanden wird, der F in zwei getrennte St~cke zerlegt. 

Dabei darf  keine Begrenzungslinie yon /~'~ ftir sich allein einen an/~;, aussen an- 

schliessenden Tell yon F vollst:,~ndig begrenzen, der ein >>gewShnliches Fl~/chen- 

stiiek ~,> ist. 

Unter  der zum Pol P gehSrigen Greenschen Funkt ion yon 1';, wird die- 

jenige innerhalb F ,  positive und auf dem Rande yon fi;, verschwindende Funk- 

tion Gn=G,~(P) verstanden, welche innerhalb der F1;,tche F,, und auf dem Rande 

derselben harmonisch ist, abgesehen yon dem innerhalb ~;~ liegenden Pol P, wo 

I 
sic logarithmisch, d. h. wie die Funkt ion log i x  I fiir x--,o unendlich wird. 

Wir  betrachten nun die unendliche Folge tier Greenschen Funktionen 

( ; , ,  (;~., (;3 . . . .  (2) 

der Flii, chen (I), deren gemeinsamer Pol P mit einem inneren Punkt  von F 1 zu- 

sammenf~Ut. Wir  haben in (2) offenbar eine monoton wachsende Folffe yon 

Funktionen,  die nach bekannten S~tzen der Potenti~ltheorie in jedem Teilber.eich 

von 1" ~leichm~ssig ~egen eine Grenzfunktion konvergiert, die v o n d e r  speziellen 

Wah l  der Fl:,tchen (I) unabh:dngig ist, wie in wohlbekannter Weise nachgewiesen 

werden kann. Die erhaltene Grenzfunktion G - - G  (P) ist entweder eine auf der 

offenen Fl~che F positive harmonische Funktion,  die im Punkt  P logarithmisch 

unendlich wird, oder aber reduziert sich die Grenzfunktion auf eine unendliche 

Konsflante. Wir  nennen G im ersten Fall  eine Greensche Funkt ion yon 1", im 

zweiten Falle sagen wir, F habe keine Greensche Punktion. Es wird sich 

zeigen, dass die Existenz der Greenschen Funkt ion  auf  einer gegebenen Rie- 

mannsehen Fl~che yon der Wahl  des Poles un~bh~ngi~ ist. 

2. Die Greensche Funkt ion G hat die folgende Minimaleigenschaft,  welche 

sie vollkommen charakterisiert:  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

' d . h .  e i n e  Tei lf l~iche y o n  F ,  d e r e n  s i~mt l i che  P u n k t e  i n h e r e  P u n k t e  v o n  F s i n d .  
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Die ~mktion G i,,'t die kleinste Unter allen auf  F positicen harmom'schen 

Funktionen, welehe im Punkte P logarithmiseh unendlieh werden. 

Es sei n~imlieh H e i n e  solehe Funktion. Dann ist 

H ~  Gn 

fiir .iedes n eine im abgeschlossenen Bereich 1",~ harmonische Funktion, welehe 

auf dem Rand yon 1';~ posi t ivist .  Somit ist in jedem Punkt  yon F,, 

H >  G,~ 

und folglieh in jedem Punkt  yon 1" 

H_>(; .  

Gilt dabei das Gleichheitszeichen in einem einzigen Punkt, so gilt dasselbe of- 

fenbar iiberall auf F. 

Aus dem Obigen folgL dass die untere Grenze der Funktion G auf F g l e i e h  

Null ist. Denn wiire 

G ~ > C > o ,  

so hittte man in G - - C  eine auf F positive und ausserhalb des Poles P harmo- 

nische Punktion, die < G i s t ,  was dem Obigen widerspricht. 

Dass die Greensche Funktion bei Ann~therung an einen Randpunkt keines- 

wegs den Grenzwert Null zu haben braueht, geht sehon aus dem Beispiel eines 

isolierten Randpunktes hervor. Das Verhalten der Greensehen Funktionen auf 

dem Rand soll spD.ter n~ther untersueht werden. 

Wir  wollen hier nur noeh zeigen, dass die Greensche Funktion ausserha[b 

ihres Poles beschr~inkt ist. 

Wit  ziehen zum Beweis um den Pol P herum eine gesehlossene Kurve K. 

Well die Greensche Funktion (~,, in dem ausserhalb K liegenden Tell F:, yon 

Fn harmoniseh ist, so erreieht sie ihr Maximum Mn auf clem Rand yon ~ ,  und 

somit auf K, well sie auf dem tibrigen Tell des Randes verschwindet. Ist nun 

M das endliche Maximmn yon G a u f  K, so ist 2~I,,<M und somit ist yon n 

unabh~ngig" G,~<M im Bereieh ~,~. Hieraus folgt, dass G<~M in jedem Punkt  

yon F ausserhalb K ist, w. z. b. w. 
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w 2. Analytische Darstel lung der Greeuschen Funkt ionen durch die Haupt- 
uniformisierende. 

3. Es sei p,, das endliche Geschlecht der Fl~tche ~'~ und q,~ die endliche Anzahl 

ihrer geschlossenen Randkurven. Wir schneiden die Fliiche ~'n in bekannter Weise 

kanonisch durch q,~--I + 2p ,  getrennt liegende Querschnitte derart, dass dieselbe 

in einen einfach zusammenhiingenden Bereich F~ iibergeht. Aus unendlich vie- 

len Exemplaren der Fliiche 1,'~ bilden wir jetzt in bekannter Weise durch Zu- 

sammenheftung liings den Querschnitten eine unendlich vielbliittrige Fliiche U,~, 

die universelle l~berlagerungsfliiche yon F~. Durch die Hauptuniformisierende 

z~,(x) yon T',, wird U~ auf das Inhere des Kreises 

Iz l : x 

konform abgebildet, wobei man die polymorphe Funktion z,,(x)so normieren 

kann, class tier Punkt  P in den Nullpunkt iibergeffihrt wird und die Ableitung 

in P reell wird. 

Der geschnittenen Fli~che ~'~ entspricht in der z,,-Ebene ein endlich viel- 

seitiges Polygon B~. 

Die den Querschnitten yon Fn entsprechenden Seiten yon B~ liegen inner- 

halb Hn, wiihrend den Randkurven yon ~'~ gewisse Bogen yon H,, zugeord- 

net sind. 

Den verschiedenen Exemplaren der Fl~iche I,;, entsprechen neben einander 

liegende Bildpolygone yon B,~, welche aus B,, durch hyperbolische Substitutionen 

S(k'~)(z) = i,,[.,)z :+ 8(k,,~ (k=o,  ,, 2, 3 , . . . )  (3) 

erhalten werden, die eine Fuchssche Gruppe 1;, bilden, ffir welche B~ ein Fun- 

damentalbereich ist, wenn man sich auf das Innere Yon H ,  beschriinkt. 

Well die Gruppe F,, noch auf Teilen des Hauptkreises H,,, n~mlich auf 

den Bildbogen der Randkurven yon F~, eigentlich diskontinuierlich ist, so kon- 

vergieren nach einem bekannten Sa~z I von RIOTER und BURSSlDE die Poin- 

car6schen Reihen ( - -2) : te r  Dimension absolut bei der Gruppe F,,. Aus der 

absoluten Konvergenz der Reihe 

t Vgl. R. FRICKE und F. KLEIN: Vorlesungen i$ber die Theorie der automorphen FunMionen, 
Bd. I I ,  S. 157. 
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Z " - - d , - -  (4) 

folgt aber wegen der Formel 

die Konvergenz der Reihe 

[ d S(~) I ~ - - IS (~ ) l  ~ 
[ - -  - _1~1.~ 

(, - I  si* (~)l) (s) 
k = O  

und somit auch die Konvergenz des unendlichen Produktes 

III st")(~)l. (6) 
k=O 

Die Konvergenz finder gleichm/issig in jedem Bereich start, der keinen Grenz- 

punkt der Gruppe, d. h. keinen auf H, liegenden H~iufungspunkt der Polygone 

enth~ilt. 

Der Wert  des Produktes (6) bleibt ungeitndert, wenn man z einer beliebigen 

Substitution von I;, unterwirft, well dabei  nur die Faktoren mit einander per- 

mutiert werden. Wegen 

]S(k")(Z)]<I ffir  ]z]<I  und ]S~")(z)]~- I fiir ]z ] -~I  (7) 

ist der Wert  des Produktes (6) kieiner als I innerhalb H ,  und gleich I in den 

regulgren, d. h. yon den Grenzpunkten verschiedenen Punkten yon H,. 

Wir bilden jetzt die Funktion 

- l o g  lIIs~'(~)l. (s) 
k = 0  

Nach dem Obigen ist sie ein automorphes Potential, welches in den Punkten 

si~)(o) (9) 
In logarithmisch .unendlich wird, sonst innerhalb H~, harmonisch und pos i t iv is t .  

den regul~ren Punkten yon H ,  nimmt sie den Wer t  Null an. 

Aus dem Obigen geht hervor, dass (8) als Funktion auf der Fli~che / 7  

identisch mit der Greenschen Funktion G, (/)) der Fl~iche ist. 
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4. Wir denken uns hiernach fiir die gegebene Riemannsehe Fl~che F 

selbst die universelle ()berlagerungsflgehe in der analogen Weise kons~ruiert und 

dieselbe bei der obigen Normierung auf das Innere des Kreises 

I z l = i  : H  

vermSge der zugehSrigen polym0rphen Funktion z(z) konform abgebilde~. Die der 

kanoniseh geschnittenen Flgche ~[Jentsprechenden Polygone sind jetzt im allgemeinen 

unendlieh vielseitig, wobei der Rand derselben keinen Bogen yon H zu enthalten 

braueht. Die zugehSrige Gruppe F i s t  im allgemeinen eine fuchsoide Gruppe, 

d .h .  sie besitzt unendlich viele Erzeugende. Die Gruppe F kann dabei neben 

den hyperbolische Subs~itutionen auch parabolische aufweisen. 

Wir bilden wieder das Produkt 

ov 

Iil&( )l, 
k ~ 0  

diesmal erstreckt fiber die Substi~utionen yon I', welches Produkt gleichzeitig 

mi~ den Poincar6schen Reihen (--2):ter Dimension absolut konvergiert. Betreffs 

dieser Reihen, die nicht absolut zu konvergieren brauchen, wenn H ein Grenzkreis 

yon F i s t ,  d .h .  wenn der Fundamentalbereich B yon I '  keinen Bogen yon H 

enthglt, soil der folgende von POI~CAt~E 1 herriihrende Satz bewiesen werden. 

Es  ist fi~r die Konvergenz des P;~odulctes (Io) notwendig und hinreichend, das.~ 

die FIdche F Greensche Funktio~wn besitzt. Wenn (IO) konvergiert, so wird  die 

Greensche 1 unktzo~ von F m i t  dem Pol P dutch den Ausdruck 

-log Hl&(z)l 
k = 0  

dargestellt. 

5. Zum Beweis des obigen Satzes wollen wir die Abh~ingigkeit der GrSs- 

sen z und Zn voneinander untersuchen. 

Wir betrachten zu diesem Zweck eine im Kreise H liegende Bildkurve K.,,, 

irgend einer geschlossenen Randkurve C~ yon F~,. Die Kurve K~ kann nicht 

geschlosse'n sein. Andernfalls wiirde n~tmlieh dem Inneren yon K~, auf 1" ein 

>>gewShnliches Fliichenstiick>> entsprechen, was unserer dritten Annahme in N: I 

widerspricht, weil jenes Fliichenstiick offenbar identisch mit dem yon C,, begrenzten, 

Vgl. die Fussnote I, S. 40, 
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zu F~, benachbarten Teil yon /~' ist. Diejenige Substitution S yon I', welehe 

den einen Endpunkt yon K,~ auf den anderen abbildet, ist soInit yon der Identit~tt 

verschieden und zwar hyperbolisch oder parabolisch, well keine eUiptischen 

Substitutionen vorhanden sind. Indem man auf K,~ die Gesamtheit der positiven 

und negativen Potenzen von S anwendet, erhglt man eine Kurve, deren beide 

Endpunkte auf H, in den Fixpunkten yon S, liegen. 

Die Gesamtheit der Bildkurven K ,  der verschiedenen Randkurven yon T',~ 

im Kreise H bilden somit ein Kontinuum. Diejenigen Gebiete, in welche das 

Innere von H durch dieselben geteilt wird, sind somit alle einfach zusammen- 

hgngend. 

Es sei D,~ dasjenige nnter den genannten Gebieten, welches den Punkt  

0 enthglt. Aus der Definition der l~iemannschen Flgche F als Grenzgebilde 

der Fliichen F,~ geht hervor, dass die Gebiete 

yon denen jedes ein 

Is] < ' I  konvergieren. 

6. Wir betrachten jetzt die Funktion 

z = z 

die den Anfangsbedingungen 

(i2) 

Teil aller folgenden ist, ffir n -*  r162 gegen die Kreisfl~che 

(:3) 

z (o) = o, z '  (o) = r e e l l  

geniigt. Sie ist eine fiir Iz, l<: : regul~re Funktion, deren Werte von Pnnkten 

des Gebietes D,~ dargestellt werden. Dies folgt unmittelbar ans dem Obigen 

und daraus, dass jede relativ zur Fl~ehe F~ nnverzweigte Funktion eine ein- 

deutige Funktion der Hauptuniformisierenden z~ ist. In gleicher Weise ist ein- 

zusehen, dass die inverse Funktion z~(z) in dem einfach zusammenhgngenden 

Gebiet D~ regulgr ist. Die Funktion (:3) vermittelt somit eine konforme Ab- 

bildung des Inneren yon H,~ auf d.~Js Gebiet D,~. 

Es sei nun 

S~ n) (~n) (I 4) 

eine beliebige Substitution vQn F,. Wenn man dieselbe auf Zn ausiibt, so er- 

leidet (i3) eine zu F gehSrige Substitution 

(:5) 
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Die den verschiedenen Substitutionen (I4) yon F ,  entsprechenden Substitutionen 

(I5) bilden eine Untergruppe F(n) yon F, die offenbar mit Fn holoedrisch iso- 

morph ist, und deren Substitutionen die zu D~ gehSrigen Polygone yon I" mit- 

einander permutieren. Weft 

gleichmgssig in jedem innerhalb H liegenden Bereich gilt, so konvergieren die 

Koeffizienten yon (I4) :fiir n---~o~ gegen die entsprechenden Koeffizienten der 

zugehSrigen Substitution (I 5). 

Nun ist nach dem Schwarzschen Lemma 

I~(~,,)1 < I~,1, 
woraus folgt, dass allgemein 

I&, ~ (~)1 < Is(;~)(~,dl 

ist. Die Reihe mit positiven Gliedern 

F,-logl&)(d 
G, 

(I7) 

hat sorer  eine Majorante in der Reihe 

die eine Teilreihe yon (I I) ist. 

~--log I&, ,~ (~) I, (~8) 
r(n) 

Wegen (i6) ist aber 

lim 8k,,~ (z) : lira S~")(z). 

Hieraus geht hervor, dass die Summen der Reihen (i7) und ( I 8 ) f i i r  n--~o~ 

gegen eine und dieselbe endliche oder unendliche GrSsse konvergieren. Weft 

anderseits der Grenzwert yon (I8) fiir n - - ~  gleich (I i) und der Grenzwert der 

Reihen (i 7), welche die Greenschen Funktionen (2)der ~Tgherungsflgchen (I) yon F 

darstellen, gleich der Greenschen Funktion G(P) yon F i s t ,  wenn diese existiert, 

sonst unendlich, ist im ersten Falle fiir Izl < I 

- - log 1~ I&(z)[ = G(P),  
k=O 
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w~ihrend im zweiten Falle (II) unendlich ist. Damit ist der Poincar6sche Satz 

vollst~ndig bewiesen. 

Aus dem obigen Beweisgang geht hervor, class aus der Konvergenz der 

Reihe (ii) ffir einen einzigen Wert yon z mit ]z]<I  ihre gleiehm~ssige Konver- 

genz in jedem innerhalb des" Hauptkreises liegenden, keinen Bildpunkt des 

Poles enthaltenden Bereich folgt, was im Einklang mit dem }tarnackschen Prin- 

zip ist. 

Wird der P o l d e r  Greenschen Funktion nicht speziell in den lqullpunkt, 

sondern allgemein in den Punkt z o transformiert, so erh~ilt man leicht ffir die 

betreffende Funktion den allgemeineren Ausdruck 

- l o g  ] I  s~(~)  - ~o & (~) - ~o 
Sk(z) Zo: = ' (I9) 

~ = o  - & (~) - Zo 

wo ~ einen Punkt von H und Zo den Spiegelbild von  Zo in bezug auf H be- 

zeichnet. 

Weil diese Reihe yon z o unabh~ngig gleichzeitig mit den Poinear4schen 

Reihen (--2):ter Dimension der Gruppe F absolut konvergiert, ist damit be- 

wiesen, dass die Existenz der Greenschen Funktionen auf einer gegebenen Rie- 

mannschen Flache yon der Wahl des Poles stets unabhs ist. 

w 3. Ein Satz fiber beschr~tnkte harmonische Funktionen. 

7. Der betreffende Satz, auf welehem die folgenden Betrachtungen fiber 

die Greensehen Funktionen beruhen, lautet: 

1. Satz. Wenn es auf der Riemannscben Fldche F eine ~ichtkonstante von 

obeu oder uuten beschrYnkte harmonische Funktion gibt, so gibt es dort auch Greensche 

Funktionen. 

Durch eine Transformation ' der Form 

b(t) + c o a e r  - -  ~ (t) + e,  

wo c eine Konstante ist, kann man stets erreichen, dass die gegebene beschrs 

Funktion b(t) der Ungleichung 

b (t) < o (20)  

auf F genfigen wi rd .  
7--3343. Acta mathematica. 61. Inprim6 le 20 f6vrier 1933. 
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Es sei nun h(t) die zu b(t) konjugier te  harmonisehe Funkt ion,  welche bis 

auf eine additive Kons tan te  best immt ist. Dann  ist 

q~(t) = b (t) -" i h ( t )  (2 I) 

eine analytische Funkt ion  des Ortes t auf F,  welche um rein imagin~re Kon- 

stanten vermehr t  wird, wenn der Punk t  t eine geschlossene Kurve auf $ '  be- 

schreibt. 

Es sei z (t) die Hauptuni formis ie rende  yon 1". Die Funkt ion  q~ (t (z)) ist eine 

eindeutige Funkt ion  yon z, die bei Ausfi ihrung einer Substi tut ion S der Gruppe 

I" yon .z' (t) die Trans format ion  

(t (s))  = (t (22) 

erleidet, w o w s  reell ist. W i r  bilden je tz t  die Funkt ion  

f ( e )  = d.~o(t(~)) , (23) 

wo ). eine sp:,tter zu best immende reelle positive GrSsse ist. 

ist ffir ]..~] < I regul:,ir und beschr~nkt:  

] f ( z ) l  < I, 

Die Funkt ion  (23) 

und sie erleidet allgemein bei Ausff ihrung yon S die Transformat ion  

f ( S )  - e i Z~s f ( z ) .  (24) 

8. Es sei je tz t  D diejenige fiber die 90-Ebene verbrei tete  Riemannsche Fl~tehe, 

auf welche 1,' durch die Funkt ion  ~(t) konform abgebildet wird. Wi r  denken 

uns in einem Blat t  von D eine zur imagin~iren Achse parallele Strecke L :  

a, a + i  e ( a < o ,  Q>o) 

gezogen. Es sei Lt  der 

endlich viele Bildbogen 

Bildbogen von L auf F.  In  der z-Ebene hat  Lt un- 

L , - -  S , ( L o )  , (v == o, ,, 2, . . . )  (25) 

welche aus einem' L 0 un te r  denselben durch die verschiedenen Subst i tut ionen 

yon 1" erhal ten  werden. 

W i r  w~thlen nun ). = und lassen den P u n k t  z einen der Bogen (25) be- 
Q 
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schreiben. Dunn beschreibt der Punkt  t den Bogen 

die Strecke L und der Punkt  

gen~u einmal die Kreislinie 

Lt auf F, der Punkt  qJ 

2 ~  
- -  ~ (t (z)) 

f ( z )  = e e (26) 

2 ~  

[f[ = e ~-= (27) 

Aus (24) geht ferner hervor, dass wenn der Bogen L o durch den :,iquiwlenten 

Bogen (25) ersetzt wird, tier Bildpunk~ f wieder die n~mliche Kreislinie (27) 

beschreibt derart, d~ss die Argumente der Bildpunkte irgend zweier ~tquivalenter 

Punkte die konstante Differenz 2 z  - - r  haben. Der Wertvorrat der Funktion 
Q 

(26) is~ somit auf allen Bogen (25) derselbe, n~imlich identisch mit (27). 

Es sei nun fo irgend ein zu (27) geh5riger Wert. Nach dem Obigen gibt 

es auf jeclem Bogen L, genau einen Punkt, ~,  wo 

f G )  = f o ,  (2s) 

wobei die Punkte ~ im allgemeinen miteinander nicht ~iquivalent sind. Weil die 

Funktion (26) im Einheitskreise beschrgnkt ist, muss die Reihe 

~ ( I - I C ~ I )  (29) 

n~ch einem bekannten Sutz von BLASCHKE konvergieren. 

Wir wghlen ferner auf L o einen Punkt  Zo und bezeichnen mit z~ den ~uf 

L, liegenden ~quivalenten Punkt. Es sei 

7,z + & 

der Ausdruck yon &.. Wegen der Gleichungen 

ist 

I_as~ I - I s ,  V 
dz I - -  , - I d  ~ - G *  + ~d ~ 

I - I , ~ 1  ~ i 

- Izol ~ - IZ,Zo+ <1 ~ 

(30) 

(3~) 

und ferner ist 
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I - - I ~ , , I  "~ 

wo c,. den mit  ~,. :,tquivulenten Punk t  uuf L o bezeichnet.. Aus (3 I) und (3 2) folgt  

BeuchteL man, 

erhglt  mun 

dass 

I - - l e , , l  ~ 
I - -  ];~,I ~ . . . .  ~-  - I ~ d " l  . . . .  a , ,  

I '-o + y,. 

"2 

(33) 

die P u n k t e - - -  
7~ 

uusserhulb des IIuuptkreises H liegen, so 

, - I ~ - , I  , +  Ig, l ~ - I , o I  -~ 
7 - I ~ , , I - - ~  + I-~,,I , - I< ,V 

c,, q- ~" ['2 

I s )% '<  , j a  ' +;'i 
wo ~ den yon ~N'ull verschiedenen kiirzes~en Abstand des Bogens L 0 vom Huupt-  

kreis bezeichnet. Hieruus geht  hervor, dass mit  (29) auch die Reihe 

konvergent  ist. Naeh w 2 ist damit  die Existenz der Greensehen Funkt ionen  

auf I" bewiesen. 

I I .  S c h l i c h t e  G e b i e t e .  

w 4. Die Greenschen  F u n k t i o n e n ~ e i n e s  s c h l i e h t e n  G e b i e t e s .  

9. Es sei D ein beliebiges schlichtes Gebiet  der x-Ebene. Wir  kSnnen 

ohne Einschrgnkung unnehmen, dass der unendlich ferne Punk t  zu ]) gehSrt, 

weil man dies durch eine konforine Abbildung erreichen kunn, welche auf die 

Existenz der Greenschen Funkt ionen  keinen Einfluss hat. Der  Rund yon D be- 

steht  dunn uus einer beschrgnkten,  ubgeschlossenen Punkt lnenge  ~[. 

Zweck der folgenden'__Betrachtungen ist, dus Verhul ten der Greenschen 

Funkt ionen yon D am Runde des Gebietes zu untersuchen.  Wi r  wollen zu die- 

sere Zweck den transfi~iten Durchmesser der Punk tmenge  M einfiihren, den wir 

m i t  FEKETE 1 iI1 folgender  Weise definieren. 

I M. FEKETE: I'~ber die Verteilung der )Vurzeln usw. (Math. Zeitschrift ,  ltd. 17 (1923)). 
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Wir  verstehen un te r  dem n:ten Durchmesser  yon M das Maximum 

('~) 

wenn die Punk te  x~, x., . . . .  , x,~ von einander  unabhitngig aus 3[  gew[~hlt wer- 

den. Die unendliehe Folge der posit iven Gr5ssen 

ist monoton abnehmend und 

niehtnegat iven Grenzwert  

den transfini ten 

nen werden. 

d~, d.,, d ~ , . . .  (2) 

sie konvergier t  foiglieh gegen einen endliehen, 

,i = l ira  d, , ,  (2)'  

Durehmesser  yon M, den wir im Folgenden mit  z(M) bezeieh- 

I0. Aus der Definit ion des transfiniten DurchInessers geht  hervor, dass 

wenn eine Punk tmenge  ~!I auf  eine andere 3[ '  durch eine analyt ische Funkt ion  

x ' - - f ( x )  abgebildet  wird, welche eine Umgebung von M (d. h. einen Bereich, 

der M in seinem Innern  enth:,ilt) schlicht abbildet, so sind die transfiniten Dm'ch- 

messer der beiden Mengen stets gleiehzeitig Null  oder yon Nult  vers(.hieden. 

Sind nitmlich allgemein die x'i den Punk ten  x~ yon M entsprechenden Punk te  

von M ' ,  so ist 

o.1 I ~ -  : d  < Ix', - ~Jl < ~.1~, - xjl ,  (3) 

wenn Qt und Q~ das Minimmn bzw. Maximum des absoluten Betrages der A b -  

lei tung yon f ( x )  in den Punk ten  yon M bezeiehnet, wobei 

Aus ( I ) u n d  (3 ) fo lg t  aber 

~, ~(M) < ~(~W) < 0., ~(M), (3)' 

woraus die l~ichtigkeit der Behauptung  hervorgeht .  

I I. Ein bemerkenswerter  Zusammenhang zwischen der Existenz der Green- 
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schen Funkt ionen  im Gebiet D und d e m t r a n s f i n i t e n  Durchmesser  des Randes 

M wird durch den folgenden, yon SZEG5 ~ bewiesenen Satz ausgesprochen. 

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der Greenschen Funl~tionen im 

Gebiet D ist, dass ~(M) > o. Dabei ist ~(M) gleich der Robinschen Konstante 7 

der Greenschen Funktion G {x} yon D mit dem Pol x = ~ ,  d. h, es ist 

log 7 I 1- (4) 

W ir  beweisen je~zt den 

2, Satz.  .Es sei M eine beschrSnkte u~d abgeschlossene Punktme~ge tier x- 

JEbene, deren transfiniter Durchmesser gleich Null ist und B ei~2 beliebiger, die 

Menge M in sei~em In~ern enthaltender Bereich. Dann ist jede im Restgebiet 

B -  M~-BM absolut beschrii~kte und harmonische Funktion auch in jedem Punkt 

yon M harmonisch. 

Es sei h(~) eine Funkt ion  der im Satze genannten  Art, also ]h(x)l < k <  

und b(x) diejenige im ganzen Bereich B harmonische Funktion,  deren Wer t e  

auf der Randkurve  C yon B mi~ denjenigen yon h(x)iibereinstimmen. Da.nn ist 

(x) = b (x) - -  h (x) (5) 

eine im Gebiet  B~z absolut beschr~tnkte und  harmonische Funkt ion,  die auf  C 

verschwindet.  W i r  werden indirekt  zeigen, dass ~ ( x ) ~  o. 

W i r  ff ihren eine konforme Abbildung t - - t ( x )  aus, so dass B auf die obere 

= o) und M auf eine innerhalb der genannten  I-Ialbebene liegende Halbebene (~ (t) > 

beschr~nkte Punk tmenge  M 1 abgebildet  wird. Dadurch  geht  q~ (x) in eine Funkt ion  

~p (t) fiber, welche in dem yon der reellen Achse I u n d  M 1 begrenzten Bildgebiet 

B 1 yon BM absolut beschr~tnkt und harmonisch ist, und welche auf I verschwindet.  

Wi r  kSnnen daher  die Funkt ion  ~p(t) harmonisch in den beziiglich I genommenen 

Spiegelbild B 1 von B 1 fortsetzen und erhal ten  so eine i m  Gebiete B ' :  B l § B~ 

beschr~nkte und harmonische n ichtkons tante  Funkt ion  ~p(t). Dieses Gebiet  besitzt 

aber dann, nach unserem I. Satz, auch Greensche Funkt ionen.  Hieraus  folgt, nach 

dem oben zi t ier ten Satz yon SzEGS, class tier transfinite Durchmesser  des Randes  yon 

B' ,  also der Punk tmenge  M ' I : M  1 +M1, wo M 1 den Spiegelbild yon M 1 in bezug 

auf [ bezeichnet,  grSsser als Null  ist. 

Vgl. die Fussnote 2, S. 4 o. 
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Es sei anderersei ts  d~ bzw. d'~ der n:te Durchmesser  yon Jill bzw. 311'. Wir  

kSnnen den Ausdruck von d'n in der Form 

n (n--1) 
d',~ ~ = l i l t , -  tjl .  ir/I ~ -  ~z l  u l t v  - id  (6) 

schreiben, wo die GrSssen t Punk te  yon 3/1 und i Punk te  von ~ r  1 rePriisentieren. 

Es sei tt die Anzahl der ers tgenannten,  v diejenige der le tz teren Punktae, wobei 

also # + ~ = n .  Es sei z. B. #_-->~. Wel l  

und 

~fl ~_~1 ! ,(~--I ) 

r t l t , - t j l  <= d ,  ~ , r t l t ~ - t , I  _-< <, ~ (7) 

n l e ~ - ~ d  _-< ~ , ' ,  (7)' 

wo J das Maximum der  Abstgnde der Punk te  von 3/1 und M 1 bezeichnet,  so ist 

n(n--1) ~(~--I) ~(,--i) 
d'~ 2 ~ d ~  2 & 2 j ~ .  (8) 

Wegen  ~ ( M ) =  o und der Bemerkung in N:o Io ist 

Hieraus  und aus (8) folgt  

lira & = �9 (M1) =- o. 
k ~  oo 

( M  x + 21/1) = lira d'n = o ,  

was dem Obigen widersprlcht.  

Damit  ist bewiesen, dass ~p ( t ) ~  o und also ~ (x) ------- o, d. h. 

h (x) --= b (x). 

Die Funkf ion h(x) ist somit in jedem P u n k t  von M harmonisch.  

der 2. Satz  vollstgndig bewiesen. 

(9) 

Hiermi~ ist 

~2. Das obige R e s u l ~ t  f i ihrt  zur Einte i lung der Punk te  jeder  beschrgnk- 

ten Punk tmenge  M der Ebene in zwei Klassen. 

Wir  rechnen zur ersten Klasse jeden P u n k t  der Menge M mit. der Eigen- 

schuft, dass es in jeder  Umgebung des Punktes  eine abgeschlossene Tei lmenge 

yon M exis~iert, deren t ransf ini ter  Durchmesser  gr5sser uls  Null  ist. Z u r  zwei- 
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te'n Klasse rechnen wir alle iibrigen Punkte yon ~I. Jeder dieser letzteren 

Punk~e hat ~lso die Eigenschaft, dasses  eine Umgebung desselben gibt, deren 

zugehSrige Teilmenge yon M einen verschwindenden transfiniten Durchmes- 

ser hat.  

Aus der obigen Definition geht hervor, dass die Menge der Punkte der 

ersten Klasse abgeschlossen ist. Diese Menge soll im Folgenden der transfinite 

Ker~ der Menge M genannt werden. Wir werden fiir dieselbe die Bezeichnung 

M* anwenden. 

13. Wir betruchten jetzt etwas n~her die Eigenschaften des transfiniten 

Kerns einer Ra~dmenge, womit wir kurz eine beschr~nkte und abgeschlossene 

Punktmenge bezeiehnen, welche aus dem Rand irgend eines unendlichen Ge- 

bietes besteht. Dasjenige unendliche Gebiet, dessen Rand aus der gegebenen 

Randmenge M besteht, wird im Folgenden gewShnlich mit D(M) bezelchnet. 

3. Satz. Es sei A ein beliebiger Bereich, der die Ra~dme~ge M in sei~em 

In~ern enthiilt. Jede Funkffon h (x), die im Restgebiet A ~ - - A -  M absolut be- 

schrffnkt und harmonisch ist, ist auch in jedem zur Me~tge ~lI'*'~icht gehSrige~ 

Punkt yon M harmonisch. 

Es sei P ein Punkt der zweiten Klasse yon M. Nach der Definition gibt es 

eine Umgebung U yon P, deren zugehSrige Teilmenge m yon M einen ver- 

schwindenden transfiniten Durchmesser h a t .  Diese Teilmenge m kann kein Kon- 

tinuum enthalten, wie in N:o 23 bewiesen wird. Wir  k5nnen somit um den 

Punkt  P herum im Bereich U eine geschlossene Kurve C ziehen derart, dass 

dieselbe keinen Punkt yon M enth~lt. Es sei B der yon C begrenzte endliche 

Bereich und tt die in B gelegene Teihnenge von m. Well die gegebene Funk- 

tion h(x) im Restgebiet B - #  besehr~tnkt und harmonisch ist und well ~(tt)=o, 

so muss h(x) nach dem 2. S~tz auch in den Punkten yon tt und somit speziell 

im Punkt P harmonisch sein. Well dies fiir alle Punkte der zweiten Klasse 

yon M gilt, ist unser Satz damit bewiesen. 

Die Punkte der zweiten Klasse sind somit hebbare Singularitiiten fiir alle 

oben betrachteten Funktionen. 

I4. Indem wir jetzt zu den Greenschen Funktionen des unendlichen Gebietes 

D(M) zuriickkehren, bemerken wir, duss n~ch N:o 2 jede derselben in jedem den 

Pol nieht enthultenden Bereich beschr~tnkt ist. Nach 3. Satz muss somit jede 

Greensche Funktion yon D(M) in jedem zum trunsfiniten Kern nicht gehSrigen 
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Randpunkt harmonisch und zwar positiv sein, weil man nach dem Obigen jeden sol- 

chen Punkt  durch eine geschlossene, innerhalb D (M) verlaufende Kurve umschlies- 

sen kann, in deren Inneren die betrachtete Greensche Funktion harmonisch ist. 

Es sei jetzt P ein Punkt des transfiniten Kerns des Randes M yon D(M). 

Nach der Definition ist der transfinite Durchmesser derjenigen Teilmenge m yon ~1I, 

die irgend einer Umgebung U yon P gehSrt, grSsser Ms Null. Das unendliche 

Gebiet D(m) mit der Randmenge m besitzt somit Greensehe Funktionen. 

Es seien G and g die Greensche Funktionen von D(M)bzwl D(m)mit dem 

gemeinsamen Pol z. Well g in D(M) positiv und ausserhalb z harmoniseh ist, 

muss nach der in N:o 2 bewiesenen Minimaleigenschaft der Greenschen Funk- 

tionen im Gebiet D(M) die Ungleichung 

(; _-< (,o) 

gelten. Nun ist abet nach N:o 2 die untere Grenze yon g im Gebiet D(m)und 
somit in U, wo alle Randpunkte yon D(m) liegen, gleich ~qull. Wegen (IO) ist 

somit in jeder Umgebung yon P die untere Grenze yon G gleich Null. Es gilt 

somit der 

4. Satz. Die Greenschen Funktionen des Gebietes D(M) haben in jeder Um- 
gebung jedes zum transfiniten Kern des Randes M gehSrigen Punktes die untere 
Grenze Null. 

15. Wir wollen nun zwischen zwei F~tllen unterscheiden, je nachdem ob der 

Punkt  P ein regul~rer oder irregul~rer Punk t  yon M* ist. 

E s  sei P zuerst ein regul~rer Punkt yon M*, d.h.  die zu einer hinreichend 

kleinen Umgebung yon P gehSrige Teilmenge m yon M* mSge identisch mit 

einem gewissen, den Punkt  P enthaltenden regul~ren analytischen Bogen fl sein. 

Die polymorphe Funktion z(x), welche die zu D(M*) geh5rige Universelle 0ber- 

lagerungsfl~che auf das Innere des ttauptkreises H konform abbildet, ist offenbar 

regular im Punkte P und sie bildet den Bogen fl auf einen Bogen #' yon H a b ,  der 

als gauzes dem Fundamentalbereich der Gruppe von z (x) gehSrt. Auf einem solchen 

Bogen fl' ist aber jede Greensche Funktion yon F harmonisch und gleich Null, 

wie aus dem Ausdruck (I I) N:o 4 hervorgeht, welche gleiehm~ssig noch in einer 

Umgebung jedes Punktes yon fl' konvergiert. In jedem regul~ren Punkt  yon' 

M* ist somit jede Greensche Funktion yon F harmonisch und hat dort den 

Wert  Null. 

8--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le 20 f6vrier 1933. 
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Es sei umgekehr~ G harmonisch in einem zu M* gehSrigen Punkt P. Nach 

4. Satz hat sie dann im Punkt  P den Wert Null. Die Gleichung 

( ; = o  (is) 

definiert dann einen regul~ren Bogen durch P. Eine hinreichend kleine Um- 

gebung U yon P wird durch die Kurve (I2) in zwei Teile zerlegt, so dass in 

dem einen Tell G > o, im anderen G < o ist. Hieraus und aus dem 4. Satz 

folgt offenb~r, dass die zu U gehSrige Teilmenge yon M* identisch mit. einem 

Bogen yon (II) ist. Damit ist bewiesen, d~ss jeder irreguliire Punkt yon M* 

eine singul~ire Stelle fiir die Greenschen Funktionen des Gebietes D ( M )  ist. 

Wir wollen die obigen Resultate im folgenden Satz zusammenfassen. 

5. SatT.. Die Greenschen Funktionen des Gebietes D (M) sind harmonisch und 

positiv in jedem zum transfiniten Kern M* des Randes M uicht gehSrigen t)unlct. In 

den Punkten yon M* dagegen sind sie har~nonisch und 91eieh Null oder singuliir 

mit der unteren Grenze Null, je nachdem ob der betre]ende Punkt ein regul&'er 

oder irregul&'er Punkt yon M* ist. 

w 5- ~ber die hebbaren Singularitiiten yon absolut beschriinkten harmo- 
nischen Funktionen. 

I6. Aus den obigen Ergebnissen kann man folgenden Satz gewinnen, wel- 

cher den 3. S~tz in bemerkenswerter Weise erg~nzt. 

6. Satz. Ist M eine beliebige beschrSnkte Randmenge, so gibt cs eine in der 

Umgebung derselben absolut beschrSnkte harmonische Funktion, welche in jedem Punkte 

des transfiniten Kerns yon M eiuen singulSren Punkt hat. 

Es sei P zuerst ein regul~rer Punkt  yon M* und fl ein dutch denselben 

gehender zu M* gehSriger analytischer Bogen. Es ist leicht, eine Funktion h zu 

konstruieren, welche in jedem Punkt  yon fl singular ist und in dem unendlichen 

Komplementargebiet D(fl) yon fl absolut beschr~nkt und harmonisch ist. Wit  

denken uns zu diesem Zweck das Gebiet D(f l )konform auf das Innere eines 

Kreises H abgebildet. Durch die inverse Transformation wird z. B. der reelle 

Tell einer analytischen Funktion, welche innerhalb des Kreises H beschr~nkt 

und harmonisch ist, uud welche H zur singul~ren Linie hat, in eine Funktion 

der gesuchten Art fibergefiihrt. 

Wi t  kSnnen nun offenbar eine endliche oder abz~hlbar unendliche Menge 
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yon analyt isehen Bogen aus M* wi~hlen derart ,  dass jeder  reguliirer P u n k t  

hSchstens zweien von denselben angehSrt.  Es seien 

hi, h~, /~3, . .  �9 

die zugehSrigen in obiger Weise best immten Funkt ionen,  wobei wir ohne Ein- 

sehriinkung annehmen kSnnen, class allgemein ]h,. I =< I. Dann  ist 

1" = cl hi  + c.2 h,,. + � 9  

wo die Kons tan ten  c, so gewi~hlt werden, dass 

oo 

EI ,I 
r - I  

konvergiert ,  eine ~usserhalb der Menge M* absolut  besehriinkte harmonisehe 

Funkt ion,  die in jedem reguliiren Punk t  yon M* singuliir ist. 

Weil  jede Greensehe Funkt ion  G yon D(M) naeh N:o 2 ausserhalb ihres 

Poles besehriinkt and naeh 5. Satz in jedem irregulfiren P u n k t  yon M* singul~ir 

ist, so ist offenbar die Pnnkt ion  

l , ' +  (l 

in einer Umgebung der Menge M harmoniseh and  absolut besehriinkt und 

in jedem P u n k t  yon M* singuliir. Die Rieht igkei t  des 6. Satzes ist damit  be- 

wiesen. 

Durch  die Siitze 3 und 6 ist die Beschaffenheit  der hebbaren Singulariti~ten 

yon absolut besehrfinkten harmonischen Funkt ionen  vollstiindig erklfirt. 

w 6 E in ige  E igensc l t e f t en  des t r ans f ln i t en  K e r n s  e iner  beschr~inkten 
Punktmenge. 

17. Es sei wieder D ein unendliehes Gebiet, 3I sein Rand, M* der trans- 

finite Kern  yon M und D* das unendliehe Komplementargebie t  yon 3[*. Es 

seien G und G* die Greenschen Funkt ionen  yon D bzw. D* mit  dem gemein- 

samen Pol  ;r. Wi r  behaupten,  dass 

( ; -  (;*. (12) 

Weil G im Gebiet  D* positiv und ausserhalb des Punktes  ~r harmoniseh ist, so 

is~ naeh N:o e i m  Gebiete D* 
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G ~ e* .  (I3) 

Aus gleichem Grunde ist im Gebiet D 

G*>=G, (I3)' 

weil dort  die Funk t ion  G* positiv und ausserhulb des Punktes  z harmonisch 

ist. Aus (13) und (13)' fo lg t  aber die zu beweisende Gleichung (I2). 

W i r  w~thlen insbesondere z = ~ und erhal ten wegen (4) die Gleiehung 

~(M) = ~(M*). (I4) 

Es gilt  somit der 

7. Sate,. Die Bandmenge eines beliebigen unendlichen Gebietes und ihr trans- 

finiter Kern haben stets denselben tra,nsfiniten Durchmesser. 

W i r  ergs den obigen Satz mit  dem 

8. S&te,. Der transfinite Durchmesser jeder abgeschlossenen Teilmenge der 

Menge M* ist kleiner als de~jenige von M*, wenn M* nicht leer ist. 

Es sei m e i n e  abgeschlossene Teihnenge yon M*. Is t  ~ ( m ) =  o, so ist der 

Satz r ieht ig weil ~ ( M * ) > o .  Es sei d~her ~ ( m ) > o  und g die Greensche Funk- 

tion des Gebietes D(m) mit  d em Pol  ~ .  Wei l  m e i n e  Tei lmenge yon M* ist, 

so ist fiir z =  

g >  G* = G. (I5) 

Wiire nun in (I5) das Gleichheitszeichen in einem P u n k t  gfiltig, so wi~re dies 

iiberall in D der Fall. Dies ist aber unmSglich, well die Funkt ion  g in jedem 

z u  m nicht  gehSrigen P u n k t  yon M* harmonisch und pos i t i v i s t ,  indem ein 

solcher P unk t  zu D(m) gehSrt, wiihrend dort  die Funkt ion  G* die untere  

Grenze Null  hat.  Somit ist iiberall in D 

g > G * .  

Fiir  x = ~ ergibt" sich hieraus wegen (4) die Ungle ichung 

(m)< ( i * )  = (M), (i6) 

womit  der Satz bewiesen ist. 

Nach dent Obigen ist der transfinite Kern M* einer Randmenge M identisch mit 

dem Durchsehnitt sdmtlicher abgeschlossener l'eilmengen der Menge M, deren trans- 

finiter Durchmesser gleich demjenigen yon M i s t .  
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W i t  sprechen noeh folgenden Satz aus, der sich auf beliebige beschri[nkte 

Punk tmengen  M und N bezieht. 

9. Satz. Ist ~(N) > o, so ist 

, ( M + N )  > ,(N) 

dan~ und ,nut danu, wem~ der transfi~dte Kern  vo,n N nicht  ei~le 1'eil~)~et~ge des 

transfiniten Ker'~s yon M ist. I s t  abet �9 (N) - -  o, so is t  stets' ~ ( M  + N)  ~- , ( M ) .  

Hier  bedeute~ M bzw. N die komplementare  Menge des durch M bzw. N 

best immten unendl ichen Gebietes. 

Einen Beweis ffir unseren S~tz erhiilt man unmi t te lbar  aus 8. Sa~z, wenn 

nmn bemerkt,  dass I 

, - ( M ) :  - ,-(~V), , (N) - - ,  (~V). 

Um eine genauere  Kenntn is  fiber die S t ruk tur  des transfiniten Kerns  zu 

verschaffen, miissen wir die GrSsse des t ransfini ten Durchmessers  einer Punkt-  

menge in ihrer  Abhiingigkeit  yon den anderen Massbest immungen derselben 

genauer  untersuchen.  

w 7. Z u s a m m e n h a n g  zwischen dem t rans f ln i t en  l ) u r c h m e s s e r  und den ver- 

sch iedenen Massbes t immungen  e ine r  beschr~tnkten P u n k t m e n g e .  

18. Es sei h(t) eine beliebige mit  der reellen Variablen t stetig abnehmende 

positive Funkt ion.  ~ Wir  denken uns die Punkte  der beschr:,inkten Punk tmenge  

M durch Kreise z,, mit  den Radien e,, i iberdeckt und betrachten die Summe 

F,  1~ (Q,,). (, 7) 

Wenn die Kreise • in allen mSglichen Weisen gewiihlt werden, erh:,tlt man un- 

endlich viele Summen (~7), welche eine nichtnegat ive  untere  Grenze 

i Vgl. die S. 4 ~ zi t ier tc  Arbe i t  yon G. SzegS, S. ".o5, F u s s n o t e  5. 
2 E ine  vorliiufige Mi t t e i l ung  fiber die Resu l t a t e  des vor l i egenden  Pa rag raphen  finder m a n  in 

unse r en  ..-X-0ten : 

L'existence de la fonction de Green pour ,~n domaine plan do,me;. (Comptes  rcndus ,  t. I90 

~ 9 z o / .  Bemerkung zur Theorie des tran,~finiten Durchmcssers ei~zer ebenen Pttnktmenge. (Annale,~ 

academiae  s c i en t i a rum Fennicae ,  A. X X X I I I  (I93O)." 
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lim ~ h (@,) = h  (M) 

besitzen. Diese Zuhl wird im Folgenden uls h-Mass der Menge M bezeichnet .  

Speziell ffir h (t)-~ t ~ geht  h(M) in das 6-dimensionale Mass yon M fiber, 

welches das lineare und dus quadratische l~ass als Spezialfall ffir 6 =  I bzw. 6 =  2 

I 
enthglt.  Ferner  wird aus h(M) fiir h ( t ) -  i logt l  das logarithmische Mass der 

Menge M erhM~en. 

19. Es sei ferner z(x) die Hauptuniformisierende des Gebietes D(M), F 

ihre Gruppe. Dann  is~ 

x - ~ (~)  

eine automorphe Funkt ion  yon F, die .]eden zu D (Mi gehSrigen Wer t  im Funda- 

mentalbereich genau einmal annimmt,  die iibrigen Werte  dagegen ausl~isst. Man 

erhgl~ somi~ die Gesamthei t  der Wurzeln der Gleichung 

(Z) = ~o, (~ 8) 

wo x o irgend einen zu D (M) gehSrigen Punkt  bezeichnet, aus z - S(z0), wo z o eine 

der Wurzeln bezeichnet, wean S die Gesamtheit  der Substitutionen yon F durch- 

l~uft. Iqach w 2 konvergiert  die fiber die Wurzeln yon (I8) erstreckte Reihe 

~ ( i  -IS(,o)l) (~9) 

dann und nur  dana,  wenn das Gebiet D (M) Greensche Funktionen besitzt, oder was 

dasselbe ist, wenn der transfinite Durchmesser von M grSsser als Null is~. 

Andererseits ist nach AHLFORS 1 die Konvergenz der Reihe (i9) ffir jeden 

Wer t  x o sichergestellt, Sobald das h-Mass der Menge M grSsser als Null ist ffir 

irgend eine h-Funktion, ffir welche das Integral  

k 

0 

o~ (k > o) (20) 

endlich ist. Damit  ist ein Beweis ffir den folgenden Satz geliefert, welcher eine 

L. AZ4L~'Oa~S: Sur quelques propridtds des fonctions mdromorphes. (Comptes rendus, t. I9o 
(I93O)). Ein Satz yon Henri Cartan und seine Anwendung auf die Theorie der meromorphen Funk- 
tionen. (Societas scientiarum Fennica~ Commentationes V, I6 (I93o).) 



Die Greenschen Funktionen fiir eine gegebene Riemannsche Fl~che. 63 

hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Greenschen Funkt ionen  im Gebiet  

D (M) gibt. 

10. Satz.  Lvt das h-Mass der Menage M grYsser als Null  fiir eine h-Funktio~z, 

fi~r welche das Integral (zo) endlich ist, so ist der transfinite Durchmesser der 

Menge M yon Null  verschieden. 

Die fiir das In tegra l  (2o) aufges~ellte Bedingung wird u. a. fiir die Funk-  

t ionen 

I 
h (t) - -  t ~ (8 > o); h ( t ) -  [log tl ~+~ (~ ~> o) (2I) 

und a l lgemeiner  

i 

h ( t )  = ]iog tlllog~ t] .-.]log,, t] '+ ,  (V > o) 

e r f i i l l ~ . . W i r  wollen das die erste der Funk t ionen  (zI) betreffende Resul ta t  

du tch  einen besonderen Satz ausspreehen. 

11. Satz.  We~m das 6-dimensionale Mass fiir irgend ein 2)ositives ~ grSsser 

als Null  ist, so ist der transfinite Durchmesser der Menge grSsser als Null. 

zo. Ein Kr i te r ium entgegengesetzter  Richtung wird aus dem folgenden 

Satz yon LINDEBER(~ ~ erhalten.  

Wenn die Funldion u in einer Urngebu~g D o der Menge m ausserhalb 

derselben harmonisch und abso!ut beschrh'nkt ist (lul <= It), und wenn das logarith- 

mische Mass you m Null  ist, so ist u auch in den Puulcten yon m harmonisch. 

Wir  kSnnen ohne Einschr~inkung annehmen,  dass m in dem Einheitskreise 

gelegen ist. Es sei e eine gegebene kleine positive Zahl. W i r  umschliessen die 

Punk t e  yon m durch endlich viele kleine Kreise x~(It--a~l : Q~) derar~, dass 

I 

E ,log e4 

und wir bezeichnen mit  De den ausserhalb der Kreise  l iegenden Teil yon D o. 

Der  Rand yon De setzt sich aus dem Rand  C yon D O und den Kreisen • oder 

yon denselben gebildeten Linien zusammen, deren Gesamthei t  wir mit  C~ be- 

zeiehnen. Man k0nsta t ier t  unmit telbar ,  dass der Ausdruck 

J. W. LIZ~DEBERG: Sur l'existence des .fonetions d'une variable comlflexe et des fonctions 
harnwniques borndes (Annales Academiae scientiarum F ennicae, I I, N:o 6 (I918)). 
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log I t  - -  a, I 
tt',~ : -  2 ]~ . ~  log Qi (22) 

eine Funk t ion  auf D~ definiert,  die dort  harmonisch und p o s i t i v i s t  und die fer- 

ner > o  auf C und > 21: auf  C~ ist. 

Wir  biiden ferner  die.~enige im Bereich Do harmonische Funk t ion  v, deren 

Wer te  auf C mit  denjenigen yon u i ibereinstimmen. Dann ist u - - v  eine im 

Bereiche D~ harmonische Funkt ion,  die < 2k  auf C~ und = o auf Cis t .  Hier- 

aus folgt, dass in D~ 

I , , -  ,:1 < 

isL Nun  gehSrt  jeder  ausserhalb der Menge m liegende P u n k t  von D O fiir hin- 

re ichend kleine Wer te  yon 8 zu D~, und andererseits  konvergier t  der W e r t  yon 

w~ in diesem Punk t  mit t: gegen Null. Hieraus folgt, dass u = : v  ausserhalb 

der Menge m ist, und es ist solnit n auch in den Punkten  yon m harmonisch,  

w. z. b. w. 

Nach den obigen S:,itzen kann die Existenz der Greenschen Funkt ionen  mit  

Hilfe der Massbest immung des Randes his auf F~lle erledigt  werden, die einem 

verschwindend kleinen Interval l  angehSren. Unsere Kri ter ien versagen n:,imlich 

hSchstens dann, wenn gleichzeitlg 

l l l l d  

ist. 

I 
lira ~ l L o g  0,,1' = o f~r jedes ~ > o  (24) 

I 

lira_ ~ ] l o g  e,,] > o. (24)' 

2I. Es ist auf Grund  der vorhergehenden Ergebnisse mSo.lich, gewisse die 

S t ruk tur  des t ransfini ten Kernes betreffende Resultate herzuleiten. 

Aus dem Satz yon LI~'DEnERG folgt  zuni~chsL dass das logari thmische Mass 

lieder abz~ihlbaren Men ge Null  ist. Sind n:,imlich 

a l ~  ~ 2 ~  ~ 8 ~  �9 �9 �9 

(tie Punkte  der abziihlbaren Menge und wird allgemein a,  mit  einem Kreis  vom 

Radius Qn= e ~ bedeckt, so wird 
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Y'llo  Y ,,:, = ' 

wo die reehte Seite m i t e  beliebig klein gew~ihlt werden kann. Somit gilt  der 

12. Sate-. Der transfinite Kern jeder abzdhlbaren Punktmenge ist leer. 

Aus dem obigen Satz folgt, dass jeder Punk t  des transfiniten Kerns ein 

Verdichtungspunkt  der gegebenen Menge ist, d. h. dass es in jeder Umgebung 

desselben eine nichtabz~ihlbare Teilmenge der gegebenen Menge gibt. Also: 

Der tra~sfinite h~r~. einer ,]Ienge ist eine Teilmenge des pe~fektc~ Ker~s der 

2][enge, d. i. der ][enge der Verdichtungspunktc. 

22. Dass der transfinite Kern im allgemeinen nieht mit  dem perfekten 

Kern iden~iseh ist, folgt daraus, (lass es niehtabzShlbare Mengen gibt, deren lo- 

garithmisches Mass Null ist, wie man z. B. aus dem folgenden Beispiel sehlies- 

sen kann. 

Es sei 

A1, ,4,2, As . . . .  

zunSchst eine beliebige monoton abnehmende unendliche Reihe yon positiven 

Zahlen. Wir  konstruieren zuerst konzentriseh mit  der Streeke (0, i) eine Strecke 

yon der Liinge I - - 2  J r ,  dann ffir die beiden Reststreeken yon der Liinge d 1 je 

eine konzentrische Strecke der Liinge A 1 - 2  J2 ,  ffir die erhal tenen vier Rest- 

strecken der L~nge z/~ hiernaeh je eine konzentrische Strecke der Liinge J ~ - - 2 J 3  

und so in inf. Beim n:ten Schritte sind dann 2" Reststrecken mit  der gemein- 

samen Liinge //,~ vorhanden. Fiir ,n--~ zr wird aus den Reststrecken eine Punkt-  

menge ] I  erhalten, die offenbar die M:~ichtigkeit des Kont inuums hat  und fiir 

welehe die untere Grenze der Summe in (24)' gleich 

ist. 

I 
lim 2 ~ [10g J~ [ 

?1 ~ oc  

Wir wiihlen nun J , , = e  -~2'~ und haben 

I 
lim 2 ~ [ log A,, ] = o, 

d. h., das logarithmische Mass der Menge ist Null. Ihr  transfiniter Kern  ist 

somit leer, w~hrend der perfekte Kern mit  tier Menge selbs~ id.entisch ist. 

9- -3343 .  Acta mathematica. 61. Impr lm6 le 21 f6vrier 1933. 
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z 3. Wir sprechen noch den folgenden Sutz aus, der schon friiher angewandt 

worden ist. 

13. Satz. Jedes in M enthaltene Kontinuum gehSrt dem transfiniten Kern 

von M zu. 

Ist n~mlich P ein beliebiger Punkt des Kontinuums, so enth~lt jede Um- 

gebung desselben ein Teilkontinuum yon M und also eine Teihnenge yon M, 

deren lineares Mass und somit auch transfiniter Durchmesser nach IO. Satz von 

Null verschieden ist. Ein solcher Punkt  und folglich aUe Punkte der in M ent- 

haltenen Kontinua gehSren also zmn transfiniten Kern yon M. 

Aus dem Obigen folgt insbesondere, dass sSmtliche innere Punkte einer 

Menge M dem transfiniten Kern der Menge angehYren. 

Wir haben im Vorhergehenden nur beschriinkte Punktmengen der schlich- 

ten Ebene betrachtet. Es ist jedoch mSglich, an~loge Definitionen und S~tze 

fiir allgemeinere Punktmengen aufzustellen. 

Betrachten wir zuerst eine Punktmenge M der schlichten Ebene, die den 

unendlich f e r n e n  Punkt  enth~lt. Um den Begriff der Klasse auch fiir diesen 

Punkt  zu definieren, denken wir uns eine Umgebung U desselben konform auf 

einen endlichen schlichten Bereich A abgebildet, wodurch die in U enthaltene 

Teilmenge von M in eine beschr~nkte in A liegende Menge m transformiert 

wird, die den endlichen Bildpunkt Q des unendlich fernen Punktes enth~,tlt. 

Wir wollen die Klasse des unendlich fernen Punktes in der ~r M durch 

die Klasse des Bildpunktes Q in de r  Menge m definieren, wodurch der Be- 

griff des transfiniten Kerns auch fiir unendliche Punktmengen der schlichten 

Ebene definiert wird. Zu bemerken ist, dass die obige Definition yon der spe- 

ziellen Wahl der angewandten Abbildung unabh~ngig ist. Denn hat man durch 

zwei versehiedene Abbildungen zwei Bereiche A 1 und A~ erhalten, so hat man 

zwischen denselben eine Beziehung der in N:o Io untersuchten Art, woraus folgt, 

dass zwei einander entsprechende Punkte stets einer und derselben Klasse an- 

gehSren. 

In  der gleichen Weise kann man den Begriff der Klasse auf algebraische 

Windungspunkte einer Riemannschen Fl~che iibertragen, wodurch der transfinite 

Kern fiir jede Punk~menge einer Riemannschen Fl~che definiert wird, deren 

siimtliche Punkte innere Punkte der Fl~iche sind. Wegen der funktionentheore- 

tischen Anwendungen muss man aber auch solche Punktmengen auf Riemannschen 

Fl~chen beriicksichtigen, die reale oder ideale Randpunkte der Fl~che enthalten. 

Dies soll im folgenden Kapitel n~her besprochen werden. 
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III. Mehrbll l t tr ige Gebiete.  

w 8. Existenz der Greenschen Funktionen auf mehrbl~ttrigen Riemannsehen 
Fi~chen. 

24. Nachdem wir im Vorhergehenden die sehlichten Gebiete hinsiehtlich 

der Existenz der Greenschen Funktionen ausfiihrlich behandelt haben, eriibrigt es 

noch, die erhal~enen Resultate auf mehrbli~ttrige Gebiete, d. h. beliebige Rie- 

mannsche Fliichen zu iibertragen. Hier kommen nur die offenen Fliichen in 

Betracht, well auf geschlossenen Riem~nnschen Fli~'chen ersichtlich keine Green- 

schen Funktionen existieren k5nnen. ~Tach der Uniformisierungstheorie ist es 

bekanntlich gleichgiiltig, ob die fragliche Riemannsche Fl~che geometrisch oder 

durch Angabe einer zugehSrigen mehrdeutigen anMy~ischen Funktion 

y = y (x) 

definiert ist. 

Unsere Methode ist am n~chsten auf solche Riemannsche Fl~ehen F belie- 

bigen Geschleehtes anwendbar, welehe in einer anderen umfassenderen Rie- 

mannschen Fl~che _F' als echte Teilfl~tchen enthMten sind derart, dass die gege- 

bene Eiemannsehe Fliiche 1~' ein nicht leeres System .yon Randpunkten hat, wel- 

che innere Punkte der Fl~che F '  sin& Zweek der folgenden Betrachtungen ist, 

einen Beweis fiir den folgenden S~tz zu geben, weleher einen Teil des SzegSsehen 

Satzes in N:o I I auf Riemannsche Fl~tchen iibertr~gt. 

14. Satz. Ist der transfinite Kern der ~[enge M der zum In~ere.~ yon F' 

geh6rigen Randpunkte der Riemannschen Fldche F nicht leer, ~'o gibt es auf F 

Greensche Funktionen. 

25. Wir konstruieren fiir /~" die relativ unverzweigte Uberlagerungsfl~tche 

U, die wir vermi~tels der Huuptuniformisierenden z(x) auf das Innere des Haupt- 

kreises 

H = I : H 

Es seien konform abbilden. 

die Substitutionen der zur polymorphen 

und B ein FundamentMbereich yon F. 

S o =  i, &,  

Funk~ion z(x) gehSrigen Gruppe /~ 

Der Punktmenge M entspricht im 
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Bereich B eine Punktmenge m, yon der wir ohne Einschr~nkung annehmen kSn- 

nen, dass sie als Ganzes dem Innern Yon B angehSrt. Dann haben die unend- 

lich vielen transformierten Mengen 

S/c(m) (]~ = o ,  I ,  2, 3 , . . . )  (2) 

keine gemeinsamen Punkte. 

Wir  denken uns jetzt, an eine Idee yon JorrAssso~ 1 ankniipfend, in B 

eine unendliehe Folge yon Systemen reguli~rer und gesehlossener Kurven 

in f01gender Weise konstruiert. 

I) 
reich w~. 

z) 
3) 

das Innere yon H fiber. 

Es sei allgemein 

( , -  o, i ,  3 . . . .  ) (3) 

Die Kurven des Systems Kt~ begrenzen m i t  H zusammen einen Be- 

Fiir jedes tt ist %, ein Teilbereich yon ~%+x. 

to/~ geht fiir tt--+ ~ in den Komplementarbereich yon m in bezug auf 

K(e) t~ 

das aus (3) dutch Se erhaltene Kurvensystem. 

(4) 

Die unendlieh vielen Kurven- 

systeme (4) fiir Q = o ,  I, 2 , . . . ,  begrenzen zusammen mit H einen ~-fach zu- 

sammenh~ngenden Bereich t~/~. Dabei ist allgemein .q~ ein Teilbereich yon 

,q,+l und ferner geht t~, ffir tt--+or in denjenigen Bereich ~ fiber, der yon der 

Gesamtheit der Punktmengen (2) und H begrenzt wird. 

Der n~chste Zweck unserer Betrachtungen ist, die Existenz einer in ~ 

harmonischen Funktion u~ nachzuweisen, die in einem gegebenen Punkt z o wie 

I 
log iZ_Zol unstetig ist, die ferner ant allen Kurven (4) verschwindet und fiir 

Iz l~  I gleichmis gegen Null konvergiert. 

26. Wir gehen zu diesem Zweck yon demjenigen Bereich ~ ) a u s ,  der 

aus Y2~ erhalten wird, wenn man davon die ausserhalb des Kreises 

= < I (/~ < /t~+~, lira R~ = I) (5) 

liegenden Kurven (4) fortli~sst. 

Der Bereieh ~(~), der yon endlich vielen reguli~ren geschlossenen Kurven be- 

1 Vgl. die S. 4I zitierte Arbeit. 
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grenzt ist, besitzt eine Greensche Funktion mit dem im Bereiche 52~ gew~hlten Pol 

z0, die wir mit u ()') bezeichnen. Well allgemein t? (~+1) ein Teilbereich yon Y2~.) ist, so ist 

ul~) > u(~+l). , (6) 

Andererseits ist jede der Funktionen 

u (~) (;~= I 2, 3 , . . )  (7) ~ �9 

in dem in Y2~ gelegenen Kreise [z--Zo[ k gr6sser als die Greensche Funktion 

k 
log ]Z__Zo] 

dieses Kreises. Na.ch dem ttarnackschen Prinzip konvergiert daher die Reihe 

der Funktionen (7) in f2~ gleichmi~ssig gegen eine Funktion 

lim u~) = u, (z, Zo) = u~, (8) 
2~Qo 

die ersichtlich den am Schlusse der N:2 5 aufgestellten Bedingungen geniig~. Man 

erkennt in (8) unmittelbar die Greensche Funktion des Gebietes .% mit dem Pol Zo. 

Daraus, dass Y2,~ ein Teitbereich yon f2t~+~ ist, folgt, dass 

, ,  < u,+~. (9) 

Ferner gilt fiir jede Substitution S yon F die Gleiehung' 

U, (Z, S (Zo)) = " t  t ( s - 1  (z), Zo) , (I o) 

well die beiden Seiten der Gleichung eine und dieselbe Funktion, niimlich d ie  

Greensche Funktion yon t ~  mit dem Pol s(Zo), repri~sentieren. 

27. Wir definieren jetzt die unendliche Reihe. wachsender, in 52, ausser- 

h~lb der Punkte 

S( o) (ii) 
positiver harmonischer Funktionen 

W ;  1), W ;  2), W~3), . . . 

durch den Ausdruck 

S~(n) 

( I2 )  

(13) 
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wo die Summierung  sich fiber die Gesamthei t  der Subst i tut ionen S o yon F er- 

streekt, ffir welche die Kurven  

S o (Ks) = K(o) (I 4) 
S 

s angeh5ren. Zweck der folgenden Be t rach tungen  ist nach- 

die Funkt ionen  (I2) gegen eine harmonische Funkt ion  konver- 

W i r  umsehliessen das Kurvensys tem K s mit  einer reguliiren, innerh~lb B 

l iegenden den Pol  z 0 ausschliessenden geschlossenen Kurve  C. Es sei v diejenige in 

dem yon K~ und C begrenzten Bereieh D s harmonische Funkt ion,  die ~ i auf 

K s und  - o auf C ist. Dureh  Anwendung der Greensehen Formel  auf  die Funk- 

t ionenpaare  

u~:~), v bzw. us, v 

erh~lt  man  die Gleiehungen 

fo.:,.o=f .f o. da, 9 -  d a - -  l u s  a d(~, U~ 0~, 

wo da das Bogenelement  der betreffenden Kurve  und ~ die in das Innere  yon 

D s gezogene NormMe bezeichnet. Hieraus  folgt  

Wei l  nun  auf  C 

so ist 

o~ -o-;I d~--.f (.(f--Us)~;d~. 
K s c' 

(i5) 

O V  
u (~) > ut, , > o, (I 6) 

f Ou (n) ;Out~ 
~ -  ~ ~ > . I - 5 ;  d ~, . (i7) 

Diese Ungleichung beh~l~ ihre Gfiltigkeit, wenn K s durch ein beliebiges zum 

Rand yon s ~) gehSriges Bild (I4) yon K~ ersetzt wird. Aus den endlich vielen 

so erhal tenen Ungleichungen lei ten wir durch Addit ion die Ungleichung 

her, 

.(2 n ~ .9(n) 
# K q  ~ " 

(Is) 
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Nun ist die reehte Seite yon (I8) wegen (Io) gleieh 

f ;ow2~) (~9) 

Ferner ist naeh einem bekannten Satz fiber die Greensehen Funktionen 

Aus (I8), (I9) und (20)folgt 

~I~ I ~,=(~I 
te 

do < 2~. (20) 

f O W (n) -~-~ de < 2 ~. 

l(l~ 

Durch 

,~uf die Funktionen 
W(f,  v, ! 

erhiilt man, well IVI',I~ auf K~ verschwindet, die Gleichung 

f o w2,~ 3v 
Ov da:-= J 

lx]t b (' 

Es sei nun ,4 ein Bogen yon C, wo 

Ov 
b~>q >o. 

(2~) 

eine neue Anwendung der Greensehen Formel im Bereich D. ,  diesmM 

(22) 

gieraus und aus (2I) und (22) folgt dann ffir das positive Minimum yon W (') 

auf .4 die Ungleichung 

q ~  (wi:/)~,o. < 2 ~ .  

Nun ist nach dem Harnackschen Prinzip auf J 

w~?> < k( Wf:> ):,n , 

w o k  eine yon n unabh:d,ngige Konstante bezeichnet. Wegen der obigen Vn- 

gleichungen gilt somit auf jedem Punkt yon `4 die Ungleichung 

2z~k 
W ( " ~  < - - .  ( 2 3 )  

~* q ̀ 4 
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Weil demnaeh die Reihe (I2) in den Punkten yon J besehr~nkt bleibt, muss 

sie nach einem bekannten Satz yon Harnack in jedem inneren Teilbereich yon 

s gleichmgsgig gegen eine harmonische Funktion W, konvergieren. 

M a n  konstatiert unmittelbar, d a s s  die Funktion W/~ im Bereich ~2l, har- 

monisch ist, yon den Punkten 

S~(z) (~ = o, ~, 2 , . . . )  (24) 

abgesehen, wo sie logarithmiseh unendlieh wird. Sie is t  positiv in jedem inneren 

�9 Punkt und gleich Null in jedem Randpunkt yon t2t~. Aug (I3) ergibt sieh ferner 

ffir W~ in t~  die Darstellung 

w ,  = 

wo die Summierung fiber die Gesamtheit der Substitutionen yon F zu erstreeken 

ist. Hieraug geht hervor, class W, ein automorphes Potential yon F i s t ,  weft 

bei Ausfiihrung irgend einer Substitution yon F n u t  die Glieder yon (25) mit- 

einander permutiert werden, was auf die Summe der absolut konvergenten Reihe 

keinen Einfluss hat. Sehliesslich ist allgemein 

}1~r < W#+I; (26) 

weil wegen (9) jedes Glied yon (25) kleiner Ms d~s entsprechende Glied in der 

Reihe yon W,+I ist. 

28. Wir betraehten schliesg!ieh die unendliche Reihe der Funktionen 

w , ,  (27) 

und behaupten, dass sie in jedem inneren Teilbereich yon Y2 gleichm~tssig gegen 

eine harmonische Grenzfunktion konvergiert. 

Es sei a ein Punkt ~usserhalb der um dug Kurvensystem K ,  beschriebenen 

geschlossenen Kurve C und gt~ die Greensche Funk~ion mit dem Pol a fiir das- 

jenige unendliche Gebiet, dug yon dem Kurvensystem K~ begrenzt wird. Fer- 

ner sei ht~ diejenige innerhMb und auf C harmonische Funktion, deren Werte 

auf' C mit denjenigen yon g~ fibereinstimmen. Dann ist 

9% h t, -- g~ (28) 

eine in dem yon K~ und C begrenzten Bereich Dt~ harmonische Funktion, die 
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suf  C verschwindet .  Wei l  g , ,>o  suf  C ist, so ist k t , > o  auf  C und somit  such  

im I n n e r n  yon C. Well  somit  su f  den Kurven  K~, 

gt, = o, h:, > o, (29) 

so ist anf  densell)en und innerhs lb  des Bereichs D:, 

N u n  konverg ie r t  die unendl iehe Reihe der Greenschen Funk t ionen  

(29)' 

gl, g-~, g3, . .  �9 (30) 

gegen die Greensche Funk t ion  g des Komplemen t s rgeb i e t e s  der P u n k t m e n g e  m 

in bezug auf  die gunze Ebene,  welche Funkf ion  wirklich existiert ,  well der 

t ransfini te  Ke rn  der Menge m nsch  N: IO nicht  leer ist wenn dies, wie ~n- 

genommen,  mi t  M der Fall  ist. Daraus  folgt,  dsss  die Reihe der Funkt ionen  

h i ,  h e ,  h a ,  . . �9 (3 I )  

gleichm~ssig gegen diejenige innerhalb  und auf C positive harmonische  Funk- 

t ion h konvergier t ,  deren  Randwer t e  su f  C mi t  denjenigen yon g i ibereinstim- 

men. Es exist ier t  d~nn such  die Grenzfunk t ion  

q~ ~ l im q~t~, (32) 

welche nicht  identisch Null  sein ksnn,  well die untere  Grenze yon g in jeder  

U m g e b u n g  yon m nsch  4. Satz Nul l  ist, w~hrend h dor t  posit iv ist. 

2 9 . Es sei q dss endliche gemeinsame M a x i m u m  von 

Weft  su f  der Kurve  C 

so ist 

gt, < g, ht' ~ gl~, 

h,~ < q 

g und h auf  C. 

(33) 

suf  C und somit  auch im I n n e r n  yon C. Mithin  ist im Bereieh Dt~ 

o <9~< q. 

10- -3343 .  Ac4xt mothematica. 61. Inpr im6 le 21 f6vrier 1933. 

(34) 
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Nun ist 

f Oh, da 
O'P 

C 

= o ,  (35)  

weil h~ innerhalb und auf C harmonisch ist, ferner ist 

f 0-0- ~ da = - -  2 z ,  ( 3 6 )  

0 

well der Pol von gt, ausserhulb C liegt. Aus (35) und (36) folgt  

C C C 

2 ~ .  

Indem wir zur Reihe (27) zuriickkehren, wenden wir die Greensche Formel 

auf die Funkt ionen 

in Bereich D r an. Weil  

so ergibt sich 

Wegen  (2I) ist 

und also, wegen (34) 

Hieraus und aus (37) folgt  

W~, 9% 

~ = o  anf C und W t ~ = o  a u f K , ,  

qD~ - ~ -  a (l. 

c x~ 
(37) 

f O W .  

lCt~ 

f OW',  �9 q~ "--b-~- d a < 2 z q. 

Jcl, 

f w , ~  d,, <= 2 ,~q. (38) 
(I 

Wiirde nun W~ fiir t t -*  ~ in einem einzigen Punk~ yon C gegen r162 konver- 

gieren, so wiire n~ch dem Harnackschen Prinzi p gleichmgssig auf  C 
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lim W/~ = ~ .  

Dies widerspricht aber der Ungleichung (38), weil auf C 

75 

0!p ,. 0cp~ 
5 ;  > o. 

Folglich muss die I~eihe (27) in jedem inneren Teilbereich yon Y2 gleichm~issig 

gegen eine harmonische Funktion 

lim W~ = W (39) 

konvergieren. 

Aus dem Obigen geht hervor, dass W ein automorphes PotentiM von F 

ist, das ausserhMb der Menge m u n d  ihrer Transformierten positiv und hurmo- 

nisch ist, yon den Punkten (II) abgesehen, wo sie logarithmisch unstetig wird 

Auf die Fliiche F iibertragen ist W eine eindeutige Funktion, die positiv und 

ausserhMb ihres Poles, dem Bildpunkt P yon Zo, hurmonisch ist. Auf Grund 

der Entwickelungen der N:o I kann man aus dem Obigen leieht den Sehluss 

ziehen, dass W eine Greensehe Funktion yon /" ist. JedenfMls ist die Existenz 

der Greensehen Funktionen auf F naeh w 3 schon dadurch gesiehert, dass W 

eine yon unten beschri~nkte harmonisehe Funktion ist. Damit ist der Beweis des 

I4. Satzes zum Absehluss gebrueh~. 

3 o. Uber dus VerhMten der Greenschen Funktionen in den R~ndpunkten 

M gilt der 5. Satz als solcher, wie leieht zu besti~tigen ist. Wir  wollen hier 

noeh zeigen, dass  auf  jeder der Bedingu~g des z 4. Satzes gen#genden Bieman~sehen 

F15che, welche Greensche Funktionen besitzt, zugleich absolut beschrYnkte harmo- 

nische lq'u~ktionen existieren. 

Wir zerlegen zu diesem Zweck die Menge M in Zwei zueinander fremde Teile 

3/1 und M~ derart, dass die transfiniten Kerne der beiden Teilmengen nicht leer sind. 

Es seien F1 und T'~ diejenigen Teilfl~chen yon F',  welche aus F erhM~en werden, 

wenn m~n die Menge M dureh 3/1 bzw. M 2 ersetzt. Beide Fli~ehen F~, F2 ha- 

ben nuch I4. Sutz Greensche Funktionen. 

Es  seien nun G1 und G.2 die Greensehen Funktionen yon F 1 bzw. F~ mit 

einem gemeinsamen Pol P. Wir bilden dann die Funktion 

G 1 -  G,~. (40) 
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Nach N:o z ist sie ausserhalb des Poles in F abs01ut beschr~tnkt und harmo- 

nisch. Dies is~ aber auch im Punkte P der Fall, weil die logarithmischen 

Singularit~tten der beiden Bestandteile einander dor~ aufheben. Die Funktion 

(40) ist somit eine auf der ganzen Fl~iche F absolut beschrgnkte harmonische 

Funktion. Sie kann sich nicht auf eine Konstante reduzieren, weft die untere 

Grenze derselben nach 5. Satz in jedem Punkt yon M,~ positiv, in jedem Punkt 

yon Ma dagegen negat~iv ist. 

w 9. Anwendung der konformen Abbildung. 

3I. Durch den I4. Satz wird die Frage nach der Existenz yon Greenschen 

Funktionen nur fiir eine besondere Klasse yon F1;,~chen gelSs~. Um allgemeinere 

Resultate zu gewinnen, muss man sich konformer Abbildungen bedienen. 

Beachtet man, dass bei Ausfiihrung einer konformen Abbildung die Green- 

schen Funktionen invariant bleiben, so gelangt man zur folgenden Verallgemei- 

nerung unseres 14. Satzes. 

15. Satz. Wenn es mYglich ist, die Riemannsche F15che F konform auf  eine 

eehte 1'eilflYche q) einer zweiten Riemanschen I"lh'che q)' abzubilden, u~d wenn der 

transfinite Kern der Menge N der zum [mwrn yon O' gehiirigen Randpunkte 

yon q) nicht leer ist, so besitzt die Fliiche F Greensche Funktionen. 

Betrachten wir etwas n~her zuerst den Fall, wo das Geschlecht p yon 1" Null 

ist. In diesem Fall kann /" konform auf ein schlichtes Gebiet q)abgebildet 

werden und q)' reduziert sich auf eine Vollebene. Jetz~ wird die Frage nach 

der Existenz der Greenschen Funktionen durch die S~tze des I I  Kapitels gelSst. 

Speziell im Falle einer einfach zusammenh~ngenden Flgche kann man als Gebiet q) 

entweder eine Kreisflgche oder eine punktierte Ebene wghlen und die Flitche F 

hat somR Greensche Funktionen, oder nicht, je nachdem ob der erste oder der 

zweite Fall vorliegt. Doch begegnet selbst in diesem einfachsten Fall die wirk- 

liche Ausfiihrung der fraglichen konformen Abbildung im allgemeinen un- 

iiberwindlichen Schwierigkeiten. 

32. Man kann die obigen Betrachtungen auch auf Riemansche Fl~chen 

hSheren Geschlechtes iibertragen, wenn man sich des in der Einleitung ~ erw~hn- 

ten Satzes yon KOEBE bedient, wonach jedes schlichtartige Gebiet auf ein 

schlichtes Gebiet konform abgebildet werden kann. 

Fussno te  2, S. 4 I. 
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Wir  denken uns zu diesem Zweck die gegebene Riemannsche Fl~che 1" 
durch ein System yon Riickkehrschnitten (/~), deren Anzahl gleich dem Geschlecht 

p der Fl~che ist, in wohlbekannter Weise in eine schlichtartige Fl~che /? v e r -  

wandelt, d. h. eine Fl~che, welche wie jedes schlichte Gebiet durch jeden neuen 

l~fickkehrscbni~t zerstfickelt wird. Nach dem genannten Koebeschen Abbildungs- 

satz ist es m5glich, die geschnittene Fl~che 17 konform auf ein schlichtes Ge- 

bier D abzubilden, wo jedem Rfickkehrschnitt R~ ein Paar geschlossener Kurven 

(C~, C'~) entspricht, die durch analytische Transformationen umkehrbar eindeutig 

einander bezogen sind. Indem wir die einander paarweise konjugierten Punkte 

der zugeordneten Kurven als identisch betrachten, wird aus dem Gebiet D eine 

ideale Riemannsche Fl~che D erhalten, deren Punkte durch die ausgeffihrte 

konforme Abbildung den Punkten der gegebenen Riemannschen Fl~che /~' um- 

kehrbahr eindeutig entsprechen. 

Der Rand yon D besteht im allgemeinen aus einer Menge M ausserhalb 

der Kurven ((,~, C'~) liegender Punkte, ferner (ffir p > o )  aus den Kurven (C~, C~) 

und ( f f i r p = ~ )  aus der Menge ~r der H~tufungsstellen der Kurven (C,~, C',). Der 

Rand der zugeordneten idealen Riemannschen Flgche JD besteht dann aus der 

Menge M + M. 

Wir erweitern jetzt das Gebiet i), vorausgesetzt, dass M nicht leer ist, 

indem wir zu / )  die Gesamtheit der Punkte yon M adjungieren. Aus dem 

neuen Gebiet /) '  ergibt sich in der oben angegebenen Weise eine ideale Rie- 

mannsche Fl~tehe D', die durch das System der Kurven (C,~, C',) mit den zuge- 

hSrige n Bezugstransformationen definiert wird. (Im Falle p = o reduziert sich D'  

auf die Vollebene.) 

33. Wir denken uns jetzt die ideale Riemannsche Fl~tche D' auf eine ge- 

wShnliche Riemannsche Fl~iche @' konform abgebildet. Dabei geht D in eine 

Teilfl~che @ yon q)' fiber. Den Punkten M entsprechen gewisse. Randpunkte 

yon @, welche innere Punkte yon @' sind. Ihre Menge sei N. 

Durch Ausfiihrung der beiden konformen Abbildungen, n:s der 

Koebesehen und der zuletzt besprochenen, haben wir die gegebene Riemannsehe 

Fl~che F auf eine neue Fi~che @ fiberffihrt, auf dem der 14. Satz anwendbar 

ist, wenn der transfinite Kern der Menge N oder, was ersiehtlich dasselbe be- 

deutet, wenn derjenige yon M nicht leer ist. Wir  kSnnen daher den foigenden 

Satz aussprechen. 
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1 6 .  S&tz. Weun der transfinite Kern der bei der Koebeschen Abbilduug er- 

haltenen ttandmenge M nicht leer ist, so gibt es auf F Greensche Fun]dionen. 

Diese Bedingung ist zur Xxistenz yon Greenschen Funktionen auch ~otwen- 

dig, wen~ das Geschlecht der FlSche F endlich ist. 

Zum Beweis des letzten Teiles des Satzes bemerken wit, dass @' bei endlichem 

p eine algebraische Fl~iche ist. Wgre der transfinite Kern der Menge M und somit 

auch der ~r N leer, so wgre jede Greensche Funktion yon q) nach dem 2. Satz 

~uch in den Punkten yon N und also iiberall auf der algebraischen Fl~che q)' 

ausserhalb desPoles  harmonisch, was unmSglich ist. 

Die obige Schlussweise ist nicht mehr richtig, wenn das Geschlecht yon F 

unendlich ist. Auch jetzt ist .~ede Greensche Funktion yon @ in den Punkten N 

harmonisch und folglich zugleich eine Greensche Funktion der Fl~che 0'. Dass 

diese MSglichkeit wirklich existieren kann, soll an einem Belspiel gezeigt werden. 

w io. Beispiel einer nichtfortsetzbaren Flitehe. 

34. Es sei D ein schlichtes Gebiet der x-Ebene und M die Menge seiner 

Randpunkte. Wir konstruieren in bekannter Weise eine analytische Funktion 

f (x) ,  welche innerhalb D regul~ir ist und dort unendlich viele einfuche Null- 

stellen besitzt, die jeden Punkt yon M zur ttgufungsstelle haben. Die Gleichung 

v ' = f ( * )  (4*) 

stellt dann eine transzendente hyperelliptische Flitche f dar, die Windungspunk~e 

erster Ordnung in den Nullstellen der Funktion f (x )  besitzt. 

Wir beweisen jetzt den Satz: 

Die hyperelliptische Flffehe (4I) besitzt Greensche Funktionen dann und nut 

dann, wenn der transfinite Kern der Merge M ~icht leer ist. 

Es sei der transfinite Kern yon M nicht leer. Es seien x = a und x =  b 

zwei beliebige Punkte yon D und 

G (a, x), G (b, x) 

die Greenschen Funktionen yon D mit den genannten Polen. Die Funktion 

. )  - x ) -  Jx - d + - bl 

ist dunn ~uf D und somit auch auf f eine nichtkonst~nte, ~bsolut beschri~nkte 
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harmonische Funkt ion.  Nach dem I. Satz besitzt somit die Fl~ehe (4 I) Greensche 

Funkt ionen.  

Es sei umgekehr t  eine Greensche Funk t ion  g(xo, Y o ) v o n f  mit  dem P o l  

(xo, Yo) vorhanden.  Wi r  bet rachten die Funk t ion  

I r [X  o, Vo)+g -Vo)]. 

Sie ist offenbar harmoniseh und positiv im Gebiet  D und im Punk te  x0 loga- 

r i thmiseh unstetig.  Nach dem I. Satz besitzt somit D Greensche Funkt ionen  und 

der transfinite Kern  yon M kann da.her naeh dem Satz yon SZEG5 nicht  leer 

sein. Unser Satz ist damit  bewiesen. 

35. W i r  teilen mit  R~DO l die Gesamthei t  der Riemannschen Fl~ichen in 

for tsetzbare und nichtfor tse tzbare  ein: je nachdem ob es mSglich ist oder nicht,  

die gegebene Riemannsehe Fliiche auf eine echte Teilfl~iche einer anderen Rie- 

mannschen Fl~iehe konform abzubilden. Nach D~ POSSEL ~ is t  eine Riemannsche 

Fliiche dann und nur  dann fortsetzbar,  wenn die bei der Koebeschen Abbildung 

erhal tene Menge M nieht  leer ist. Durch t tbergang  zu den Fliichen q), O' hat  

man eine konforme Abbildung der gegebenen for tse tzbaren Riemannschen Fl~iche F 

auf eine echte Teilfliiche �9 der n icht for tse tzbaren Riemannschen Fliiche O' geleistet.  

Das obige Beispiel der hyperel l ipt ischen Flitche gibt, wie leicht einzusehen, 

eine niehtfor tse tzbare  Riemannsche Fliiche. Bemerkenswert  ist nach dem Obi- 

gen, dass es unter den tra~szendenteJ~ nicMfortsetzbaren Riemannschen Fldcho~ 

sowohl l"ldchen mit  Greenschen _~o2ktionen als solche gibt, die keine Gree~sche,n 

l,;unktionen besitzem Auf eine n~there Unterseheidung der beiden MSglichkeiten 

kSnnen wir hier nicht  niiher eingehen. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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