INTERVALLFUNKTIONEN UND INTERVALLKONSTANTEN EINES
BESCHRANKTEN SYMMETRISCHEN KERNS.

Von

JOHANNES MOLLERUP.

in KOPENHAGEN.

Einleitung.
Es sei K(s,t) ein gegebener symmetrischér Kern; entweder variiert (s, ?)
unbeschrinkt im Quadrat: a__<_§ =0, oder (s, t) durchliuft alle Punkte mit ganzen

positiven Koordinaten. K(s, ) ist beschrinkt; diese Eigenschaft wird hier (nach
Toerrirz) in folgender Weise definirt’: 4st g (s) esne Funktion der Klasse L™ also

fy(S)gds
a ng(s)2

konvergent, dann gehirt wieder die iterirte Funktion:

fK(s, o) dt

9.(s) =(K(s.);9)

T S K090

derselben Klasse L® an. Wir betrachten jetzt ein Intervall . der 1-Achse:

! JOHANNES MOLLERUP: Das Punktspektrum eines beschrinkten symmetrischen Kerns ohne
Streckenspektrum, Math. Zeitschrift, Bd. 30 pag. 624.

38—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 30 avril 1930,
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A =1=1,; es sei z. B. die Funktion g¢(4,s) in Bezug auf 1 stetig, in Bezug
auf s der Klasse L® angehorig. Im Intervalle -7 erhilt g (4,s) den Zuwachs:

dg (}"7 3)=g(lzy 8)_9 (}’lv 3)7
wihrend die Iterirte:

91 (%, 8)=(K(s.); 9(4.))
den Zuwachs

449, 8)=g, 4, s)~—g,(4,, s)

* erhiilt. Unsere A.ufgabé wird sein: eigentliche Ldsungen der homogenen Gleichung

(1) _ A s)=ndpi,s)

zu finden; die unbekannte Funktion @ (1, ) soll in Bezug auf s der Klasse L®
angehéren; p ist eine unbekannte Konstante, ein Figenwert, der vom Intervall
abhiingt. Schreiben wir (1)

q)(l_’: 5)_‘1’(}*1’ S‘)=[l¢l (1‘27 S)_xu¢l (2‘11 8)7

sehen wir, dass dieselbe jedenfalls befriedigt wird, wenn u Eigenwert und ¢ (4, s)
eine entsprechende Eigenfunktion ist fiir A=2, und A=41,. In einem Vortrag
an dem sechsten Skandinavischen Mathematikerkongresse, Kopenhagen 19257,
wurde gezeigt, dass wenn, im Gebiete der stetigen Funktionen, ¢ (4,s) fir A=4,
Bigenfunktion des Eigenwerts u ist, dann gilt dasselbe fiir A=41,; dasselbe gilt,

b b
ffK(s, 2 dsdt
a a

D K(s, )

wenn
= &|P

konvei'giert und ausserdem ¢(A,s) die obengenannten Eigenschaften zukommen.
Im Falle des beschrinkten Kerns liegen aber die Verhiltnisse anders; in der oben
zitirten Arbeit? ist z. B. gezeigt, dass verschiedene Parameterwerte auch ver-
schiedene Konstanten erzeugen konnen. -Wir wollen hier zeigen, dass die Gleichung
(1) einer direkten Behandlung mittels der lterationsmetode fihig ist.

! Kongresberetning pag. 451.
* Pag. 698—700."
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Damit die folgenden Ausfiihrungen geliufiger vorkommen mdgen, erinnern
wir an dieser Stelle an das gewohnliche Iterationsverfahren zur Losung der

homogenen Gleichung
(2) g{s)=12g,(s).

Um (2) zu losen gehen wir von einer beliebigeﬁ Funktion g (s) der Klasse L®»:

aus.
1) Iteration:

9% (8)=g(s); guls)=(K(s.); gn—a),n=1,2,...

2) Konstantenbestimmung :

) gnsall
[[gx 1]

Wgnerll _Moall - 3= o

Grlv,+1 = Gn =

” 9n+2|
1l gn+l

II/\

-G, >0, fir n— .

V>0 wird angenommen.
3) Starker Grenziibergang:

L) G Lt (= (s ); G 11 60| = V.

Losung von (2):

4) Orthogonale Abspaltung :
gls)= GV (s) + g™ (s); (G; g®¥)=o.

Das Verfahren lisst sich nun fortsetzen, inden man von g® (s) ausgeht.
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§ 1. Eigenschaften der Lisungen.

1. Vorgelegt ist also die Gleichung
(1) Ap A, 8)=pAg, (L, 3),

wo A ein Intervall: 1, =1 =1, andeutet, u ist eine zugehdrige unbekannte Kon-
stante und ¢ (4, s) die unbekannte Funktion, welche in ¢ der Klasse L® angehérig
sein soll.

Satz 1. Die Zwwichse ziweter Lisungen, die verschiedenen Figenwerten ent-
sprechen, sind orthogonal.
Es sei nimlich

A g Rys)=A @ (4 s)=(K(s.); 7 gl.)
wo A" YA, 8)=A"p, 4 8)=(K(s.); 4 Wi.)),

wo 1, +u,; .7 und 4" sind zwei Intervalle, die verschieden oder zusammenfallend
sein mogen. Diese Gleichungen werden mit ./ (4, s) bez. 4 ¢ (4, s) multiplizirt
und die Variable s wird wegintegrirt oder wegsummirt; durch Subtraktion finden

wir dann:
(g, —p) (' pr.); 4 (r.))=o0,

indem auf der rechten Seite die Integrations- oder Summationsordnung vertauscht
werden darf, weil die durch das Klammersymbol angedeutete Integral oder Summe
absolut konvergirt. Weil p, + u, erhalten wir dann

(@ i), 47w ))=o.

Satz 2. Sdmtliche Eigenwerte sind reelle Zahlen.

BEs sei u,+¢u, Eigenwert, ¢(i,s)+7y(L,s) eine entsprechende eigentliche
Lisung; es ist dann u, —7u, eine Konstante desselben Intervalls mit der Losung
(A, ) —2y(4,s). Es wiren dann die Zuwiichse .7¢(2, s) + i JY(4, s) und 4 (4, s)—

t4y (A, s) einander orthogonal, also

ll2g () + 14w (2. ) [F=o0 a.b.
|49 =[law(@. )| =o,

was ausgeschlossen ist.
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Satz 3. Sind ¢, (4, s) und ¢,(i,s) beide Lisungen desselben Intervalls und
mit demselben Eigenwert, dann ist jedes lineares Aggregat mit konstanten Koeffi-
zienten wieder eine Losung desselben Intervalls und desselben Iigenwerts; sind

po(d,8), v=1, 2, ... abedhlbar viele Lisungen desselben Intervalls und desselben

Eigemverts und st das System A@,(d,s) orthogonalisirt, dann ist Za,. ¢ (4, 8),

worern (ti konvergirt und die Rethe stark konvergirt, wieder eine Losung des-
’
v

selben Intervalls und desselben Figemwerts.

Satz 4. Die Menge samtlicher Eigenwerte ist abzdhlbar oder endlich.

Das System der Zuwichse der Losungen bilden ein Orthogonalsystem, d. h.
eine abzihlbare Menge. Jedem Eigenwert entspricht also eine Menge von Inter-
vallen, die nicht endlich oder abzihlbar zu sein braucht. -

§ 2. Die trivialen Fille.

Wir machen zuerst die folgende Bemerkung. Ersetzen wir in.der starken
Limesgleichung — wo wir Leichtigkeit halber in diesem Moment den Parameter
. entbehren —

gan (5) = G (s)

(’"2 n

die Konstante ( mit einer grosseren Konstante ;> (v, dann folgt

Jan \S .
o
Denn aus
g'— ¥
”(;TE":,” ol | KEa |
folgt
ganll .
Gi,:' — 0.

Wir gehen jetzt von einer beliebigen Funktion g(2,s) aus, die als Funktion
von s der Klasse L® angehért. Es existirt also die Liinge
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/ b
l/ g(i, s)tds
> .

aber auch die Linge || #¢(2,.)|| existirt. Denn

Nt g@ HE=Wg@ )P+1tg@ )P—2(g@.); g2 .).

Wir finden

[} gns1(A DI [l gn+1(2a I

T — G4 (4,) und - G4(4y),

MmN G mmd S, — Gl

gﬁﬂ('llas‘)_)_) g (}’ ) Y

e L (I d . — (1) s).

1 (42" 4 '(e) (12)2" T )

Betrachten wir dann die Gleichung
(2) ' 4 ganla, 8)=g2n(lz73)“9'21»(11,3)3

es sei erstens G,(Ag) > G,(4,); dividiren wir die Gleichung mit G, (4,?*. Dann ist

Ganlly,s) |~ (s), ganfti,8) 0;

CAT A Gy ()™
weil nun die Eigenschaft der starken Konvergenz additiv ist, wird

492"(L_$) —> G(l)( )’

Gy (A"

ist nun || G{|| + o, dann ist auch

I g20 (2 )|
K LA | BN (T
g,
und @, (2,) ist nicht allein eine Punktkonstante (des Punktes ), aber auch eine
Intervallkonstante (des Intervalls 7=(1,,4,)). Dieser Fall ist als Trivialfall zu
bezeichuen. Ist dagegen || G{)|| =0, wird eine direkte Bestimmung einer Inter-
vallkonstante G, ()< G,(4;) notwendig.
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Zweitens nehmen wir an, dass (/;(i,)=(,(4,). Es ist dann

dgaf. (112, s) GO (5)— G (5) = 4 G (s);
G (A)m ' !

ist nun G{(s)— G{)(s)+o0, dann ist G,(2,)=(,(4,) nicht allein eine Punktkon-
stante (der beiden Punkte A, und 1,), aber auch eine Intervallkonstante (des Inter-
valls ). Dieser Fall ist ein Trivialfall. Ist dagegen Gg:) (s) —Gg‘l)(s)———o, z. B.
G (s)= 6! (s)=o0, wird eine direkte Bestimmung einer Intervallkonstante
G, ()= G,(4,) notwendig.

§ 3. Bestimmung von Konstanten und karakteristischen Funktionen
eines Intervalls.

Um nun eine direkte Bestimmung einer Intervallkonstante zu finden gehen
wir von einer beliebigen Funktion g¢(4,s) aus; g(4,s) soll als Funktion von s
der Klasse L® angehoren. Es existiren also die beiden Lingen [[g(4.)|| und
-7 g @ ).

Durch Iteration von .7¢g(A,s)=g(4,,s) —g(4,s) wird gefunden:

49, s)=(K(s.); 49Q1.)), ... dga(d,s)=(K(s.); Agna(%.), .-

gu(h, ) und A g,(,s) gehoren beide L®. Ist M die »Schranke» des Kerns K (s, #),
dann ist nach der Schwarzschen Ungleichheit:

fK(s, 1Edt- f/lg(/l, s)tds
AE= " ‘ =M -|lz2g9@ )|,
Hag, (2 ) l S K S 100, [l g@ )

14

also

9. )

. M7 gn (4 )]
79 )| =

M.
|1 g (4 )|

M, allgemein

IA

Weiter finden wir:
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b b

f,/gn(ﬂ s)? ds—f/lg,. (2, s dst 8 0.1 guer (4, 1) dt

Ag(A )| = -
I # g (2 )] [ Z’!]nﬁs leg" ZK&'t 1 Yo (A, 1) dt

8

(dgn+1(l.)' Ign—1 fll//gnﬂ(}v ” ” A gr—r (2 ” d. h.
”4011 ” é " IQn+l( )” éM,
Nt gaa T g
also
: "//gn+l ”
AH=M,
s (P71

wo 4 das Intervall: i, < i=<1, bedeutet.

Wir bemerken noch die Tatsache, dass wenn 3 aufeinanderfolgende Glieder
|| # gn (4 .)]| eine geometrische Progression bilden, dann bilden simtliche Lingen
| 7 g4 (4 .)|] eine solche Progression. In jedem Falle ist also

udwﬂ()u<, G, LAy
< G (o) = "1
Ntgd )l = = a

17 g MM 1o
Gy = g e =R

Wir haben also den Satz bewiesen:

Satz 6. Ist g(i,s) esne Fnnktion von s der Klasse L, dann entspricht jedem
Teilintervalle 4 des Imtervalls (— M, M) eine Konstante G (A4)> o:

”4(1n+1 ”

Nag. )l &

und eine Konstante V(A1) = o:

”JQn(}' )“ (1)
iy V).

Wir haben jetzt bewiesen, dass wenn eben VW(.7)>o0, dann wird durch
starken Grenziibergang eine Grenzfunktion GU (4, s) mit der Linge V1 (1) be-
stimmt. Diese starke Grenzfunktion ist bestimmt durch
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7 02_-,, ()., S) m :
(4) . G, (2 —> GV (A, 5).

Der Beweis ist nach dem klassischen Beispiel von Herrn EruarDp Scumipr!
so zu formuliren:

(r ( )41z+4m Gl (J)Ln

41 02114 Zm (l . ) /{g'l‘n. (2- ” 14 (l>1z+"’ m ”2 ”_Jq‘.l_n (l_)”_2
Gl (J)z n+2m Gl (4)21:

_2(4021:+_21uu ) //Chn(}--))
”( )41z+’m )

Bs ist aber hier

(492n+2m( -); /fgzn -))=“492n+m(}w)"2’

weil man in gewdhnlicher Weise den einen Index verkleinern und den andern
vergrossern kann:

fK(s, £ 1 gpr (0 t) dt
(Agpd.); Agqk.))= ZK(s, Y y Agq(d )

b b
f f K (5, 0) A gy (b D 1 90 Uy £) ds dt

] SKE gy ag g O B Agen ),

Es ist dann

||-4 Gantom (A ) A gan(h. ) "4021&21" P "4(7_31»(1 P
)

GI(A)2ﬂ+2m G, ( 27”(— )411 tim Gx (41)411.

=2l e Wy s vy 2 v ap—o,
’ 5

Hiermit ist dann die Existenz der Grenzfunktion:

//_211(,6')
- —
G (AP

(4)

> G[l) (//, S)

' ERHARD SCHMIDT, Entwwklung willkiirlicher Funktlonen nach %ystemen vorgeschriebener
Math. Ann. 63 (1907), pag. 456—457.
39—20643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 30 avril 1930,

’
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gesichert; dieselbe gehort L®? als Funktion von s. Ausser dieser Intervallfunk-

tion (G (./, s) finden wir noch eine, nidmlich:

) et = (K6 () e s 60 =6 (9

Durch Iteration finden wir endlich:
(6) (K(s.); GO(7.)=G (). GV(4,s).

Die gefundenen Intervallfunktionen !'(.7,s) und G{Y(4, s) haben die Lingen:
(7) G (1 )= VO ()5 [ 60 (1 )= 6y (). V().
Endlich finden wir unmittelbar dufch Iteration der Intervallfunktion

Y(1,8)=1 G () GV (1, 8) + GV (A, )
die Gleichung
Y (A4, 8)= £ G (4) GO(A,8) + G (£ GO (1, 8)= 1 G (A)P(A,3).
Wir haben also mindestens e/ne Losung der Intervallgleichung

(8) ‘P(»’,S):H%(—/f»s)

gefunden, nimlich

(9) £, ¢( 7'5)~~ =+ (}Il (/I)’ x (rvl(/l) GW (-//» S) + (}(11)(//’ 8)}7

wo die Konstante @, (7) und die Funktion + G, (+4) GW(4,s)+ GV (1, s) sich mit
dem Intervall .7 indern.
Wir sammeln diese Ergebnisse in dem folgenden Satz:

Satz 6. Ist g(A,s) in Bezug auf s eine Funktion der Klasse L® und Gy(1)
die dem Intervalle A entsprechende Konstante, dann werden, unter der Voraussetzung
VW(.f)>o0, durch starken Grenziibergang zwei Intervallfunktionen bestimmt:

A gan (l, 8) 1) 4(]2n+1(}' '5) )
(r'l(I)‘zn. _))(' (/,8), (rl(/)zn —2 Gl (jy8)7

welche gleichfalls der Klasse L angehiren; die Intervallgleichung:
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(8) 9’ (“]a '51) =u ¢l (‘/,a S)

wird dwrch die Lisung

. Y1 (7 (g )]
(9) ;L,¢(x/, é)={i(;l(/’), T G(AGY( 1,5+ GD(a, s)J

geniigt.

Wir wollen jetzt die Grosse der Intervallkonstante mit der Grosse der beiden
Punktkonstanten der Endpunkte vergleichen und betrachten zu diesem Zwecke die
Gleichung

(2) A Gon (R, 8)= gan(hyys)—g2n (A, 8)

und die 2 Punktkonstanten (r,(4,) und (7,(4,), so wie auch die Intervallkonstante
G, (7). Bs sei G die mittlere dieser 3 Konstanten; wir dividiren die einzelnen
3 Glieder mit G*"; es konvergiren hiernach fiir »— o die 2 Glieder stark und
deswegen auch das dritte Glied, weil ja die Eigenschaft der starken Konvergenz
additiv ist. Hieraus folgt aber offenbar, dass die mittlere und grossere der 3 Kon-
stanten glerch sind. BEs gilt also der Satz:

Satz 7. Sind die 2 Punktkonstanten G,(A,) und G,(A,) gleich, dann ist die
Intervallkonstante G,(A4) gleich oder kleiner als die beiden; sind G,(Ay) und G (%)
ungleich, dann ist G, () gleich der grisseren dieser Konstanten.

In #dhnlicher Weise beweist man den Satz:

Satz 8. Ist das Intervall 4 in 2 Teile 4" und 1" geteilt, dann sind die 2
der 3 Konstanten G(d), G,(1), G,(4") gleich, die dritte gleich oder kleiner.
Es ist nimlich

dg? n ()“7 S) = ‘5/, g2n (}'1 S) + /I" Jan (}'a 8)7

und man braucht nur mit G*" zu dividiren, wo G die mittlere der 3 Konstanten
ist. — Wegen der folgenden Ausfithrungen miissen wir uns gelegentlich auf den
Fall beschriinken, dass die 3 Konstanten, die den Intervallen (0, 4,), (0, 45), (A, %s)
entsprechen, alle glezch sind. Die vorhergehenden 2 Sitze geben uns die Mittel
‘uns ilber diese Frage zu orientiren. Wir nennen vorliufig die 3 Intervallkon-
stanten: ko, ko1, k1,2, und die 3 Punktkonstanten: k., %;,, k;,, die entsprechenden
Punktfunktionen: G{(s), GV (s), GV (s).
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1. Es seien die 3 Punktkonstanten ungleich z. B.
ko < ki, < ks,
Nach Satz 7. ist dann:
kox =k, kor="Fs, knu="Fs, d.h.
die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte kleiner. Aus der Gleichung
A gan(h, 8)=gan Ry, 8)— g2n(;.5)

erhalten wir durch Div_ision mit ki"‘ und 7—
G (A1, 5)= G (s).

Es kommt dieser Fall nicht spiter in Betracht.
II. Es seien die 2 Punktkonstanten gleich, die dritte kleiner oder grosser:

(I) b=k, <k,

Dann ist
ki i = kayy ko, =y, ko, =k,

also wieder: die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte kleiner.
Diesmal finden wir:
Agsn 8 | o (8) — G () = .1 GUV (s).
K" 42 4 4
Ist
G (s)+ G (5),
dann ist:
ky =k, GV (A, s)=1 GV (s) (Trivialfall);
ist dagegen
G (5)= GV (s),
dann ist
ka5, = kay;
ist hier eben
ky =k, folgt GW(A,s)=a G (s)=o0;

ist aber
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ki i, < by,

braucht G (4, s) nicht zu verschwinden.
Abgesehen vom obengenannten Trivialfall beschiftigen wir uns nicht spater
mit diesem Fall. '

(2) by < Fez, = ks,
Dann ist _
k)., 2y § k,ll, ]Co iy == k}-x: ]C() 22y d ll.

die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte gleich oder Eleiner. Wir finden .

A ganld,s)

T > G (s) — GP ()= 1 G (s).
4

Ist

G (s)4 60 4),
dann ist

ki =ky, GW(L, s)= 4GV (s) (Trivialfall).

Ist dagegen

G (s)= G (s),
dann ist

ka1, < ko,

damit die 3 Intervallkonstanten gleich seien:

kl, 22:]00 1,=k0 2,=k).,,
muss auch
GY(d4,s)=o0.

Auch hier beschiiftigt uns spiiter nur der Trivialfall.
(3) kg =Fa, < ka,.

Dann ist

- B, =kos,=ky; koa = ki, <<k,
also: die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte kleiner. Ausserdem finden wir:

GO (4, 5)= G (s).
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Auch dieser Fall verschwindet aus der spiteren Betrachtung.
. (4) by, <ki,=k,.

Dann ist
koi,=ki i, =kz, ko2, = ks, d.h.

die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte gleich oder kleiner. Wir finden:
G (1, 8)=GY(s).

Hier interessirt uns der Fall:
ko z,= ko z,= ki 2,

IIT. Es seien alle 3 Punktkonstanten gleich:

ko=l =k, = k.
Dann ist:
ko =k, ki, =k, Ey,=k.
Wir finden
qu];;gzl’ s —- Gg‘z) (s)— GSII:) (s)=o G (s);
ist also
Gg‘z) (8) % GSllx) (s),
dann ist
ki, =k,
also

G (1, s)=A G (s) (Trivialfall).

Ist dagegen G{)(s)=(G{(s), kann man nur behaupten, das k1= %; auch in

diesem Falle ist es mGglich, dass die 3 Intervallkonstanten alle gleich sind:

ko 3, == ko 1,= k2, 2.

Wir wollen sofort ein Beispiel durchrechnen, indem wir als Ausgangsfunktion
g(4,s) eben die Funktion K (3,s) benutzen; zwar lisst dieses Beispiel sich nur in
der Theorie der Integralgleichungen benutzen, weil ja A ein Intervall durchlaufen
soll. Wir setzen also
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g2, 8)=KI(4,s)
und finden durch Iteration
914, 85)=(K(s.); K(4,.)=K,(4s)
o= Ko ().
Es wird dann

l7gn(@ )] H4ﬁwlkﬂ|

—»!2//
17 gus G N B )] 2

In der oben zitirten Abhandlung, die zwar nur den algebraischen Fall behandelt,
sind als Ausgangsfunktionen die Grundfunktionen benutzt, d. h. die Funktionen

0 s+u
Eu(s):{ , W=1,2,...
1 s=u
Man findet dann als erste Iteration die Funktion K (s, «), #=1, 2, ... und konnte
also in der Tat ebenso gut die Funktion K (s, %), =1, 2, ... als Ausgangsfunk-

tion benutzen. Die Konstante wurde dann £, ; bezeichnet; man hatte hiernach
die Grenziiberginge:

K n\l, § Ky u, S
z 2(22( ) s H,il) (S), 2 ;2‘_2}1(7_) - Ht(‘f)l (3)’
lJAK":Qf’ )“ (]1(1,1)

in Betracht zu ziehen. Wir brauchen hier dieselben Bezeichnungen. Es wird

also erstens
” JK?I“_&_)‘_ (/)
|2 K, (4.)]|
Um die Grosse dieser Konstante £, (.7) abzuschiitzen betrachten wir die Gleichung

/Ig?.n(l )- /K2n+1(l2 ) K’n+1( ’)—Kzn+l()~1, ‘5‘)

oder vielmehr die hiervon abgeleitete:
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”492"(1 ')”2:”JK2n+l(}' )"2 = ”K2n+l()"2 )”2 + ”](27i+1(2q -)”2—2K4n+2(;\'2, )~1)-
1) Ist nun ;1= 1, erhalten wir

WA Bowrs @™, e 4 (o — 2 o )
A, 1

ist rechte Seite == 0, haben wir einen Trivialfall. st dagegen

(U + (UPy2 =2 HP (1),
dann ist
Q(ANZ 2 1.
2) Ist dagegen
£2; 1< 4, 1= 18, (d)a

dann wird

§ 4. Intervallfanktionen als Zuwiichse von Punktfunktionen.

In einer Reihe von Fillen haben wir im vorhergehenden die Gleichung
(10) GO (A, s)=4 GV (s)

gefunden; es ist hier GY (7, s) die charakteristische Funktion, die dem Intervall
(A, 12)‘ entspricht, wihrend G{(s) die charakteristische Funktion des Punktes
4 ist. Die Richtigkeit der Gleichung (10} war aber auf Trivialfille beschrinkt,
d. h. auf solche Fille, wo eben die direkte Iteration des Zuwachses .7 g (1, s} iiber-
fliissig ist, indem man sich mit der Iteration der Funktion g(1, s) begniigen kann.
Abgesehen von diesen Fillen beschriinken wir uns auf die Fille, wo die 3 Inter-
vallkonstanten der Intervalle (o, 1,), (0,4,), (A, 4s) gleich sind und wollen hier eben
mittels der Intervallfunktionen eine Punktfunktion in der Weise definiren, dass
die Gleichung (10) ihre Giiltigkeit behiilt.
"Um eine solche Punktfunktion G (4, s) zu bilden setzen wir erstens

(11) GY (o, s)=0

und zweitens
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(12) | GO (A 5)= GO, ),

wo A das Intervall (o, 1) bezeichnet.

Dann ist

G(l) (_]_'r S) = G(l) ()‘) S) - G(l) (0, S) .

Wir betrachten nun die Intervalle: 4=(i,, ), 4 =(o, 1,), A" =(0, 4,) mit der
gemeinsamen Konstante G,(4); aus der Gleichung k

A gan(d, sy=A" g2 (%, 5)— J'_gr” (2,8
erhalten wir dann
GW(d,5)=GW (4", s)— GO (L', 5)= GW (a,, §)— GV, 8)=4 GM(4,s).
Unter der genannten Beschrinkung gilt also der Satz:

Satz 9. Die Intervallfunktion GW(d,s) ist der Zwwachs der Punktfunktion
GW (2, s).

In diesem Falle (dem »Normalfalle>) haben wir eine Losung der Zuwachs-
gleichung (1) gefunden. Wir fanden nimlich oben eine Losung der Intervall-
gleichung: ‘ '

9) (da S)ZH% (d,v '9))
nimlich -

99| £ o + 66,0+ 60 (4, )

Gy ()

, X G () g GO, 8)+ a4 GRQ, s)}.

Die Gleichung
(1) dp R, s)=udp,(4,53)

wird also von der Lésung

I
.+ (1) 1)
Gl(-,//)’ — GI(J)G (2'1 S)+G( (].,S)

(13) p; plhs)=1+

befriedigt.

40—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 30 avril 1930.
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§ 5. Fortsetzung der Iteration.
Um nun die Funktion g(i,s) weiter ausniitzen zu konnen setzen wir:
(14) g(d, s)=GV %, )+ 9% (4 s)
(15) Agh,s)=Aa GV s)+ 49?4, s),
wo die letzte Spaltung orthogonal ist:
(16) (a4 GVQR.); 4gP(4.)=0.
Durch Iteration entsteht:
Ag, (A, 8)=AGV@,s)+A4gPQs).
7 gnes ()]

I gx (2 )l

und 4 g®? (4, s) eine Nullisung, d. h.

Wiire nun der Quotient konstant, dann wiire schon .7¢® (4, s)=o0

(K(s.); 499 (2.))=o.

Sind dagegen die Quotienten 0t gnir @ g,,+1 ”” verschieden, dann ist o ¢® (A, s)==o0;

" A gn
um 7 g,(4, s) weiter auszuleeren, setzen wir die Iteration fort: Konstantenbestim-
mung, starker Grenziibergang, Abspaltung, wofern wir wieder die 2 Voraussetzungen
machen 1) || V@ (A)||>0 (§ 2, 7) und 2) den »Normalfall> (den Satz 9). Wir
finden dann:

g, 8) =4 G, s)+ 2GR, 8)+ 49 (4, s)
A9 (4, 8)=A GV, 5) + A GPQ, 5) + 4 gOQ, 3).

|| 792, (& 95311 3l
IFra @l

durch die 2 orthogonale Glieder erschopft:

Ist jetzt konstant, dann ist 7 ¢® (1, s)=0, und A g, (4, s) ist schon

A9, (4, 8)=A G2, 8)+ 4GP, 5),

und 4 g (1, s) ist eine Nullfunktion.
Im entgegengesetzten Falle setzt die Iteration sich fort. Wenn wir voraus-
setzen, dass erstens die Grossen VO (A)>o0 (§ 2, 7), und zwestens dass der Normal-
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fall des Satzes 9 immer eintritt, finden wir eine abnehmende Konstantenfolge:
G (A)> Gy (M) > Gy (A) . ..
mit entsprechenden Intervallfunktionen:

AGVQ,s), 4GD(Q2,s),. ..
und
4GVQ,s), 4GP0, ...,

wo beide Summen

A4 G4, s) und R4 GN L, )

absolut und stark konvergiren.
Erschopft die Summe 2 A4 G (2, s) immer noch nicht den Zuwachs A g, (4, s),

dann ldsst sich, immer unter den zwei obengenannten Voraussetzungen, die

Iteration wieder fortsetzen, indem man von der Funktion

A% ()= A9 ()= 3,4 G (1, )

ausgeht; die neue abnehmende Konstantenfolge liegt ginzlich unter der vorigen.

Wenn die zwei genannten Voraussetzungen immer zutreffen, nennen wir die
Fuanktion ¢(A,s) eine Funktion mit durchlaufender  Zuwachsiteration. Nach einer
abzihlbaren Anzahl von Schritten bricht die Iteration ab; wir haben dann eine
abzihlbare Anzahl von Konstanten und charakteristischen Funktionen gefunden;
geben wir diesen Mengen durch zweckmissige Permutation den Typus w, dann
schreiben wir das Ergebnis: ,

Satz 10 (Entwicklungssatz). Es sei K (s,t) ein beschrinkter Kern wnd g (2, s)
eine Funktion von L¥ (in Bezug auf s) von durchlaufender Zwwachsiteration; der
Zuwachs der Iterirten:

4 g, (4, 3)2.(/1 (}~27 3) — 0 (A4, 8)

lisst sich dann in einer absolut und stark konvergirenden Reihe nach den Zuwdchsen
der charakteristischen Funktionen: A4 G\ (A, s) entwickeln ;
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(17) | A9, (R, )= D4 GN (L, s).

v

Die entsprechende Reihe D\ 4 G (2, 5) konvergirt gleichfalls absolut und stark, und

die Differenz
AgR,8)— D 4 G2, 5)

st eine Nullfunktion des Kerns oder verschwindet identisch.
Die Zwwachsgleichung

A /4 (2‘: 8) i 3 ‘Iq’l (l) 8)
hat die Losungen

1
. — + . Y (. {r) (#) S =
w;, 9 s)=1t (1) + G ()G, 8)+ GP@R,8), v=1,2,3,

§ 6. Die inhomogene Zuwachsgleichung.

Es sei nun die inhomogene Zuwachsgleichung
(18) Au(d, )= AhQR,s)—udh(i,s)

vorgelegt; u(d,s) sel eine gegebene Funktion, die in Bezug auf s L® gehort und
ausserdem im Sinne von § 4 durchlaufende Zuwachsiteration besitzt; h(,s) ist die
unbekannte Funktion, welche in derselben Weise L® angehoren soll.

Wir bemerken zuerst, dass wie gewdhnlich die Differenz zweier Losungen
von (18) eine Lisung der homogenen Gleichung

o=Adh(As)—udh (2,s)

ist; es dreht sich deshalb vor allen Dingen darum eine einzelne Losung von (18)
zu finden. Zu diesem Zwecke bestimmen wir das Iterationssystem von .7u(%,s):
Intervallkonstanten: U,, U,, Us, ..., charakteristische Funktionen: U® (4, s),
UM (4, s), n=1, 2, 3, ..., Losungen der homogenen Gleichung: '
1

+ [I", U, g 0W (), s) + A U(lv) (l, -S)

Ist U, UYQR,8)+ 4 UY (A, s)=0, dann ist — (}, U™ (4, s) eine Losung;
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ist —U, 40P, s)+ 4 UP (A, s)=0, dann ist U® (4, s) eine Losung. Sind

U ’
beide Ausdriicke von Null verschieden, dann sind + [; beide Eigenwerte. Wir
beweisen zunichst den Satz:
Satz 11, Ist p*<+ - o n= =1, 2, ..., und ist u* auch keine Verdichtungsstelle
der Grissen I,, dann konvergirt die Rethe
. . 4 0w +u2Ur AU (R 8
(19) 4508 = QL UNDS) e U A UL

n

absolut wund stark in Bezug auf s; die Reihe dqﬁn-z'f:t etne Funktion j (1, s), die in
Bezug auf s L» angehirt. Beweis: Die Reihen ZJ U4, s)=wu,(4,s) und

n

Z Un A U (A, s)=u, (4, s) konverglren beide absolut und, in Bezug auf s, stark;

schrelben wir dann

(n)
AUPE, =, O *- 4UP@R.)
< ||.4 TP (.

und

. A UM (2, 5) n
ZU,,JU (2, 8)= Z”/U(" =1 Uil U= @),

konvergiren die Quadratsummen

Sl U @) wnd 3 Uilla UG

es dreht sich nur darum, einzusehen, dass auch die Quadratsummen

an" I g 5 Uill 407 )

I_'[U' Un) _——(_IV_‘“" 11:)2

konvergiren. Dieses folgt aber unmittelbar aus dem Umstand, dass die Grossen

-(I-__"!'L-Z»Ug)—é zwischen 2 positiven Konstanten liegen. Es ist also durch (19) die
Funktion j(4,s) definirt.

Wir wollen nun den Ausdruck j(%,'s)—p/j;(2,s) berechnen; zunichst
finden wir durch Iteration:
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W UZ A UM @,s) + 02 Up A UD (2, )

4, (4, 9):; 1—ut Us
Bs ist also
. . AUNR,8)—ud Up 4 UM, s
(20) 508ty 0, = 3L LB ORI TGS

n

—u DA U (1, 5) =, (3, 9).

n

Mit Hilfe dieser Gleichung wird die vorgelegte Gleichung (18) zu der fol-
genden reduzirt:

(21) Adu (}“a 8) - [‘Ldul (2‘3 S) :d(h ()‘7 8) _J (}’) S)) - xu‘d(hl ()“7 8) _jl (ﬂ') 8))
Die Gleichung (21) wird aber geniigt, wenn wir

(22) R, s)=u(d,s)+j(4,s)

setzen. Wir driicken dieses Resultat in den folgenden Satz aus:

Satz 12. Ist u? & (% n=1, 2,..., und ist u® auch keine Verdichtungsstelle
n

der Grossen %, dann hat die tnhomogene Gleichung
(18) Aud, s)=Ah(A, s)—uA4hy4,s)

die Losung

h(Z, )=u(2,s)+j@,s),
wo j(A,s) durch die Gleichung

. A UM, s)+ p® Un 4 U™ (4,
(19) A5, 8)= 2.” ( 62 _‘Zz U2 .8

n

bestzmmt ward.

§ 7. Die Zuwachsgleichung erster Art.

Wir betrachten schliesslich die Gleichung erster Art:

(23) 49,4, 8)=(K(s.); 49(.));
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es sei hier g, (4, s) esne gegebene Funktion der Klasse L®, g(4,s) eine unbekannte
Funktion derselben Klasse. Obwohl nun g¢(4,s) eine unbekannte Funktion ist,
ist das Iterationssystem doch bekannt, nimlich dasselbe wie das [terationssystem
der bekannten Funktion g, (4, s). Wir setzen voraus, dass 7 g, (4, s) durchlaufende
Tteration besitzt. Wir beweisen jetzt den folgenden Satz:

Satz 13. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkest
der Gleichuny

(23) 49,4, s)=(K(s.); 49(.))

send :

1) Die Reshe S A4 G (1, s) muss absolut und, in Bezug auf s, stark konvergiren,

2) Die absolut wnd stark konvergirende Reihe 34 G (A, s) muss die Summe
A4,(4,s) haben.

Die Notwendigkeit der Bedingungen leuchtet ein; denn (1) und (2) sind ja
beide erfiilllt, wenn g(4,s) eine gegebene, in Bezug auf s, L® angehorige Funktion
ist. Anderseits, ist 3.7 G" (1, s) absolut und stark konvergent, dann ist

(K(s.); 4690 )= D(K(s.); 2G9N0 )= 34604 8)=19,(9).

v

——————



