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I. Die aufgestel|te Frage wird uns zur Besch~.ftigung mit dreierlei Arten 

von Regelfliichen veranlassen. 

I) Die Erzeugenden gehSren zur Kongruenz der Bisekanten einer rationalen 

W-Kurve. 

2) Die Regelfliiche besitzt eine Leitgerade. 

3) Die Erzeugenden treffen einen Leitkegelschnitt C~ und beriihren dual dazu 

einen mit der C~ inzidenten Kegel 2. Grades K~, d. h. die C z wird als Schnitt 

einer Ebene mit dem K 2 erha[ten. 

Legt man durch eine Er~.eugende einer Regelfl~che n ten Grades R.  eine 

Ebene, so enthitlt die Sehnittkurve ausser der Erzeugenden noch eine C~-I, welche 

mit der Erzeugenden n -- I gemeinsame Punkte haben muss. Von diesen Punkten 

ist einer Beriihrungspunkt der Ebene mit der/~n. In den iibrigen n - - ~ ,  welche 

zur Doppelkurve der P~ gehSren, wird die Erzeugende yon anderen Erzeugenden 

getroffen. Gehen nun dutch diese ~ -- 2 Punkte eben so viele verschiedene Teile 

der Doppelkurve, so hat man offenbar einen vollstiindigen Zerfall der Doppel- 

kurve, und zwar in ~ - - 2  Teilkurven. Ausser Acht gelassen werden dabei etwa 

auftretende Doppelerzeugende oder mehrfache Erzeugende. Piir eine n~there 

Untersuchung ist der natiirliche Ausgangspunkt die (~ -- 2, n -- 2)-Korrespondenz, 

welche zwischen den einander treffenden Erzeugenden besteht, und die wir als 

Hauptkorresloondenz bezeichnen kSnnen. Wi t  erweitern die urspriingliehe Au~- 

gabe, indem wit verlangen, dass die Hauptkorrespondenz sich in n - - 2  (I, I)- 

Korrespondenzen auflSsen lassen soil. Man erh~lt ja nu t  dann ~ -- 2 verschiedene 

Teile der Doppelkurve, wenn s~mtliche jene (I, i)-Korrespondenzen involutorisch 
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sind. Die nicht involutorischen treten ja  in zu einander inversen Paaren auf. 

und zu einem solchen Padre gehSrt nur eine Teildoppelkurve, welehe also ~on 

den Erzeugenden in je zwei Pankten  getroffen wird. Ein solcher Tell der 

Doppelkurve besteht eigentlich aus zwei iiher einander gelagerten einfachen Eur- 

yen, und wenn man durch birationale Transformatmn der Regelfliiche in eine 

andere Fl~ehe die Teildoppelkurve in eine einfaehe Kurve umwaudelt,  so zer- 

fiLllt letztere in zwei verschiedene Kurven. 

2. Das aus der Theorie der W-Kurven erhaltene Beispiel, wo die Haupt- 

korrespondenz vollst~indig aufgel6st wird, haben wit bereits in einer friiheren 

Arbeit ausfiihrlieh untersucht t. Die Gleiehung der W-Kurve kSnnen wir nach 

Einfiihrung eines Parameters t in der Gestalt 

X : y : g : W ~  tn : (nl : tn2: I 

schreiben. Im algebraischen Fall mSgen n, n~, n~ gauze rationale Zahlen ohne 

gemeinsamen Teller bedeuten; dabei liisst sich n > nl > n~ > o annehmen. Die 

Substitution 
t'---- k t  

definiert ein Element der eingliedrigen Gruppe, welche die W-Kurve gestattet. 

Wenu wir die dabei einander entsprechenden Punkte der W-Kurve dutch gerade 

Linieu verbinden, so ergibt sicla eine Regelfl~iche, fiir welche wir in , W-Kurven* 

die Benennung ,assoziierte Itegelflh'che~ eingefiihrt haben, hls  Grad einer solchen 

Fliiehe erhitlt man 

wobei jedoch der Fall k------ I ausgenommen werden muss, w o e s  sich um eine 

doppelt iiberdeckte FliLche handelt. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass eine 

assoziierte RegelfliLehe die eingliedrige Gruppe der W-Kurve gestatten muss. 

Dieselbe wird mithin dutch Bahnkurven, welche ja  eben W-Kurven mit den 

Exponenten n, n~, n B sind, erzeugt. Insbesondere wird die Dop3~elkurve in der- 

artige W-Kurven zerlegt, und zu jedem solehen Teile der DoFpelkurve .~teht die 

Regelfl~'ehe in einer iihnlichen assozfferten Beziehung wie zur ursprib~glichen ttr-It'u~'ve. 

Doeh miissen wit hinfiigen, dazs, falls der Grad n + n ~ -  n~ ungerade ist, ein 

Tell der Doppelkurve in einer der Koordinatenebenen liegt, und yon den Er- 

zeugenden nur einmal getrot~en wird. Fiir k-+ I geht die Regelfliiche in eine 

x Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raum (kurz ~W-Kurven~), Aeta mathemat iea  
64 (x934). 



Regelfliichen yon beliebig hohem Grade mit vollst, zeffallenden Doppelkurven. 3 

abwickelbare Fl~che iiber. Auch fiir andere k-Werte kann dieselbe abwiekelbar 

sein, indem ein anderer Tell der Doppelkurve die Rolle der Kuspidalkurve iiber- 

nimmt. In den zu den W-Kurven assoziierten Regelflh'chen haben wir somit F~ille, 

wo wohl die Hauptkorrespondenz, nieht aber die Doppelkurve vollstSndig zerlegt wird. 

Fiir die weiteren Eigenscha[ten dieser Regelflitehen sei auf die eingehende Be- 

handlung in ~14~-Kurven~ verwiesen. 

3. Enth~lt die Doppelkurve eine r-fache Kurve, welche yon den Erzeugenden 

nur in je einem Punkte getroffen wird, so liist sich yon der Hauptkorrespondenz 

eine Involution von der Ordnung r a b .  Soll die Hauptkorrespondenz vollst~ndig 

aufliisbar sein, so muss diese, die ja eine ( r - -  I, r - -  I)-Korrespondenz bedeutet, 

in r - -  I (x, I)-Korrespondenzen zerfallen. Der entsprechende Tell der Doppel- 

developpablen ist im aUgemeinen nicht r-fach, sondern kann sich in verschiedene 

Teile aufliisen, je nachdem die Involution in involutorische oder paarweise zu 

eiuauder inverse Korrespondenzen zerf~llt. 

Ha t  man insbesondere eine r-fache Leitgerade, so wird die Hauptkorre- 

spondenz in zwei Involutionen zerlegt. Die Ebenen dutch die Leitlinie schneiden 

ja eine zweite Involution yon der Ordnung ~ - - r  aus. Hier sind jedoch Aus- 

nahmef~lle zu beriicksichtigen, indem n~miich eine oder mehrere E~zeugende sieh 

mit der Leitgeraden vereinigen kiinnen. Fiir jede solche Erzeugende 1/Sst sich 

yon der Hauptkorrespondenz eine Involution yon parabolischer Art ab, wo in 

der Korrespondenz die Erzeugende immer das eine Glied ist, welches s~mtlichen 

Erzeu~enden entspricht. Derartige entartete Bestandteile sind offensichtlich beiden 

Involutionen gemeinsam, und wir kSnnen yon denselben absehen, indem wir mit 

r und n -  r die Anzahl der verSnderliehen yon einem Punkte der Leit]inie aus- 

gehenden bzw. in einer Ebene durch dieselbe liegenden Erzeugenden bezeichnen. 

Vereinigen sieh dann k Erzeugende mit der Leitgeraden, so hat man also jetzt 

n + k als Grad der Regelfliiche. Man finder hier leicht Fiille, freilich yon tri- 

vialer Art, wo bei beliebig hohem Grade der Regelfliiche die Hauptkorrespondenz 

vollst~ndig aufgelSst wird. 

Hat  man erstens r - - - - ~ -  r =  I und 1~ beliebig, so zerf~llt die Hauptkorre- 

spondenz in /c entartete Involutionen. Die Regel~iiiche ist in diesem Falle im- 

mer rational. 

Eben so einfach verhiilt es sich, wenn man entweder r---- 2, n -- r ~ I oder 

r----I, n - - r - - - -2  hat, indem die Hauptkorrespondenz in k entartete und eine 

nieht entartete Involution zerfiiUt. Auch hier ist die Regelfliiche stets rational. 
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F i i r r  ~ - n -  r----2, wo man zwei nieht entartete Involutionen bekommt, ist die 

Regelfl~che entweder rational oder elliptisch. Der elliptische Fall kann abet nut  

dann eintreten, wenn entweder die Regelfl~ehe eine zweite Leitgerade besitzt 

oder mindestens eine Erzeugende sieh mit der Leitlinie vereinigt hat, also k > o. 

Ganz allgemein ist es ja das Verh~ltniss, dass fiir r u n d  n -  r > I der hSehste 

Wer t  ( r -  I) ( n -  r -  I) des Geschleehtes p einer Bn mit einer r-fachen Leit- 

geraden nut  bei der Existenz einer zweiten geraden Leitlinie erhalten wird. 

Denkt  man sich jetzt, dass k Erzeugende sich mit der Leitgeraden vereinigt 

haben, so liisst sich fragen, ob bei einer geeigneten Wahl  yon k der obige Wef t  

yon p fiir die so entstandene /?n+k erreicht werden kann. 

Jede in der Hauptkorrespondenz eingehende nicht entartete (I, I)-Korre- 

spondenz vermittelt eine hirationale Transformation der Rn in sich. Sollen nun 

bei einer r-fachen Leitgeraden die beiden zu den Punkten und Ebenen der Leit- 

linie gehSrigen Involutionen I,  und I , - r  vollst~ndig zerfallen, so ergibt sieh 

hieraus zwei Gruppen birationaler Transformationen, welche die Rn in sich iiber- 

fiihren. Eine yon diesen, Fr yon der Ordnung r l~sst die Punkte  der Leitgeraden 

und die andere, Fn-r yon der Ordnung n -- r die Ebenen dutch dieselbe invariant. 

Nichts hindert, dass 17 und Fn-r eine gemeinsame Untergruppe F~ f i i r s  > x 

haben k6nnen, wobei s Teiler yon sowohl r als ~ - - r  sein muss. In einem 

solehen Falle treten die Erzeugenden in Systeme yon je s auf, welche sowohl 

demselben Punkte als aueh derselben Ebene der Leitlinie angehSren. Fasst man 

F, als Untergruppe yon l 'n-r auf, so bedeutet  dies, dass die zu den Operationen 

yon 1 ~, geh6rigen Teile der Doppelkurve sich in die Leitlinie zuriickgezogen haben, 

und das entspreehende gilt fiir die Doppeldeveloppable, wenn man 1"8 a l s  Unter- 

gruppe yon rr betrachtet. Bei dieser Ver/inderung kann die Regelfl~che eine 

gewisse Anzahl yon Doppelerzeugenden bekommen. Lgngs der Leitgeraden be- 

riihren sich jetzt die MKntel der Regelfl~iche zu je s. Im Spezialfall s - - - - r ~ - n -  r 

hat die Regelfl~iche zwei unmittelbar auf einander folgende Leitgeraden. 1st F, 

Normalteiler yon F,~_~, so werden die Teile der Doppelkurve, welche sieh mit 

der Leitgeraden vereinigt haben, bei der Ausfiihrung yon F~-r nieht yon anderen 

Teilen ersetzt, und das entspreehende gilt fiir die Doppeldeveloppable, falls F, 

Normalteiler yon F~ ist. F, und Fn-r sind natiirlieh immer Untergruppen der- 

jenigen Gruppe yon birationalen Transformationen, welehe das durch die Regel- 

fli~ehe definierte algebraisehe Gebilde in sieh zul~isst. Fiir p > I i s t  abet  diese 

Gruppe immer endlieh und bei gegebenem p yon begrenzter Ordnung, so dass 

man hieraus Maximalzahlen fiir r und ~ -  r bekommt. Fiir die rationalen und 



Regelfliichen yon beliebig hohem Grade mit vollst, zerfallenden Doppelkurven. 5 

elliptischen Regelfl~ehen gelten derar~ige Begrenzungen nicht. In  den jetzt fol- 

genden Entwieklungen wollen wit uns auf diese Fiille besehriinken. 

Doch seien zuerst einige Bemerkungen iiber eine mit Fragestellungen dieser 

Art sieh beseh;,iftigende Arbeit yon E. LUNELL eingeschaltet t. Dort  wird ver- 

langt, class die Hauptkorrespondenz sich in lauter quadratische Involutionen auf- 

15sen soil. Hierdurch tritt  fiir /~r und r~-r  die Besehriinkung ein, dass ihre 

Ordnungen Potenzen yon 2 sein miissen. Behaudelt werden Fiille, wo als solche 

Ordnungen 2, 4 und 8 auftreten. Einersei~s werden zahlreiche einzelne Typen 

yon R,~ fiir n ~  I6 mit den verlangten Eigensehaften gefunden. Andererseits 

gibt der Verfasser gauze Reihen von Fiillen mit einer Aufl6sung der Haupt-  

korrespondenz in tier gewiinsehten Art, wo der Grad n und gleichzeitig das Ge- 

schleeht 19 iiber aUe Grenzen wiichst. Dabei hat  man, um nut  den einen yon 

zwei reziproken F~llen hervorzuheben, r----2, so dass es sich also um hyper- 

elliptische Gebilde handelt. Nun wird, wenn r u n d  n -  r gegeben sind, dutch 

die Existenz yon zwei versehiedenen rationalen Involutionen Ir und I , - r  eine 

Begrenzung fiir das Gesehleeht 1o eines algebraisehen Gebildes eingefiihrt. Bei 

den obigen Reihen ist abet s-----r----2, wo s die oben angegebene Bedeutung hat, 

und die audere Involution ist also mit I~ zusammengesetzt. Es kommt mithin 

nut  die Involution I s Vor, so dass eine Begrenzung f i i rp  nicht erforderIieh wird. 

Soil es nun miSglieh sein, bei hohem 10 das Gebilde dureh die Regelfl~iehe dar- 

zustellen, so muss der Grad der Regelfliiche erhi~ht werden, was dadureh gelingt, 

dass eine geeignete Anzahl k yon Erzeugenden sieh mit der Leitgeraden ver- 

einigt. In den oben besprochenen Reihen handelt es sieh also um F~ille, wo die 

Regelfl~che eine doppelte Beriihrungsleitgerade hat, mit weleher eine gewisse 

Anzahl k yon Erzeugenden inzidieren. Als Beispiele nehmen wir die F~ille, in 

denen in einer Ebene dureh die Leitlinie vier bzw. acht nicht mit ihr zusammen- 

fallende Erzeugende liegen. Die Doppelkurve enth~lt dann bei vollst~indiger 

Zerlegung zwei bzw. seehs Teilkurven ausserhalb der Leitgeraden. Unter  den 

hier miSgliehen Reihen seien erw~hnt: 

I) Im ersten Falle Rk+6 mit p ---- k + 2, also 19 -->_ 2. 

2) Im zweiten FaUe Rk+lo mit p ~ k  + 3 und einer Doppelerzeugenden. 

Hier tri t t  iiberdies die Besehriinkung ein, dass p ungerade sein muss. Dies l~isst 

sieh bereits daraus folgern, dass nur hyperelliptisehe Kurven yon ungeradem 

Liniengeometrische Studien mit besondere~" Ri~eksieht auf Regelfliiehen mit vollstandigem 
Zerfalle der Doppdkurt'e (Diss., Uppsala I94o). Hier gilt es besonders Kap V, w I. 
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Gesehlechte eine Gruppe I s des Typus (2, 2, 2) yon birationalen Transformationen 

in sich gestatten kSnnen. 

Wenn man yon der Anhitufung yon Erzeugenden auf die Leitgerade ab- 

sieht, so ist es eigentlich dieselbe Zerleguilg der Doppelkurve in jeder solchen 

Reihe. Im letzten Teile dieser Arbeit werden wit  F~lle finden, wo f i i rn  beliebig 

gross die Doppelkurve einer Rn wirklich in n -  2 verschiedeile Teile zerf~llt. 

4- Fiir eine rationale Regelf l~he ist es mSglich fiir die Koordinaten der 

Erzeugenden eine rationale Darstelluilg vermittelst eiiles Parameters t zu be- 

kommen. Wir  nehmen unseren Ausgangspunkt yon den sechs Pliickerschen 

Liilienkoordinaten 

pi~ = x i y k - -  x~y~ (i, k = I, 2, 3, 4; i < k), 

wo x~, x~, xs, x~ und y~, y~, Ys, Y~ die Koordinaten fiir zwei Punkte  der geraden 

Linie bezeiehnen. Es besteht die fundamentale Identitiit 

(I) P I 2 P u - - P J s P ~ 4  + Pl ,  P2s ~ o .  

hls Leitgerade kSilnen wir ~1 ~ x 2  ~ o annehmen. Fiir die Erzeugenden der 

Regelfli~ehe ergibt sieh dana 

P,, :~',~ = P . ,  : P .  = f ~  (t):g.(t); 

p, , :  p ,  = p, , :  p,,  = f , _ ,  (t): .q,,_~ (t). 

Wir kSnneil ailnehmen, dass die Fuilktionen f~, gr, f,~-r und g,,_, ganze rationale 

Funktioilen ohile gemeiilsamen Teiler yon den durch die Indizes angegebenell 

Gradzahlen siild. Gibt es nun k dureh eiile Relation hk(t)--= o bestimmte Er- 

zeugende, welche mit der Leitgeraden zusammenfallen, so erhiilt man die Para- 

meterstellung 

(2) p , a : p , , : p , s : p , , : p , , - ~ f , ( t ) f , _ , ( t ) h k ( t ) : g , ( t ) f . - , ( t ) h , . ( t ) :  

:.f. (t) g , - ,  (t) h~ (t): g. (t) g,,-, (t) hk (t): l.+k (t). 

Die Funktion l,~+~(t) darf keineu Faktor mit hk(f)gemeinsam haben, ist aber 

sonst beliebig zu nehmen. Damit zwei gerade Linien mit den Koordinaten p~'~ 

und p'gk einailder treffen, hat man bekanilt]ieh die Bedingung 
v t v ! v v 

P12 Ps4 + Pst  Pxs ~ p13 p~4 - -  P~, Pls + P l ,  P2s + P'J3 P14 -~ o .  

Bind nun die geraden Linien zwei Erzeugende mit den Parametern t uild t~, 

so ergibt sieh hieraus 
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(3) hk(t) br.(Og.(tl) - -  (t,) g. (0] [ f , , _ .  (t) g . _ .  (t,) - -  f , , - .  (tl) = 0 .  

Der erste Faktor hA(t) hk(tl) bezieht sich auf die mit der Leitlinie inzidenten Er- 

zeugenden und hat  hier fiir uns kein ]nteresse. Wir  kSnnen deshalb k = o an- 

nehmen. Die beiden anderen riihren yon den Involutionen I ,  und In--r her. 

Fiir die vollst~tndige Zerlegung der Hauptkorrespondenz haben wir jetzt 

oi~ensichtlich die notwendige und hinreichende Bedingung, dass, wenn wir 

f ,  (t) = Z, (t), "f"---~ (t____) = Z , ~  (t) 
gr (t) g . - - .  (t) 

schreiben, sowohl Z~(t) als Zn-~(t) Grundfunktionen bei endlichen linearen Sub- 
stitutionsgruppen sein sollen. Wenn wir zwei zu einander reziproke FElle zusam- 

menfassen, so bekommen wit hier ; 5 verschiedene Fiilie. Nun haben die Te- 

traedergruppe, die Oktaedergruppe und die Ikosaedergruppe die bestimmten Ord- 

nungen I2, 2 4 und 6o. Zyklische Gruppen und Diedergruppen gibt es dagegen 

fiir jede ganze Zahl rn > o yon den Ordnungen rn, 2 m. Da wir hier die fiinf 

Gruppen in jeder mSglichen Art mit einander kombinieren, so erhalten wir bei 

der Annahme, dass keine Erzeugende mit der Leitgeraden inzidieren soll, als 

LSsungen unserer gestellten Aufgabe Regelfl~ichen yon den Gradzahlen 

I) 24, 2) 36, 3) 48, 4) 72, 5) 84, 6) 120, 7) 12 + m, 8) 24 + m, 9) 60 + m, 

I0)  I2  -}" 2 m ,  I I )  24 + 2. m ,  I2) 60 + 2rn, i3) m + rn. I4) rn + 2 m l ,  I5) 2n~. -[- 2 m  I. 

Bei gegebenem Grad ~ findet man die LSsungen aus den Zerlegungen yon ~. 

Wit  brauchen welter nur yon der Doppelkurve zu sprechen, da das reziproke 

fiir die Doppeldeveloppable gilt. Jede yon den r - - I  Projektivit~ten in der 

Ver~nderlichen t, in welche 1"~ zerlegt wird, hat mit jeder yon den n - - r - -  I 

Projektivit~ten yon 1~-r-1 ein entsprechendes Paar gemeinsam. Bieraus bekommt 

man ( r - -  I) ( n -  r - -  I) Punkte, in denen die Restdoppelkurve die r-fache Leit- 

gerade trifft. Zu jedem Teile der Restdoppelkurve, welche yon den Erzeugenden 

in nut  einem Punkte getroffen wird, gehSren r - -  I yon diesen Punkten und zu 

jedem Teile, welche die Erzeugenden als Bisekanten hat, 2 ( r - -  I). Uberdies sieht 

man leicht ein, dass in einer Ebene durch die Leitlinie noch Punkte einer 
2 

Teildoppelkurve der ersten Art und n - - r  Punkte einer Teildopl~elkurve der 

zweiten Art liegen. Eine Teildoppelkurve der ersten Art hat  mithin die Ord- 

hung - - -  I und eine Teildoppelkurve der zweiten Art die Ordnung n +  r--2.  
2 
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Aus einer Teildoppelkurve kSnnen aber Doppelerzeugende sich aussondern. 

Eine solche muss natiirlich yon einem gemeinsamen Punkte mit der Leitlinie 

ausgehen. Die Existenz yon Doppelerzeugenden wird natiirlich durch die Wahl  

des Ausdruckes fiir p~  in (2) beeinflusst. Gelingt dies in solcher Weise, dass 

noch eine zweite Leitgerade herauskommt, so bekommt man sogar die Maximal- 

zahl yon ( r - - I )  ( n -  r - - x )  Doppelerzeugenden. Ist  die Relation 

a ~  as~ - -  a~a a~4 § a~4 a2a = o 

erfiillt, so bedeutet  bekanntlieh 

einen linearen Komplex mit einer Leitgeraden. Die Bedingung fiir eine zweite 

Leitlinie ist mithin, wobei in (2) k ~ -o  gesetzt werden soll, das identische Ver- 

schwinden eines Ausdruckes 

al~ 1,, (t) - -  a2,f i  ( t ) f . - r  (t) - -  als gr (t) g,,_, (t) + a~s g~ ( t ) f . -~  (t) + a l , f i  (t) g n ~  (t). 

Da a84 hier nieht vorkommt, so bedeutet dies, dass sieh In(t) linear durch die 

vier Funktionen f~ ( t ) f , - r  (t), g~ (t) g,~-r (t), g, (t)f~-r (t) und f i  (t) g~-~ (t) ausdriieken 

lassen soil. 

Die endlichen linearen Substitutionsgruppen liefern uns kein hSheres Bei- 

spiel einer aus lauter Iuvolutionen bestehenden Gruppe als die Vierergruppe. 

Nimmt man nun an, dass sowohl F~ als F~_~ Vierergruppen sind, so erh~lt man 

F~lle yon R8 mit einer vierfachen Leitgeraden, fiir welche sowohl Doppelkurve 

als Doppeldeveloppable vollst~indig zerlegbar sind. 1 

Aus der Theorie der endlichen linearen Substitutionsgruppen wissen wir, 

dass ftir drei Werte der Grundfunktion die LSsungen mehrfach sind und zwar: 

fiir die Diedergruppe doppelt, doppelt, n-fach; file die Tetraedergruppe doppelt, 

dreifach, dreifach; ftir die Oktaedergruppe doppelt, dreifach, vierfach; fiir die 

Ikosaedergruppe doppelt, dreifach, fiinffach. In derselben Vielfachheit treten die 

Erzeugenden auf, welche in den entsprechenden Ebenen durch die Leitgerade 

liegen. Im zyklischen Fall, wo die Sache sich am einfachsten gestaltet, gibt es 

zwei Ebenen, die n unmittelbar auf einander folgende Erzeugende enthalten. 

Nehmen wlr an, dass sowohl F~ als 1;,-r zum zyklischen Fall gehSren, so liisst 

1 Eine Behandluvg yon solchen Fiti/en finder sicla in meiner Sehrift, Dber die Regelfliichen 
mit einer Leitgeraden (>,Regeifldchen I,,), Act~ mathematica LVII (1931), S. 349. Die Behandlung 
g i l t  a u c h  f i ir  ~v = I .  



Regelfl~i~hen yon beliebig hohem Grade mit vollst, zerfallenden Doppelkurven. 9 

sich dureh geeignete Wahl  der Koordinatenebenen und des Parameters t die 

Relation (5) in der folgenden Weise vereinfaehen, wobei wir k----o setzen: 

(3) p , 8 : p l , : p , . 8 : p ~ 4 : p s , ~ - t ' ( t - - I ) ' ~ - ' : ( t  - I ) n - ' : t ' ( t - - a ) ' - ' : ( t - - a ) ' ~ - ' : I n ( t ) .  

Es gibt hier noeh eine zweite reelle Gestalt, in weleher die ausgezeiehneten 

Ebenen und Puuk~e der Leitlinie nieht IKnger reed sondern konjugiert  imagin~ir 

siud. Im neuen reellen Parameter  t~ werden t, I, t - - ~ ,  t - - a  dureh bzw. tl + i, 

tl - -  i ,  tx + a + b i ,  tl + a - -  b i  ersetzt. Will man als Linienkoordinaten reeUe 

GrSssen einfiihren, so kann man setzen 

I i i i 
q~ = ~ (p~s + p~,),  q2 = ~ (pl~ - p~,), q.~ = ~ (p l ,  + p ~ ) ,  q,  = ~ (p~, - p . ) ,  

wodureh (I) in 

PImPs4 - -  q? - -  q~ + q~ + ql = o 

iibergeht. Bei dieser reellen Gestalt der Regelfl;s schneider jede reelle Ebene 

dutch die Leitgerade lauter reelle Erzeugende ans, und in jedem reellen Punkte  der 

Leitlinie stossen lauter reelle Erzeugende zusammen. Hieraus folgt, dass die 

Teildoppelkurven und Teildoppeldeveloppabeln siimtlieh reell sind und nirgends 

isoliert verlaufen. Man sieht ohne Schwierigkeit ein, dass diese Eigensehaft 

noeh bestehen bleibt, wenn fiir eine oder beide Gruppen l'r und F~_~ Dieder- 

gruppen genommen werden. 

Die (2, 2)-Korrespondenz zwisehen den Erzeugenden, welehe durch eine Teil- 

doppelkurve vermittelt  wird, die yon den Erzeugenden in je zwei Punkten ge- 

troffen wird, braueht ja im allgemeinen nieht in zwei zu einander inverse (I, I)- 

Korrespondenzen zerlegbar sein. Doeh muss dies der Fall sein, wenn die Dop- 

pelkurve in soleher Weise zusammengesetzt wird wie hier, wenn die bestimmende 

Gruppe die Ikosaedergruppe, Oktaedergruppe oder eine Diedergruppe ist, well 

die involutorisehen Operationen hinreiehen um diese Gruppen zu erzeugen. 

Dasselbe scheint fiir die Tetraedergruppe zu gelten, wenn aueh nicht aus dem- 

selben Grunde. Dagegen diirfte eine vollst~ndige AuflSsung der Involution In-r  

keine notwendige Bedingung fiir eine iihnliehe Zerlegung der Doppelkurve wie 

im zyklisehen Fall sein. Eine solehe Zerlegung der Doppelkurve finder man nKm- 

lieh, wenn fiir n -  r =  ~ die Involution 

(4) f ,  (t) + Z g, (t) 

I) zwei Glieder, welehe ~t, Potenzen sind, enthiilt, wo wir also im zyklisehen 

Falle sind; 
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z) das eine yon diesen Gliedern durch zwei Glieder ersetzt wird, welche fiir 

ungerade beide yon der Gestalt LF~o'--~2 (t)] ~q~1(t) sind; dagegen soll fiir ~ gerade 

ein Glied die Gestalt Fgv~(t)]z und das andere die Gestalt F r  

3) man hat  in (4) fiir ~ ungerade vler Glieder yon der Gestalt [~0~_ 1 (t)] ~ ~01 (t) 

und fiir ~, gerade zwei Glieder yon der Gestalt ~q~�88 ~ sowie zwei andere yon 

der Gestalt [ r  (t)] 2 ~v~ (t). 

Dass es bei allgemeiner Ordnung �9 Involutionen (4) gibt, die den Be- 

dingungen 2) oder 3) geniigen, erseheint uns nieht zweifelhaft. Doeh dfirfte ihre 

wirkliche Herstellung im Palle (3) mit erhebliehen Schwierigkeiten verbunden sein. 

Betraehten wir bei vollst~ndig zerfallender Hauptkorrespondenz eine Teil- 

doppelkurve, welche yon den Erzeugenden in zwei Punk~en getroffen wird. Durch 

die zugeordneten zu einander inversen (1, I)-Korrespondenzen werden in zwei 

Weisen die Erzeugenden der Regelfl/iehe und die Punkte der Doppelkurve ein- 

ander birational zugeordnet. Die Involutionen, welche die Ebenen dureh die 

Leitgerade einerseits zwisehen den Erzeugenden der Regelfl/iehe und andererseits 

zwisehen den Punkten der Doppelkurve vermitteln, kSnnen mithin als identisch 

betrachtet werden. Ziehen wit nun yon der Leitlinie aas die Bisekanten zur 

Doppelkurve, so entsprechen diese offensiehtlieh birational den Punkten der 

Doppelkurve, wobei hier die vollst~ndige Doppelkurve der Regelfl~che gemeint 

wird. Man hat also ei~e birationale Abbildung der Doppelkurve auf  die Bisekanten- 

regelflSche, und letztere muss in genau der entspreehenden Weise ze~fallen wie die 

Doppelkurve. Fiir dieses Resultat ist iibrigens nicht die vollstiindige Zerlegung 

der Hauptkorrespondenz sondern nur die AuflSsung der zur gew~hlten Teildop- 

pelkurve gehSrigen (2, z)-Korrespondenz erforderlich. 

5- Fiir ein elliptisches Gebilde gibt es einen Parameter u, durch welchen 

das Gebilde sich eindeutig mit den Perioden ~1 und o~ 2 darstellen l~sst. Ver- 

mittelst dieses Parameters hat  man fiir die birationalen Transformationen des 

Gebildes in sieh den allgemeinen Ausdruck 

(~) u ' =  + u + c .  

Im harmonischen und :&quianharmonischen Falle gibt es noch andere derartige 

Transformationen. Da aber unter diesen keine Involutionen vorkommen, so wollen 

wit hier auf dieselben keinen Bezug nehmen. Die Substitutionen in (5)mit dem 
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oberen Zeichen haben schon fiir sich die Gruppeneigenschaft. Will man abet 

durch eine endliehe Untergruppe yon (5) eine rationale Involution auf das Ge- 

bilde definieren, so miJssen noch Operationen mit dem unteren Zeichen hinzu- 

kommen. Alle Substitutionen mit dem Zeichen - -  sind involutorisch, und man 

kann durch Kombination mit einer beliebigen solchen die Ordnung einer Gruppe, 

deren Operationen s~mtlich das Zeichen % haben, verdoppeln. Dagegen gibt es 

mit dem oberen Zeichen ausser der Identit~t nur drei involutorisehe Operationen, 

n~mlich 

(6) u'---u + ~ ,  u + ~ ,  ~ + ~' + ~ ' .  
2 

Eine Untergruppe yon (5) mit lauter involutorischen Operationen kann mithin 

hSchstens die Ordnung 8 haben. Verlangt man hier, dass die Hauptkorrespondenz 

flit eine Rn sich in lauter quadratisehe Involutionen auflSsen sol], so hat  man 

flit n den hSchst~n Wef t  I6, und in diesem Falle muss r ~ n - - r - - ~  8 sein. 

Die beiden Gruppen yon der Ordnung 8, die den Punkten und Ebenen der Leit- 

linie zugeordnet sind, miissen dann die Operationen (6), also eine gemeinsame 

Untergruppe yon der Ordnung 4 enthalten. Hieraus folgt, dass die acht MRntel 

l~ngs der Leitlinie einander zu je vier beriihren miissen, und die Regelfl~iche 

hat, wenn yon der Leitgeraden abgesehen wird, vier rationale Teildoppelkurven 

und vier rationale Teildoppeldeveloppabeln. 1 Es gilt iibrigens allgemein, wenn 

fiir r ~  n -  r Fr und Fn-r die dutch Operationen erster Art erzeugten Unter- 

gruppen gemeinsaxn haben, dass die Doppelgebilde yore Gesehlechte I sich mit 

der Leitgeraden vereinigt haben und nut  die rationalen iibrig bleiben. 

Da sowo~nl Fr als rn-~ gleieh viele Operationen erster und zweiter Art haben 

miissen, so sind bier r u n d  n - - r  gerade Zahlen. Wi t  schreiben r~-2m~,  

n - - r ~ 2 m ,  so dass n - - ~ 2 m +  2m~ ist. Wenn fiir eine vond ie senGruppend ie  

Untergruppe aus Operationen erster Art gegeben ist, so lgsst sieh die vollst~ndige 

Gruppe dureh Kombination mit einer beliebigen Operation zweiter Art erhalten. 

Hieraus folgt, dass, wie auch m und n h gewghlt worden sind, es zul~issig ist 

anzunehmen, dass die Gruppen keine gemeinsamen Operationen mit dem Zeiehen - -  

haben. Fiir die Operationen erster Art lgsst sieh, wie das oben angegebene 

1 Sieh die yon LUNELL in seiner Diss., Kap. V w I angefiihrten Beispiele. Den Fall einer 
Rio mit r = ~ ,  ~ - - r - ~ 8  habe ich in ,Regelflltchen I~, S. 385--387 ausffihrlich untersucht. Die 
Behandlungsweise in der vorliegenden Abhandlung im Falle einer Leitgeraden ist a]s eine weitere 
Verfolgung desselben Grundgedankens zu betrachten, der in den drei letzten Nummern meiner 
soeben zitierten Arbeit skizziert wird. 
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Beispiel zeigt, ~hnliches nicht behaupten. Sind aber m und m 1 relative Prim- 

zahlen, so kann nur die Identit~t gemeinsam sein. Dasselbe gilt, wenn fiir so- 

wohl /'2,~ als /'2m, die Untergrappen aus Operationen erster Art beide zyklisch 

sind und yon der Gestalt 

, h w hi oJ' 
u - - u + - -  b z w - - u + - -  

m m 1 

( h = o ,  . . .  m - I ;  h i = o ,  . . .  m~- - I ) ,  

wo eo und co' verschiedene Perioden bezeichnen. 

Wenn wir mit den Ergebnissen in der vorhergehenden Nummer fiir p = o 

vergleichen, so sind hier die rationalen Funktionen in (2) durch Produkte yon 

a-Funktionen zu ersetzen. Die Gruppe F2m l~sst sieh immer in die Gestalt 

( 7 )  u '  - .+_ u + c~ ( i  = I ,  . . .  ~) 

iiberFiihren, wo fiir die GrSssen r geeignete Periodenquotienten zu schreiben sin& 

Man sieh~ leicht ein, dass, falls in (7) fiir einen u-Wert zwei GrSssen rechts gleieh 

sind, ihre Zeiehen versehieden sein und siimtliehe diese 2 m GrSssen sich in ~n 

gleiehe Paare verteilen miissen. Die entspreehende Ebene enth~ilt mithin m Paare 

yon unmittelbar auf einander folgenden Erzeugenden. Nun ist bekanntlieh 4 m 

die Anzahl der Koinzidenzen bei einer elliptischen Involution yon der Ordnung 

2 m, und diese miissen sich hier auf vier Ebenen yerteilen. 

Wenn yon den Punkten, die auf der Leitgeraden liegen, abgesehen wird, 

so hat  eine Teildoppelkurve, fiir welehe die Erzeugenden einfache Sekanten sind, 

in einer Ebene dureh die Leitlinie m Punkte. Sind aber die Erzeugenden Bise- 

kanten, so ist die Anzahl dieser Punkte 2 m. Die Anzahl der Punkte auf der 

Leitgeraden ist davon abhiingig, wie viele Paare zwei Substitutionen (5)ge- 

meinsam haben. Nun ist diese Anzahl Null, wenn die Zeichen gleich sind. D i e  

Anzahl ist 2, wenn die Substitution mit dem Zeichen + involutorisch ist. Wenn 

aber letztere nicht involutorisch ist, so bekommt man vier gemeinsame Paare, 

welche wiederkehren, wenn man u' und u vertauscht, d .h.  bei der inversen Sub- 

stitution. Nun hat F2~, m t Substitutionen mit dem Zeichen - -  und, yon der 

Identi t~t  abgesehen, m 1 - -x  mit dem Zeichen +.  Eine rationale Teildoppel- 

kurve hat  somit 2(m 1 -  I) Punkte auf der Leitlinie und ist yon der Ordnung 

2 (m~ -- I) + m. Dagegen ist die Anzahl der Punkte einer elliptischen Teildoppel- 

kurve auf der Leitlinie 2 ml bzw. 4~nl, je nachdem dieselbe yon den Erzeugenden 

in einem oder zwei Punkten getroffen wird. Fiir die Ordnung der Kurve findet 

man also 2m~ + m bzw. 4ml + 2 m. 
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6. Unter den Regelfl~iehen ohne Leitgerade bieten diejenigen mi~ einem 

Leitkege]sehnitt besondere Angrit~spunkte fiir die Untersuehung dar, und dieser 

Fall spielt aueh eine Hauptrolle in unseren Untersuchungen fiber die Regel- 

fliiehen seehsten Grades. 1 Ohne abet noeh welter zu spezialisieren ist es wohl 

nieht zu hoffen hier Resultate yon Bedeutung zu erhalten, welehe fiir beliebJg 

hohe Gradzahlen gelten. Ein naheliegender Ausweg, der aueh zu einer grossen 

Vereinfachung fiihrt, ist, dass man zwei Leitkegelschnitte annimmt, die mit 

einander zwei gemeinsame Punkte haben. In  der Tat bilden die beiden Kegel- 

sehnitte zusammen die Basiskurve eines Biischels yon F]iichen 2. Grades F~, und 

jede gerade Linie, die Sekante beider Kegelschnitte ist, gehSrt zu einer yon 

diesen F~. Da nun zwei Erzeugende yon versehiedenen F 2 des Biisehels einander 

nur in einem yon den beiden Leitkegelsehnitten freffen kSnnen, so erhiilt man 

die Doppelkurve, wenn yon den Leitkegelschnitten und etwaigen Doppelerzeu- 

genden abgesehen wird, aus den Schnittpunkten solcher geraden Linien, die zu 

verschiedenen Erzeugendensystemen einer und derselben F~ gehSren. Den 

dualistisch entsprechenden Fall bekommt man, wenn man den Erzeugenden der 

RegelflKehe die Bedingungen auferlegt, dass sie zwei Kegel 2. Grades mit zwei 

gemeinsamen Tangentenebenen ber~ihren sollen. Es gibt noch einen Zwischen- 

fall zwischen den beiden oben angegebenen, indem man yon jeder Art  je eine 

Bedingung annimmt; dabei sollen der Kegelschnitt  und der Kegel einander zwei- 

real beriihren. 

Wir wollen uns aber bier auf einen Fall beschrKnken, der als gemeinsamer 

Unterfall der obigen drei MSglichkeiten betrachtet werden kann. Zwischen dem 

Kegelschnitt und dem Kegel soil n~mlich jetzt nicht nur zweifache Beriihrung 

sondern vollst~indige Inzidenz gelten. Die "Gleiehung des Kegels sei 

x ~-F y'~-- I ~ o .  

h l s  Kegelschnitt sei der Sehnitt dieses Kegels mit z----o genommen. Die 

Fliiehen F~ 

(8) x '  + y-~ -- x -- Z ~ z ~ ---- o 

beriihren den Kegel l~ngs des Kegelsehnittes, und jede beriihrende gerade Linie 

bestimmt eine Fl~ehe des Biisehels (8). Fiir die Regelseharen einer Fliiehe (8) 

Sieh, b~ber die Regelfliichen sechsten Grades ohne Leitgerade (~Regelflachen IX,>), Acts mathe- 
matics LIX (1932). Diese Arbeit sowie grosse Teile von >>Regelfl~ichen ]>> kSnnen als eine Fort- 
setzung und Erg~inzung meiner Dissertation, Klassifikation af regelytorna af sjette graden (Lurid, 
1892), betrachtet werden. 

2 
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bekommt man 

(9,) 

(9~) 

( x - z z ) - ~ ( , - v ) = o ;  ~(~ 4 z z ) - ( ~  + .v) = o .  

(x + z z ) - ~ l ( x  - y ) = o ;  ~ , , ( ~ - z z ) -  (~ + y ) = o .  

Zwei einander begleitende Regelscharen werden mithin durch entgegengesetzte 

Parameter  ~t, --~t charakterisiert. Fiir den Schnit tpunkt einer Linie (91) oder 

(9~) mi~ z ~ o erhalten wir 

2 ~  ~ 2 _ _  I 
x - - - - - - "  y /z ~ 

I ..[_ ~s,  -[- I 

Der Kongruenz yon geraden Linien, welche den aufgestellten Bedingungen ge- 

niigt, werden also zwei Parameter  ~ und ~ zugeordnet. Von diesen bestimmt ~t 

die Regelschar und ~ den Schnit tpunkt mit dem Leitkegelschnitt. Fiir eine zur 

Kongruenz gehSrende Regelfl~che gilt sonach eine Relation 

(IO) F(~, ~) = o, 

durch welche eine Abbildung der Regelfl~che auf eine Kurve definiert wird. 

Hierbei ist es bequem anzunehmen, dass die Parameter  ~ und ~ den Erzeugenden- 

systemen einer gewissen Grundfl~iche 2. Grades zt~geordnet sind, auf welche also 

die Kongruenz birational abgebildet wird. Die Regelschar ~----c bezeichnen wir 

mit R und die begleitende Schar ~ -~ c 1 mit /~. Nach dieser Deutung ist, wenn 

in (IO) F(~t, ~) eine ganze rationale Funktion vom Grade m2 in ~ und m 1 in 

bezeiehnet, die Bildkurve yon der Ordnung m 1 + m~-~ m. Da die Erzeugenden 

d e r ' S c h a r  /~2 den Punkten des Leitkegelschnittes zugeordnet sind, so ist dieser 

m~-fach fiir die Regelfl~che. Da aber s~mtliehe m~ M~ntel l~ngs des Leitkegel- 

schnittes den Kegel und also einander beriihren miissen, so finder man m 1 + 

+ 2 m~ ---- n fiir den Grad der Regelfl~iehe. Der Faktor der I-[auptkorrespondenz, 

der zum Leitkegelschnitte gehSrt und iibrigens in zweiter Potenz auftritt, wird 

hier auf die Involution I ~  iibergefiihrt, die aus der Bildkurve durch die Regel- 

schar /~  ausgeschnitten wird. SoU nun diese Involution vollst~ndig zerlegbar 

sein, so muss die Bildkurve eine Gruppe F ~  yon m~ birationalen Transforma- 

tionen in sich zulassen, bei welcher die Erzeugenden der Schar /~  ungeiindert 

bleiben. 

Bei der kbbi ldung werden die Schnit tpunkte der zu zwei Scharen ~ und 

- -~  gehSrenden Erzeugenden der Regelfl~che auf die Verbindungsgeraden der 
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auf je zwei Erzeugenden ~ und -- ~ der Schar Rs liegenden Punkte iibergefiihrt. 

Der entsprechende Faktor der Hauptkorrespondenz muss also eine involutorische 

Beziehung zwischen diesen Gruppen yon je m 1 Punkten ausdriicken. Nun ist 

die Bedingung fiir die vollst~ndige AuflSsbarkeit dieses Faktors, dass die Bild- 

kurve ~ birationale Transformationen in sich besitzt, welche je Erzeugende ~t 

und - - ~  vertauschen. Dann muss es auch m I derartige Transformationen geben, 

die jede Erzeugende der Schar Bs in sich iiberfiihren, und diese Transforma. 

tionen bilden eine Gruppe Fro,, welche sich also in der angegebenen Weise zu 

einer Gruppe 1"2~1 erweitern lassen soll. Die Bedi~gu~g fiir die vollstd~dige Zer- 

legbarkeit der Hauptkorrespondenz ist also die F~xistenz der oben charakterisierten 

Gruppen Fro, und I'2,n,. Man ersieht ohne Schwierigkeit, dass diese Bedingungen 

sich in mannigfaeher Weise geniigen lassen. Wir beschr~nken uns bier auf den 

Fall, wo I:~m, eine Diedergruppe ist und lrm, die zugehSrige zyklische Unter- 

gruppe, t Die Operationen, welche Erzeugende ~ und --A vertauschen, sind dann 

siimtlich involutorisch, und die Doppelkurve der RegelflRche l~sst sich in Teil- 

kurven auflSsen, die yon den Erzeugenden nur einmal getroffen werden. 

In der Tat steht die hier eingeschlagene Untersuchungsmethode in voll- 

st~ndiger Ubereinstimmung mit derjenigen, welche wir in unserer Dissertation 

sowie in ~Regelfl~chen lI,, entwickelt haben. Es wurde dort  yon der bekannten 

Beziehung ausgegangen, welche zwischen einem Komplexe mit Leitkegelschnitt 

und einem allgemeinen linearen Komplexe besteht, indem den Komplexgeraden 

des einen Raumes die Punkte des anderen Raumes birational entsprechen. Durch 

die Regelschar /{s und die Geraden )~ = o und ~ =o0 der Leitschar wird ja ein 

linearer Komplex bestimmt, und zu diesem Komplexe sind zwei Gerade ~, --~t 

konjugiert, so dass ihre gemeinsame Sekanten dem Komplexe angehSren. Die 

ausgezeichnete Rolle spielt hier die Linie ~----co, indem ihr die ganze Kegel- 

schnittebene entspricht. Den einzelnen Punkten dieser Ebene werden die qua- 

dratischen Involutionen auf ~t-:- oo zugeordnet. 

7- Es kann Vorteile darbieten durch eine lineare Substitution die Involu- 

p 1 
tion ~ ' = -  ~ durch ~t~----~ zu ersetzen, weil es dadurch ermSglicht werden kann 

gewisse singulRre Punkte  der Bildkurve auf den Linien ~t~-~ 0 und ~t t = o0 zu 

verlegen. Als nStige Substitution kSnnen wir 

t Doch wird in Nr. 9 ein Fall behandelt, wo Fm~ eine Vierergruppe und P'~m~ eine Abelsche 

Gruppe yore Typus (2, 2, 2) bedeutet. 
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Es entspreehen dann 2, = , dem Leitkegelsehnitt and 2, = - I dem 

fiir ~ = o zum Bfischel (8) gehSrenden Kegel .  Auch  fiber die Lin ien  /~, = o und 

Pl = oo der  Sehar  /~s k6nnen  wir  in ~hnl icher  Weise  f re i  verfiigen. W i r  wollen 

so mi t  dem Beispiel  an fangen ,  wo die Gle ichung  der  Bi ldkurve auf  die e infache  

Gestalt 

( ' 2 )  ~ ' - -  ~1 m' = 0  

gebrach t  werden kann,  wo T/'$1 und ms re la t ive  P r i m z a h l e n  sein sollen. Man  er- 

hiilt fiir ~t~ und /~ ve rmi t t e l s t  eines Pa rame te r s  t den Ausd ruck  

(I3) 2, ~-- tin'; I t ,  = tm*-. 

Bezeiehnet  

(I3,)  X 1 W, - -  YlZl = O 

die Gle iehung der  F.~, au f  weleher  die Kurve  liegt,  und  setzen wir  

(I32) X l : f f l : Z I : W ,  = ~ 1 ;  X l : Z I = Y ! : W l  = Z,, 

so e rha l t en  wir  fiir die K u r v e  

( '4 )  x, : Yz : z, : w, = t m'+m' : tm' : t "''~ : I .  

Die Bi ldkurve  is t  a lso in diesem Fal l  eine W-Kurve,  und zwar, well der  hSchste  

Exponen t  die S u m m e  der  zwei anderen  ist, yon dem Typus,  der  als ~)ausgezeich- 

nete~, W-Kurve  bezeichnet  worden ist. Fiir  die Opera t ionen  der  Gruppe  I '~,  

e rg ib t  sieh jetzt 

( '5)  Z: = OJ~l, 

wo oJ die Einhei t swurze ln  yore I n d e x  ms durehli iuft .  I n  g le ieher  Weise  ha t  m a n  

fiir die Opera t ionen  yon / 'm, 

(i6) 

mi t  w m, ~ I .  Fiir  die in r2m, 

U.: = r ,Ul 

hinzu t re tenden  Opera t ionen  h a t  m a n  nach (13) 

( I 7 )  Z: = t ' ' ,  - -  ' ' 
~L 1 t " ,  

Letztere Substitution 15st sich aber in m, einzelne Substitutionen 



Regelfl~ichen yon beliebig hohem Grade mit vollst, zerfallenden Doppelkurven. 17 

(~8) t ' - -  ~ot 

auf. In (I5) und (IS) haben wir Ausdriicke fiir die vollstSndige Zerlegung der 
Hauptkorrespondenz. 

Fiir die Koinzidenzen yon (~8) haben wir 

(I 9) t ~ = eal, 

also t ~ , - -  I oder ~1-~ + I. 

Diese Koinzidenzen bestimmen zwei Punkte der in Rede stehenden Teil- 

doppelkurve, welche Schnittpunkte yon unmittelbar auf einander folgenden Er- 

zeugenden also Torsalpunkte sind. Aus den zugehSrigen A~-Werten • I ersieht 

man, dass diese Torsalen entweder Erzeugende des Leitkegelschnitts oder des 

Lei~kegels sind. Da f//r die Bildkurve die Tangenten nicht rni~ 2, ~ - I  bzw. 

X 1  = - -  I zusammenfallen, so inzidiert im ersten Falle die Torsalebene nicht mit 

der Kegelschnittsebene und im zweiten Falle der Torsalpunkt nieht mit der 

Kegelspitze. 

Die LSsungen yon (I9) verhal~en sieh in verschiedener Weise, je nachdem 

m 1 ungerade oder gerade ist. Is t  ml ungerade, so ist eine L5sung yon (I9)eine 

m~ e Einheitswurzel, die andere aber nicht. Eine Koinzidenz liegt also auf )~j----I 
m, 

und die andere auf ~ ~ - -  I. �9 Is~ aber m~ gerade und bereits oJ~ ~ - ~  I, so fallen 

beide Koinzidenzen auf ~----I ,  und in den m-A iibrigen F~llen liegen dieselben 
2 

beide auf Z ~ - - - - i .  

Die Punkte der Bildkurve auf einer der Geraden ~----- + I, welche nicht 

Koinzidenzpunkte sind, werden einander bei (i8) paarweise zugeordnet, und die 

Schnittpunkte der entsprechenden Erzeugenden der Regelfl~iche gehSren zur Teil- 

doppelkurve. Wir  kSnnen demgem~iss jetzt die Beitr~ge zu den Doppelgebilden 

der Regelfl~ehe angeben, welche yon den m~ Erzeugenden des Leitkegels bzw. 

Leitkegelschnit~s herriihren. Is t  m I ungerade, so liegen fiir jeden Teil der Doppel- 

kurve in der Kegelsehnittsebene m~ -- i als Schnittpunkte yon Tangentenpaaren 
2 

des Leitkegelschnitts. Hierzu kommt noch der zur iibrigbleibenden Tangente 

gehSrende Torsalpunkt, so dass wir insgesamt m, +_______II Punkte in der Ebene ge- 
2 

funden haben. Fiir die zugehSrige Doppeldeveloppable ist die Kegelschnittsebene 
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eine m l -  I.fache Ebene. In  dualistisch eutsprechender Weise verh~lt es sich 
2 

mit der Kegelspitze. Durch dieselbe gehen fiir jede der ml Teildoppelkurven 

ml -- I Zweige. Diesen Zweigen entsprechend gehen dutch die Kegelspitze gleich 
2 

viele Ebenen der zugehSrigen Doppeldeveloppablen. Hierzu kommt noch die 

Torsalebene derjenigen dutch die Spitze gehenden Erzeugenden, welche an den 

obigen m , -  I Zweigen nicht teilgenommen hat, so dass wir insgesamt m, + I 
2 2 

Ebenen erhalten haben. 

Ist  andererseits m x gerade, so werden fiir m-A Teildoppelkurven die Erzeu, 
2 

genden in der Kegelschuittsebene in m_~, Paare verteil~, und wir erhalten durch 
2 

die Schni~punk~e dieser Paare m-A Punkte der zugehSrigen Doppelkurven. Der 
2 

mitfolgende Tell der Doppeldeveloppablen hat dann die Ebene als ml-fache Ebene. 
2 

Durch die Kegelspitze gehen fiir eine yon diesen Doppelkurven ml - - - -  I Zweige. 
2 

Ausser den zu diesen Zweigen gehSrenden Ebenen gehen durch die Kegelspitze 

noch zwei Ebenen der zugehSrigen Doppeldeveloppablen, welche Torsalebenen sind, 

so dass man also m~l + I solche Ebenen erh~lt. Ffir die noch iibrigen m~ Teil- 
2 2 

doppelkurven sind die Rollen der Kegelschnittsebene und der Kegelspitze ver- 

tauscht. In der Kegelschnittsebene liegen m-A + I Punkte einer solchen Doppel- 
2 

kurve, und die Ebene ist ( ~ -  I}-fach fiir die DoppeldeveloppabIe. Durch die 

Kegelspitze gehen m~ Zweige einer Teildoppelkurve und eben so viele Ebenen 
2 

einer Teildoppeldeveloppablen. 

Andere Puukte eiuer Teildoppelkurve in der Kegelschnittsebene als die oben 

berficksichtigten sind nur auf dem Leitkegelschnitte denkbar. Man bekommt 

jedesmal eine~ solchen Punkt, wo zwei Erzeugende der Regelfl~che, welche 

einander begleitenden Regelscharen angehSren, ihren Schnittpunkt auf dem Kegel- 

schnitte haben. Im Falle mit einem einfachen Leitkegelschnitte, d.h.  m s = I, 

kommen also keine neuen Punkte hinzu. F~ir die Doppeldeveloppable lassen sich 

die entsprechenden Schlfisse betre~end die Ebenen durch die Spitze des Lei~- 
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kegels ziehen. Dutch die obigen Entwicklungen ist also die Existenz yon Regel- 

fl~ehen Rm,+s mit einem einfachen Leitkegelschnitte und einem mit dlesem in 

zidenteu Leitkegel nachgewiesen, welche die folgenden Eigenschaften besitzen. 

Die Doppelkurve sowie die Doppeldeveloppable zerfallen in m 1 verschiedene Teile. 

Ist m 1 ungerade, so ist jeder Tell der Doppelkurve yon der Ordnung ml +_______II und 
2 

hat in der Kegelspitze einen ml -- I-fachen launkt. Ebenso sind alle Teile der Doppel- 
2 

developpablen yon der Klasse m,l + I und haben die Kegelschnittsebene als ml -- I_fache 
2 2 

F~bene. Ist m a gerade, so sind m~ Teile dec Doppelkurve yon dec Ordnung m~ + I 
2 2 

und haben in der Kegelslgitze einen ~-fachen Punkt; die entsprechenden Teile dec 

ml 
Doppeldeveloppablen sind yon dec Klasse - - ,  und die Kegelschnittsebene ist fiir die- 

2 

selben eine ( m l -  i~-fache yEbene. Die noch iibrigen m-Al Teile de; Doppelkurve sind 
\ 2  I 2 

der Ordnung m-A1 undhabeneinen(m--A_~--i~.fachenPunktinder yon Kegelspitze ; 
2 k 2 1  

die entsprechenden Teile de; Doppeldeveloppablen sind yon der Klasse m-A~ + I u n d  
2 

haben die Kegelsehnittsebene als ~-fache Ebene. 

Aus dec Existenz des vielfaehen Punkts in der Kegelspitze folgt, dass sh'mtliche 

Teile dec Doppelkurve ebene Kurven sind. Dualistiseh entspreehend sind sh'mtliche 

Teile de," Doppeldeveloppablen Kegel. Die Ebenen de," m i Doppelkurven geh&'en eu 

demselben Biischel und die Scheitel dec mi Kegel zu derselben Punktreihe. Ausser 

dec Kegelspitze gibt es n~mlich noeh einen zweiten Punkt, dureh welehen jeder 

Teil der Doppelkurve gehen mass. In  s~mtliehen Relationen (I8) entspreehen 

ja einander die Punkte t =  o u n d t - - - - ~ .  Die diesen Punkten entspreehenden 

Erzeugenden dec Regelfli~che miissen also einander in einem fiir sKmtliehe Teile 

der Doppelkurve gemeinsamen Punkt  sehneiden. Ebenso wird die Linie, auf 

weleher die Kegelseheitel liegen, dureh die Kegelsehnittebene und die Ebene durch 

die soeben erwKhnten Erzeugenden bestimmt. 

8. Fiir m s > I werden die soeben fi ir mj = I erhaltenen Resultate im wesent- 

lichen darin modifiziert, dass far  jeden Tall der Doppelkurve die Ordnung und fiir 

jeden Tell de," Doppeldeveloppablen die Klasse um m s -  I erh6ht wird. Da die 
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Abbi ldungen  der  Te i ldoppe lkurven  pro jek t iv  ~quivalent  sind, so geni igt  es, wenn 

wir  bei dem Beweise in (I8) o~ 1-~ I annehmen .  Soil nun  #1 f i i r t  und  t -1 den- 

selben W e r t  haben,  so fo lg t  t ~: = t -ms oder  t 2m* ---- I. W i r  e rha l t en  also tm-'= • I 

oder  # 1 =  +-- I. Die  LSsungen  t =  + I scheiden b ie r  aus, und  die i ibr igen 

2 (m s - -  I) ver te i len  sich in m~ - -  I P a a r e  yon zu e inander  inversen LSsungen,  aus  

welchen die gesuch ten  P u n k t e  der  Te i lkurve  auf  dem Lei tkege lschni t te  sich er- 

m s - -  I 
geben.  I s t  m 2 ungerade ,  so b e k o m m t  man  fiir sowohl  #1 ---- I als #1 ---- - -  I - -  

2 

LSsungen.  I s t  aber  m~ eine gerade  Zahl,  so erh~l t  m a n  fiir  #~ = I - -  - -  I L5- 
2 

ms  
sungen  und fiir  #t = 1 - -  LSsungen.  W i r  beachten,  dass die ausgeschiedene  

2 

LSsung  t = I eine T a n g e n t e  des Le i tkege lschni t t s  bedeute t .  Dasse lbe  gi l t  fiir 

t = - -  I, falls m I eine gerade  Zahl  ist. I s t  aber  m I eine unge rade  Zahl, so be- 

zeichnet  diese LSsung  eine Erzeugende  des Lei tkegels .  Diese  beiden Lin ien  treffen 

e inander  dann,  wenn m s gerade  ist, im P u n k t e  Pl = I. I h r  S c h n i t t p u n k t  als zu 

e iner  Doppel l rurve gehSrig l iefer t  aber  nu r  einen Bei t rag  zum Lei tkegelschni t te .  

D a  also eine Tei ldoppelkurve  nu r  zwei Schn i t t punk t e  m i t  dem Lei tkegel-  

schn i t t e  hat ,  so l iegt  die V e r m u t u n g  nahe,  dass diese K u r v e n  auch fiir ms ~ I 

ebene  K u r v e n  sind. De r  Beweis hierf i i r  [~sst sich aus  dem U m s t a n d e  erbr ingen,  

class die Regelfl~che, welche durch  die Verb indungs l in ien  der  e inander  in (I 8) 

en t sp rechenden  P u n k t e  der  Bi ldkurve erzeugt  wird, zwei gerade  Lei t l in ien  be- 

sitzt. Diese miissen dann  in Bezug auf  den am Ende  yon Nr .  6 cha rak te r i s i e r t en  

l inearen K o m p l e x  zu e inande r  kon jug ie r t  sein, und  bei der Abb i ldung  des line- 

a ren  Komplexes  auf  den P u n k t r a u m  des Kege lschn i t t es  geh t  die yon zwei kon- 

jug ie r t en  Geraden  bes t immte  K o n g r u e n z  in die P u n k t e  elner  Ebene  fiber, wenn 

zur Kongruenz  die ausgeze ichnete  Gerade ,  d .h .  h ier  ~---- I, geh0r t .  Auf  Grund  

der  pro jek t iven  Xquivalenz brauchen  wir  n u t  den Fal l  zu behandeln ,  wo wit  in 

(I8) o~ 1 = I haben.  Die  Lei t l in ien  s ind in d iesem Fal le  

x l - k  w 1 ~ y l  ~- Z l ~ O ;  x l - - w l = Y l - - z ~ = o -  

Bet rach ten  wir  die Ebene 

durch die erste Leitlinie. 

x~ + wl + k(y l  + z ~ ) = o  

Fiir die aus der  Bi ldkurve  ausgeschn i t t enen  P u n k t e  

b e k o m m e n  wir  die Gle ichung  

t mz'i'm~ -~- I "~-k(t ~, + t ~) ----o. 
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Ausser  der LSsung t ~ -  I, wenn m 1 + m~ ungerade isg, sind die iibrigen LS- 

sungen in Paa re  t, t -1 verteilt ,  und dureh W ah l  yon k kann  man ein beliebiges 

solches P a a r  als LSsuug erhalten.  Die Linie  x~ + wl ~ y~ + z~ == o is~ mi th in  

eine Leitgerade.  In  gleicher  Weise be t rach ten  wir fiir die andere Linie die 

Gle iehung 

x~ - -  w~ + ~ (y~ - z~) = o .  

Fiir  die aus der Bildkurve ausgeschni t tenen  Punk te  erhal ten wir  

t ' ~ ' + ' ~  - -  I + k t  (tm, - -  t ~ )  = o .  

W e nn  man  t---~ I und  fiir ml + ms gerade noch  t = ~ I ausscheidet,  so kommen 

auch fiir  diese Gleichung die Wurze ln  in Paa re  t, t -~ vor, und durch  Varia t ion 

yon k~ werden alle mSgliche solche P a a r e  als L5sungen vertreten.  Also ist  auch 

diese Linie eine Lei tgerade.  Aus den obigen Auseinanderse tzungen ers ieht  man  

auch, dass, wenn m~ + m~ ungerade  ist, die Le i tgeraden  beide m~ + m~--  I .fac h 
2 

sind; wenn aber  m 1 + m~ eine gerade Zahl bedeutet ,  so ist xt + w~ = y~ + z~ ----- o 

(m, + m, ) m, + 
x -fach und x~ - -  w L ~- y~ - -  z 1 - -  o m~-fach. Fiir  die Schnit t-  

2 2 

punkte  der Lei t | in ien  mit  der  Fl~iehe (i3j) erh~lt  man  

(x,-zl)(x~ + z ~ ) = o ,  

was nach (x3~) die Linien ~1---- + I bedeutet ,  welche also yon den Le i tgeraden  

getroffen werden. 

Es mug hinzugef i igt  werden, dass fiir nl, n 2 > I zur Doppelkurve  der Regel- 

fl~iche noch die beiden Erzeugenden  gehSren, welehe den P u n k t e n  t----o, ~ der  

Bildkurve (x4) entsprechen.  Nun  ist  das Geschlecht  einer  Kurve  auf  einer  F2, 

wvlche yon den Erzeugenden  des einen Systems in n h P u n k t en  und  yon den- 

jenigen des anderen  Systems in m~ P u n k t e n  getroffen werden,  im al lgemeinen 

(m I - -  I) (m z --  I). Da die Bi ldkurve  hier  ra t iona l  ist, und die beiden singuliiren 

Puuk t e  projekt iv  ~quivalent  sind, so muss jeder  yon ihnen das Gesehlecht  um 

erniedrigen,  was iibrigens auch aus der Theor ie  der ~quiva lenz  
2 

eines singul~iren Punk tes  e iner  Kurve  in gewShnlichen Doppelpunkten  und Spitzen 

leieht  zu ersehen ist. Dieselbe Bedeu tung  in Bezug auf  die Redukt ion  des Ge- 

sehlechts haben die en tspreehenden  singul~ren Erzeugenden  der Regelfl~che. 
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9. Betreffeud die Gruppe /'~,,,,, welche in Nr. 6 eingefiihrt wurde, gibt es 

erstens die MSglichkeit, dass zu ihr die fundamentale Involution zwisehen den 

Regelscharen im Kegelsehnittsraume geh6rt, welche wit jetzt wieder in der Gestalt 

(20) + = o 

annehmen. In  diesem Falle ist lr2~, das Produkt  von Fro1 mit der dutch (20) 

erzeugten G2. Halten wir die Begrenzung in unserer Aufgabe aufrecht, dass 

diejenigen Operationen in F2m,, we~che nicht in Fro, eingehen, involutorisch 

sein sollen, so bleiben fiir I'~ 1 die drei MSglichkeiten: Identitiit, G~, Vierer- 

gruppe, wobei im letzten Falle die Annahme, dass Fro, zykliseh sein soll, nicht 

liLnger a.ufrecht erhalten wird. Im ersten Falle ist p linear in der Grundgleiehung 

(Io) und ml := I. Die Doppelkurve wird dutch (20) u n d / , ' = / ~  eharakterisiert. Dies 

bedeutet aber, dass zwei Erzeugende, welche zu zwei einander begleitenden Regel- 

scharen gehSren, ihren Schnittpunkt auf dem Leitkegelschnitte haben. In  anderen 

Werten bedeutet dies, dass die Doppelkurve sieh mit dem Leitkegelschnitte ver- 

einigt hat. Auf Grund yon (20) muss ~ in (IO) immer in Quadrat auftreten, also 

m~ eine gerade Zahl bedeuten. Nun beriihren ja die m~ Mi~ntel der Regelfli~che 

einauder immer li~ngs dem Leitkegelschnitte. In diesem Falle kommt aber noch 

hinzu, dass die Mdntel sieh in m-5 Paare verteilen, so dass die Mdntel eines Paares 
2 

einander ~ieht nur beriihren, so~dern sogar oskulieren. 

Ist  U,~, eine G2 oder Vierergruppe, so hat  die Regelfli~che noch eine bzw. 

drei ausserhalb des Leitkegelschnittes befindliche Doppelkurven. Bei jeder an- 

deren Wahl  yon F,~, miisseu Doppelkurven auftreten, zu denen die Erzeugenden 

Bisekanten sind. 

Fiir mz = 2 spielt hier der Leitkegelschnitt die Rolle yon drei unmittelbar 

auf einander folgenden Doppelkegelschnitten. Solche Eigentiimlichkeiten tier 

Doppelkurve treten bereits bei Regelfl~ichen 5. und 6. Grades auf, und zwar fiir 

ml-----I und ro t=2.  Im Falle einer R e kann dabei das Geschlecht sowohl i 

als 0 sein. 1 

Io. Wir  betraehten jetzt einen Fall, wo (20) nicht zu F ~ ,  gehSrt. 

Gleiehung der Bfldkurve nehmen wit 

G + o .  

Als 

t Diese Fiille sind yon mir in meiner Dissertation gefunden. Man sehe auch ~Regelfliichen II~, 

S. 17, 34, 35, 49. 
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Als Operationen yon Fro, erhalten wir 

(22) ~'-~- r 2'~---2, 

wo w die Wurzeln yon w ~, = I durehl~uft. Als noch hinzukommende Opera- 

tionen in F2m, nehmen wir 

(23) p,, = r ~, = _ ~,. 
/z 

Man finde~, dass eine Bedingung erforderlich ist, welehe sieh in der folgenden 

Weise befriedigen l~sst 

(24) G(--Z)  = ~r(Z); H ( - -  Z )=  G(Z). 

G (2) und H(2) stimmen mithin in den Gliedern mit paaren Exponenten fiberein; 

dagegen haben die Glieder mit unpaaren Exponenten verschiedene Zeichen. 

Setzen wit 

G(A) + H(A)=  g(~); G(A) -- H ( ~ ) =  h(A), 

so geht (2x) in 

(25) g(~)(~m, + I ) +  h(~)(,u m r -  I ) = O  

f iber ,  wo g (~) und h(g) nur Glieder mit paaren bzw. unpaaren Exponenten ent- 

halten. Sdmtliche m 1 dutch (23) definierte Doppdkurven sind, unabhdngig yon den 

besonderen Gestalten yon g (2) und h(~), ebene Kurven. Es l~sst sich dies in der- 

selben Weise beweisen wie im speziellen in Nr. 8 behandelten Falle. Wir  wollen 

aber hier direkt yon den Relationen (91) und (92) ausgehen. Durch Elimination 

yon z ergibt sieh 

2 ~ x  + ( ~ -  i ) v -  (~ ~ + ~ ) = o ;  

2 ~ ,  x + ( ~  - ~) v - ( ~  + ~) = o .  

Man erh~lt hieraus 

(26) 

Nimmt man jetzt 

(27) 

.u/zt + I 

t~ 

als Ausdruck fiir die Abh~ingigkeit zwischen /~ und ~h, so bekommt man 

a - - I  
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Berfieksichtigen wir h ier  (23) , so erhal%en wir  

t o - - I  # % 

(29) Y - -  1 

t o + I  

fiir die m, Ebenen  der  Doppelkurven,  wo to die  ml Wurze ln  von to~,---- I dureh- 

lis Fiir to ~- I bekommen wir y ~ - o  und fiir to = - -  i, wobei n h eine gerade 

Zahl sein muss, y -= zo. Die noch i ibrigen Wer te  fiir y in (29) sind rein imagins 
1 

Man bekommt  ja  durch  Verl i ingerung mi t  t o -2  

1 1 

toT_ to -~  h ~  
(3 ~ ) ~ ]=  1 1 - - i t g - -  ( h = o  . . . .  9~ 1 - 1 ) .  

Schreib~ man hier  y - i 9 ,  

setzen ist, s o  erhiilt man  

welches bedeutet ,  dass in (8) y~ dutch  - -#~  zu er- 

hfg 
(3I) # = t g - -  ( h = o ,  . . .  n h ~  I). 

ml 

Die Ebenen  der Doppelkurven  sind mithin  reell  in der Ver~nderl ichen Y. Aus 

den Relat ionen,  welche bei der He r l e i t un g  yon (26) benutz t  wurden, fo lg t  noch 

1 1 

- - -  --1 wT 
( 3 z )  x = - -  1 1 

l_t ttt  + t to + I t o T +  to--T 

Setzen wir hier  /~ = e ~ so ergibt  sieh 

(33) x = 

o~ ~h~ _o~+,,h~ ( ~ h )  e -- m--7+ e m, cos O- -  

nh__j ntt~ ~ h  
e r a '  + e ra, c o s -  

t a l  

Aus (91) l~sst sich je tz t  ~z best immen,  und zwar erhal ten  wir, wenn ~ i~ ge- 

setzt wird, 

, sin(O--'v-~ht~, 
(34) z = -- : Z ~rh 

COS - -  

N u n  ist die Rela t ion (25) yon der Art,  dass man eine reelle Gleichung in den 

hier  e ingefi ihr ten GrSssen ). und 8 bekommt,  und  dies fiir alle ml Doppelkurven.  

Es ist ja  
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rn t Oi ma Oi 

(35) t~ ~ , - l _ e  ~" - - e  2 = i  ~ m ' O  
I~ m~ + I m, o i  ~L, Oi t o  

o 

2 
e ~ -4- e 2 

Anderersei ts  kSnnen wit  sehreiben 

(3 6) g (Z)=  g, (zz) -= g~ (--  ~*); 

(37) h (z) = z h~ (z,) = i ~ h, ( -  x,). 

Zwisehen ~ und 0 bes teht  mithin  die Rela t ion 

.q~ ( -  ;~) 0 
(38) ~ h~ (--  ~z) + tg rn~2 ~- o. 

In  (3I), (33) und (34) haben wir fiir jede  der m a Doppelkurven reelle Ausdri icke der  

Koord ina ten  ~, x und z in 0 und )~, und aus (3 8 ) ist ~ reell bes t immbar  in 0. 

In bezug auf  0 und ), sind also sdmtliehe ~n I Dolopelkurven reell. Die reelle Ge- 

stal t  der Gleichung des Biischels (8) ist je tz t  

(39) x * - -  #Z - -  I "a t- ~Z gZ = O .  

Will  man die Relat ionen (91) und (9~), in denen jetzt  imagin~re GrSssen auftreten,  

durch reelle ersetzen, so erhiilt man 

(40x) 

(40z) 

x ~ c o s 0 + ~ s i n 0 ;  ;~z=---sinO + ~cosO. 

\ ~t I ~ nl~ n~. 1 

d - -  :0 co s  ~ ml  

Nach (33) ist x immer reeU bes t immbar  in 0, und in vielen Fiqlen sind fiir jeden 

Wer t  yon 0 s~mtliche Wurzeln  ~ in (38) reell. JEs sind also dann auchfiirjeden 

reellen O-Wert sdmtliche Zweige der Dop32elkurven reeU. 

Is t  m x eine gerade Zahl, so liegt die Doppelkurve  fiir h----n2, in der unend- 
2 

lich ent fernten  Ebene. Doch erhiilt man aus (3x), (33) und (34) die Dars te l lung 

c o s  0 
(4I) ~:X:Z  ~ I :  s i n0 :  

Das Geschlecht  der Regelflitche oder, was dasseibe besagt,  der  entspreehenden 

Bildkurve ist ja  im allgemeinen (m z - -  I) (m I - -  I). Es ist vortei lhaf t  hier  yon 
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der Gleichung (2I) den Ausgaugspunkt zu nehmen. Fiir die Erniedrigung des 

Geschlechts ist erforderlieh, dass G (~) oder //(4) einen mehrfachen Faktor er- 

h~lt. Auf Grand der Relationeu (24) trifft dies gleiehzeitig fiir beide Funktionen 

ein. Wi t  betraehten besonders den Fall, wo G (4) und H(~,) volistitndige Potenzen 

sin& Es sei also m z - r m j  uud 

a(~) = [a,  (2)]r; H(~) = [//1 (~)]r, 

WO r keinen gemeinsamen Faktor mit mt hat, und zwisehen G I(A) und H 1(4) 

Relationen yore Typus (24) bestehen. Setzen wir hier 

so geht (21) in 

(42) x" + ~'----  o 

fiber. Dies ist aber die Gleiehung fiir eine rationale Kurve, und es lassen sieh 

x und tz rational dutch einen Parameter  t ausdriieken, wobei man etwa x = -  t =' 

setzen kann. Die Gleichung der Kurve (2x) liisst sieh hiermit birational in 

(43) a ,  (z) + H,  (4) = o 

iiberfiihren. Unter der Voraussetzung, dass G~().) und H1(2) keine mehrfaehe 

Faktoren besitzen, erhalt man jetzt (ms-- I) (m~ -- I) fiir das Gesehleeht des Ge- 

brides. Ha t  man mz = I, so ist in (42) r =  mz, und wir gelangen zu den bereits 

in den Nummern (7) and (8) behandelten rationalen Fifllen. 

I I. Bei der Definition der m, Doppelkurven in (23) wurden die Doppel- 

kurven den verschiedenen m~ en Einheitswurzeln zugeordnet. Wenn wir die Doppel- 

kurven n~her untersuchen wollen, so sind vier Fiille zu unterscheiden: a) m, unge- 

rade, m z ungerade; b) m~ ungerade, mR gerade; c) m~ gerade, mR ungerade; d)ml 

gerade, m~ gerade. Die ersten drei Fiille waren bereits bei dem in Nr. 8 be- 

handelten rationalen Fall vertreten, und die Resultate im nicht rationalen Falle 

stimmen mit den dor~ erhaltenen iiberein. 

Die Punkte einer Doppelkurve auf dem Leitkegelaehnitte miissen einer yon 

den Relationen 

(44,) g, (;L z) = .u m, --  I = o; 

(442) h, ( z ' )  - -  + = o 

geniigen, wobei fiir t* noeh 
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(45) #s _ co = o 

gilt. I s t  m~ ungerade,  so geh~Srt eine L~sung yon (45) zu (441) und die andere 

zu (44z), und jede Wurzel  yon gl (2s) hi (At) ~ o l iefert  somit einen Punk t  auf  dem 

Leitkegelsehnit t .  Also erhal ten wit  insgesamt m s -  I solche Punkte .  I s t  ma ge- 

rade, so geh~ren fiir m--!~ Doppelkurven beide IdSsungen yon (45) zu (441), und 
2 

fiir die noeh iibrigen m~ Doppelkurven geh6ren die LSsungen zu (44~). Im ersten 

Falle l iefert  jede L~sung yon g~ (~t s) = o und  im zweiten Falle jede L/Ssung yon 

h~(22) _~ o zwei Punk te  auf  dem Leitkegelsehnit t .  I s t  nun ~n 2 ungerade,  so sind 

sowohl g l 0  .s) als ht(2 s) you der 0 r d n u n g  m z -  1 - - ,  so dass also aueh im Falle 
2 

c) ms ~ I Pauk te  auf  dem Leitkegelschni t te  herauskommen.  Wenn aber ms ge- 

mz 
lade ist, so ha t  gl (~s) die 0 r d n u n g  m_ss und  hi (it s) die Ordnung -~- - I, so dass 

2 

man fiir die H~ls der Doppelkurven m s Punkte  und  fiir die andere Hiflfte 

m z - - 2  Punk te  au[  dem Leitkegelsehni t t  erhiilt. W e n n  wir zusammenfassen,  so 

bekommen wir den Satz, dass in den Fh'llen a), b) und c)jede Doppelkurve m s -  I 

Punkte auf  dem Leitkegelsehnitt b~sitzt, im Falle d) dagen m--A~ Doppelkurven mz Punkte 
2 

und die iibrigen m~_ Doppelkurven m s -  2 Punkte. 
2 

Aueh in anderen f i ins ieh ten  weieht der Fall  d )wesen t l i eh  yon den drei 

anderen ab. Es bezeiehne zr das Gesehleeht einer Doppelkurve, die fiir die 

Regelfliiehe einfaehe Lei tkurve ist, und  19 das Gesehleeht der Regelfliiehe. Koin- 

zidieren nun  fiir k Punkte  der Doppelkurve die e inander  begegnenden Erzeu- 

genden, so besteht die bekannte  Relat ion 

k 
(46)  2 ~ = p + ~ -  �9 

2 

Fiir eine Koinzidenz muss (45) gelten und  iiberdies 2 ' =  M 2 sein, was entweder  

) . ~ o  oder 2 = ~ erforderL In  (25) ist 2 ~ o  immer eine L~Ssung yon h ( 2 ) ~  o. 

Dagegen ist 2 = ~ als eine L6sung yon g ( 2 ) ~  o zu betrachten, wenn m2 gerade 

ist, und yon h ( 2 ) ~  o, wenn ~2 ungerade ist. In  den drei Fiillen a), b) und c) 

erh~lt man nun stets k = 2, so dass nach (46) s~mtliche Doppelkurven hier  das 

Geschlecht ~ = p / 2  haben mfissen. Diese Koinzidenzen bekommt man fo]gender- 

massen: 
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a) , ~ o  und eine LSsung yon /2"~ + l ~ o ,  ) . =  oo uud eine LSsung yon 

~t m~ ~ I ~ O ;  

b) sowohl ). ~ o als ). ~ ~ in Kombination mit einer LSsung y o n / ~ ,  + I ~ o ;  

e) fiir ~_At Doppelkurven ). ~ o und zwei LSsungen yon I 2"1 + I ~ o, und ffir 
2 

die iibrigen m~ Doppelkurven ). ~ oo und zwei L5sungen yon /~,n~_ I = o. 
2 

Im FaUe d) bekommen wir keine Koinzidenz, wenn ~ = I oder ~ ' ,  = I, 

aber vier Koinzidenzen fiir e0 ~ - ~  -- l oder u ~, + x -~ o, also fiir m-A Doppelkurven 
2 

keine Koinzidenz und fiir die m-A iibrigen vier Koinzidenzen. 
2 

Unser Resultat  ist also, dass z'n den _~'llen a), b) u~ld c)jede Do~rpelkurve das 

Gesc, hlecht p hat, i m  Fal le  d) dagegen rn__~ Doppelkurven das Gesehlecht ~ + I ~ d  
2 2 2 

m--A Doppelkurven das Gesehlecht p - -  i 
2 2 

Wit wollen zuletzt fiir die m~ Doppelkurven und die ihnen entsprechenden 

Doppeldeveloppablen die Ordnung bzw. Klasse bestimmen. Wir  erianern daran, 

dass unter den Regelscharen ~t ---- oo die Tangenten des Leitkegelsehnitts und ~ -~ o 

die Erzeugenden des Leitkegels bezeichnen. Da, .wie wir gesehen haben, in den 

Fiillen a), b) und d) fiir jede Doppelkurve ~----o und ~ ~ oo eine gleichartige 

Rolle spielen, so kSnnen wir sofort schliessen, dass in diesen F~llen die Ordnung 

einer Doppelkurve und die Klasse der entsprechenden Doppeldeveloppablen stets 

gleieh sind. In den Fiillen a) und b) muss diese Ordnung fiir s:,imtliche m~ 

Doppelkurven dieselbe sein, im Falle d) dagegen nur fiir ~n-A Doppelkurven yon 
2 

demselben Geschlecht. Die Ordnung ermittelt man nun am leichtesten durch Bestim- 

mung der Punkte der Doppelkurve in der Ebene des Kegelsehnittes. Diese Punkte  

sind yon dreierlei Art: Punkte auf dem Leitkegelschnitte, Torsalpunkte yon fiir 2---- oo 

koinzidierenden Erzeugenden und endlich d.~e Schnittpunkte der iibrigen Erzeu- 

genden fiir X ~-~o bei paarweise Zuordnung nach (23). In den F~llen a) und b) 

ergibt sich demgemiiss fiir die Ordnung m s - -  I + I + m~ - -  I Also hat  ~nan, 
2 

wenn m I ungerade ist, m_t ~ [ + n~s als Ordnung f i i r  j ede  der m I Doppelkurven und  
2 

als Klasse  f l i t  j ede  der rn~ Doppeldeveloppablen. Fi i r  die Dol)pel]~.urve~ ist  die 
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Kegelspitze ein m l --  I.faeher Punkt und fi ir die Doppeldevelo'ppablen die Kegel. 
2 

sehnittsebene eine m~ --  i.faehe Ebene. 
2 

Im Falle e) erhiilt man fiir m~ Doppelkurven die Ordnung rn~-- I + 2 + m: 
2 2 

und fiir die iibrigen m---!~ Doppelkurven die Ordnung m z - -  x + ? ,  und die Klassen 
2 

der ent~prechenden Doppeldeveloppablen verhalten s i c h  i n  u m g e k e h r t e r  W e i s e .  

m l  _ _  Also hat man. wenn ml gerade und m~ ungerade ist, --~ + m2 als Ordnung fi ir m12 

Doppelkurveu und m~ - -  -- I + mz als Ordnung der iibrigen Doppelkurven. Umgekehrt 
2 

erhdlt man - -  -- I + m~ fiir die Klasse der den ersten m~ Doppelkurven ent~prechendeu 
2 2 

D~pddevelolopablen und m--! + m2 fiir die Kl~se der den letzten m_.~ Dol~elkurven 
2 2 

en~pree~den  D~peldevel~pablen. Die KegeleIritze ist f i ir  die ersten Do~elkurven 

pablen und ? l a t h e  Ebene fi ir die letzten Doppeldeveloppablen. 

+ 
Im Falle d) ha.ben wir fiir Doppelkurven mit dem hiiheren Geschleeht p 

I 

2 

mz Puuldm auf dem Leitkegelsehnitte und keine Koinzidenzen und ftir Doppel- 

kurven mit dem niedrigeren Gesehleeht p --  x mz _ 2 Punkte auf dem Kegel- 
2 

sehnitte und zwei Koinzidenzen fiir A = o0. Ordnung der Doppelkurve und Klasse 

do" Doppeldeveloppablen ist also in den m-At Fdilen mit dent hb'heren Geschleehte 
2 

m t +  ml und in den m~ Fh'llen mit dem niedrigeren Gesehleehte m t -- 2 + 2 + ml 
2 2 2 

- - -  I. Die Kegelspitze i~t f i ir  eine Doppelkurve vom hSherelt Gesehlecht 
2 

ein ~-faeher Punkt und fi ir eine Doppelkurve vom niedrigeren Gesehleeht eiu 

( ? - - x ) - f a e h e ;  Punkt. In entspreehender Weise verhSlt sieh die Kegelsehnittsebene 

in bezug a , f  die Doppeldet:eloppablen. 
3 
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Wir  woUen die vorhergehenden Entwieklungen mit  dem Beispiel ~n~ ~-2 

beleuchten. Es wird sich dabei um Regelfl~.chen /~m+~ handeln, welche nebst 

einem Doppelkegelschnitt mit  einander beriihrenden M~inteln m versehiedene 

Doppelkurven besitzen. Fiir das Geschlecht der Rm+~ hat man 1o = m -- I. Es 

sind hier die Fii.lle.b) und d) zu unterscheiden, je nachdem m ungerade oder 

m + 3  gerade ist. Is t  m ungeraxte, so hat man als Ordrung fiir jede der m Doppel- 
2 

kurven und Klasse f i i r  jede der m Dol~peldeveloppablen, und das gemeinsame Ge- 

m - i - ~ . f a c h e r  sehleeht f i i r  siimtliehe diese Gebilde ist ~ ~ ~ Die Kegelspitze ist m - -  i 
" 2 

m ~ I  
Punkt  f i i r  die m Doppelkurven und die Kegelschnittsebene -lathe f i i r  die m 

2 

Doppeldevelol~pablen. Fiir m = 3 erhalten wit bier /17 yore Gesehlechte p = 2 mit 

drei elliptischen C s ~.ls Doppelkurven. Als nRehstes Beispiel bekommen wir /19 

mit 19 = 4, welche fiiuf C~ yore Geschleehte z ~- z als Doppelkurven besitzen. 

m 
Is t  m gerade, so haben m2 Doppelkurven die Ordnung 2 + 2, das Ge.whlecht 

m 
m und einen -faehen Punk t  in der Kegelspitze. Die iibrigen m Doppelkurven 
z -2 e 

~ ( 7 )  - -  I u n d  einen - -  x -faehen Punk t  haben die Ordnung -2 + I, das Gesehleeht m 
2 

in der Kegelspitze. Die Doppeldeveloppablen haben die genau reziproken Eigen- 

sehaften. Als Beispiel sei der Fall m-----4 hervorgehoben. Man erh~lt hier /?s 

yore Geschlecht p----- 3, welehe zwei Doppelkurven 3. Ordnung mit r~ = I und 

zwei Doppelkurven 4. Ordnung m i t r c  = 2 besitzen. 

A 


