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VOLLSTANDIG ZERFALLENDEN DOPPELKURVEN.
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1. Die aufgestellte Frage wird uns zur Beschiftigung mit dreierlei Arten
von Regelflichen veranlassen.

1) Die Erzeugenden gehoren zur Kongruenz der Bisekanten einer rationalen
W-Kurve.

2) Die Regelfliche besitzt eine Leitgerade.

3) Die Erzeugenden treffen einen Leitkegelschnitt C, und beriihren dual dazu
einen mit der C; inzidenten Kegel 2. Grades K,, d. h. die C; wird als Schnitt
einer Ebene mit dem K, erhalten.

Legt man durch eine Erieugende einer Regelfliche n%® Grades R, eine
Ebene, so enthiilt die Schnittkurve ausser der Erzeugenden noch eine C,—;, welche
mit der Erzeugenden » — 1 gemeinsame Punkte haben muss. Von diesen Punkten
ist einer Beriihrungspunkt der Ebene mit der R;,. In den iibrigen n — 2, welche
zur Doppelkurve der R, gehoren, wird die Erzeugende von anderen Erzeugenden
getroffen. Gehen nun durch diese #» — 2 Punkte eben so viele verschiedene Teile
der Doppelkurve, so hat man offenbar einen vollstindigen Zerfall der Doppel-
kurve, und zwar in n — 2 Teilkurven. Ausser Acht gelassen werden dabei etwa
auftretende Doppelerzeugende oder mehrfache Erzeugende. Fiir eine niihere
Untersuchung ist der natiirliche Ausgangspunkt die (n — 2, » — 2)-Korrespondenz,
welche zwischen den einander treffenden Erzeugenden besteht, und die wir als
Hauptkorrespondenz bezeichnen konnen. Wir erweitern die urspriingliche Auf-
gabe, indem wir verlangen, dass die Hauptkorrespondenz sich in n— 2 (1, 1)-
Korrespondenzen auflosen lassen soll. Man erhiilt ja nur dann n — 2 verschiedene
Teile der Doppelkurve, wenn siimtliche jene (1, 1)-Korrespondenzen involutorisch
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sind. Die nicht involutorischen treten ja in zu einander inversen Paaren auf.
und zu einem solchen Paare gehort nur esne Teildoppelkurve, welche also von
den Erzeugenden in je zwei Punkten getroffen wird. Ein solcher Teil der
Doppelkurve besteht eigentlich aus zwei iiher einander gelagerten einfachen Kur-
ven, und wenn man durch birationale Transformation der Regelfliche in eine
andere Fliche die Teildoppelkurve in eine einfache Kurve umwandelt, so zer-
fillt letztere in zwei verschiedene Kurven.

2. Das aus der Theorie der W-Kurven erhaltene Beispiel, wo die Haupt-
korrespondenz vollstindig aufgelost wird, haben wir bereits in einer friitheren
Arbeit ausfiihrlich untersucht'. Die Gleichung der W-Kurve kionnen wir nach
Einfilhrung eines Parameters ¢ in der Gestalt

Tiy:ziw=1{ thfhg

schreiben. Im algebraischen Fall mogen n, n,, n, ganze rationale Zahlen ohne
gemeinsamen Teiler bedeuten; dabei lisst sich #» > n, > n, > 0 annehmen. Die
Substitution

t =kt

definiert ein Element der eingliedrigen Gruppe, welche die W-Kurve gestattet.
Wenn wir die dabei einander entsprechenden Puunkte der W-Kurve durch gerade
Linien verbinden, so ergibt sich eine Regelfliche, fiir welche wir in > W-Kurven>»
die Benennung »assoziierte Regelfiiche» eingefithrt haben. Als Grad einer solchen
Fliche erhiilt man

n + 1y — ny,

wobei jedoch der Fall = — 1 ausgenommen werden muss, wo es sich um eine
doppelt iiberdeckte Fliche handelt. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass eine
assoziierte Regelfliche die eingliedrige Gruppe der W-Kurve gestatten muss.
Dieselbe wird mithin durch Bahnkurven, welche ja eben W-Kurven mit den
Exponenten 7, n,, n, sind, erzeugt. Insbesondere wird die Doppelkurve in der-
artige. W-Kurven zerlegt, und zu jedem solchen Teile der Doppelkurve steht die
Regelfliche in einer dhnlichen assoziterten Beziehung wie zur urspriinglichen W-Kurve.
Doch miissen wir hinfiigen, dass, falls der Grad » + n, — n, ungerade ist, ein
Teil der Doppelkurve in einer der Koordinatenebenen liegt, und von den Er-
zeugenden nur einmal getroffen wird. Fiir £ - 1 geht die Regelfiiiche in eine

! Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raum (kurz » W.-Kurven»), Acta mathematica
64 (1934).
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abwickelbare Fliche iiber. Auch fiir andere k-Werte kann dieselbe abwickelbar
sein, indem ein anderer Teil der Doppelkurve die Rolle der Kuspidalkurve tiber-
nimmt. In den zu den W-Kurven assoziierten Regelflichen haben wir somit Fdlle,
wo wohl die Hauptkorrespondenz, nicht aber die Doppelkurve vollstindig zerlegt wird.
Fiir die weiteren Eigenschaften dieser Regelflichen sei auf die eingehende Be-
handlung in » W-Kurven» verwiesen.

3. Enthilt die Doppelkurve eine r-fache Kurve, welche von den Erzeugenden
nur in je einem Punkte getroffen wird, so lost sich von der Hauptkorrespondenz
eine Involution von der Ordnung » ab. Soll die Hauptkorrespondenz vollstindig
auflisbar sein, so muss diese, die ja eine (r — 1, » — 1)-Korrespondenz bedeutet,
in 7—1 (1, 1) Korrespondenzen zerfallen. Der entsprechende Teil der Doppel-
developpablen ist im allgemeinen nicht »-fach, sondern kann sich in verschiedene
Teile auflésen, je nachdem die Involution in involutorische oder paarweise zu
einander inverse Korrespondenzen zerfillt.

Hat man insbesondere eine rfache Leitgerade, so wird die Hauptkorre-
spondenz in zwei Involutionen zerlegt. Die Ebenen durch die Leitlinie schneiden
ja eine zweite Involution von der Ordnung #» —» aus. Hier sind jedoch Aus-
nahmefiille zu beriicksichtigen, indem niimlich eine oder mehrere Erzeugende sich
mit der Leitgeraden vereinigen koénnen. Fiir jede solche Erzeugende 18st sich
von der Hauptkorrespondenz eine Involution von parabolischer Art ab, wo in
der Korrespondenz die Erzeugende immer das eine Glied ist, welches simtlichen
Erzeugenden entspricht. Derartige entartete Bestandteile sind offensichtlich beiden
Involutionen gemeinsam, und wir kénnen von denselben absehen, indem wir mit
r und % —r die Anzahl der verdnderlichen von einem Punkte der Leitlinie aus-
gehenden bzw. in einer Ebene durch dieselbe liegenden Erzeugenden bezeichnen.
Vereinigen sich dann % Erzeugende mit der Leitgeraden, so hat man also jetzt
n+ k als Grad der Regelfliche. Man findet hier leicht Fille, freilich von tri-
vialer Art, wo bei beliebig hohem Grade der Regelfliche die Hauptkorrespondenz
vollstindig aufgeldst wird.

Hat man erstens r =#n —» =1 und % beliebig, so zerfillt die Hauptkorre-
spondenz in % entartete Involutionen. Die Regelfliche ist in diesem Falle im-
mer rational.

Eben so einfach verhilt es sich, wenn man entweder r =2, n — r=1 oder
r=1, n —7r =2 hat, indem die Hauptkorrespondenz in % entartete und eine
nicht entartete Involution zerfillt. Auch hier ist die Regelfliche stets rational.
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Fir r=mn—r =2, wo man zwei nicht entartete Involutionen bekommt, ist die
Regelfliiche entweder rational oder elliptisch. Der elliptische Fall kann aber nur
dann eintreten, wenn entweder die Regelfiiche eine zweite Leitgerade besitzt
oder mindestens eine Erzeugende sich mit der Leitlinie vereinigt hat, also > o.
Ganz allgemein ist es ja das Verhiltniss, dass fiir » und n — r > 1 der hochste
Wert (r—1) (n —r—1) des Geschlechtes p einer R, mit einer rfachen Leit-
geraden nur bei der Existenz einer zweiten geraden Leitlinie erhalten wird.
Denkt man sich jetzt, dass % FErzeugende sich mit der Leitgeraden vereinigt
haben, so lisst sich fragen, ob bei einer geeigneten Wahl von % der obige Wert
von p fiir die so entstandene Rni: erreicht werden kann.

Jede in der Hauptkorrespondenz eingehende nicht entartete (1, 1)-Korre-
spondenz vermittelt eine birationale Transformation der R, in sich. Sollen nun
bei einer r-fachen Leitgeraden die beiden zu den Punkten und Ebenen der Leit-
linie gehoérigen Involutionen I, und I,-, vollstindig zerfallen, so ergibt sich
hieraus zwei Gruppen birationaler Transformationen, welche die R, in sich iiber-
fithren. Eine von diesen, I' von der Ordnung r lisst die Punkte der Leitgeraden
und die andere, I's—r von der Ordnung » — r die Ebenen durch dieselbe invariant.
Nichts hindert, dass Iy und I'n—, eine gemeinsame Untergruppe I, fiir s > 1
haben kénnen, wobei s Teiler von sowohl » als # —r sein muss. In einem
solchen Falle treten die Erzeugenden in Systeme von je s auf, welche sowohl
demselben Punkte als auch derselben Ebene der Leitlinie angehoren. Fasst man
I'; als Untergrappe von In_, auf, so bedeutet dies, dass die zu den Operationen
von I'; gehorigen Teile der Doppelkurve sich in die Leitlinie zuriickgezogen haben,
und das entsprechende gilt fiir die Doppeldeveloppable, wenn man I’ als Unter-
gruppe von I betrachtet. Bei dieser Veriinderung kann die Regelfiiche eine
gewisse Anzahl von Doppelerzeugenden bekommen. Lings der Leitgeraden be-
riihren sich jetzt die Mintel der Regelfliche zu je s. Im Spezialfall s=¢=n—r
hat die Regelfliche zwei unmittelbar auf einander folgende Leitgeraden. 1st I,
Normalteiler von Iy—,, so werden die Teile der Doppelkurve, welche sich mit
der Leitgeraden vereinigt haben, bei der Ausfithrung von I'n—, nicht von anderen
Teilen ersetzt, und das entsprechende gilt fiir die Doppeldeveloppable, falls I
Normalteiler von Iy ist. I, und I'n_, sind natiirlich immer Untergruppen der-
jenigen Gruppe von birationalen Transformationen, welche das durch die Regel-
fliche definierte algebraische Gebilde in sich zulisst. Fiir p > 1 ist aber diese
Gruppe immer endlich und bei gegebenem p» von begrenzter Ordnung, so dass
man hieraus Maximalzahlen fiir » und #» — r bekommt. Fiir die rationalen und
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elliptischen Regelflichen gelten derartige Begrenzungen nicht. In den jetzt fol-
genden Entwicklungen wollen wir uns auf diese Fille beschriinken.

Doch seien zuerst einige Bemerkungen iiber eine mit Fragestellungen dieser
Art sich beschiftigende Arbeit von E. LuxkLn eingeschaltet'. Dort wird ver-
langt, dass die Hauptkorrespondenz sich in lauter quadratische Involutionen auf-
losen soll. Hierdurch tritt fir I und I'n—, die Beschriinkung ein, dass ihre
Ordnungen Potenzen von 2 sein miissen. Behandelt werden Fille, wo als solche
Ordnungen 2, 4 und 8 auftreten. Binerseits werden zahlreiche einzelne Typen
von R, fir » = 16 mit den verlangten Eigenschaften gefunden. Andererseits
gibt der Verfasser ganze Reihen von Fillen mit einer Auflésung der Haupt-
korrespondenz in der gewiinschten Art, wo der Grad » und gleichzeitig das Ge-
schlecht p iiber alle Grenzen wiichst. Dabei hat man, um nur den einen von
zwei reziproken Fillen hervorzuheben, » =2, so dass es sich also um hyper-
elliptische Gebilde handelt. Nun wird, wenn » und n — r gegeben sind, durch
die Existenz von zwei verschiedenen rationalen Involutionen I, und I,_, eine
Begrenzung fiir das Geschlecht p eines algebraischen Gebildes eingefiihrt. Bei
den obigen Reihen ist aber s =r» =2, wo s die oben angegebene Bedeutung hat,
und die andere Involution ist also mit I, zusammengesetzt. Hs kommt mithin
nur die Involution I; vor, so dass eine Begrenzung fiir p nicht erforderlich wird.
Soll es nun méglich sein, bei hohem p das Gebilde durch die Regelfliiche dar-
zustellen, so muss der Grad der Regelfliche erhoht werden, was dadurch gelingt,
dass eine geeignete Anzahl % von Erzeugenden sich mit der Leitgeraden ver-
einigt. In den oben besprochenen Reihen handelt es sich also um Fille, wo die
Regelfliche eine doppelte Beriihrungsleitgerade hat, mit welcher eine gewisse
Anzahl % von Erzeugenden inzidieren. Als Beispiele nehmen wir die Fille, in
denen in einer Ebene durch die Leitlinie vier bzw. acht nicht mit ihr zusammen-
fallende Erzeugende liegen. Die Doppelkurve enthilt dann bei vollstindiger
Zerlegung zwei bzw. sechs Teilkurven ausserhalb der Leitgeraden. Unter den
hier moglichen Reihen seien erwihnt:

1) Im ersten Falle Rii¢ mit p=14% + 2, also p = 2.

2) Im zweiten Falle Rpyio mit p=4Fk + 3 und einer Doppelerzeugenden.
Hier tritt iiberdies die Beschrinkung ein, dass p ungerade sein muss. Dies lisst
sich bereits daraus folgern, dass nur hyperelliptische Kurven von ungeradem

! Liniengeometrische Studien mit besonderer Ruicksicht auf Regelflichen wmit vollsidndigem
Zerfalle der Doppellkurve (Diss., Uppsala 1940). Hier gilt es besonders Kap V, § 1.
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Geschlechte eine Gruppe I'; des Typus (2, 2, 2) von birationalen Transformationen
in sich gestatten kdonnen.

Wenn man von der Anhiufung von Erzeugenden auf die Leitgerade ab-
sieht, so ist es eigentlich dieselbe Zerlegung der Doppelkurve in jeder solchen
Reihe. Im letzten Teile dieser Arbeit werden wir Fille finden, wo fiir n» beliebig
gross die Doppelkurve einer R, wirklich in n — 2 verschiedene Teile zerfiillt.

4. Fir eine rationale Regelfliche ist es moglich fiir die Koordinaten der
Erzeugenden eine rationale Darstellung vermittelst eines Parameters ¢ zu be-
kommen. Wir nehmen unseren Ausgangspunkt von den sechs Pliickerschen
Linienkoordinaten

pir=xiye— ey (1, k=1,2,3,4; 1<k,

WO I, Xy, X5, X, und y,, ¥s, ¥5, ¥, die Koordinaten fiir zwei Punkte der geraden
Linie bezeichnen. Es besteht die fundamentale Identitiit

(1) Pi2 Psg — P1s P2 + D1y Pes = O.

Als Leitgerade konnen wir z, =z, =0 annehmen. Fiir die Erzeugenden der
Regelfliche ergibt sich dann

D18 P14 = Pes * P24 = fr(t) :9-(8);
Pis: Pos == P14 Doy = Jo—r () : gn—r (8).

ganze rationale

Wir kénnen annehmen, dass die Funktionen f;, ¢,, fi—r und gp.—,
Funktionen ohne gemeinsamen Teiler von den durch die Indizes angegebenen
Gradzahlen sind. Gibt es nun % durch eine Relation A (f) = o bestimmte Er-
zeugende, welche mit der Leitgeraden zusammenfallen, so erhiilt man die Para-
meterstellung

(2) P1s: Pra: Pas Pos’ Pog = Sr (&) frmr () B () : gr (8) foer () B (¥) :
S () gnr (8) Bt () : g7 (8) Grr (8) P (8) = Lt (2).
Die Funktion l,4x(f) darf keinen Faktor mit hi(f) gemeinsam haben, ist aber
sonst beliebig zu nehmen. Damit zwei gerade Linien mit den Koordinaten pix
und p;x einander treffen, hat man bekanntlich die Bedingung
D12 Pyg + DioaP1s = Pis P — PruPis + PiuPyy + PisPry = 0.

Sind nun die geraden Linien zwei Erzeugende mit den Parametern ¢ und ¢,
so ergibt sich hieraus
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(3) R (&) b (81) [+ (2) g+ (&) — /o (8)) 9 ()] [formr (8) gn—s (81) — Srr (£,) gn—r (£)] = O.

Der erste Faktor hi(f) he(f,) bezieht sich auf die mit der Leitlinie inzidenten Er-
zeugenden und hat hier fiir uns kein Iuteresse. Wir konnen deshalb £ = o an-
nehmen. Die beiden anderen riithren von den Involutionen I, und I,— her.
Fir die vollstindige Zerlegung der Hauptkorrespondenz haben wir jetzt
offensichtlich die notwendige und hinreichende Bedingung, dass, wenn wir

-ﬁ (t) — Zr (t), ./‘ﬂ-—?‘ (t)

!]—r([) Gn—r (t)

schreiben, sowohl Z,(¢) als Z,_.(f) Grundfunktionen bei endlichen linearen Sub-

stitutionsgruppen sein sollen. Wenn wir zwei zu einander reziproke Fille zusam-

= Zn—(t)

menfassen, so bekommen wir hier 15 verschiedene Fille. Nun haben die Te-
traedergruppe, die Oktaedergruppe und die Ikosaedergruppe die bestimmten Ord-
nungen 12, 24 und 60. Zyklische Gruppen und Diedergruppen gibt es dagegen
fir jede ganze Zahl m > o0 von den Ordnungen m, 2m. Da wir hier die fiinf
Gruppen in jeder moglichen Art mit einander kombinieren, so erhalten wir bei
der Annahme, dass keine Erzeugende mit der Leitgeraden inzidieren soll, als
Lésungen unserer gestellten Aufgabe Regelflichen von den Gradzahlen

1) 24, 2) 36, 3) 48, 4) 72, 5) 84, 6) 120, 7) 12 + m, 8) 24 + m, 9) 60 + m,

10) 12 + 2m, 11) 24 + 2m, 12)60 + 2m, 13) m + m,, 14) m + 2m,, 1§) 2m + 2 m,.

Bei gegebenem Grad n findet man die Losungen aus den Zerlegungen von =.
Wir brauchen weiter nur von der Doppelkurve zu sprechen, da das reziproke
fir die Doppeldeveloppable gilt. Jede von den » — 1 Projektivititen in der
Verinderlichen ¢, in welche I zerlegt wird, hat mit jeder von den n — 7 — 1
Projektivititen von I'»—,—: ein entsprechendes Paar gemeinsam. Hieraus bekommt
man (r — 1) (# —» — 1) Punkte, in denen die Restdoppelkurve die r-fache Leit-
gerade trifft. Zu jedem Teile der Restdoppelkurve, welche von den Erzeugenden
in nur einem Punkte getroffen wird, gehéren r — 1 von diesen Punkten und zu
jedem Teile, welche die Erzeugenden als Bisekanten hat, 2(r — 1). Uberdies sieht

. . . . . T n—r .
man leicht ein, dass in einer Ebene durch die Leitlinie noch - Punkte einer

Teildoppelkurve der ersten Art und 7% —r Punkte einer Teildoppelkurve der
zweiten Art liegen. Eine Teildoppelkurve der ersten Art hat mithin die Ord-

nung n% — 1 und eine Teildoppelkurve der zweiten Art die Ordnung n+r—2.
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Aus einer Teildoppelkurve konnen aber Doppelerzeugende sich aussondern.
Eine solche muss natiirlich von einem gemeinsamen Punkte mit der Leitlinie
ausgehen. Die Existenz von Doppelerzeugenden wird natiirlich durch die Wahl
des Ausdruckes fiir p,, in (2) beeinflusst. Gelingt dies in solcher Weise, dass
noch eine zweite Leitgerade herauskommt, so bekommt man sogar die Maximal-
zahl von (r — 1) (n — » — 1) Doppelerzeugenden. Ist die Relation

@12 Qgy — @13 Ay T Gy4 A3 =0
erfiillt, so bedeutet bekanntlich

gy D1z + Qi Poy — Aoy Pyz =™ CgPay T Aoa Pry + Ay Po3 =0

einen linearen Komplex mit einer Leitgeraden. Die Bedingung fiir eine zweite
Leitlinie ist mithin, wobei in (2) £k =0 gesetzt werden soll, das identische Ver-
schwinden eines Ausdruckes

s U (8) — Gay Jr (O) frr (8) — @15 9r (£) gn—r (8) + g3 9+ () fu—r () + arufr (#) gn—r (2)-

Da ay hier nicht vorkommt, so bedeutet dies, dass sich [,(¢) linear durch die
vier Funktionen f;(t)fu—r(t), gr(t)gn—r(8), gr(8)faer(t) und f:(t) gn—r(¢) ausdriicken
lassen soll.

Die endlichen linearen Substitutionsgruppen liefern uns kein hoheres Bei-
spiel einer aus lauter Involutionen bestehenden Gruppe als die Vierergruppe.
Nimmt man nun an, dass sowohl I'; als I',_, Vierergruppen sind, so erhiilt man
Fille von R; mit einer vierfachen Leitgeraden, fiir welche sowohl Doppelkurve
als Doppeldeveloppable vollstindig zerlegbar sind.!

Aus der Theorie der endlichen linearen Substitutionsgruppen wissen wir,
dass fiir drei Werte der Grundfunktion die Losungen mehrfach sind und zwar:
fir die Diedergruppe doppelt, doppelt, n-fach; file die Tetraedergruppe doppelt,
dreifach, dreifach; fiir die Oktaedergruppe doppelt, dreifach, vierfach; fiir die
Ikosaedergruppe doppelt, dreifach, fiinffach. In derselben Vielfachheit treten die
Erzeugenden auf, welche in den entsprechenden Ebenen durch die Leitgerade
liegen. Im zyklischen Fall, wo die Sache sich am einfachsten gestaltet, gibt es
zwei Ebenen, die » unmittelbar auf einander folgende Erzeugende enthalten.
Nehmen wir an, dass sowohl I'; als I, zum zyklischen Fall gehoren, so lisst

! Eine Behandlupg von solchen Fillen tindet sich in meiner Schrift, Uber die Regelflichen
mit einer Leitgeraden (»Regelfiichen I»), Acta mathematica LVII (1931), S. 849. Die Behandlung
gilt auch fir p=1.
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sich durch geeignete Wahl der Koordinatenebener und des Parameters ¢ die
Relation (2) in der folgenden Weise vereinfachen, wobei wir % = 0 setzen:

(3) D13 P1a Pog i Poy Doy =1 (t—1p—:(t — Tt —a T (t— a) T L (8).

Es gibt hier noch eine zweite reelle Gestalt, in welcher die ausgezeichneten
Ebenen und Punkte der Leitlinie nicht linger reell sondern konjugiert imaginir
sind. Im neuen reellen Parameter ¢, werden ¢, 1, ¢ — 1, t — a durch bzw. ¢, + ¢,
t,—d, t, +a+bi, t, + a—bs ersetzt. Will man als Linienkoordinaten reelle
Grossen einfithren, so kann man setzen

q, = (p1a + Pss) 9= = (P1a — Pas),

[N
[N

z
(Pls + Pa), @ = 5(1’13 — Pas) s =

W=

wodurch (1) in
Pubu— G — G+ G+ q=o0

iibergeht. Bei dieser reellen Gestalt der Regelfliche schneidet jede reelle Ebene
durch die Leitgerade lauter reelle Erzeugende aus, und in jedem reellen Punkte der
Leitlinie stossen lauter reelle Erzeugende zusammen. Hieraus folgt, dass die
Teildoppelkurven und Teildoppeldeveloppabeln simtlich reell sind und nirgends
isoliert verlaufen. Man sieht ohne Schwierigkeit ein, dass diese Eigenschaft
noch bestehen bleibt, wenn fiir eine oder beide Gruppen Iy und I'n—, Dieder-
gruppen genommen werden.

Die (2, 2)-Korrespondenz zwischen den Erzeugenden, welche durch eine Teil-
doppelkurve vermittelt wird, die von den Erzeugenden in je zwei Punkten ge-
troffen wird, braucht ja im allgemeinen nicht in zwei zu einander inverse (1, 1)-
Korrespondenzen zerlegbar sein. Doch muss dies der Fall sein, wenn die Dop-
pelkurve in solcher Weise zusammengesetzt wird wie hier, wenn die bestimmende
Gruppe die Tkosaedergruppe, Oktaedergruppe oder eine Diedergruppe ist, weil
die involutorischen Operationen hinreichen um diese Gruppen zu erzeugen.
Dasselbe scheint fiir die Tetraedergruppe zu gelten, wenn auch nicht aus dem-
selben Grunde. Dagegen diirfte eine vollstindige Aufiésung der Involution I, .
keine notwendige Bedingung fiir eine dhnliche Zerlegung der Doppelkurve wie
im zyklischen Fall sein. Eine solche Zerlegung der Doppelkurve findet man nim-
lich, wenn fiir % — r =» die Involution

(4) So(t) + 4g.(2)

1) zwei Glieder, welche 3t¢ Potenzen sind, enthilt, wo wir also im zyklischen
Falle sind;



10 A. Wiman.

2) das eine von diesen Gliedern durch zwei Glieder ersetzt wird, welche fiir
v ungerade beide von der Gestalt [W_—_l (t):l”'q>1 () sind; dagegen soll fiir » gerade
2

ein Glied die Gestalt |:¢1(t):|2 und das andere die Gestalt [W:_l(t)]gwg (¢) haben;
2 2
3) man hat in (4) fiir » ungerade vier Glieder von der Gestalt [9)1 ~ (1,‘)]2 @ (0
2

und fiir » gerade zwei Glieder von der Gestalt [gvg (t)]2 sowie zwei andere von
2
der Gestalt [q>1_1 (t)]2% (®).
2

Dass es bei allgemeiner Ordnung » Involutionen (4) gibt, die den Be-
dingungen 2) oder 3) geniigen, erscheint uns nicht zweifelhaft. Doch diirfte ihre
wirkliche Herstellung im Falle (3) mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein.

Betrachten wir bei vollstindig zerfallender Hauptkorrespondenz eine Teil-
doppelkurve, welche von den Erzeugenden in zwei Punkten getroffen wird. Durch
die zugeordneten zu einander inversen (1, 1)-Korrespondenzen werden in zwei
Weisen die Erzeugenden der Regelfliiche und die Punkte der Doppelkurve ein-
ander birational zugeordnet. Die Involutionen, welche die Ebenen durch die
Leitgerade einerseits zwischen den Erzeugenden der Regelflfiche und andererseits
zwischen den Punkten der Doppelkurve vermitteln, konnen mithin als identisch
betrachtet werden. Ziehen wir nun von der Leitlinie aus die Bisekanten zur
Doppelkurve, so entsprechen diese offensichtlich birational den Punkten der
Doppelkurve, wobei hier die vollstindige Doppelkurve der Regelfliche gemeint
wird. Man hat also eine bivationale Abbildung der Doppellkurve auf die Bisekanten-
regelfiiiche, und letztere muss in genau der entsprechenden Weise zerfallen wie die
Doppelkurve. Fiir dieses Resultat ist iibrigens nicht die vollstindige Zerlegung
der Hauptkorrespondenz sondern nur die Auflésung der zur gewihlten Teildop-
pelkurve gehorigen (2, z)-Korrespondenz erforderlich.

5. Fir ein elliptisches Gebilde gibt es einen Parameter u, durch welchen
das Gebilde sich eindeutig mit den Perioden w, und w, darstellen ldsst. Ver-
mittelst dieses Parameters hat man fiir die birationalen Transformationen des
Gebildes in sich den allgemeinen Ausdruck

(5) w=tu+ec.

Im harmonischen und iiquianharmonischen Falle gibt es noch andere derartige
Transformationen. Da aber unter diesen keine Involutionen vorkommen, so wollen
wir hier auf dieselben keinen Bezug nehmen. Die Substitutionen in (5) mit dem
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oberen Zeichen haben schon fiir sich die Gruppeneigenschaft. Will man aber
durch eine endliche Untergruppe von (5) eine rationale Involution auf das Ge-
bilde definieren, so miissen noch Operationen mit dem unteren Zeichen hinzu-
kommen. Alle Substitutionen mit dem Zeichen — sind involutorisch, und man
kann durch Kombination mit einer beliebigen solchen die Ordnung einer Gruppe,
deren Operationen simtlich das Zeichen + haben, verdoppeln. Dagegen gibt es
mit dem oberen Zeichen ausser der Identitit nur drei involutorische Operationen,
ndmlich

w w, w, +w
_l’u+_2,u+l___5.

(6) uEu+2 > .

Eine Untergruppe von (5) mit lauter involutorischen Operationen kann mithin
hochstens die Ordnung 8 haben. Verlangt man hier, dass die Hauptkorrespondenz
fir eine R, sich in lauter quadratische Involutionen auflésen soll, so hat man
fir » den htichgten Wert 16, und in diesem Falle muss » =»n — » = 8 sein.
Die beiden Gruppen von der Ordnung 8, die den Punkten und Ebenen der Leit-
linie zugeordnet sind, miissen dann die Operationen (6), also eine gemeinsame
Untergruppe von der Ordnung 4 enthalten. Hieraus folgt, dass die acht Miintel
lings der Leitlinie einander zu je vier berithren miissen, und die Regelfliche
hat, wenn von der Leitgeraden abgesehen wird, vier rationale Teildoppelkurven
und vier rationale Teildoppeldeveloppabeln.! Es gilt iibrigens allgemein, wenn
fir r=n—7s I+ und I',—, die durch Operationen erster Art erzeugten Unter-
gruppen gemeinsam haben, dass die Doppelgebilde vom Geschlechte 1 sich mit
der Leitgeraden vereinigt haben und nur die rationalen iibrig bleiben.

Da sowohl I'; als I'n— gleich viele Operationen erster und zweiter Art haben
miissen, so sind hier » und # —r gerade Zahlen. Wir schreiben » = 2m,,
n—r=2m, so dass n=2m + 2m, ist. Wenn fiir eine von diesen Gruppen die
Untergruppe aus Operationen erster Art gegeben ist, so lisst sich die vollstindige
Gruppe durch Kombination mit einer beliebigen Operation zweiter Art erhalten.
Hieraus folgt, dass, wie auch m und m,; gewihlt worden sind, es zuldssig ist
anzunehmen, dass die Gruppen keine gemeinsamen Operationen mit dem Zeichen —
haben. Fiir die Operationen erster Art ldsst sich, wie das oben angegebene

! Sieh die von LUNELL in seiner Diss., Kap. V § 1 angefiihrten Beispiele. Den Fall einer
R,, mit r=2, n—r=38 habe ich in »Regelflichen I», S. 385—387 ausfithrlich untersucht. Die
Behandlungsweise in der vorliegenden Abhandlung im Falle einer Leitgeraden ist als eine weitere
Verfolgung desselben Grundgedankens zu betrachten, der in den drei letzten Nummern meiner
soeben zitierten Arbeit skizziert wird.
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Beispiel zeigt, #dhnliches nicht behaupten. Sind aber m und m, relative Prim-
zahlen, so kann nur die Identitit gemeinsam sein. Dasselbe gilt, wenn fiir so-
wohl Ibw als I'n, die Untergruppen aus Operationen erster Art beide zyklisch
sind und von der Gestalt

how ho
wW=u+— bzw=u + =
m my
(h=o0,...m—1; hy=o0,...m —1),

wo » und o’ verschiedene Perioden bezeichnen.

Wenn wir mit den Ergebnissen in der vorhergehenden Nummer fiir p =0
vergleichen, so sind hier die rationalen Funktionen in (2) durch Produkte von
o-Funktionen zu ersetzen. Die Gruppe I'am lisst sich immer in die Gestalt

(7) \ W=tu+te(E=1...m

iiberfiithren, wo fiir die Grossen ¢; geeignete Periodenquotienten zu schreiben sind.
Man sieht leicht ein, bda,ss, falls in (7) fiir einen u-Wert zwei Gréssen rechts gleich
sind, ihre Zeichen verschieden sein und simtliche diese 2m Gréssen sich in m
gleiche Paare verteilen miissen. Die entsprechende Ebene enthilt mithin m Paare
von unmittelbar auf einander folgenden Erzeugenden. Nun ist bekanntlich 4 m
die Anzahl der Koinzidenzen bei einer elliptischen Involution von der Ordnung
2m, und diese miissen sich hier auf vier Ebenen verteilen.

Wenn von den Punkten, die auf der Leitgeraden liegen, abgesehen wird,
so hat eine Teildoppelkurve, fiir welche die Erzeugenden einfache Sekanten sind,
in einer Ebene durch die Leitlinie m Punkte. Sind aber die Erzeugenden Bise-
kanten, so ist die Anzahl dieser Punkte 2m. Die Anzahl der Punkte auf der
Leitgeraden ist davon abhiingig, wie viele Paare zwei Substitutionen (5) ge-
meinsam haben. Nun ist diese Anzahl Null, wenn die Zeichen gleich sind. Die
Anzahl ist 2, wenn die Substitution mit dem Zeichen + involutorisch ist. Wenn
aber letztere nicht involutorisch ist, so bekommt man vier gemeinsame Paare,
welche wiederkehren, wenn man %’ und u vertauscht, d.h. bei der inversen Sub-
stitution. Nun hat Ihn, m, Substitutionen mit dem Zeichen — und, von der
Identitit abgesehen, m, — 1 mit dem Zeichen +. Eine rationale Teildoppel-
kurve hat somit 2(m, — 1) Punkte auf der Leitlinie und ist von der Ordnung
2(m,— 1) + m. Dagegen ist die Anzahl der Punkte einer elliptischen Teildoppel-
kurve auf der Leitlinie 2m, bzw. 4m,, je nachdem dieselbe von den Erzeugenden
in einem oder zwei Punkten getroffen wird. Fiir die Ordnung der Kurve findet
man also 2m, + m bzw. gm, + 2 m.
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6. Unter den Regelflichen ohne Leitgerade bieten diejenigen mit einem
Leitkegelschnitt besondere Angriffspunkte fiir die Untersuchung dar, und dieser
Fall spielt auch eine Hauptrolle in unseren Untersuchungen iiber die Regel-
flichen sechsten Grades.! Ohne aber noch weiter zu spezialisieren ist es wohl
nicht zu hoffen hier Resultate von Bedeutung zu erhalten, welche fiir beliebig
hohe Gradzahlen gelten. Ein naheliegender Ausweg, der auch zu einer grossen
Vereinfachung fiihrt, ist, dass man zwei Leitkegelschnitte annimmt, die mit
einander zwei gemeinsame Punkte haben. In der Tat bilden die beiden Kegel-
schnitte zusammen die Basiskurve eines Biischels von Fliichen 2. Grades F;, und
jede gerade Linie, die Sekante beider Kegelschnitte ist, gehért zu einer von
diesen F;. Da nun zwei Erzeugende von verschiedenen Fj, des Biischels einander
nur in einem von den beiden Leitkegelschnitten treffen konnen, so erhilt man
die Doppelkurve, wenn von den Leitkegelschnitten und etwaigen Doppelerzeu-
genden abgesehen wird, aus den Schnittpunkten solcher geraden Linien, die zu
verschiedenen Erzeugendensystemen einer und derselben F, gehoren. Den
dualistisch entsprechenden Fall bekommt man, wenn man den Erzeugenden der
Regelfliche die Bedingungen auferlegt, dass sie zwei Kegel 2. Grades mit zwei
gemeinsamen Tangentenebenen berithren sollen. Es gibt noch einen Zwischen-
fall zwischen den beiden oben angegebenen, indem man von jeder Art je eine
Bedingung annimmt; dabei sollen der Kegelschnitt und der Kegel einander zwei-
mal beriihren.

Wir wollen uns aber hier auf einen Fall beschrinken, der als gemeinsamer
Unterfall der obigen drei Moglichkeiten betrachtet werden kann. Zwischen dem
Kegelschnitt und dem XKegel soll nimlich jetzt nicht nur zweifache Berithrung
sondern vollstindige Inzidenz gelten. Die Gleichung des Kegels sei

22+ y*—1=o0.

Als Kegelschnitt sei der Schnitt dieses Kegels mit z=o0 genommen. Die
Flichen F,

(8) 2yt —1—Az2=o0

beriihren den Kegel lings des Kegelschnittes, und jede beriihrende gerade Linie
bestimmt eine Fliche des Biischels (8). Fiir die Regelscharen einer Fliche (8)

! Sieh, Uber die Regelflichen sechsten Grades ohne Leitgerade (» Regelfldchen I1»), Acta mathe-
matica LIX (1932). Diese Arbeit sowie grosse Teile von »Regelflichen 1» kinnen als eine Fort-
setzung und Ergiinzang meiner Dissertation, Klassifikation af regelytorna af sjette graden (Lund,
1892), betrachtet werden.

2
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bekommt man

(1) (@—de)—p(t—y)=o0; plx + A2)—(1 + y)=o.
(9) (@+de)—p(1—y)=0; px—22)—(1 +y)=o0.

Zwei einander begleitende Regelscharen werden mithin durch entgegengesetzte
Parameter 1, — A charakterisiert. Fiir den Schnittpunkt einer Linie (9,) oder
(93) mit 2 =o0 erhalten wir

Der Kongruenz von geraden Linien, welche den aufgesteliten Bedingungen ge-
niigt, werden also zwei Parameter 2 und u zugeordnet. Von diesen bestimmt 4
die Regelschar und p den Schnittpunkt mit dem Leitkegelschnitt. Fiir eine zur
Kongruenz gehorende Regelfliche gilt sonach eine Relation

(10) F(Q, p)=o,

durch welche eine Abbildung der Regelfiiiche auf eine Kurve definiert wird.
Hierbei ist es bequem anzunehmen, dass die Parameter 2 und u den Erzeugenden-
systemen einer gewissen Grundfliche 2. Grades zugeordnet sind, auf welche also
die Kongruenz birational abgebildet wird. Die Regelschar 4 = ¢ bezeichnen wir
mit R und die begleitende Schar u=¢, mit B. Nach dieser Deutung ist, wenn
in (10) F(i, u) eine ganze rationale Funktion vom Grade m; in A und m, in u
bezeichnet, die Bildkurve von der Ordnung m, + my; = m. Da die Erzeugenden
der "Schar R, den Punkten des Leitkegelschnittes zugeordnet sind, so ist dieser
my-fach fiir die Regelfiiche. Da aber simtliche m, Mintel lings des Leitkegel-
schnittes den Kegel und also einander berithren miissen, so findet man m, +
+ 2m, =mn fir den Grad der Regelfliiche. Der Faktor der Hauptkorrespondenz,
der zum Leitkegelschnitte gehort und iibrigens in zweiter Potenz auftritt, wird
hier auf die Involution I, iibergefiihrt, die aus der Bildkurve durch die Regel-
schar R, ausgeschnitten wird. Soll nun diese Involution vollstindig zerlegbar
sein, so muss die Bildkurve eine Gruppe I'm, von m, birationalen Transforma-
tionen in sich zulassen, bei welcher die Erzeugenden der Schar R, ungeiindert
bleiben.

Bei der Abbildung werden die Schnittpunkte der zu zwei Scharen 4 und
- 4 gehorenden Erzeugenden der Regelfiiche auf die Verbindungsgeraden der
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auf je zwei Erzeugenden A und — 1-der Schar R, liegenden Punkte iibergefiihrt.
Der entsprechende Faktor der Hauptkorrespondenz muss also eine involutorische
Beziehung zwischen diesen Gruppen von je m, Punkten ausdriicken. Nun ist
die Bedingung fiir die vollstindige Auflosbarkeit dieses Faktors, dass die Bild-
kurve m, birationale Transformationen in sich besitzt, welche je Erzeugende 1
und — A vertauschen. Danu muss es auch m, derartige Transformationen geben,
die jede Erzeugende der Schar R, in sich iiberfiibren, und diese Transforma.
tionen bilden eine Gruppe I'n,, welche sich also in der angegebenen Weise zu
einer Gruppe I.m, erweitern lassen soll. Die Bedingung fiir die vollstindige Zer-
legbarkeit der Hauptkorrespondenz ist also die Existenz der oben charakterisierten
Gruppen I'm, und I'»,,,. Man ersieht ohne Schwierigkeit, dass diese Bedingungen
sich in mannigfacher Weise geniigen lassen. Wir beschrinken uns hier auf den
Fall, wo I:m, eine Diedergruppe ist und I'm, die zugehorige zyklische Unter-
gruppe.! Die Operationen, welche Erzeugende A und — A vertauschen, sind dann
simtlich involutorisch, und die Doppelkurve der Regelfliche lisst sich in Teil-
kurven auflosen, die von den Erzeugenden nur einmal getroffen werden.

In der Tat steht die hier eingeschlagene Untersuchungsmethode in voll-
stindiger Ubereinstimmung mit derjenigen, welche wir in unserer Dissertation
sowie in »Regelflichen II» entwickelt haben. BEs wurde dort von der bekannten
Bezichung ausgegangen, welche zwischen einem Komplexe mit Leitkegelschnitt
und einem allgemeinen linearen Komplexe besteht, indem den Komplexgeraden
des einen Raumes die Punkte des anderen Raumes birational entsprechen. Durch
die Regelschar IEE und die Geraden 2=0 und 1= der Leitschar wird ja ein
linearer Komplex bestimmt, und zu diesem Komplexe sind zwei Gerade 4, — 4
konjugiert, so dass ihre gemeinsame Sekanten dem Komplexe angehoren. Die
ausgezeichnete Rolle spielt hier die Linie A= o, indem ihr die ganze Kegel-
schnittebene entspricht. Den einzelnen Punkten dieser Ebene werden die qua-
dratischen Involutionen auf A = o« zugeordnet.

7. Es kann Vorteile darbieten durch eine lineare Substitution die Involu-

tion A’ = — A durch A =={4 zu ersetzen, weil es dadurch ermoglicht werden kann
1

gewisse singulire Punkte der Bildkurve auf den Linien 2, = 0 und 4, = « zu
verlegen. Als nitige Substitution kénnen wir

! Doch wird in Nr. 9 ein Fall behandelt, wo I'm, eine Vierergruppe und I':m, eine Abelsche
Gruppe vom Typus (2, 2, 2) bedeutet.



A—1
(11) Ay = P
wihlen. Es entsprechen dann 4, =1 dem Leitkegelschnitt und 4, = — 1 dem

fiir A= 0 zum Biischel (8) gehorenden Kegel. Auch iiber die Linien g, = 0 und
u, = der Schar R, kénnen wir in idhnlicher Weise frei verfiigen. Wir wollen
so mit dem Beispiel anfangen, wo die Gleichung der Bildkurve auf die einfache
Gestalt

(12) Am— ™ =0

gebracht werden kann, wo m, und m, relative Primzahlen sein sollen. Man er-
hilt fiir 4, und g, vermittelst eines Parameters ¢ den Awusdruck

(13) = 5 1, =
Bezeichnet
(131 Xy, — Y2, =0

die Gleichung der F,, auf welcher die Kurve liegt, und setzen wir
(135) Tyt Yy =20 =y Xyiey =Yy w = A,

so erhalten wir fiir die Kurve

(14) Ty Yyt ey gy ==t M g g

Die Bildkurve ist also in diesem Fall eine W-Kurve, und zwar, weil der hochste
Exponent die Summe der zwei anderen ist, von dem Typus, der als »ausgezeich-
nete» W-Kurve bezeichnet worden ist. Fiir die Operationen der Gruppe I'y,
ergibt sich jetzt

(IS) l:=w}-1,

wo w die Einheitswurzeln vom Index m, durchliuft. In gleicher Weise hat man
fiir die Operationen von I'y,

(16) o=, 1
mit @™ =1. Fiir die in I'sn, hinzutretenden Operationen hat man nach (13)

I

.
™

LAY A - l
(17) X=t i

Letztere Substitution 16st sich aber in m, einzelne Substitutionen
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(18) f = %

auf. In (15) wnd (18) haben wir Ausdriicke fiir die vollstindige Zerlegung der
Hauptkorrespondenez.
Fiir die Koinzidenzen von (18) haben wir

(19) = Wy,

also 2™ =1 oder 4, = t+ 1.

Diese Koinzidenzen bestimmen zwei Punkte der in Rede stehenden Teil-
doppelkurve, welche Schnittpunkte von unmittelbar auf einander folgenden Er-
zeugenden also Torsalpunkte sind. Aus den zugehorigen A-Werten * 1 ersieht
man, dass diese Torsalen entweder Erzeugende des Leitkegelschnitts oder des
Leitkegels sind. Da fiir die Bildkurve die Tangenten nicht mit i, =1 bzw.
A, = — 1 zusammenfallen, so inzidiert im ersten Falle die Torsalebene nicht mit
der Kegelschnittsebene und im zweiten Falle der Torsalpunkt nicht mit der
Kegelspitze.

Die ﬂbsungen von (19) verhalten sich in verschiedener Weise, je nachdem
m, ungerade oder gerade ist. Ist m, ungerade, so ist eine Losung von (19) eine
mt® Binheitswurzel, die andere aber nicht. Eine Koinzidenz liegt also auf A,=1

m,

und die andere auf 4, = — 1. .Ist aber m; gerade und bereits @, ? = 1, so fallen
beide Koinzidenzen auf 1, =1, und in den @2—‘ iibrigen Fillen liegen dieselben

beide auf i, = —1.

Die Punkte der Bildkurve auf einer der Geraden A, = 1 1, welche nicht
Koinzidenzpunkte sind, werden einander bei (18) paarweise zugeordnet, und die
Schnittpunkte der entsprechenden Erzeugenden der Regelfiiche gehoren zur Teil-
doppelkurve. Wir kionnen demgemiiss jetzt die Beitrige zu den Doppelgebilden
der Regelfliche angeben, welche von den m, Erzeugenden des Leitkegels bzw.
Leitkegelschnitts herrithren. Ist m; ungerade, so liegen fiir jeden Teil der Doppel-

kurve in der Kegelschnittsebene —-

als Schnittpunkte von Tangentenpaaren

des Leitkegelschnitts. Hierzu kommt noch der zur iibrigbleibenden Tangente

my + 1

gehorende Torsalpunkt, so dass wir insgesamt Punkte in der Ebene ge-

funden haben. Fiir die zugehorige Doppeldeveloppable ist die Kegelschnittsebene
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eine 21— fache Ebene. In dualistisch entsprechender Weise verhilt es sich

mit der Kegelspitze. Durch dieselbe gehen fiir jede der m; Teildoppelkurven

m—l Zweige. Diesen Zweigen entsprechend gehen durch die Kegelspitze gleich

viele Ebenen der zugehdrigen Doppeldeveloppablen. Hierzu kommt noch die
Torsalebene derjenigen durch die Spitze gehenden Erzeugenden, welche an den

(1
Zweigen nicht teilgenommen hat, so dass wir insgesamt ——-2—

obigen i T
Ebenen erbalten haben.

- Ist andererseits m, gerade, so werden fiir @2—' Teildoppelkurven die Erzeu-
genden in der Kegelschnittsebene in % Paare verteilt, und wir erhalten durch

die Schnittpunkte dieser Paare % Punkte der zugehorigen Doppelkurven. Der

mitfolgende Teil der Doppeldeveloppablen hat dann die Ebene als an—l-fache Ebene.

Durch die Kegelspitze gehen fiir eine von diesen Doppelkurven %—— 1 Zweige.

Ausser den zu diesen Zweigen gehdrenden Ebenen gehen durch die Kegelspitze
noch zwei Ebenen der zugehorigen Doppeldeveloppablen, welche Torsalebenen sind,

so dass man also 2 + 1 solche Ebenen erhilt. Fiir die noch iibrigen %‘ Teil-
doppelkurven sind d1e Rollen der Kegelschmttsebene und der Kegelspitze ver-

tauscht. In der Kegelschnittsebene hegen Z! 4 1 Punkte einer solchen Doppel-

kurve, und die Ebene ist (—2—— I)-fach fiir die Doppeldeveloppable. Durch die

Kegelspitze gehen %1 Zweige einer Teildoppelkurve und eben so viele Ebenen

einer Teildoppeldeveloppablen.

Andere Punkte einer Teildoppelkurve in der Kegelschnittsebene als die oben
beriicksichtigten sind nur auf dem Leitkegelschnitte denkbar. Man bekommt
jedesmal einen solchen Punkt, wo zwei Erzeugende der Regelfliche, welche
einander begleitenden Regelscharen angehéren, ihren Schnittpunkt auf dem Kegel-
schnitte haben. Im Falle mit einem einfachen Leitkegelschnitte, d.h. my =1,
kommen also keine neuen Punkte hinzu. Fiir die Doppeldeveloppable lassen sich
die entsprechenden Schliisse betreffend die Ebenen durch die Spitze des Leit-
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kegels ziehen. Durch die obigen Entwicklungen ist also die Existenz von Regel-

flichen Ry 2 mit einem einfachen Leitkegelschnitte und einem mit diesem in

zidenten Leitkegel nachgewiesen, welche die folgenden Eigenschaften besitzen.
Die Doppelkurve sowre die Doppeldeveloppable zerfallen in m, verschiedene Tesle.

+1
Gl und

Ist m, wungerade, so ist jeder Teil der Doppelkurve von der Ordnung

my

hat in der Kegelspilze esnen 2_ I;fachen Punkt. Ebenso sind alle Teile der Doppel-
"1t 1 nd haben die Kegelschnittsebene als

- I-f'awhe

developpablen von der Klasse p

FEbene. Ist m, gerade, so sind % Teile der Doppelkurve von der Ordnung % +1

und haben in der Kegelspitze einen %fachen Punkt; die entsprechenden Teile der

Doppeldeveloppablen sind von der Klasse %, und die Kegelschnitisebene ist fiir die-

selben eine (%— I)fache Ebene. Die noch iibrigen % Teile der Doppelkurve sind

1

von der Ordnung % und haben einen (1”2_1_ I)-fachen Punkt in der Kegelspitze;
die entsprechenden Teile der Doppeldeveloppablen sind von der Klasse ﬂ;—’ + 1 und

haben die Kegelschnitisebene al. %-fache Ebene.

Aus der Existenz des vielfachen Punkts in der Kegelspitze folgt, dass samtliche
Teile der Doppelkurve ebene Kurven sind. Dualistisch entsprechend sind sdmtliche
Teile der Doppeldeveloppablen Kegel. Die Ebenen der m, Doppelkurven gehiren zu
demselben Biischel und die Scheitel der m, Kegel zu derselben Punktreihe. Ausser
der Kegelspitze gibt es nimlich noch einen zweiten Punkt, durch welchen jeder
Teil der Doppelkurve gehen muss. In simtlichen Relationen (18) entsprechen
ja einander die Punkte {=0 und {=o. Die diesen Punkten entsprechenden
Erzeugenden der Regelfliche miissen also einander in einem fiir simtliche Teile
der Doppelkurve gemeinsamen Punkt schneiden. Ebenso wird die Linie, auf
welcher die Kegelscheitel liegen, durch die Kegelschnittebene und die Ebene durch
die soeben erwihnten Erzeugenden bestimmt.

8. Fiir my> 1 werden die soeben fiir mg =1 erhaltenen Resultate im wesent-
lichen darin modifiziert, dass fiir jeden Teil der Doppelkurve die Ordnung und fiir
Jeden Teil der Doppeldeveloppablen die Klasse um mgy — 1 erhéht wird. Da die
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Abbildungen der Teildoppelkurven projektiv fiquivalent sind, so geniigt es, wenn
wir bei dem Beweise in (18) w, = 1 annehmen. Soll nun g, fiir ¢ und ¢! den-
selben Wert haben, so folgt {™ = {~™ oder 2™ = 1. Wir erhalten also {":= + 1
oder u,= * 1. Die Losungen {= + 1 scheiden hier aus, und die iibrigen
2 (my — 1) verteilen sich in m, — 1 Paare von zu einander inversen Losungen, aus
welchen die gesuchten Punkte der Teilkurve auf dem Leitkegelschnitte sich er-
my — 1
2

geben. Ist m, ungerade, so bekommt man fiir sowohl g, =1 als g, = — 1

Losungen. Ist aber m, eine gerade Zahl, so erhilt man fir y, =1 % —1 Lo-

n . . .
sungen und fir g, =1 ~2—§ Losungen. Wir beachten, dass die ausgeschiedene

Losung t=1 eine Tangente des Leitkegelschnitts bedeutet. Dasselbe gilt fiir
t= —1, falls m; eine gerade Zahl ist. Ist aber m, eine ungerade Zahl, so be-
zeichnet diese Losung eine Erzeugende des Leitkegels. Diese beiden Linien treffen
einander dann, wenn m, gerade ist, im Punkte pu, = 1. Ibr Schnittpunkt als zu
einer Doppelkurve gehorig liefert aber nur einen Beitrag zum Leitkegelschnitte.

Da also eine Teildoppelkurve nur zwei Schnittpunkte mit dem Leitkegel-
schnitte hat, so liegt die Vermutung nahe, dass diese Kurven auch fiir m, > 1
ebene Kurven sind. Der Beweis hierfiir ldsst sich aus dem Umstande erbringen,
dass die Regelfliche, welche durch die Verbindungslinien der einander in (18)
entsprechenden Punkte der Bildkurve erzeugt wird, zwei gerade Leitlinien be-
sitzt. Diese miissen dann in Bezug auf den am Ende von Nr. 6 charakterisierten
linearen Komplex zu einander konjugiert sein, und bei der Abbildung des line-
aren Komplexes auf den Punktraum des Kegelschnittes geht die von zwei kon-
jugierten Geraden bestimmte Kongruenz in die Punkte einer Ebene iiber, wenn
zur Kongruenz die ausgezeichnete Gerade, d.h. hier 1, =1, gehort. Auf Grund
der projektiven Aquivalenz brauchen wir nur den Fall zu behandeln, wo wir in
(18) w, =1 haben. Die Leitlinien sind in diesem Falle

tw =y +2=0; x—w =Y —2Z =0.
Betrachten wir die Ebene
.’U, +w1 +k(y1 +Zl)=0

durch die erste Leitlinie. Fiir die aus der Bildkurve ausgeschnittenen Punkte
bekommen wir die Gleichung

trarme 4 + k(™ + ™) =o.
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Ausser der Losung f== — 1, wenn m, + m, ungerade ist, sind die iibrigen Lo-
sungen in Paare ¢, ! verteilt, und durch Wahl von # kann man ein beliebiges
solches Paar als Losung erhalten. Die Linie z, + w, = g, + 2; = 0 ist mithin
eine Leitgerade. In gleicher Weise betrachten wir fiir die andere Linie die
Gleichung

x,—w, + k(y, —2)=o0.

Fiir die aus der Bildkurve ausgeschnittenen Punkte erhalten wir
gmtme — 1 4+ (™ — ™) =o0.

Wenn man =1 und fir m, + m, gerade noch = — 1 ausscheidet, so kommen
auch fiir diese Gleichung die Wurzeln in Paare ¢, {~! vor, und durch Variation
von k, werden alle mogliche solche Paare als Losungen vertreten. Also ist auch
diese Linie eine Leitgerade. Aus den obigen Auseinandersetzungen ersieht man

m1+m2—

I
auch, dass, wenn m, + m, ungerade ist, die Leitgeraden beide -fach

gind; wenn aber m, + m, eine gerade Zahl bedeutet, so ist 2, + w, =9, + 2, =0

my; + m, .
2

)-fach und x;, — w, =y, —2,=0 ﬂ}—%-fach. Fir die Schnitt-

punkte der Leitlinien mit der Fliche (13,) erhilt man
(2, — 2){@, + 2)) =0,

was nach (13,) die Linien 4, = * 1 bedeutet, welche also von den Leitgeraden
getroffen werden.

Es mag hinzugefiigt werden, dass fiir #,, n, > 1 zur Doppelkurve der Regel-
fliche noch die beiden Erzeugenden gehoren, welche den Punkten ¢=o0, « der
Bildkurve (14) entsprechen. Nun ist das Geschlecht einer Kurve auf einer Fj,
welche von den Erzeugenden des einen Systems in m; Punkten und von den-
jenigen des anderen Systems in m, Punkten getroffen werden, im allgemeinen
(m; — 1) (my — 1). Da die Bildkurve hier rational ist, und die beiden singuliren
Punkte projektiv iquivalent sind, so muss jeder von ihnen das Geschlecht um

(my —'1) (my — 1)
2

erniedrigen, was iibrigens auch aus der Theorie der Aquivalenz

eines singuliren Punktes einer Kurve in gewshnlichen Doppelpunkten und Spitzen
leicht zu ersehen ist. Dieselbe Bedeutung in Bezug auf die Reduktion des Ge-
schlechts haben die entsprechenden singuliren Erzeugenden der Regelfliche.
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9. Betreffend die Gruppe I'am,, welche in Nr. 6 eingefiihrt wurde, gibt es
erstens die Méglichkeit, dass zu ihr die fundamentale Involution zwischen den
Regelscharen im Kegelschnittsraume gehort, welche wir jetzt wieder in der Gestalt

(20) M +d=o0

annehmen. In diesem Falle ist Iz, das Produkt von I',, mit der durch (20)
erzeugten G,. Halten wir die Begrenzung in unserer Aufgabe aufrecht, dass
diejenigen Operationen in I, welche nicht in I, eingehen, involutorisch
sein sollen, so bleiben fiir I'y, die drei Moglichkeiten: Identitit, G4, Vierer-
gruppe, wobei im letzten Falle die Annahme, dass I'n, zyklisch sein soll, nicht
linger aufrecht erhalten wird. Im ersten Falle ist x linear in der Grundgleichung
(10) und m, = 1. Die Doppelkurve wird durch (20) und p’=u charakterisiert. Dies
bedeutet aber, dass zwei Erzeugende, welche zu zwei einander begleitenden Regel-
scharen gehoren, ithren Schnittpunkt auf dem Leitkegelschnitte haben. In anderen
Werten bedeutet dies, dass die Doppelkurve sich mit dem Leitkegelschnitte ver-
etnigt hat. Auf Grund von (20) muss A in (10) immer in Quadrat auftreten, also
m; eine gerade Zahl bedeuten. Nun beriihren ja die m, Mintel der Regelfliiche
einander immer lings dem Leitkegelschnitte. In diesem Falle kommt aber noch
hinzu, dass die Mdantel sich in _mz_g Paare verteilen, so dass die Mdntel ernes Paares
etnander nicht nur berithren, sondern sogar oskulieren.

Ist I's, eine G, oder Vierergruppe, so hat die Regelfliche noch eine bzw.
drei ausserhalb des Leitkegelschnittes befindliche Doppelkurven. Bei jeder an-
deren Wahl von Iy, miissen Doppelkurven auftreten, zu denen die Erzeugenden
Bisekanten sind.

Fiir my; =2 spielt hier der Leitkegelschnitt die Rolle von drei unmittelbar
auf einander folgenden Doppelkegelschuitten. Solche Eigentiimlichkeiten der
Doppelkurve treten bereits bei Regelflichen 5. und 6. Grades auf, und zwar fiir
my=1 und m; =2. Im Falle einer R, kann dabei das Geschlecht sowohl 1
als o sein.!

10. Wir betrachten jetzt einen Fall, wo (20) nicht zu I'sm, gehort. Als
Gleichung der Bildkurve nehmen wir

(21) F(a, ;L)=G(l)y,‘m"+H(l)=0.

! Diese Fille sind ven mir in meiner Dissertation gefunden. Man sehe auch »Regelflichen II»,
8. 17, 34, 35, 49. :
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Als Operationen von I';, erhalten wir
(22) w=ou, V=1,

wo w die Wurzeln von w™ =1 durchliuft. Als noch hinzukommende Opera-
tionen in Iy, nehmen wir

’ w ’
2 =——', l:-—l-
(23) u P

Man findet, dass eine Bedingung erforderlich ist, welche sich in der folgenden
Weise befriedigen lisst

(24) G(—)=H(); H—i)=GQ).

G (A) und H (1) stimmen mithin in den Gliedern mit paaren Exponenten iiberein;
dagegen haben die Glieder mit unpaaren Exponenten verschiedene Zeichen.
Setzen wir

G+ HM)=g@); GA)— H@)=hr(),
so geht (21) in

(25) gA) (™ + 1) + @A) (g™ —1)=0

“iiber, wo ¢g(i) und k(1) nur Glieder mit paaren bzw. unpaaren Exponenten ent-
halten. Sdmtliche m, durch (23) definierte Doppelkurven sind, unabhingig von den
besonderen Gestalten wvon g(A) und h(R), ebene Kurven. Es lisst sich dies in der-
selben Weise beweisen wie im speziellen in Nr. 8 behandelten Falle. Wir wollen
aber hier direkt von den Relationen (9,) und (9;) ausgehen. Durch Elimination
von z ergibt sich .

zuz + (0 — 1)y — (W + 1)=0;

2p e+ (ui—1)y—(ui + 1)=o0.
Man erhilt hieraus

pp, —1
26 6y = —-
(26) Y= pm ¥l

Nimmt man jetzt

(27) b=

als Ausdruck fiir die Abhingigkeit zwischen p und p,, so bekommt man

a—1
(28) y_a+1'
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Beriicksichtigen wir hier (23), so erhalten wir

w—1
w+ 1

(29) y=

fiir die m, Ebenen der Doppelkurven, wo w die m; Wurzeln von w™ =1 durch-
liuft. Fir w = 1 bekommen wir ¥y =0 und fir w = — 1, wobei m, eine gerade

Zahl sein muss, y = . Die noch iibrigen Werte fiir y in (29) sind rein imaginir.
1
Man bekommt ja durch Verlingerung mit w 2

1
2

(30) Yy=-—4—"7x
2

Schreibt man hier y =¢j, welches bedeutet, dass in (8) y* durch — 7 zu er-
setzen ist, so erhilt man

(31) ¥ =tg — (h=o0,...m—1).

Die Ebenen der Doppelkurven sind mithin reell in der Verdnderlichen 3. Aus
den Relationen, welche bei der Herleitung von (26) benutzt wurden, folgt noch

1 1

—1 =
lw—”w 2+{l, w2

_ptu _utu
g+ 1 w1

(32) T
wtw ?

Setzen wir hier u = ¢%?, so ergibt sich

ahi h
pi— M iy PR os (0 — T2
) e ™4 e ™o m,
(33 CETT R A T xh
m oL €08 ——
e™ +e ”

Aus (9,) lisst sich jetzt Az bestimmen, und zwar erhalten wir, wenn A ==71 ge-

setzt wird,
. sin (0 — 1;1_h)
—_— — — —— __—1 .
cos —
my

Nun ist die Relation (25) von der Art, dass man eine reelle Gleichung in den
hier eingefiihrten Grossen 4 und 8 bekommt, und dies fiir alle m, Doppelkurven.
Es ist ja



Regelflichen von beliebig hobem Grade mit vollst. zerfallenden Doppelkurven. 25

m, 65 m, 8i
(35) Z:i:i=e,;,”—e_?;“=itg7%0-
e ? 4+ 2
Andererseits konnen wir schreiben
(36) g() =g, (2") = g, (—2%);
(37) h(A) = &hy (%) = 4T b, (— 2?).
Zwischen A und 6 besteht mithin die Relation
(38) Z-———g”ll(i—_z% + tg mT,G =o.

In (31), (33) und (34) haben wir fiir jede der m, Doppelkurven reelle Ausdriicke der
Koordinaten #%, # und z in 6 und Z, und aus (38) ist 4 reell bestimmbar in 6.
In bezug auf 0 und L sind also simtliche m, Doppelkurven reell. Die reelle Ge-
stalt der Gleichung des Biischels (8) ist jetat

(39) —i—1+ 1 =0.

Will man die Relationen (9,) und (9,), in denen jetzt imaginire Grossen auftreten,
durch reelle ersetzen, so erhiilt man

(40,) x=cos0+ ysinf; 1= —sin b + i cos 6.

2nh_0) + 7 sin (Zﬂh—ﬂ); iz = gin (2—“}}—0) —
m, my n,

(40,) T = cos (

Nach (33) ist  immer reell bestimmbar in 6, und in vielen Fillen sind fiir jeden
Wert von 6 simtliche Wurzeln 1 in (38) reell. Es sind also dann auch fiir jeden
reellen 8- Wert samtliche Zweige der Doppelkurven reell.

Ist m, eine gerade Zahl, so liegt die Doppelkurve fiir h=% in der unend-

lich entfernten Ebene. Doch erhilt man aus (31), (33) und (34) die Darstellung

0
(41) ﬂ:x:z=1:sin0:co; .

Das Geschlecht der Regelfliche oder, was dasselbe besagt, der entsprechenden
Bildkurve ist ja im allgemeinen (my — 1) (m; —1). Es ist vorteilhaft bhier von
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der Gleichung (21) den Ausgangspunkt zu nehmen. Fiir die Erniedrigung des
Geschlechts ist erforderlich, dass G () oder H (L) einen mehrfachen Faktor er-
hilt. Auf Grund der Relationen (24) trifft dies gleichzeitig fiir beide Funktionen
ein. Wir betrachten besonders den Fall, wo G (i) und H (1) vollstindige Potenzen
sind. Es sei also my = rm, und

G @A) =16, @) HQ@)=I[H, @),

wo r keinen gemeinsamen Faktor mit m; hat, und zwischen G,(1) und H,(4)
Relationen vom Typus (24) bestehen. Setzen wir hier

H () =xG,(2),
so geht (21) in

(42) x4+ u™m=o0

iiber. Dies ist aber die Gleichung fiir eine rationale Kurve, und es lassen sich
x und p rational durch einen Parameter ¢ ausdriicken, wobei man etwa x=—{™
setzen kann. Die Gleichung der Kurve (21) lisst sich hiermit birational in

(43) G, (Wt + H,()=o

iberfilhren. Unter der Voraussetzung, dass G,(1) und H,(4) keine mehrfache
Faktoren besitzen, erhilt man jetzt (my — 1) (m, — 1) fiir das Geschlecht des Ge-
bildes. Hat man my =1, 8o ist in (42) » = m,, und wir gelangen zu den bereits
in den Nummern (7) und (8) behandelten rationalen Fillen.

11. Bei der Definition der m, Doppelkurven in (23) wurden die Dovppel-
kurven den verschiedenen m!*® Einheitswurzeln zugeordnet. Wenn wir die Doppel-
kurven nidher untersuchen wollen, so sind vier Fille zu unterscheiden: a) m, unge-
rade, my ungerade; b) m, ungerade, m, gerade; c) m, gerade, m, ungerade; d) m,
gerade, m; gerade. Die ersten drei Fille waren bereits bei dem in Nr. 8 be-
handelten rationalen Fall vertreten, und die Resultate im nicht rationalen Falle
stimmen mit den dort erhaltenen iiberein.

Die Punkte einer Doppelkurve auf dem Leitkegelschnitte miissen einer von
den Relationen

(441) 9;(A¥)=um—1=0;
(445) hA)=pw™m+1=0

geniigen, wobei fiir £ noch
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(45) g —w=o0

gilt. Ist m, ungerade, so gehort eine Losung von (45) zu (44,) und die andere
zu (44,), und jede Wurzel von g,(4%) k, (2} = o liefert somit einen Punkt auf dem
Leitkegelschnitt. Also erhalten wir insgesamt m, — 1 solche Punkte. Ist m, ge-

1

rade, so gehoren fiir m? Doppelkurven beide Losungen von (45) zu (44,), und

fiir die noch itbrigen m, Doppelkurven gehoren die Losungen zu (44,). Im ersten
Falle liefert jede Losung von g, (i*) =0 und im zweiten Falle jede Losung von
h,(4?) =0 zwei Punkte auf dem Leitkegelschnitt. Ist nun m, ungerade, so sind

mS_

sowohl g,(2%) als Ak {4} von der Ordnung I, 8o dass also auch im Falle

¢) my — 1 Punkte auf dem Leitkegelschnitte herauskommen. Wenn aber m, ge-
rade ist, so hat g,(2%) die Ordnung 1—23 und A, (A?) die Ordnung —735 — 1, 80 dass

man fiir die Hilfte der Doppelkurven m, Punkte und fiir die andere Hiilfte
my — 2 Punkte auf dem Leitkegelschnitt erhiilt. Wenn wir zusammenfassen, so
bekommen wir den Satz, dass in den Fdllen a), b) und c) jede Doppelkurve mg— 1

Punkte auf dem Leitkegelschnitt besitzt, im Falle d) dagen % Doppelkurven my Punkte

und die tibrigen ﬁzl. Doppelkurven my — 2z Punkte.

Auch in anderen Hinsichten weicht der Fall d) wesentlich von den drei
anderen ab. Ks bezeichne = das Geschlecht einer Doppelkurve, die fiir die
Regelfliche einfache Leitkurve ist, und p das Geschlecht der Regelfliche. Koin-
zidieren nun fir 4 Punkte der Doppelkurve die einander begegnenden Erzeu-
genden, so besteht die bekannte Relation

(46) 271:=p+l—-§-

Fiir eine Koinzidenz muss (45) gelten und iiberdies A’ = — 4 sein, was entweder
A=o0 oder A = erfordert. In (25) ist A =0 immer eine Losung von h{1)=o.
Dagegen ist 1 = « als eine Losung von ¢(i) = o0 zu betrachten, wenn m, gerade
ist, und von h(4) =o0, wenn m, ungerade ist. In den drei Fillen a), b) und ¢)
erhiilt man nun stets £ = 2, so dass nach (46) simtliche Doppelkurven hier das
Geeschlecht 7 = p/2 haben miissen. Diese Koinzidenzen bekommt man folgender-
massen:
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a) A=0 und eine Losung von p™ + 1 =0, 2= und eine Losung von
p"—1=o0;
b) sowohl 2 =0 als 2= ® in Kombination mit einer Losung von u™ + 1 ==0;

. , . g _ .
¢) fiir ?‘ Doppelkurven 4 =0 und zwei Liosungen von g™ + 1 = o, und fiir

c e m R
die iibrigen —2—' Doppelkurven . = « und zwei Losungen von u™ —1 =o0.

m,y
Im Falle d) bekommen wir keine Koinzidenz, wenn w? = 1 oder p": =1,
m,

. . . 5 .M
aber vier Koinzidenzen fiir w *= — 1 oder u™ + 1 =0, also fiir —2—‘ Doppelkurven

. - W qa My . _—
keine Koinzidenz und fiir die 7‘ iibrigen vier Koinzidenzen.

Unser Resultat ist also, dass in den Fillen a), b) und c) jede Doppelkurve das

pt1 und

Geschlecht 127 hat, im Falle d) dagegen % Doppelkwrven das Geschlecht

% Doppelkurven das Geschlecht P :I

Wir wollen zuletzt fiir die m, Doppelkurven und die ibnen entsprechenden
Doppeldeveloppablen die Ordnung bzw. Klasse bestimmen. Wir erinnern daran,
dass unter den Regelscharen 4 = « die Tangenten des Leitkegelschnitts und A=o0
die Erzeugenden des Leitkegels bezeichnen. Da, wie wir gesehen haben, in den
Fillen a), b) und d) fiir jede Doppelkurve A==0 und A= « eine gleichartige
Rolle spielen, so konnen wir sofort schliessen, dass in diesen Fillen die Ordnung
einer Doppelkurve und die Klasse der entsprechenden Doppeldeveloppablen stets
gleich sind. In den Fillen a) und b) muss diese Ordnung fiir siimtliche m,

Doppelkurven dieselbe sein, im Falle d) dagegen nur fiir %21 Doppelkurven von

demselben Geschlecht. Die Ordnung ermittelt man nun am leichtesten durch Bestim-
mung der Punkte der Doppelkurve in der Ebene des Kegelschnittes. Diese Punkte
sind von drejerlei Art: Punkte auf dem Leitkegelschnitte, Torsalpunkte von fiir A=
koinzidierenden Erzeugenden und endlich die Schnittpunkte der iibrigen Erzeu-
genden fiir A = % bei paarweise Zuordnung nach (23). In den Fillen a) und b)

nll- 1

ergibt sich demgemiiss fiir die Ordnmung m,— 1 + 1 + Also hat man,
wenn m, ungerade 1st, ﬁ'—;—l— + my als Ordnung fiir jede der m, Doppelkurven und

als Klasse fir jede der m, Doppeldeveloppablen. Fiir die Doppelkurven ist die
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Kegelspitze ein ™ 2— I-facher Punkt und fiir die Doppeldeveloppablen die Kegel-

schnittsebene eine 1 — I-fache Ebene.

Im Falle ¢) erhiilt man fiir =1 Doppelkurven die Ordnung my—1 + 2 + 2

und fiir die iibrigen % Doppelkurven die Ordnung my — 1 + —2—, und die Klassen
der entsprechenden Doppeldeveloppablen verhalten sich in umgekehrter Weise.

Also hat man. wenn m, gerade und m, ungerade ist, — + m, als Ordnung fm

Doppelkurven und 1”2_1 — 1 + my als Ordnung der i'ib1'z'gen Doppelkurven. Umgekehrt
erhdlt man 12'1 — 1 + my fiir die Klasse der den ersten ﬁ Doppelkurven entsprechenden
Doppeldeveloppablen und ’% + my fiir die Klasse der den letoten ™2 Doppelkm ven
entsprechenden Doppeldeveloppablen. Die Kegelspitze ist fiir die ersten Doppelkurven
-’gl-facher Punkt und fiir die letzten Doppelkurven (m;‘—- 1)-facher Punkt. Umge-
kehrt 1st die Kegelschnittsebene (%— I)-fache Ebene fiir dve ersten Doppeldevelop-

pablen und 2 fache Ebene fiir die letzten Doppeldeveloppablen.
pt1

Im Falle d) haben wir fiir Doppelkurven mit dem héheren Geschlecht
m; Punkte auf dem Leitkegelschnitte und keine Koinzidenzen und fiir Doppel-
korven mit dem niedrigeren Geschlecht T mg — 2 Punkte auf dem Kegel-
schnitte und zwei Koinzidenzen fiir A= . Ordnung der Doppelkurve und Klasse

der Doppeldeveloppablen ist also in den m?‘ Féllen mit dem hoheren Geschlechte
m, . m| . . . . 7"1

my + > und in den > Fallen mit dem niedrigeren Geschlechte mg—2 + 2 + S 1=

=m, + % — 1. Die Kegelspitze 1ist fiir eine Doppelkurve vom héheren Geschlecht

ein %—facher Punkt und fiir eine Doppelkurve vom niedrigeren Geschlecht ein

(%— I)-facher Punkt. In entsprechender Weise verhdlt sich die Kegelschnittsebene

in bezug auf die Doppeldereloppablen.
3
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Wir wollen die vorhergehenden Entwicklungen mit dem Beispiel m; =2
beleuchten. Es wird sich dabei um Regelfliichen R,;.: handeln, welche nebst
einem Doppelkegelschnitt mit einander beriihrenden Miinteln m verschiedene
Doppelkurven besitzen. Fiir das Geschlecht der Rpn4+4 hat man p=m — 1. Es
sind hier die Fille b} und d) zu unterscheiden, je¢ nachdem m ungerade oder
m+ 3

gerade ist. Ist m ungerade, so hat man als Ordnung fiir jede der m Doppel-

kurven und Klasse fiir jede der m Doppeldeveloppablen, und das gemeinsame Ge-

schlecht fiir simtliche diese Gebilde ist mw = n=

‘-

Punkt fiir die m Doppelkurven und die Kegelschnittsebene

Die Kegelspitze ist 71‘—2——3 -facher

m—1
2

-fache fiir die m

Doppeldeveloppablen. Fiir m = 3 erhalten wir hier R, vom Geschlechte p = 2 mit
drei elliptischen C; als Doppelkurven. Als niichstes Beispiel bekommen wir R,
mit p = 4, welche fiinf C;, vom Geschlechte = = 2 als Doppelkurven besitzen.

Ist m gerade, so haben '—: Doppelkurvern die Ordnung ?—f— 2, das Geschlecht
Y und einen ;—fachen Punkt in der Kegelspitze. Die iibrigen > Doppelkurven

haben die Ordnung ?+ 1, das Geschlecht 7—3— 1 und einen (%n — x)fachen Punkt

in der Kegelspitze. Die Doppeldeveloppablen haben die genau reziproken Etigen-
schaften. Als Beispiel sei der Fall m = 4 hervorgehoben. Man erhiilt hier R,
vom Geschlecht p =3, welche zwei Doppelkurven 3. Ordnung mit =~ =1 und
zwei Doppelkurven 4. Ordnung mit = = z besitzen.

————————————



