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I, 

W~hrend die HE~SELSChen p-adischen Zahlen sich bekanntlich auf sehr 

einfache Weise in die Theorie der bewerteten KSrper einordnen lassen, ist eine 

analoge Theorie der bewerteten Binge, die die Lehre yon den HE~SELschen 

g-adischen Zahlen umfasst, anscheinend weniger bekannt geblieben. Man gelangt 

zu derselben durch die folgende einfache Erweiterung des Bewertungsbegriffes: 

Sei n~mlich R e i n  beliebiger kommutativer Ring mit Einselement, der auch 

Nullteiler besitzen darf, W(a) eine Funktion der Elemente a aus B, die stets 

nichtnegativ reel1 ist und den beiden Funktionalungleichungen 

- b) __ + w(b), 

w( b) _< w(b) 

fiir alle Elementenpuare a, b aus R geniigt. Ganz wie iiblich zeigt man, dass 

sich R oder allgemeiner ein Unterring yon R zu einem perfekten Ring in bezug 

auf die Funktion W(a), die ich eine >)Pseudobewertung))nenne, erweitern l~sst. 

Im Unterschied zu der Theorie der bewerteten KSrper ist es hier mSglich, aus 

bekannten Pseudobewertungen neue abzuleiten; so ist vor allem die Summe 

mehrerer Pseudobewertungen wieder #ine. Geniigen die Pseudobewertungen, die 

in dieser Summe als Summanden auftreten, einer gewissen Unabh~ngigkeits- 

bedingung, so l~sst sich zeigen, dass der der Summe entsprechende perfekte Ring 

gieich tier direkten Summe tier perfekten Ringe, die zu den einzelnen Summan- 

den gehSren, ist. In diesem Sa tz  ist insbesondere a ls  Spezialfall die Zerlegung 

der HE~-SELsChen g-adischen Ringe. in eine direkte Summe p-adischer Ringe oder 

KSrper enthalten, da die zu verschiedenen Primzahlen geh5rigen/o-adischen Be- 
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wertungen unabhfingig sind, und zwar sowohl in bezug auf den Ring der ganzen 

rationalen Zahlen als Grundring, als auch in bezug auf den KSrper aller ratio- 

nalen Zahlen als Grundring, und da die g-adische Pseudobewertung sich als 

Smnme endlichvieler p-adischer Bewertungen darstellen l~sst. 

Es sehein~ mir yon Interesse zu sein, fiir einen beliebigen Ring die Ge- 

samtheit aller nieht:s Pseudobewertungen aufzustellen; dabei betrachte 

ich Pseudobewertungen als ~,tquivalent, wenn jede unendliehe Folge, die in bezug 

auf die eine gegen Null konvergiert, es aueh in bezug auf die andere rut. Fiir 

einen beliebigen Ring scheint dieses Problem allerdings recht schwierig zu sein 

und insbesondere eine Einsicht in seine Struktur zu verlangen. GelSs~ habe ieh 

dasselbe bisher fiir den Ring aller ganzen rationalen Zahlen uncl ferner fiir ~eden 

algebraischen ZahlkSrper endlichen Grades. In der ansehliessenden Arbeit finder 

man die Behandlung des letzteren Falles eingehend dargestellt. Ich hoffe, in 

weiteren VerSffentliehungen such den Ring aller ganzen Zahlen eines endliehen 

algebraischen ZahlkSrpers und ferner spezielle Polynomringe zu behandeln. 

Die in der vorliegenden Arbeit dargestellte Theorie ist muncher Verallge- 

meinerung f~hig. In  erster Linie k~nn man allgemeinere Grundringe R zu- 

grunde legen und etwa fiir R ein beliebiges hyperkomplexes System nehmen: 

auch in diesem Fall schein~ man zu ~hnlichen Ergebnissen zu gelangen. Zweitens 

aber kann man auch allgemeinere Funktionalungleiehungen zugrunde legen, etwa 

w ( a  - b)_< w(b)) ,  

b) _< ( w w(b)) ,  

wo q)(u, v) und ~V (u, v) zwei niehtnegative ste~ige Funk~ionen der niehtnegativen 

Ver~nderliehen u und v bezeiehnen, so dass aus @(u,v)--~ o das gleiehzeitige 

Konvergieren yon u und v gegen Null, und aus ~ (u, v)--~ o entweder u--~ o oder 

v - ~ o  folgt. Under Zugrundelegung dieser Funktionalungleiehungen l~isst sieh 

eine analoge Theorie wie in dieser Arbeit entwicke!n; so lassen sieh die Begriffe 

wie ~_quivalenz und Summenbildung leieht iibertragen. 

Besonders erw~s werde der Spezialfall der Ungleiehungen 

W(a -- b) --< max(W(a) ,  W(b)), 

W(a b)--< rain (w(~),  w(b)), 

der ffir q) (u, v) = max (u, v) und W (u, v) = rain (u, v) entsteht. Die Theorie dieser 

Verallgemeinerung des Bewertungsbegriffes ist n~imlieh auf das Innigste verknfipft 
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mit derjenigen der sog. b,-adischen Zahlen yon D. vAN DA~CTZlO (S. seine dem- 

niichst in den Compositio Mathematica erscheinende Darstellung), und anstatt  

der yon ihm gew~thlten topologischen Betrachtungen fiihrt auch eine Unter- 

suchungsweise yore Standpunk~ tier Bewertungstheorie s wie in dieser Ar- 

beit zum gieiehen Ergebnis. 

Was die Literatur angeht, so werde besonders auf die beiden klassisehen 

Arbeiten fiber Bewertungstheorie: 

J. Kt~RSCI~AK, ft. Math. Bd. I42 (I912), S. 2II - -253 ; 

A. OST~OWSKI, Acta mathematiea, Bd. 4I (I918), S. 271--284, 

sowie auf die K. I-I~SELschen Arbeiten fiber p-adisehen Zahlen (z. B. Math. Z., 

Bd. 2 (i918)) verwiesen; yon den Ergebnissen und Methoden der ersten Arbeit~ wird 

gelegentlich Gebraueh gemaeht. Ieh babe in verschiedenen Arbeiten die Be- 

wertungstheorie uuf Diophantisehe Probleme angewandt, und reich dabei beson- 

ders der p-adisehen Zahlen bedient, um den THuE-SIEoELsehen Satz und einige 

seiner Folgerungen zu verallgemeinern (S. besonders Math. Ann. Bd. Io 7 (I933) 

S. 691--73o, Math. Ann. Bd. lO8 (I933) , S. 37--55, J. Math. Bd. I7O (I934) , 

S. I68--I78 und Aeta mathenmtiea Bd. 62 (I934) S. 9I--I66).  Die Benutzung 

der Theorie der Pseudobewertungen erlaubt, einige Beweise dieser Arbeiten zu 

vereinfachen und ffihrt auch noch zu anderen Anwendungen auf Diophantische 

Approximationen. 

I. 

I.) Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit Einselement I. Eine 

Funktion W(a) der Elemente a aus R, die stets reell und nichtnegativ ist, heisse 

eine Pseudobewertung yon R, wenn sie die folgenden Eigenschuften besitzt: 

(i): w(o) = o ,  w ( i )  > o, 

(2): w(~ - b)_< w(~) + w(~), 

(3): w(ab) _< w(a) w(b). 

Genfigt sie sogar den sch~rferen Forderungen: 
11--35150. Acta mathematica. 66. Imprim4 |e 19 aofit 1935. 



82 Kurt Mahler. 

(I'): W(o)==o, W ( a ) > o  ffir a=~o, 

(2): w ( .  - <_ W ( a )  + 

(3'): b) - -  

so werde sie eine Bewertung genannt. 

Jeder Ring R besitzt z.B. die sogenannte >>triviale 1)seudobewertung~ 

I,I o (a) -- ~ o fiir a = o, 

I t  ffir a ~ o .  

Gelegentlich ist es zweckm:,issig, auch die identisch verschwindende Funktion 

U(a) = o fiir alle a 

als sogenannte )>uneige~tliche Pseudobewertung>> mit zu beriicksichtigen. 

Nicht jeder Ring besitzt dagegen Bewertungen; hierfiir ist vielmehr not- 

wendig und hinreichend, dass der Ring frei yon ~Nullteilern und also ein Inte- 

grit~itsbereich ist. ])ass diese Bedingung ausreicht, folgt daraus, dass fiir einen 

Integritiitsbereich W0 (a) offenbar zu einer Bewertu~g, die wir alsdann die >>tri- 

viale Bewertung>, nennen, wird. Die Bedingung ist auch notwendig, denn ist W 

eine Bewertung yon R und ab ~-: o fiir zwei Zahlen a und b aus R, so gilt nach 

(I') und (3'): W(a)W(b)---o,  Mso W ( a ) =  o oder W(b) .... o, und somit entweder 

a ..... o oder b - - o .  

Falls R e i n  Integrit~itsbereich and W eine Bewertung desselben ist, kSnnen 

wir R auf bekannte Weise durch Bildung des QuoticntenkSrpers in einen KSrper 

K einbetten, und alsdann durch die Forderung 

die zuniichst nur fiir R definierte Ringbewertung zu einer KSrperbewertung yon 

K erweitern; Bewertungen yon Ringen sind also nicht allgemeiner als solche yon 

KSrpern. 

2.) Aus den Definitionsforderungen folgen sogleich einige einfachen Eigen- 

schaften der Paeudobewertungen, speziell der Bewertungen. 
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Wi rd  in (3), bzw. in (3'), sowohl a, als auch b gleich ~ genommen,  so er- 

gibt sich 
W(I)--~ W(I)  "~ bzw. I V ( I ) - -  ~]r(I)~, 

wegen W ( I ) >  o nach (I) oder  (I') also, dass fiir eine Pseudobewer tung  

J F ( I )  ~ I, 

und fiir eine Bewer tung  sogar 
~ : ( I )  ~ I 

ist. Setzt  man ferner  in (2) fiir a die Zahl o und fiir b die Zahl T a  ein, so 

folgt  wegen W(o) = o 

w ( -  ~)_< w(~) una w(a)-< w ( -  a), 

also ffir jede Pseudobewer tung  W und  jede Zahl a yon R 

W ( - -  a) = W ( a ) .  

Diese Gleichung zeigt, dass neben (z) noch die weitere Ungle ichung 

W(a  + b)--< W(a) + W(b) 

ffir alle Paa re  a, b aus R erffillt ist. 

W e n d e t  man fe rner  Formel  (2) eininal mit  b, a, a - -  b und einmat mit  a, b, 

b - - a  ans ta t t  a - - b ,  a, b an, so ergibt  sich 

W(b)-- W(,,)<-- W(,~--~,) und W (,,) - -  " :  (b) --< W ( a - - b ) =  W ( b - - a )  

und also 

(2'): 

3.) 

Element  

lw(~)- w(b)l ~ w(,, - l,). 

Is t  I V ( a ) : : o  fiir ein Element  a aus /:, und b ein beliebiges zweites 

aus R, so gilt  nach  (3) auch W ( a b ) = o .  Ist  fe rner  W ( a ) =  o und 

W ( b ) - = o  fiir zwei Elemente  a und b aus R, so wird nach (2)auch  W(a--b)=-o. 
Es folgt  daher, dass die Elemente  a aus I t m i t  

ein Ideal  
W 

/ \ ~; = o 

in R bilden. Seien a und a' i rgend zwei Elemente  aus R mit  

a '  - a (moa  ~), 
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so dass demnach 

ist. Dann  folgt  aus (2) 

w ( ~  - W)-- w ( ~ ' -  ~ ) =  o 

w ( . )  -< w ( . ' )  + w ( . ' -  .)  = w ( . ' )  u . a  w ( . ' )  _< w ( . )  + w ( .  .') = w ( . ) ,  

und somit 

Fiir  alle Zahlen 

w(w) = w(~). 

die in derselben Restklasse rood r liegen, hat  W demn~ch den gleichen Wert  

w(~)  = w ( d ) =  w(~")  . . . .  

Beim tJberg~ng zum Restklassenring 

R w = R/r w 

wird daher in demselben auf folgende Art  eine neue Pseudobewertung definiert: 

Isfi A uus Rw die Restklasse uller Elemente ~ a (mod ~ }  ~us R, so sei defini- 

tionsweise 

W(A) = W(~). 

Speziell k~nn ullein W ( A ) =  o sein, wenn A gleich dem Nullelement 0 yon Rw, 

d. h. gleich der Restkl~sse der in rw liegenden Elemente yon R is~. Somit er- 

fiill~ die Pseudobewertung W(A) yon Rw nicht  nur  (I), sondern sogar die sch~ir- 

fere Bedingung (I'): 

W(O)~-o, W ( A ) > o  ftir A #  0. 

Sei z.B. ~ ein beliebiges Ideul yon R und ulsdann 

W ~ ( a ) = ~ ~  ffir a ~ o  (mod r), 
( I fiir a ~ o  (rood r). 

Dann  verschwindet ~lso W gerade fiir diejenigen Elemente a aus R und nur  fiir 

diejenigen, welche in dem Idea.1 r liegen, und es ist klur, dass W~(a)eine Pseudo- 

bewertung yon R d~rstellt. I s t  speziell r - - ( o )  gleich dem ~Tullideal yon R, so 

wird W~(a) zur trivi~len Pseudobewertung W 0 (a), wiihrend W~(a) fiir r = R in 

die uneigentliche Pseudobewertung U(a) iibergeht. 
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Wenn ferner R speziell ein KSrper ist, so existieren bekanntlich in R allein 

das Nullideal und das Ideal R. Bedeutet W(a) eine eigen~liche Pseudobewertung 

yon R, so muss demnach in diesem Fall das zugeordnete Ideal 

l:w 

mi~ dem Nullideal (o) zusammenfallen, so dass W(a) die Forderung (I') erfiillt. 

4.) Eine unendliche Folge 

- { a l ,  a2, ~ , . . . }  

Zahlen aus R heisse eine Fundamentalfolge, wenn zu jeder positiven Zahl e von 
eine natiirliche Zahl p =~v (~) exis~ier~, so duss 

(4): 

ist. 

w ( ~  - -  ~.) -< ~ fiir m --> p (d, 

Demnach is~ insbesondere nach Formel (2 ' )  

I w ( ~ ) -  w ( ~ . ) l - <  ~ f~r  ~ - - > p ( 4 ,  

folgt 

- -> v (d 

. >__ p (~), 

und es daher, dass fiir eine Fundamentalfolge die nichtnegativen reellen 

Zahlen 

W(a~), W(@,  W ( @ , . . .  

naeh oben beschr~nkt sind, und dass sie gegen einen Grenzwert 

W(a) = lim W(an) 

konvergieren, der ebenfalls niehtnegativ reell ist. 

Wir ordnen zwei Fundamentalfolgen 

a = { a ~ , a ~ , a 3 , . . . }  und f l = { b l ,  b2, b3 , . . . }  

als Summe, Differenz und Produkt die drei Folgen 

a + f l = { a ~ + b l ,  a2+b2, a~+b3,. . .} ,  

,~ - ~ = {a~ - b~, ~ - -  b~, ~,  - -  b,, . . . } ,  

f l=(a~b~,  a.~b~, a~b~, . . . }  
zu. Wegen 
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w ( ( ~  + b~) - ( ~  + b.)) _< w ( ~  - . , ,) + w ( b , ~  - b.) ,  

w((,~,~ - b,~) - -  (~ .  - -  b,~)) --< W(a,,~ - -  a,,) + W(b,~ - -  b,~), 

w (a,. b, .-- .n b,,) = W (.,. (b,~-- b,,) + (..~-- a~) b.) <-- W (.m) W(b, . - -  b.) + W (.m--.~) W(b.) 

sind diese ~bgeleiteten Folgen selbst wieder Funda.menta.lfolgen, da. W(am--a,~) 
und W ( b ~ -  b~) fiir geniigend grosse Indizes m und n beliebig klein und ferner 

W(a,~) und W(b,) fiir a.lle m u n d  n beschr~nkt sind. 

Die Fundaa.menta.lfolgen 

in bezug a.uf W bilden somit einen kommuta.tiven Ring, weleher 

bezeichnet werde. Da. jede Folge 

mit R~v 

gewiss eine Funda.menta.lfolge ist, so enth~lt R~v einen zu R isomorphen Unter- 

ring. Ferner ist da.s Nullelement yon R$v gleich 

~=(o ,  o, o,...}, 

und das Einheitselement dieses Ringen gleich 

= { I ,  I ,  I ,  . . . } .  

Die den Elementen 

yon R~v zugeordnete niehtnega.tive reelle Za.hl W(a) ha.t die Eigenseha.ften 

w ( ~ )  = W ( o ) =  o,  w(v )  = w ( i )  > o f~r  w ~  u ;  

ferner is~ wegen (2) 

W(a--fl) = lim W(a,~- b,,) <-- lim W(an) + lim W(bn) = W(a) + W(fl), 

und wegen (3) 

W(a f l )=  lim W(a,~ bn) <~ lim W(a,,) lim ~(bn) -- W(a) W(fl). 
n ~  ~ n ~  ~ n ~  

Demnach bildet W(a) eine Pseudobewertung yon R$v, und f~.llt fiir die speziellen 

Folgen 

mit der Pseudobewertung W(a) zusammen. 
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Ist  z.B. r e i n  beliebiges Ideal yon R, und bedeutet W~(a)die friiher de- 

finierte Pseudobewertung, so stellt eine Folge 

_ -  

yon Zahlen aus R offenbar dann und nur dann eine Fundamentalfolge in bezug 

auf Wr(a) dar, wenn alle ihre Elemente yon einer Stelle ab in der gleichen 

Restklasse ~wd r liegen. Speziel~ ist ftir r ~ (o), d. h. in bezug auf die triviale 

Pseudobewertung W0 (a) e ine Folge 

dann und nur dann Fundamentalfolge, wenn alle ihre Elemente yon einer Stelle 

ab iibereinstimmen, etwa gleich der Zahl a aus R werden; alsdann ist 

W o  = (a) .  

Nimmt man ferner r : R ,  betrachtet  also die uneigentliche Pseudobewertung 

U(a), so wird iiberhaupt jede unendliche Folge 

zu einer Fundament~lfolge, und man erh~lt 

U(a) ~ o fiir ~lle a, 

so dass man auch im Erweiterungsring / ~  zur uneigentl ichen Pseudobewertung 

gelangt. 

5.) Zu dem Ring RSF der Fundamentalfolgen 

aus R und zu seiner Pseudobewertung W(a) l~tsst sich nach ~ 3 wieder das Ideal 

bestimmen, das aus allen a mit W(a)~ o, d .h .  aus allen Fundamen~alfolgen 

mit 

lim W(an) -~ o 
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besteht;  da,bei geniigt 

iiberhaup~ Fundamenta l fo lge  ist, denn 

p = p (8), so  da,ss 

W(a,~) -< 8 fiir n~>p(8) 

und also in der Tat  

8 8 
W ( a , .  - -  a~) <- ~ + ~ = 8 

ist. 
Gem~ss w 3 werde zum Restkla,ssenring 

R',v = 1~ w i t  w 

Kurt Mahler. 

diese letztere Limesgleichung schon, damit  die Folge a 

zu jedem 8 gibt es eine natiirliche Zahl 

fiir re-->p(8), ~>--p(8) 

iibergega,ngen. Wir  bezeichnen das Element  14 yon R'w, d. h. die~enige Rest- 

kla,sse rood r'w, in der ein Element  

yon R~v liegt, mit  
A = l i m a ( W )  oder A = l i m a , ~ ( W )  

n ~ a o  

und nennen es den Grenzwert  der Funda,mentalfolge a in bezug a,uf W. Zwei 

versehiedene Fundamenta l fo lgen 

a = ( a , a ~ , a a , . . . )  m~d a ' = { a ' , a ; , a ' ~ , . . . }  

ha.ben somit dann und nur  da,nn den gleichen Grenzwert  

t / =  lira a = lim a' ( W ), 

a t 
wenn a -  in r~v liegt, also 

lim W ( a n  - -  a;,) = o 
n ~ o o  

ist; insbesondere hat  jede Teilfolge 

~ .  = {. . , ,  ~ ,  ~ ,  . . . )  (.~ < ~ < .~ < . . . )  

yon a den gleichen Grenzwert  wie a. Is t  

A --  l i m a  (W), 

so existiert auch der reelle Grenzwert  

W ( A )  = W(a)  = lira W ( a . )  
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und h~ngt Mlein yon der Restklasse ~/ ab, in der a rood r~$v liegt. Dieser Grenz- 

wert W(A) definiert eine Pseudobewertung yon R~,  und geniigt insbesondere 

der versch~rfteu Bedingung (I'), d. h. verschwindet allein, wenn -4 die durch 

die Folge 

~={o ,  o, o, . . .}  

bestimmte Iqullklasse 0 bezeichnet. 

Der Ring R ; ,  enthi~lt insbesondere fiir jedes a aus R diejenige Restklasse 

rood r~, in der die Fundamentalfolge 

liegt; diese Restklasse werde mit {a} bezeiehnet. Nach Definition von /~'w ist 

dann und nur dann {a} : {a'}, wenn 

und also 
WC~ - ~') = o 

a ~ a'  ( m o d  rw) 

ist, d. h. a und a' das gleiche Element A yon Rw erzeugen. Somit biiden die 

Elemente {a} yon R'~v einen Unterring hiervon, der zu Rw isomorph ist; wie 

leicht zu sehen, ist 

w ({a}) = w ( a ) ,  

so dass bei der Zuordnung dureh diesen Isomorphismus auch die Werte von W 

dieselben bleiben. Im allgemeinen, also wenn r ~ ( o )  ist, wird dagegen-R'w 

nicht auch einen zu /~ selbst isomorphen Unterring besitzen; nur  wenn W fiir 

alle a aus R der verschi~rften Bedingung (I') geniigt, also z.B., wenn R e i n  

KSrper und W eine beliebige Pseudobewertung desselben ist, ist dies immer 

der Fall. 

Als ein Beispiel werde fiir W die friiher definierte Pseudobewertung W:(a) 
yon R gewiihlt, wo r e i n  beliebiges Ideal yon R bedeutet. Dann wird Rw:=R/r.  
und W~(A) die triviale Bewertung hiervon, und die Bemerkungen in w 4 zeigen, 

dass gerade 

wird. Insbesondere bekommt man fiir r ~ (o), also fiir W----Wo 

12--35150. Acta  mathematlca.  66. Imprim6 le 20 aofit 1935. 
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wiihrend f i i r r  = B, also fiir W = U 

(o), 

d. h. isomorph zum nur  aus der Null  bestehenden Nul l r ing wird. 

Zu in teressanteren Ergebnissen kommt  man, wenn W ( A )  in Bw v o n d e r  

tr ivialen Pseudobewer tung  versehieden ist (genauer: nieht  is zu ihr  ist; 

siehe hierzu das n~ehste Kapitel). Die En t s t ehung  des R i n g e s  der ganzen 

p-adisehen Zahlen aus dem Ring" der ganzen ra t ionalen Zahlen bei Be t raeh tung  

der p-adisehen Bewer tung  ist ein Beispiel hierfiir.  

Erwiihnt  sei noeh, dass, wenn R e i n  KSrper  und W eine Bewer tung  des- 

selben is~, R'w zu einem R umfassenden KSrper  wird, der wieder die aus W 

dureh For t se tzung  ents tehende Bewer tung  besitzt. 

6.) Sei 
.A = lim c~ (W) 

ein Element  aus B'w, wo a die Fundamenta l fo lge  

bezeiehnet. Alsdann is~ fiir m =  I, 2, 3 , . - -  die 

Grenzwert  der Folge 

und also erst  recht  

Zahl 

f a I - -  ~ m ~  a 2 - -  am, a ~  - -  a m ,  �9 �9 . } ,  

W ( A  --{a,,})= lim W(an - -  ant) 

_d - -  ( ~ R'w der " t a m l  ~ u s  

(m = I, 2, 3, . . . ) .  

Aus der Eigenschaf t  (4) der Fundamenta l fo lgen  ergibt  sieh demnaeh,  dass 

lim W ( A  - -  {a~}) = o 
m ~ 

ist. Da wir a n5tigenfal ls  dureh eine seiner Teilfolgen ersetzen k5nnen, die ja 

auch alle den Grenzwert  A haben, so ist es demnaeh erl~ubL anzunehmen,  dass 

sei. 

w ( A -  (m = i, 2, 3 , . . . )  

Eine unendl iche Folge yon Elementen aus R'w: 

s / ' l ,  ~ ,  ~/':~, . . .  



heisse konvergent, 
existiert ,  so d~ss 

ist. 

w e n n  
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zu jedem positiven e eine nati ir l iche Zahl q-=-q(e) 

W ( - / / ~ - - ~ / , ) ~ e  fiir m>-q(e ) ,  

Eine Folge der speziellen Gestal t  

wo a~, a,~, as . . . .  Zuhlen ~us R sind, 

konvergent ,  wenn 

('~fi~m} - -  ( a n } )  ----- W ( { a m  - -  ~7n}) = W ( a m  - -  an)  < 8 

und ~lso 

ist ulso insbesondere d~nn und nur  d~nn 

~1~ a~, as, . . .} 

eine Fundamenta l fo lge  ist; der  Grenzwer t  

A - -  lim a~ (~V) 

exist ier t  daher  und erfiillt  die Beziehung 

lira w ( ~ - { ~ , , } ) =  o .  
n ~ o o  

Wir  wollen zeigen, dass uuch fiir eine ,~ilgemeine konvergente  Folge 

-~/1, A 2 ,  -//3, . . .  

yon Elementen  uus R'w immer  ein Element  .4 dieses Rmges  mi t  

lim W ( _ d  - -  .~/~) = o 
n ~ c ~  

f~r  m >- q (~), , - >  q (~) 

(:=I :) 
I ,  2, 3, 

konstruier t ,  so dass 

mit  

w (_4. - {.;n)}) _< 

~4n = lira ~;~)(W) 

existiert ,  und  dass A eindeut ig  bes t immt i s t .  

Zu diesem Zweck werde zu jedem _//~ eine solche Fundamenta l fo lge  
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ist. Setz~ man dann 

so gilt  gleichzeitig 

Kurt Mahler. 

f ~  m >- ~.(~), n -> ,-(~), 

e fiir W (A,~-- {C~) )) -< 

e fiir 

_> , + ) ,  , :~ r (~), 

_> r(~), �9 >_ ,, (~), 

und also wegen der Eigensch~ft (2) der Pseudobewertung W(_//) 

Insbesondere gilt  hiernach 

und also existiert  der Grenzwer~ 

_ / /~  lim a~)(W). 
n ~ a o  

Die Differenz -4--~4~ is~ gleich dem Grenzwert  der Fundamenta l fo lge  

so dass 
W(A-- A,,)= lim W( ~ . ) 

und demnaeh naeh den vorigen Ungleichungen 

W ( ~ - - ~ . ) - - < t  ffir n-->~'(~) 

ist und also die behauptete Beziehung 

lim W (A -- _d~) = o 

folg~. Wenn  fiir noeh ein wei~eres Elemen~ _//' ~us R ~  

lim W ( A '  -- _d,) = o 



Uber Pseuc]obewerSungen. I. 93 

ist, so folgt aus Eigenschaft (2) der Pseudobewertung W sogleich 

w - A ' )  = o 

und also ~ / =  A', so dass das Element A eindeutig bestimmt ist. Wir  nennen 

A den Grenzwert der konvergenten Folge 

und schreiben 
~/j, A.2, A3 . . . .  

A ~- lira A,~ (W). 
n ~  

Alsdann ist insbesondere die Relation 

gleichwertig mit 

A = lira {(tn} ( W )  

A = lim as (W). 
n ~ o o  

Um die letzten Ergebnisse iibersichtlich zu machen, stellen wir hier zu- 

sammen, zu welchen Idealen und Restklassenringen man gelangt, wenn die 

Definitionen tier friiheren Paragraphen auf den Ring 

= R'w 

und seine Pseudobewertung W(A) ungewandt werden: 

a: Das Ideal rw aller Zahlen .4 aus ~ mit W ( A ) = o  reduziert sich auf 

das Nullideal (o), da W ( / )  fiir die Elemente A v o n  ~ der versch~rften 

Bedingung (I ' )geniigt .  

b: Der Restklassenring ~ w ~  ~Nw wird folglich zu ~ isomorph. 

c: Der Ring ~ aller Fundnmentalreihen 

( A ,  A_~, A 3 , . . . }  

yon Elementen aus ~R in bezug auf W ist iclentisch mit dem Ring aller 

konvergenten Folgen, und zu jeder solehen Folge gehSrt ein eindeutig 

bestimmter Grenzwert 

A = lim A .  (W) 

aUS ~ .  



94 Kurt Mahler. 

d: Das Ideal ~ der Elemente 

yon ~ v  mit 
~A d.), d3, .} 
" a  1 1  _ " " 

lim W ( A,~) = o 

besteh~ aus genau denjenigen konvergenten Folgen, die den Grenzwert 

o haben. 

e: Bei der Bildung des Restklassenrings [R '~v~$r / r~  ~ kommen folglich 

zwei versehiedene Elemente 

{A1, As, A3 . . . .  ) nnd (A'I, A;, A ; , . . . )  

yon ~ r  dann und nur dann in dieselbe Restklasse, wenn ihre Grenz- 

werte iibereinstimmen, und daher ist 

Wir nennen weiterhin den Ring R'w den zu R gehSrigen pe~fekten Ring in bezug 

auf die Pseudobewertung W(a) yon R. 

So ist also z.B. der perfekte Ring R ' ,  n~ yon R in bezug auf die Pseudo- 

bewertung We(a) gerade isomorph zum Restklassenring R/r, insbesondere ffir die 

triviale Pseudobewertung W 0(a) isomorph zu R selbst und fiir die uneigent!iehe 

Pseudobewertung U(a)'isomorph zum Nullr ing (o). Interessanter ist der Fall, 

class R'w kein Unterring von R, sondern eine Erweiterung hiervon wird; dieser 

Fall liegt z.B. vor, wenn fiir R der Ring aller ganzen rationalen Zahl, fiir W 

die p-adische Bewertung und also ffir R~v der Ring aller ganzen p-adischen 

Zahlen genommen wird, der bekanntlich R als Unterring enth'~lt. 

II. 

.7.) Aus bekannten Pseudobewertungen W(a) eines Ringes R lassen sieh 

auf verschiedene Arten neue Pseudobewertungen gewinnen. So ist z. B. leicht 

einzusehen, dass mit W(a) uueh 

c w(a) and m(a)c 

Pseudobewertungen sind, wenn C eine Konstante --~ I u n d  c eine positive Zahl 

--~ I sind. Is t  ferner W(a) eine sog.  >)Nicht-Archimedische>> Pseud0bewerCung, d. h. 

gilt fiir jedes Zahlpaar a, b aus R start (~) die verschi~rfte Ungleichung 
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so ist die Potenz 
W(~--b) <_ ~n~ (W@,  W(@, 

W(~) ~ 

sogar fiir jeden positiven Exponenten wieder eine Pseudobewertung. 

Wichtiger ist das folgende Ergebnis: 

>> Sin d 
n~ (a), W~ (a), . . . ,  Vr~ (a) 

endlichviele Pseudobewertungen von R, so ist sowohl 

als auch 
w,=(~) = w , ( . )  + w ~ ( . )  + . . .  + w,~(.) ,  

w ~  (~) = m ~  (w~(~) ,  w~( . ) ,  . . . ,  w . ( . ) )  

wieder eine Pseudobewertung yon R, und zwar eine eigentliche Pseudobewertung, 

wenn mindestens eine der 1;'unktionen Wk(a) yon U(a) verschieden ist.>> 

Zum Beweis werde ohne Einschr~tnkung ~ngenommen, dass nicht ~lle Pseudo- 

bewertungen 
W, (a), W~(a) . . . .  , W~(a) 

uneiffentlich sin& Dann is~ klar, dass 

W~ (o) = o, W~ (i) > o, 
und 

W~(o)  = o, W~.(i)  > o, 
ist. Weiter  ist offenbar 

w ~  ( .  - b) = ~ w ~  ( .  - b) _< ( w ~  (.) + w~ (b)) = w ~  (.) + w ~  (b), 
k=] k = l  

und 

k ~ l , 2 ~  . . . , n  k ~ l ,  2 , . . . , n  

k = l ,  2 ,  . . . ,  n k = l ,  2, . . . ,  n 

und ferner 

w ~  (~ ~1 = w ~  (~ b) _< w ~  (~) w ~  (t,) _< w~  (~) ~ w~ (b) = w ~  (.1 W~.(b), 
k =  1 k = l  k = l  k = l  

und 

k = 1 , 2 , . . . , n  k ~ l ,  2 , . . . , n  

_< m~x w~(~)  ~ W~(b) = W~(~)  W~(b) ,  
k = l ,  2, . . . ,  n k = l ,  2, . . . ,  n 

womit 8lles bewiesen ist. 
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Z. ]3. ist aIso fiir den Ring (sogar KSrper) der rationalen Zahlen der Aus- 

druck 
8 

max (] a 1, e ]/[ a [ ~ ~ l / [ ~ )  

eine Pseudobewertung, da der Absolutbetr~g [a I sogar eine Bewertung int. 

8.) Da also nach dem vorigen Paragraph sehr viele Pseudobewertungen 

eines Ringes existieren kgnnen, so entsteht die Aufgabe, die wesentlich unter- 

schiedenen unter denselben zu eharakterisieren, und zwar wird man naheliegender- 

weise mehrere Pseudobewertungen yon R als wesentlieh verschieden betrachten, 

wenn sie zu abweichenden Konvergenzverhgltnissen bei der Bildung des zuge- 

hSrigen perfekten Ringes R'w ffihren. Der Gleichheitsbegriff, der dies leistet, ist 

der der >>Aequivalenz>>, und diesen Aequivalenzbegriff ffihren wir als Spezialfall 

des noch allgemeineren Begriffs des >>~Enthaltenseins>> ein. Wir definieren: 

Definition 1: Von zwei Pseudobewertungen W~ (a) und D~ (a) yon R heisst die 

erste in der zweiten enthalten, in Zeichen 

Wl(a) c W2(a), oder kiirzer: W l c  W2, 

wenn zu jeder positiven Zahl  ~1 eine positive Zahl  s2 existiert, so dass die Elemente 

a aus R mit  
W~ (4 <- ~ 

zu gleicher Zei t  auch der Ungleichung 

W~ (~) <- ~1 
geniigen. 

Definition 2: Die beiden Pseudobewertungen Wl(a ) und Ws(a  ) yon 1~ heissen 

5quivalent, in Zeiehen 

w~ (4 ~ w~ (4, 
wenn gleiehzeitig 

int. 
w~(a)= w~(~) 

oder kiirzer W1 ~ W~, 

und w~ (4 = w~ (.) 

Die folgenden zwei S~tze zeigen, dass sich diese Definitionen noch durch 

etwas einfachere ersetzen lassen: 

>,Dann und ~ur dann ist B~ (a )c  1~ (a), wenn jede unendliehe Folge 

von Elementen aus R mit  
al, g2, a3, �9 �9 �9 

lim W o (a.) = o 
n ~ 
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auch der Beziehung 

geniigt. >> 
>>Dann und nut dann 

lim Wl (an) = o 

ist W1 (a)~ W~ (a), wenn fiir alle unendlichen Folgen 

die eiue der beiden Beziehungen 

lim Wl(a, ,)=o und lim W~(a~)=o 
n ~  ao ~ r 

e~Tllen, stets auch die andere e~fiillt wird.~> 

Es geniigt offenbar, allein den ersten Satz zu beweisen, and zwur kann 

man sich darauf beschri~nken, nachzuweisen, dass die angegebene Bedingung 

hinreichend ist, d.h.  dass nicht W~(a)~ W~(a) sein kann, wenn dieselbe nicht 

erfiillt ist. (Es ist klar nach Definition, dass dieselbe no~wendig ist). 

Wenn nun ~ber nicht W1 (a )c  W2 (a) ist, so existiert eine positive Zahl ~j, 

so dass fiir keine positive Zahl ~2 ulle Elemente a aus R mit 

w ~  (~)_< ~ 
auch der Ungleichung 

W1 (a) -< ~, 

genfigen. Demn~ch gibt es eine unendliche Folge 

von Zahlen aus /r so dass der Reihe n~ch 

m 

d~gegen 
Wl (a.,) >-- ~1 

ist, und also strebt in diesem Fall wohl die reelle Zuhlfolge 

W2 (a,), W~ (as), W~ (~), �9 , 

nicht uber die zweite reelle Folge 

W, (~1), Wl (a~), Wl (~ ) ,  �9 �9 

gegen Null. Daruus folgt die Beh~uptung. 
13--35150. Acta mathematica. 66. Imprim6 lo 20 aofit 1935. 

( ~ - =  i, 2, 3 , . . . ) ,  

(m = I, 2, 3 . . . .  ) 
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9.) Seien W ~ ( a )  und We(a) zwei Pseudobewer tungen  yon R, yon denen die 

erste in der zweiten enthal ten  ist.. W e n n  dann 

al, a.2, a3, �9 . .) 

eine Fundamenta l fo lge  in bezug auf W~(a) ist, so gibt es nach Definit ion zu 

jeder  posit iven Zahl e~ eine nati ir l iche Zahl p = p ( ~ ) ,  so dass 

W~ (am - -  a,,) -< e~ fiir m > - / 9 ( s ~ ) , n > p ( e ~ )  

ist. Sei nun e 1 i rgend eine positive Zahl;  dann kSnnen wir nach der Definit ion 

des Enthal tenseins  eine positive Zahl e~ finden, so dass aus 

-< 

die Ungle iehung 

W 1 ( a ) ~  e 1 

fiir alle a aus R folgt. Dureh  diese W a h l  wird p = P  (e2) -- P '  (q) eine Funk t ion  

yon q,  und es folgt, dass 

W I  (a~  - -  a,~) <-- ~ fiir m --> ~o' (q), n --> 1 / (~)  
ist und 

uueh eine Pundumen~alfolge in bezug auf  ~V1 (a) d~rstellt.  

Aus der Existenz yon 
lira a,, (We) 

folgt  demnach auch die Existenz yon 

lira a~ (Wi), 
�9 m ~  oo 

und dariiber hinaus zeigt der schon bewiesene Hilfssatz,  

schiedene unendl iche Folgen 

aus der Gleiehung 

auch die Gle iehung 

folgt. 

q p 

al, a~ a~, . . . und a ~ , a 2 ,  a'~, . . . 

l im a,~ = =  l im a ~ ( ~ )  

r 
lim am = lim a~ (IVj) 

~ t ~  oo ~ ao 

dass fiir zwei ver- 
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Insbesondere ist hiernaeh nur dann 

wenn aueh 

ist. 
Diese 

und daher 

enthalten oder genauer einem Unterring des letzteren isomorph ist. 

a a' (rood rws 

a ~ a' (mod rw~) 

drei Aussagen zeigen, dass das Ideal rw, ein Teiler des Ideals rw~, 

der Ring Rrv~ im Ring Rw~ und ferner der Ring R ~  im Ring R~,.~ 

Im ~all 

- G 

stimmt insbesondere rml mit rw,  R rv, mit / t ~  und R~v, mit -/~'H~ iiberein, so 

dass die Theorie der Grenzwerte fiir ~quivalente Pseudobewertungen genau die- 

selbe ist. 

Betrachten wir z.B. die zu zwei verschiedenen Idealen rl und r~ yon _R 

gehSrigen Pseudobewertungen W~,(a) und Wry(a), so ist dann und nur dann 

W~,(a)c [V~,(a), 

wenn rl ein Teller yon r~ ist, und beide Pseudobewertungen sind allein dann 

~tquivalent, wenn die erzeugenden Ideale iibereinstimmen. Weiter ist offenbar 

die uneigentiiche Pseudobewertung U(a) in jeder anderen Pseudobewertung des 

Ringes und umgekehrt wieder jede der letzteren in der trivialen Pseudobewertung 

W o (a) enthalten. 

Wird ferner fiir R der Ring" aller ganzen rationalen Zahlen genommen, so 

sind seine beiden Pseudobewertungen Wo(a) und l al offenbar ~quivalent; es ist 
also m6glieh, dass eine ~eht-Arehimedische Pseudobewertun.q, nhmlich Wo(a), zu 
einer Arehimedischen, ndmlieh I a [, dquivalent ist/ Es ist mir nicht bekannt, ob 

eine solche Aequivalenz zwisehen einer Nieht-Archimedischen und einer Archi- 

medisehen Pseudobewertung auch dann noch mSglieh ist, wenn keine yon beiden 

s einer Pseudobewertung der speziellen Gestalt W~(a) ist. 

Interessant ist aueh das folgende Beispiel: Fiir R werde der reellquadra- 

tische Zahlk5rper ~(]f12) genommen; alas zu einem Element ~ hiervon konju- 

gierte Element werde m i t a '  bezeichnet. Dann definieren 

zwei offenbar niehtdquivalente Pseudobewertungen yon 23, und die zugehSrigen 

perfekten Ringe ]T R' und 5~' sind beide zum Ring aller reellen Z~hlen und also 

aueh zueinander isomorph, aber natiirlich nieht bewertungsisomo~h. 
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Io.) 

Auf Grund 

bewertungen 

Kurt Mahler. 

Der ~quivalenzbegriff ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv, 

Ist  ferner der Begriff des Enthaltenseins nur reflexiv und transitiv. 

w~ (~) ~ w~ (.), w :  (~) ~ w ;  (~) 
und 

w~ (.) ~ w :  (.), 
so grit aueh 

w~ (.) ~ w ;  (.). 

dieser Gesetze ist es erlaubt, zu einander ~quivalente Pseudo- 

in eine Klasse zusammenzufassen, und man kann davon spreehen, 

dass zwei Klassen iibereinstimmen, oder dass eine Klasse in der anderen ent- 

halten ist. 

Bei dieser Klasseneinteilung kommen alsdann mit W(a) auch 

CW(~) und W(a) ~, 

wo C --> I und c mi~ o < c --< I (beziehungsweise fiir Nicht-Archimedische Pseudo- 

bewertungen nur c > o) Konst, ante sind, in die gleiche Klasse, denn es ist leicht 

einzusehen, dass die so abgeleiteten Pseudobewertungen wieder zur urspriinglichen 

~quivalent sind. 

Sind welter W~ (a), W2 (a), . . . ,  W~ (a) irgendwelche endlichvielen Pseudo- 

bewertungen yon R, so bestimmt ihre Summe 

Wz (a) = ]]V1 (a) -~- W2 (a) ~-... -~- Wn (a) 

eine ganz bestimmte Klasse, welche die Summenklasse heisse. Diese Summen- 

klasse h{ingt allein yon den Klassen der einzelnen Summanden und nicht yon 

den Summanden selbst ab; denn sind W', (a), W': (a), . . . ,  W~ (a) irgend n Pseudo- 

bewertungen yon R mit 
~/Vh (a) ~ Wh (a) (h = I, 2 , . . . ,  ,), 

so zeigt man leicht, dass 

W~(~)-  V~ (a)+  W; ( a )+ . -  + W;~ (a) 

is~. Entsprechenderweise folgt aus den Relationen 

w~ (~) ~ w~ (~) (h = ~, 2 , . . . ,  .)  
die Beziehung 

W~ (a) ~ W'~ (a) + W; (a) + . . .  + W;, (a). 

Aus der leicht zu beweisenden ~_quivalenz 
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W z  (a) ~ max ( W1 (a), W2 ( a ) , . . . ,  W~ (a)) 

ergibt sich, class die Summenklasse aueh durch Bilden des Maximums gewonnen 

werden kann. 

Man zeigt weiter unsehwer die Beziehungen 

~ (~) ~ w~ (.) + w~ (~) + 

aus denen insbesondere fiir 
�9 W ~  (,~) c W,~ (a) 

die ~quivalenz 

+ w , , ( , )  (h = ~, 2 , . . . ,  . ) ,  

( h = I , z , . . . , n )  

W . ( a ) -  W ~ ( a ) + W ~ ( a ) + . . +  W.(a) 

existiert also eine zu W~(a) ~quivalente Pseudobewertung, die hervorgeht; es 

ffir kein Element a aus R yon einer der zu Wn(a) ~quivalenten oder hierin ent- 

haltenen Pseudobewertungen W1 (a), W2 (a), . . . ,  W,~ (a) iibertroffen wird. 

Aus den vorigen S~zen ergib~ sich z.B., class die fr[iher erw~hn~e Pseudo- 

bewertung 
8 

des KSrpers der rationalen Zahlen ~quiv~lent zu lal ist. 

I r.) Wenn R die endlichvielen Pseudobewertungen W1 (a), W= (a), . . . ,  W~ (a) 

besitzt, so interessieren vor allem diejenigen unendliehen Folgen 

yon Elementen aus R, die gleiehzeitig in bezug auf diese s~mtlichen Pseudobe- 

wertungen Fundamentalfolgen sind. Wie leieht einzusehen, ist dazu notwendig 

und hinreiehend, dass die betreffende Folge auch eine Fundamentalfolge in 

bezug auf die Smnmen-Pseudobewertung 

Wz (a) = Wl (a) --~ W2 (a) -~ .... q- W~t (a) 

ist. Der Ring R~vs ist demnaeh in jedem der Ringe R~v,, R $ r ~ , . . . , / r  ent- 

hulten. 

W e i b r  sind die Gleiehungen W~ (a) ~ W2 (a) . . . . .  W~ (a) = o offenbar 

dann und nur dann erfiiilt, wenn W z ( a ) - ~  o ist. Somit ist das zu W_, (a) ge- 

hSrige Ideal gleieh dem Durehschnitt  

r~ = [rw,, rw, ..., rw~] 
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der zu den Wh(a) gehSrigen Ideale rw~; umgekehrt wird der Res~klassenring 

R w x =  R/rwx gleich der Summe der Ringe Bw,, Rw.~, . . . , /?w~,,  in dem Sinn, 

dass Rwx jeden der tow h als Unterring enthiilt, t iber den perfekten Ring R ~  

liisst sich dagegen im allgemeinen nur ~ussagen, dass er einen zu dem Durch- 

schnitt der perfekten Ringe R~v,, B'w~, R '  isomorphen Unterring besi~zt. 
�9 . . ~  W n 

Wenden wir die Summenbildung z.B. auf die speziellen Pseudobewer- 

tungen W~,(a), W~.(a) . . . .  , W~(a)  an, wo rt, r.~,.. . ,  rn Ideale aus R sind, so 

wird gerade 
W~ (a) + W~. (a) + .  + W~ n (a) - W~ (a), 

wobei r den Durchschnitt 

bezeichnet. 
r = i t , ,  rn] 

I2.) Im iiberni~chsten Paragraph werden wir Gebrauch machen yon dem 

folgenden einfachen Hilfssatz: 

,>Sei W(a) eine beliebige Pseudobewertung yon R, 

01~ 02, 03~ �9 . . 

eine unendliche ljblge von Zahlen aus R mit  

lim W(o~) = o, 

und 
al, a2, a3, �9 . . 

eine zweite ganz beliebige Folge von Zahlen aus B. 

Teilfolge 

der ersten Folge, so dass 

ist. >> 

O ~ l  ~ 0 ~ 2  ~ 0 , ,  3 ~ �9 . . 

lim W (o~,~ a,~) = o 

Dann gibt es eine unendliche 

(~ < ~,2 < ~ < ) 

Denn es ist, offenbar mSglich, die Teilfolge so auszuwi~hlen, dass 

wird; hieraus folgt aber 

und dami~ die Behauptung. 

I 

w ( %  <- 

I, 2, 3 , . . . )  

( n  = I ,  2 ,  3 , " "  ") 
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I3.) Defini t ion 3." D ie  Pseudobewertungen Wl(a) ,  W~ (a), . . . ,  g r ( a )  heissen 

yon e inander  unabMingig,  wenn es zu  j e d e m  Sys tem yon ebenso vielen Zah l en  

a (~), a (~) . . . . .  a (~) aus R eine unendliehe 2Wolge 

a l ,  a,2, a 3 ,  �9 . . 

aus R gibt, die den n B e d i n g u n g e n  

l im  W h ( a  (I0 - - a m ) =  o (h = I, 2 , . . . ,  n) 
m ~ 

geniigt. 

A u f  G r u n d  d iese r  De f in i t i on  ex i s t i e r t  a lso i n s b e s o n d e r e  zu j e d e m  der  I n -  

dizes k = 1, 2, . . . ,  n e i n e  u n e n d l i e h e  F o l g e  

aus  B m i t  

D a b e i  is t  wie  i ibl ich 

d?, d~), @) , . . .  

l ira Wh(dhk - -  d~)) - -  o 

& ~ k = ~ I  ffir  h = k ,  

( o f i i r  h # k .  

( h , k =  1, 2, . . ., n). 

U m g e k e h r t  r e i ch t  die E x i s t e n z  d iese r  F o l g e n  d~) 

P s e u d o b e w e r t u n g e n  yon  e i n a n d e r  u n a b h ~ n g i g  s ind.  

Zuh len  a (1), a ( 2 ) , . . . ,  a(") aus  R 

gese tz t ,  so is t  

a lso  

w ~  (d '~) - ~,,~) -< ~ ~;~ (d~)) w,~ (,~,~ - d~)) 
k ~ l  

u n d  d e m n a e h  in der  T~ t  
l im Wh (a (h) - -  a,~) = o 

aus,  d a m i t  die b e t r e f f e n d e n  

D e n n  wi rd  f i i r  n be l i eb ige  

(~n ~ i ,  2 ,  3 ,  �9 �9 .) 

m ~ -  I :  2~ 3 ,  �9 

= I ,  2 ,  3 

(h ~ i, 2, . . . ,  n). 

D ie  Unabhiingigkei t  yon P s e u d o b e w e r t u n g e n  is~ eine Klasseneigensehaft ."  

Sind Wl @, W~ @, ..., W,, (~) ~n~bh~ngig ~,~d W; (~), nq (~), ... ,  W; (~) gl~ich- 
viele  unde re  P s e u d o b e w e r t u n g e n  m i t  

w,~ (~) ~ wi: (~) ( h -  ~, ~ . . . . .  . ) ,  
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so bilden auch W', (a), W~ (a) , . . . ,  W~ (a) ein unabh~ingiges System. Diese Eigen- 

schaft folgt in tier Tat sogleich aus der Definition der Aequivalenz und der 

der Unabh~ingigkeit. 

Es ist trivial, dass jedes Teilsystem eines Systems yon endlieh vielen unab- 

hffngigen Pseudobewertungen wieder unabhSngig ist. Auf die umgekehrte Frage, 

ob eine Anzahl von Pseudobewertungen un~bh~ngig ist, wenn jede Teilanzahl 

yon ihnen es ist, werden wir sparer zu sprechen kommen. 

Offenbar kann ein System yon endlichvielen Pseudobewertungen und zwar 

yon mindestens zweien nicht unubh~ngig sein, wenn unter ihnen die triviale 

Pseudobewertung Wo(a ) oder zwei einunder ~quivalente Pseudobewertungen oder 

noch ullgemeiner eine Pseudobewertung und eine zweite in ihr enthaltene auf- 

treten. 

Betrachten wir als ein Beispiel endlichviele Pseudobewertungen der speziellen 

Gestalt W,~(a), W~,(a), . . . ,  W,,,(a), so sind dieselben offenbar dann und n u r  d u n n  

unabh~ngig, wenn die zugeh5rigen Ideale r~, r~ . . . .  , r~ teilerfremd sind: 

(r, r,,) 

I4.) Die Summe you endlichvielen Pseudobewertungen 

W~ (a) = W1 (a) + W~ (a) + . . .  + W~ (a) 

werde im folgenden stets dann ))direkte Summe>) von Wl(a), W~(a) , . . . ,  Wn(a)ge- 

nannt, wenn die letzteren Funktionen unabhffngig sind. Fiir solche direkten 

Summen l~sst sich der zugeh5rige perfekte Ring /~'w2 in sehr einfacher Weise 

als Funktion der perfekten Ringe /~w, Rw~, R' ' ' . . . ,  Tv,,, explizit ~ngeben. 

Dazu zeigen wir zun~chst den Satz: 

~) Seien W~ (a), W.~ (a), . . . ,  W,, (a) unabhh'ngige Pseudobewertungen des l~inges R, 

und seien ferner 
al  c4"), . . .  (h = 2 , . . . ,  

n unendliehe tZolgen aus t~, so dass fi ir h ~ I, 2 , . . . ,  n die h-re dieser Folgen in 

bezug auf  die h-re Pseudobewertung Wh(a) eine Fundamentalfolge ist und also i,m 

perfekten t~ing R'w h einen Grenzwert 

A (h) ~ l i m  ..(h) (Wh) (h = i ,  2, . . . ,  n) 

besitzt. Dann gibt es eiue unendliehe Folge 
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~1} Is (.13~ . . .  

aus R,  die gleichzeitig in bezug a u f  s&ntliche n Pseudobewertungen eine Fundamen- 

talfolge ist ,und die Grenzwerte 

hat. :~> 

. l i l t ,  I -  - l im a.~ (lIS,) 
?n  ~ ac 

Beweis: Zur  Abki i rzung werde 

k ~ l  

k =~= h 

( h - -  I, 2, . . . ,  ~) 

( h =  I, 2 , . . . , n )  

gesetzt .  Nach  w 13 exis t ieren 

Pseudobewer tun gen  n Fo lgen  

,nit  

wegen  der  vorausgese tz ten  Un~bh~tngigkeit  der  

d?~, d~% d~k~, . . .  

l i r a  W~ ( ~  - -  d~)) - -  o 
m ~ r  

(k ' 1 , 2 , . . . , n )  

(h, k -  " I, 2 , . . . ,  ~); 

oder, was dasselbe besagt ,  mi t  

r* (h) l im Wh (I - -  d ' ~  )) =- :  lira l lh  (d,~) o ( h -  I, 2 , . . . , , ) .  

Naeh  dem Hi l f ssa tz  aus w 12 l~sst sieh aus der  h-ten dieser Folgen  eine unend-  

liche Tei lfolge 

so auswShlen,  dass 

und somit  

oder, was dasselbe besagt ,  

lira l]r~ ' (hi -rh/ x ___ (a;, d'dt,:q - -  o 
~ t  ~ oc  Tit  

( h - -  I, 2, . . . ,  n) 

l , r  r (h) d(h/ l i m  rr  k. ka,,~ , . ( h ) / =  O ( h ,  k - -  i ,  2 ,  . . . ,  ~ ;  h ~ k),  

(h) ~(h) 
{o} ~-: l im am a~ch/(W~-) (h, k :--: I, 2, . . . ,  n; h 4 = k) 

ist. Anarerse i t s  ist nat i i r l ich der  Grenzwer t  

, ~ (h) d(h) A 'h, = l im am 4t,/(W/~) 

14--35150.  A c t a  ma themat i ca .  66. Impr im6  le 20 aofit 1935. 

(h = i ,  2 . . . .  i n )  
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der gleiche wie der der Folge 

de je  

ist. 

Setzen wir ~etzt 

f I ~( = lim d (h) (Wh) j ~(h) 

d~(l:) 
t i t  

k ~ l  

( h :  i, 2, . . . ,  n), 

( h  = i ,  2 , . . . ,  n) 

(m----- I, 2, 3, . . . ) ,  

so bekommen wir 

und also wirklich 

l i m a  (h) d (h) d(~') ( , lim a.~ = m ~(h) + Z lim all ) ~)~ l~ h), 

k + h  

l ima , ,  = A (h) + {o} - -  A(h)(Wh) 
m ~ ao 

wie gezeigt werden sollte. 

(h ~ I, 2, . . . ,  n), 

I5.) Nunmehr  l~sst sieh der folgende Setz beweisen: 

und ist W x  (a) ihre direkte Summe, so 15sst sich der zu Wz, (a) gehSrige pe~fekte 

Ring R}vx als direkte Summe tier pe~fe]cten Riuge R'w,, R'~r~, R'  . . . .  w, darstellen.~) 

Zum Beweis bedeute  A irgend ein Element  eus R~rx; es gibt  demnach eine 

Fundemente l fo lge  
�9 %, 

aus R in bezug euf  Wx(a) mit dem Grenzwert  

_//-= lim a~ (Wx). 

Diese Folge ist erst reeht  eine FundamentMfolge  in bezug auf die Pseudo-  

bewer tungen W1 (a), W~ (a) . . . . .  , W~ (a), und es gibt  demnach ein Element/ / (1)  aus 
r P 

R'w1, ein Element  A (~) eus Rw2, u.s.w., endlich ein Element  A (~) eus R ~ ,  so 

dess gleichzeitig 

_4(h) = lira am(Wh) (h = I ,  . 2 , . . . ,  n) 

ist. Diese n Grenzwerte  A (1), _//(2),..., /l(n) sind eindeutig durch A best immt;  

denn ist 
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t t t 

a l ,  a2~ a3~ �9 �9 . }  

eine zweit~e Fundamenta / fo lge  mit; 

! 

A = l i m  a~ (Wx), 

so ist naeh  Defini t ion 

und folglich erst  recht  

also auch 

lim Wz (a~ - -  a~) = o 
m ~  

! 

lira Wh (am - -  a~) : o 

A ( h )  = lim a'm(Wh) 
q n ~  

( h - I ,  z, . . . ,  n), 

(h = I, 2, . . . ,  ~). 

I s t  umgekehr t  der Reihe nach ~/(~) ein E lement  aus R'w,, Am) ein E lement  

aus R w~, A (~) ein E lement  rms R'  ' . . . ,  ,w~,, so exist ier t  nach dem vorigen Paragra-  

phen  eine unendl iche  Folge 

a l ,  a s ,  a 3 ,  �9 . . 

yon Zahlen aus R, die in bezug auf s~mtliche Pseudobewer tungen  Wl(a),  W~(a), 

. . . ,  W,~(a) Fundamenta l fo lge  ist und die Grenzwer te  

A ( ~ )  =- lim a~(Wh) ( h =  i, 2 , . . . ,  n) 

besitzt. Diese Folge ist auch eine Fundamenta l fo lge  in bezug auf  W~(a) und 

hat  demnach in R'mx einen gewissen Grenzwer t  

. ~ / :  l im am (W~), 

und zwar ist derselbe durch  A (1), A(2) , . . . ,  A (n) e indeut ig  best immt;  denn i s t  

! r ! 

a l~  a2~ a3~ . �9 �9 

eine zweite unendl iche  Folge aus R mit  

so wird 

folglieh auch 

A (h) =- lim a~n (Wh) 

lim Wh (am - -  a~n) = o 
m ~ ao 

(h 1 ,2 , . . . , , ) ,  

( h ~  i ,  2 , . . . ,  ~ ) ,  
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und also in der Ta t  

r 

lira W ~  (am - -  am) = o 

t 

_ / / =  lim a,~ (Ws). 
q l b ~  

Dami t  ist eine umkehrbar-e indeut ige  Beziehung 

A ~ ( A  (z), A ( 2 ) , . . . ,  A (~)) 

zwisehen den Elementen  A yon R~v Z und den Systemen yon je einem Element  

A (1) aus R'w~, ~/(2) aus R'w~, . . . ,  A ("~ aus R'w~ abgelei tet  worden. Is t  B ein zwei- 
t 

tes Element  aus t t w ~  und in entspreehender  Weise 

B ~ (B (1), B (2), . . . ,  B(n)), 

so ist naeh den Eigensehaf ten  der Grenzwerte  klar, dass 

A + B ~ (A (1) + B (~), ~/(2) + B(2), . . . ;  ./(,,) + B(,~)), 

_ . / - -  B ~ ( ~ ( 1 )  _ B(1) ,  A ( 2 )  __  B ( 2 ) ,  . . . ,  _4(n) ~ B ( n ) ) ,  

5t B ~ ( d  (1) B (a), A (2) B (2), . . . ,  A(') B ('~)) 

sein muss. Be t raeh ten  wir ferner  speziell nur  die Elemente  

A -~  (A(1), A (2), . . . ,  A(n)) 

aus R~z,  fiir die die zugeordneten  Zahlen A (1), ~/(2), . . . ,  A(,~) mit  Ausnahme 

hSchstens der h-ten Zahl A (h) versehwinden, so b i i d en  dieselben einen Unte r r ing  

' R '  isomorph ist; dabei darf  h a l l e  Indizes I, z , . .  n yon t t w z ,  der offenbar zu Wh ., 

durchlaufen.  

Die so nachgewiesenen Eigenschaf ten  yon R ~  z. driicken gerade das aus, was 

wir beweisen wollten, n~imlich dass dieser Ring die direkte Summe yon R'w1, 

R 'w~, . . . ,  R'wn ist. 

Nehmen wir als Beispiel n unabh~ngige Pseudobewer tungen  der speziellen 

Gestal t  W~(a), Wr.~(a), . . . ,  Wr~ (a), wo r~, r2, . . . ,  r~ te i ler f remde Ideale yon R sind, 

so wird ihre Summe isomorph zu W~(a), wo r den Durchschni~t dieser Ideale  

bezeichnet.  W egen  

R '  = = - n) w~ R.,~ R / r ,  R" = = w~h i t  w~h R/rh (h i, 2 . . . .  , 
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kommen wir also in diesem Spezialfall zu dem bekannten Satz, dass der Durch- 

schnitt r yon n teilerfremden Idealen rl, r2 , . . . ,  r~ einen Bestklassenring R/~: er- 

zeugt, der die direkte Summe der zu den einzelnen Idealen gehSrigen Bestklas- 

senringe R/ri, R/re, . . . ,  R/rn ist. 

I6.) Der l~achweis, dass ein System yon Pseudobewertungen eines Ringes 

unabhangig ist, kann unter Umst~nden recht schwierig sein, und fiihrt z. ]3. im 

Fall der Hauptordnung endlicher algebraischer ZahlkSrper bereits auf ein gar- 

nicht triviales Problem. 

Sei etwa ~ ein endlicher algebraischer ZahlkSrper n-ten Grades, den wir 

der Einfachheit halber als totalreell annehmen wollen, und bedeute ferner ~ den 

Ring aller in ~ enthaltenen ganzen algebraischen Zahlen. Alsdann besitzt jedes 

Element a aus ~ genau n konjugierte Zahlen a (i), a(2), . . . ,  a (n), unter denen es 

natiirlich vorkommt, und die Absolutbetr~ge 

definieren sogar n Bewertungen and nicht nur Pseudobewertungen des Binges. 

Wir  wollen noch annehmen, dass der Grad n ~ 3 ist, da die beiden niedrigeren 

F~lle yon trivialerer Art sind. 

Wegen n > i gibt es alsdann Elemente a ~ o a u s  ~, fiir die ~(h)(a) kleiner 

als eine irgendwie gegebene positive Zahl wird; die n Bewertungen ~2(h)(a) sind 

also samtlich nicht zur trivialen Bewertung :,tquivalent. Dagegen hat bekanntlich 

das Ungleichungssystem 

als einzige LSsung in ~ die Zahl o; somit ergibt sich erst recht die bemerkens- 

werte Aequivalenz 

Andrerseits ist jeder der perfekten Binge 

offenbur zum Ring aller reellen Zahlen isomorph; die direkte Summe dieser Ringe 

enth~lt daher einen zum Ring aller reellen Zahlen isomorphen Unterring, and 

ist somit gewiss nicht isomorph zu ~. Da aber der zur trivialen Bewertung 

gehSrige perfekte Ring isomorph zu ~ selbst ist, so folgt nach dem Hauptsatz 

des letzten Paragraphen, dass die n versehiedenen Bewertunge~ 
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.Q(1) (~) ,  ~r2(2 ) ((~), . . . ,  .Q(n)((~) 

yon ~ sicher nicht unabhdngig sein kSnnen. 

Irgend ein System von n -  I dieser Bewertungen, z.B. 

ist dugegen wohl unubhiingig. Denn sind #a~ # e , . . . ,  #,,-~ irgend n - -  I reelle 

Zuhlen, so l~isst sieh mittels des K~ONECKE~sehen Approximutionssatzes oder such 

mit Hilfe der bekunnten WEYLschen Sgtze fiber die Gleiehverteilung yon'Linear - 

formen mit irrutionulen Koeffizienten zeigen, dass es zu jeder positiven Zahl 

eine Zuhl a uus ~ gibt, so duss gleichzeitig 

] 6~(h) - -  ~ h ]  ~<: 8 ( h  = I ,  2 ,  . . . ,  n - -  I )  

ist, und hieruus ergibt, sich die behauptete Unubhiingigkeit der vorigen Pseudo- 

bewertuugen. 

Dus Beispiel ist durum bemerkenswert, weil es zeigt, dass ein Ring ein end- 

liehes System yon Pseudobewertungen, ja sogar Bewertungen, haben kann, die selbst 

nicht unabhdngig sind, wdhrend jedes Teilsystem yon ihnen es ist. Dumit wird die 

in w 13 uufgeworfene Fruge in verneinendem Sinne beuntwortet. 

17. ) Seltsamerweise gilt dugegen der folgende Satz: 

,,Sei R ein Kb'rper und I ~  (a), W~ (a) , . . . ,  Wn(a) ein System yon endlichviden 

Bewertungen desselben, mit der Eigenschaft, dass jedes Untersystem yon zweien dieser 

Bewertungen unabhdngig ist. Dann ist das Gesamtsystern auch unabhdngig.~> 

Beweis: Der Sutz ist triviulerweise richtig, wenn n -< 2 ist; wir dfirfen duher 

unnehmen, dass n ~ 3 und der Sutz schon fiir alle Systeme uus n - -  i Bewer- 

tungen bewiesen ist, und hubert ihn dunn ffir Systeme uus n Bev~ertungen nuch- 

zuweisen. Nuch der Bemerkung in w 13 und wegen der vollen Symmetrie des 

Bewertungssystems geniigt es hierzu, eine unendliehe Folge 

a l ,  a~,  a3,  . . . 

yon Zahlen uus R zu konstruieren, so dass gleichzeitig 

lim Wl(am-- I ) = O ,  lira Wh(am)=O 
m ~  ~ m ~  

( h =  2, 3, . . . ,  n) 

ist. Wegen der Richtigkeit des Sutzes fiir Systeme aus n - -  I Bewertungen gibt 

es jedenfulls zwei unendliche Folgen 
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bl, b~, b 3 . . . .  und % % % . . .  

aus R, die den ger ingeren  Forde rungen  

lim W, ( b ~ -  I ) =  o, 

und  

lim W~ (era -- I) = O, 
m ~  ct~ 

lira Wh (b.~) - -  o 

lira W h  (era) ~ 0 

111 

( h =  3, 4, . . . ,  n) 

( h =  2, 4, .. ., n) 

so wird in der Ta t  

lira Wl(a~-- I ) = o ,  lira Wh(am)=o 
m ~ r  m ~  

Zweitens kann  die b-Folge die E igensehaf t  

besitzen. Dies ist aber  nu r  m5glieh, wenn der KSrper  / t  unendliehviele  Ele- 

mente  besitzt, und es gibt  in ihm daher  ein yon o und  - - I  verschiedenes E[e- 

men~ b. Bilden wir die neue Folge  

b ; ~ -  (b + ~)b,~ (m = ~, 2, 3 , .  ,) 
b,~ + b " ' 

(m = I, 2, 3 . . . .  ), 

(h = 2, 3 . . . .  , n). 

O 

ist. Setzen wir nun  

geniigen. Es kSnnen je tz t  zwei F~lle e intreten:  

Es is~ erstens m5glich, dass eine unendl iche Teilfolge 

b~, b~, b~ . . . . . .  

der  b-Folge existier~, fiir die d ie  zugeordne ten  reellen Zahlen 

w~(b,,~) (~  = ~, ~, 3 . . . .  ) 

beschriink~ sin& In  diesem Fal l  liisst sieh aus dieser Teilfolge naeh dem Hilfs- 

satz in w I2 eine weitere Teilfolge 

b~,, b~..,, b~8,... 
so auswii,hlen, dass 

l im W 3 (b~,~ era) = o 
m ~ oo 
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so kSnnen hSchstens endlichviele Elemente derselben sinnlos werden, indem der 

Nenner verschwindet, und diese diirfen wir ohne Einschr~nkung fortlassen. Nach 

den Voraussetzungen iiber die b-Folge wird alsdann 

l i m  W ~ ( b ; ~ - -  l ) = o ,  l i m  W , 2 ( b ~ - - b - -  I ) - -  o, lim W h ( b * ) = o  
m ~ oo m ~ o~ ~ / ~  cr  

(h = 3, 4, . . . ,  n). 

Wieder auf Grund des Hilfssatzes in w I2 lis sich eine unendliche Teilfolge 

, b~.~, b~ ,  . . .  

aus der neuen Folge so auswi~hlen, dass 

ist. Wird 

lim W. ( b L  = o 

gesetzt, so ergibt sich jetzt 

lim Wt (am - -  I )  = o ,  
m ~  o0 

lira Wh (am) = o 

( m  = I ,  2 ,  3 ,  . . . )  

(h -- 2, 3 . . . .  , n), 

und also folgt die Behauptung. 

Es ist nicht schwer, mit einer iihnlichen Schlussweise den allgemeineren, 

aber auch viel umstiindlicheren folgenden Satz zu beweisen: 

>>Die n Pseudobewertungen W:(a), W~(a) , . . . ,  W~(a) des fringes It seien zu je  

zweien unabhdngig. Wenn ferner ei~e unendliehe ~blge aus It: 

al~ a2~ gZ3, �9 . .  

in bezug auf  eine oder rnehrere dieser Pseudobewertungen, etwa in bezug auf  Wh~ (a), 

. . . ,  W%(a), eine Fundamentalfolge ist, so gebe es immer eine weitere unendliehe 

Folge 
' ' '8 a l ,  ~ a ~ . . .  

aus It, die in bezug auf  Wh~(a),..., Wh.o(a ) ebenfalls Fundamentalfolge und zwar 

mit den gleichen Grenzwerten wie die erste Folge ist, wYhrend ferner die Zahlen 

~ -  I ,  2 ,  3 ,  �9 

alle beschrdnkt bleiben. Dann sind die sdmtliehen Pseudobewertungen aueh unab- 

hh'ngig. ,) 
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I I I .  

I8.) Wenn ein beliebiger Ring R vorgegeben ist, so entsteht in jedem Fall 

alas Problem, seine si[mtlichen nieht~quivalenten Pseudobewertungen, und falls 

R ein Integri t~sbereich ist, speziell seine Bewertungen anzugeben. Alsdann in- 

teressieren ferner die Beziehungen der nicht[tquivalenten Pseudobewertungen 

untereinander, also die Frage, ob eine yon ihnen in einer anderen enthalten ist, 

oder ob eine yon ihnen sich als Summe oder sogar als direkte Summe yon an- 

deren darstellen l:,isst. 

Besonders das erste Problem, alle nieht~quivalenten Pseudobewertungen 

eines gegebenen Ringes anzugeben, bietet gew5hnlich ziemliche Schwierigkeiten 

dar, die ich bisher erst in einigen speziellen F~llen habe 15sen kSnnen. Einige 

solche F:,ille stelle ich in diesem Kapitel zusammen. 

I9. ) Zu trivialen Ergebnissen gelangt man, wenn man Ringe mit nur end- 

lichvielen Elementen betrachtet. Sei R ein soleher Ring und W(a)eine beliebige 

Pseudobewertung yon R. Es existiert dann das Ideal rw aller Zahlen a aus R 

mit W(a)~o ,  und wie wir in w 3 sahen, hat  die Pseudobewertung ffir alle 

Elemente derselben Restklasse rood rw den gleichen Wert;. Andrerseits gibt es 

natiirlich nur endlichviele Restklassen nach dem Ideal, so dass der Wef t  W(a) 
ffir alle nicht in r~r liegenden a grSsser als eine feste positive Zahl sein muss. 

Daraus folgt, dass die Pseudobewertung i~quivalent zu W~w(a ) sein muss, wenn  

wie frfiher fiir jedes Ideal 1: aus R die Funktion 

iO fiir a ~ o (,nod r), 

W~(a) = I. I fiir a ~ o (rood ~:) 
definiert wird. 

Um alle nicht~iquivalenten Pseudobewertungen yon R zu erhalten, brauchen 

wir demnach nur die s~imtlichen speziellen Pseudobewertungen W~ (a) zu nehmen, 

wo ~ durch alle Ideale yon R l~uft. Da die Anzahl dieser Ideale natiirlich end- 

lieh ist, so besitzt ein endlicher Ri~g also auch nur e~dlich viele uichth'quivalente 
Pseudobewertu~gen. 

Sei z. B. f eine beliebige yon Eins verschiedene natfirliche Zahl und R der 

Ring ailer Restklassen ~od f im Ring aller ganzen rationalen Zahlen. Bedeutet 

die natiirliche Zahl d einen Teller yon f ,  so verteilen sich die durch d teilbaren 

ganzen rationalen Zahlen auf endlichviele Restklassen ~nod f ,  und diese Rest- 

klassen definieren ein Ideal in /~, das wir mit (d) bezeichnen. Insbesondere 
1 5 - - 3 5 1 5 0 .  Acta mathematlca. 66. Impr lm6 le 22 aofi~ 1935. 
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besteht also (I) aus allen Zahlen von R, w~hrend (f) das Iqullideal yon R ist. 

Nach dem vorigen Ergebnis ha t  R keine anderen Pseudobewertungen,  als die 

Funkt ionen  
W ( a ) ( a ) : ~ o  fiir a ~ o ( m o d d ) ,  

fiir a ~ o ( m o d d ) ,  

wo d durch alle Teiler yon f l~uft;  dabei ist insbesondere 

W(l)(a) = u ( a )  a n d  w ( , ) ( a )  = 

Nimmt man also etwu f - ~  20, so existieren allein die Pseudobewertungen 

W(1) (a) = U (a), W(2)(a), W(~)(a), W(5)(a), W(lo)(a), W(20)(a) : W 0 (a), 

und diese sind mi~ einuncler dutch  die En~haltensein-Relationen 

U =  W(2)~ W(4)c W0, U c  WI5)~ W(i0)c:: Wo 

und die direkten Summen-Darstel lungen 

W(i0) ~ W 0  ~ 

verkniipf~. Man beachte, dass die Pseudobewer tung W(4)(a) sich nicht  als direkte 

Summe yon zwei Bseudobewer~ungen dars~ellen l~ss~ und doch ~V(e)(a)in ihr  

enthul ten ist. 

Falls man KSrper R aus nur  endlichvielen Elementen betrachtet ,  so kommt  

man  zu dem noch einfucheren Ergebnis,  duss jede Bseudobewertung yon /~ ent- 

weder zu Wo(a ) oder zu U(a) iqu iva len t  i s t ;  denn ein beliebiger KSrper  besitzt 

bekanntl ich allein die trivialen Ideule (o) und (I). 

2o.) Bei Ringen mit  unendlichvielen Elementen  ist  es wesentlich schwie- 

riger, alle nicht~quivalenten Pseudobewer tungen wirklich anzugeben. Dabei 

lassen sich die KSrper leichter behandeln, was ju nicht  fiberraschend ist, da in 

ihnen nur  die beiden trivialen Ideale existieren. 

In  der anschliessenden Arbeit  bestimme ich die s~mtlichen nicht~quivulenten 

Pseudobewertungen eines beliebigen algebraischen Zahlkb'rpers endlicheu Grades. 
Sei R ~ ~ (~) ein solcher Zahlk5rper, etwu vom Grad n, und seien R (i) , f l  (2), . . . ,  R (') 

die zu ihm konjugier ten  KSrper;  dabei mSgen e~wa R (1), RI2),. . . ,  R (r,) reell und 

R (r,+h) und  B (ri+r'~+h) fiir h =  I, 2 , . . . ,  r~ komplex konjugier t  sein. Is t  a ein 

beliebiges Element  yon R, so bedeute a (z) das hierzu konjugier te  Element  uus 

R (~). Die Absolutbetr~ge 
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definieren alsdann rl + r~ nicht~quivalente Bewertungen yon R. Ist  ferner p ein 

beliebiges Primideal yon R und C > I eine Konstante, so werde unter l alp die 

p-adische Bewertung verstanden, d.h. fiir a = o die Zahl o nnd fiir a r o die 

Zahl C f, wenn f diejenige g~nze rationale Zahl bezeichnet, fiir die d~s Ideal 

pf(a) zu p teilerfremden Z~hler und :Nenner erh~ilt. Alsdann sind die zu ver- 

schiedenen Primidealen gehSrigen p-adischen Bewertungen nicht~iquiwlent, w~h- 

rend solche Bewertungen mit gleichem Primideal, aber verschiedenem C natiirlich 

gquivalent sind. 

N~ch einem bekannten Satz yon OST~OWSKI ist jetzt jede Bewertung yon 

R, die nicht zu Wo(a) ~qulvalent ist, zu einer der Absolutbetragbewertungen 

~(t)(a) oder zu einer der p-adischen Bewertungen l a], ~quivalent. Mein Ergebnis 

ffir die Pseudobewertungen yon 'R  lautet, duss jede sicht zu Wo(a ) oder U(a) 

~'quivalente Pseudobewertung des K6rpers sich auf else und nur eine Art als direkte 

Summe yon eudliehvielen dieser Bewertunge~ darstellen lh'sst; d~bei ist ein System 

yon endlichvielen nicht zu W0(a) i~quivalenten Bewertungen yon R, die ~nter 

einander nicht~quivalent sind, von selbst unabh~ngig. 

2I.) Es ist mir z. Zt. noch nieht gegliiekt, uueh fiir den Ring ~ller ganzen 

algebraischen Zahlen eines ZahlkSrpers sgmtliche nichtgquivalenten Pseudobe- 

wertungen anzugeben. Es ist aber sehr wahrscheinlich, dass in diesem Fall sich 

jede nicht zu Wo(a) und U(a) ~iquivalente Pseudobewertung als direkte Summe 

yon endlichvielen Pseudobewertungen 

darstellen lasst, wo die Absolutbetragbewertungen t~ (t) (a) und die p-adischen Be- 

wertungen ]a[p wie im vorigen Paragraphen zu definieren sind, w~ihrend fiir jede 

Potenz pf eines Primide~ls ~ mit n~tiirliehem Exponenten unter ~%f (a) die friiher 

definierte Restklassen-Pseudobewertung rood pf zu verstehen ist. 

Im speziellen Fall des Ringes ~ller ganzen r~tionalen Zahlen h~be ich diese 

Vermutung wirklich beweisen kSnnen, t i ler  l~sst sich das Ergebnis noch ein 

wenig einfacher aussprechen. Sei n~mlich p eine beliebige natiirliche Primzahl 

nnd werde alsda.nn nnter Wp~(a) fiir jedes ganze rationale a die p-adische 

Bewertung 
w :  lalp, 

und ferner, wenn f eine natiirliche Zahl bezeichnet, unter 
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w j ( ~ )  

die friiher eingefiihrte Restklassenbewertung verstanden. Alsdann li~sst sich 

jede yon Wo(a)  und U(a)  versehiedene Pseudobewertung des Ringes der ganzen 

rationalen Zahlen darstellen in der Form 

w(~) - w~/,(~) + w~o ,(a) + . . .  + w~/~(~), 

wo p ,  P2, �9 �9  Pt endliehviele verschiedene Primzahlen, und f~, f2, �9 �9 .,J~ entweder 

gleich natiirliehen Zahlen oder zr sind. Es bestehen die Enthaltensein-Relationen 

u (~) c wp  (~) = w ~ ( ~ )  ~ w~. (a) = ...  = w ~  (~) ~ Wo (~); 

dagegen sind zwei Pseudobewertungen Wp,x~(a) und W#~.(a), die zu versehiedenen 

Primzahlen gehSren, yon einander unabh~ngig, so dass keine yon ihnen in der 

anderen enthalten ist. 

22.) Sei P ein beliebiger Ring und R ~ P ( z )  der Ring aller Polynome in 

einer Unbestimmten z mit Koeffizienten aus P. Es scheint ein reeht schwieriges 

Problem zu sein, die s~mtlichen nicht~quivalenten Pseudobewertungen fiir / t  zu 

bestimmen, unter der Vorausseizung, dass diejenigen fiir P schon bekannt sind. 

Die LSsung dieser Frage seheint besonders darum wichtig zu sein, weil sie ins- 

besondere zur Bestimmung aller Pseudobewertungen einer beliebigen endlichen 

algebraisehen Erweiterung yon P fiihren wiirde, da die letzteren offenbar unter 

den Pseudobewertungen yon R enthalten sin& 

Es is~ nicht schwer, spezietle Pseudobewertungen yon R anzugeben. Offenbar 

definiert eine Pseudobewertung W ( a )  yon R insbesondere eine solehe fiir den 

Kons~antenring P, wenn man sich auf die Polynome vom Grad o beschr~nkt. 

Diese induzierte Pseudobewertung Y2(a) yon P kann, wie leicht einzusehen, ~qui- 

valent zu jeder Pseudobewertung yon P sein. Dean ist Y2(a) eine beliebige 

Pseudobewertmng yon P und 

a (z) = ao + a~z + . . .  + a ~ z  "~ 

ein beliebiges Polynom aus R, so definiert die Funktion 

w(a)  = ~ (ao) + ~ (~) + -  + ~ (~ )  

offenbar eine Pseudobewertung yon R. Ist  ferner _4 irgend ein Element des zu 

P und t](a) geh5rigen perfekten Ringes P~, so wird auch durch 
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eine Pseudobewertung gegeben, und es ist klar, dass man in beiden F~llen fiir 

die Elemente des Konstantenringes P gerade zu Y2 (a) zuriiekkommt. 

Weiter lassen sieh noch gewisse Pseudobewertungen definieren, die im Kon- 

stantenring zur trivialen Pseudobewertung ~quivalent sind, und die daher ein 

besonderes Interesse darbieten. Ist  n~mlich erstens p(z) ein beliebiges nichtkon- 

stantes Polynom aus R, so definiert die Funktion Wp(a), die fiir das Nullelement 

verschwindet, dagegen fiir ein Element a =~ o aus R, das genau durch die f-re 

Potenz yon p teilbar ist, den Wert  C -f hat, w o  C > I eine Konstante bedeutet, 

offenbar eine Pseudobewertung. Zweitens bilden die dutch p teilbaren Elemente 

yon R ein Ideal (p), und es li~sst sieh wieder die hierzu gehSrige Restklassen- 

bewertung W(p)(a), die fiir die Elemente aus (p) verschwindet und sonst gleieh I 

ist, herstellen. 

Aus allen erw~hnten Pseudobewertungen kann man mittels tier Summenbil- 

dung beliebig viele neue konstruieren. Ob sieh auf diese Weise aber alle nicht- 

~quiwlenten Pseudobewertungen yon R ergeben, muss dahingestellt bleiben. 

Jedenfalls scheint diese Vermutung zuzutreffen, wenn fiir P ein KSrper mit nur 

endlichvielen Elementen genommen wird. 

Entsprechende Probleme entstehen, wenn man yon einem KSrper ausgeht, 

und den KSrper der rationalen Funktionen in z mit P a l s  Konstantenbereich 

bildet; aueh alsdann scheint es im allgemeinen schwierig zu sein, alle Pseudo- 

bewertungen aufzufinden. 

23.) Seien W(a) und Wl(a) zwei Pseudobewertungen eines Ringes R. Als- 

dann heisse W1 (a) ein Teiler yon W(a), in Zeiehen 

w1 

wenn es eine weitere Pseudobewertung W~(a) von R gibt, so dass W~ (a) und 

W~ (a) unabh~ngig sind und 

w (.)  ~ (a) + (.) 
ist. 

Es ist nach Definition der Unabh~ngigkeit klar, dass W(a) und die unei- 

gentliehe Pseudobewertung U(a) gewiss unabh~ngig sind; wegen 

W (a) = W (a) + V (a) 

besitz~ daher W(a) stets die beiden uneigentliehen Teller W(a) nnd U(a). Jeder 

Teller yon W(a), der weder zu W(a) noeh zu U(a)~quivalent ist, heisse ein 
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eigentlicher Teiler; ferner werde eine Pseudobewertung irreduzibel genannt, wenn 

sie keine eigentlichen Teller besitzt. 

Is t  W~(a)]W(a), so gilt offenbar aueh W~(a)~ W(a). Dagegen folgt aus 

W~ (a)~ W(a) nicht unbedingt auch W~ (a) lW(a). Denn z. B. im Falle des Ringes 

a l l e r  ganzen rationalen Zahlen sind die zu einer Primzahl p gehSrigen Pseudo- 

bewertungen 

( f  = 3 ,  �9 � 9  

alle irreduzibel, wghrend andrerseits 

(a) c wpg t ir f <  
ist. 

Jede Bewertung eines Binges 17 ist irreduzibel. Denn besitz~ der Ring R 

die Bewer~ung W(a), so is~ er nach w I gewiss ein Integrit~tsbereich, l~sst sich 

also zu einem KSrper Q mit der fortgesetzten Bewertung W(a)erweitern. Als- 

dann ist leicht einzusehen, dass der perfekte Ring R'~v in dem perfekten KSrper 

Q'w enthalten und also frei yon Nullteiiern ist. W~ire nun W(a)die direkte 

Summe zweier eigentlichen Teller, so kSnnte nach dem Ergebnis aus w I5 der 

perfekte Ring R'w als direk~e Summe zweier Binge, yon denen keiner nur aus 

der Null best~inde, dargestellt werden und bes~isse also Nullteiler, was zu einem 

Widerspruch fiihrt. 

Umgekehrt brauch~ nicht jede irreduzible Pseudobewertung eines Ringes 

einer Bewertung ~quivalent zu sein; dies zeig~ z. B. schon der Ring aller gunzen 

rationalen Zahlen. Vielleicht kann man dagegen beweisen, dass jede irreduzible 

Pseudobewertung eines KSrpers zu einer Bewertung :,tquivalent ist; im Falle der 

endlichen algebraischen ZahlkSrper trifft dies jedenfalls zu. 

Wir wollen einen Ring R elementar nennen, wenn jede Pseudobewertung 

desselben sich als direkte Summe endlichvieler irreduzibler !~seudobewertungen 

darstellen l~ss~. Aus den in w I9--22 zus~mmengestellten Ergebnissen geht 

hervor, dass die Ringe aus nur endlichvielen Elementen, die. endlichen alge- 

braischen Z~hlkSrper und der Ring aller ganzen ra~ionalen Zahlen elementar 

sind. Es w~re yon Interesse, Kriterien fiir elementare Binge za bestimmen; 

wahrscheinlich werden dieselben aus gewissen Endlichkeitsbedingungen bestehen. 

Die Vermutung lieg~ nahe, dass mit einem Ring P auch der Polynombereich 

t ~  P(z) und also jede endliche algebraische oder transzendente Erweiterung 

von P elementar ist. 

Soviel ich sehe, l~sst sich zeigen, dass in einem elementaren Ring jede 
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Pseudobewertung sich bis auf Aequiwlenz, Reihenfolge und etwuige Summunden 

U (a) eindeutig in eine direkte Summe irreduzibler Pseudobewertungen zerlegen l~sst~. 

Hieraus folgt die Existenz nichtelement~rer Ringe, etwa uuf Grund des folgen- 

den Beispieles: 

Man nehme den Ring aller unendlichen Folgen 

= ( ~ ,  ~ ,  , 3 , . . . )  

yon r~tion~len Zahlen, ffir die Jan[ mit zunehmendem n gegen Null streb~, und 

zw~r rechne man mi~ zwei solchen Folgen 

nach den Regeln 

. = (.1, .~, . ~ , . . . )  ~ n a  ~ = (bl, b~, b ~ , . . . )  

a +  b = ( a l  + bl, a~+ b.z, an+  b~,...), 

a - -  b = ( a j  - -  b l ,  a,~ - -  b~ ,  a ~  - -  b~ ,  . . . ) ,  

a b  = (al bl,  a~ b.2, a 3 b~, ~ . .). 

Ist d~nn nl, n~, n n, . . . irgend eine monoton wachsende unendliche Folge von In- 

dizes, so definiert 

W ( a )  ~ mt~x (a,~,  an~, an.~, . .  .) 

offenb~r eine Pseudobewertung des Ringes; ferner sind zwei solche Pseudobe- 

wertungen, die zu elementenfremden Indexfolgen gehSren, unabh~ingig, nnd ihre 

Summe wird ~lsda.nn ~tquivalent zu der Pseudobewertung, die zu der Vereinigung 

der beiden Folgen gehSrt. D~ wir umgekehrt eine unendliche Folge immer in 

beliebig viele Teilfolgen zerlegen kSnnen, so l~sst sich auch W ( a )  ~ls eine direkte 

Summe yon beliebig vielen Pseudobewertungen durstellen, und also nuch dem 

erw~thnten S~tz uicht als eine direkte Summe yon endlichvielen irreduziblen, 

d.h. der konstruierte Ring ist nicht elementur. 


