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Die Transformation der elliptischen Funktionen hat nicht nur fiir sich
selbst, sondern auch wegen ihrer Anwendungen auf die Theorie der algebra-
ischen Gleichungen und auf die Theorie der ganzzahligen bindren quadratischen
Formen von jeher viel Interesse erregt und besitzt eine hochst ausgedehnte
Literatur. Nach den urspriinglichen Arbeiten von Abel, Jacobi, Sohnke, Schlifli
u. A. gelang es in der zweiten Hiilfte der siebziger Jahre des vorigen Jahr-
hunderts Fernix Kuein, die Behandlung des Transformationsproblems der ellip-
tischen Funktionen wesentlich zu fordern, indem er die gruppentheoretisch-geo-
metrischen Grundsitze seiner Theorie der Modulfunktionen zur Grundlage seiner
Entwicklungen machte. Einer der schonsten Erfolge war hierbei die Gewinnung
der bekannten Resolvente elften Grades der Modulargleichung zwoélften Grades,
deren Existenz bereits Galois entdeckt hatte. Man darf als die wesentlichste
Grundlage der Kleinschen Entwicklungen diejenige Untergruppe der Modulgruppe
bezeichnen, in deren Substitutionen die zweiten Koeffizienten g der Kongruenz
B=o0 (mod ») geniigen. Diese Gruppe wird weiterhin die » Transformationsgruppe>»
des nt® Grades genannt und durch &™ bezeichnet.

Uber diesen Standpunkt hinaus sind nun neuerdings wesentliche Fortschritte
gelungen. Freilich musste man dabei das engere Gebiet der elliptischen Modul-
funktionen verlassen und die allgemeinere von Krein und Poincarg geschaffene
Theorie der eindeutigen automorphen Funktionen heranziehen. Man kennt die
glinzenden Arbeiten Poincaré’s iiber diese Funktionen, die besondere Zierden

der ersten Binde der Acta mathematica sind; jedoch hatte Niemand gewagt,
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diese Theorie nun auch einmal zur Losung sonstiger Probleme von Interesse
wirklich zu verwerten. Indessen lag gerade in dieser Richtung der Keim des
Fortschritts bei der Behandlung der Transformation #'" Grades der elliptischen
Funktionen und die Moglichkeit der Erkenntnis der wahren Einfachheit der beim
n*® Grade eintretenden algebraischen Beziehungen. '

Die neue Grundlage fiir die Behandlung der Transformation n*® Grades
ist die weiterhin als »Hauptgruppe> des Grades » benannte und durch H® be-
zeichnete Gruppe. Thre Erklirung beruht auf folgender Betrachtung: Ks sei
n=t.s irgend eine Zerlegung der Gradzahl » in zwei teilerfremde Faktoren t
und s. Man bilde dann alle Substitutionen der Gestalt:

(1) . ,_ alw+fn

w = o+ 0t adt—Bys=1

mit ganzen, die zweite Gleichung (1) befriedigenden Zahlen e, 8, , . Da ¢ und s
teilerfremd sind, so giebt es fiir jede Zerlegung n=1.s Substitutionen dieser Art.
Die Substitutionen (1) mogen symbolisch durch V; bezeichnet werden, ihre Ge-
samtheit durch S;. Hat man dann .e'wez Substitutionen Vi und V'y, die zu irgend
zwei unserer Zerlegungen m=t.s und n==t.s" gehiren, so gilt fir die aus V.
und V'y zusammengesetzte Substitution die Regel:

(2) V,t' . Vt = V"t", t" . ’52 = t, . t,

wo T der grisste gemeinschaftliche Teiler von ¢ und t ist. Hebt man nimlich aus
den vier Koeffizienten der zusammengesetzten Substitution ¥’y.V; den gemein-
samen Faktor ¢ fort, so folgt:

7 7 4 ’ ! 4 t

o et r+ﬂy~§" (aﬂ%%—ﬂd;)n
V. Vi= ; p
4 ’ ’ n ’ r
7a’[+6y;7 yﬂT—FGdtz

Nun ist die ganze Zahl:

o~
4
~
~

(3) | e

«
s |

4

durch jede der beiden teilerfremden Zahlen é und t;, also durch ihr Produkt ¢’

teilbar; man kann also:
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Vll"Vt: ¢ /f ’ﬂnfi
N

mit ganzen Zahlen o”, 8”, 7", 0" schreiben. Fiir die Determinante dieser Substitu-
tion gilt: ' '

(4) allall tllg — 51!7'[72 — t”.
‘Zufolge (3) ist die ganze Zahl s durch die gegen —i' teilerfremde Zahl % teilbar,

’

t . .
so dass man s= —-s, mit ganzer Zahl s, schreiben kann. Setzt man syz=3s",
T

so folgt n=1".s", und die Gleichung (4) ergiebt nach Division mit ¢’:
a"d”t”—ﬂ”y}”gn — I,

woraus zugleich hervorgeht, dass {” und s wieder teilerfremd sind. Damit ist
die Regel (2) bewiesen.

Ist A die Anzahl verschiedener Primteiler von %, so hat man genau 2* ver-
schiedene Zerlegungen n=t.s und damit 2* verschiedene Systeme S; von Substi-
tutionen ¥;. Aus der Regel (2) geht dann unmittelbar folgender Satz hervor:
Die Substitutionen aller 2* Systeme S; bilden eine Gruppe, die als » Hauptgruppe»
D" des Grades n bezeichnet werden soll, und in der die aus dem System S, allein
bestehende > Transformationsgruppe> des Grades n eine ausgezeichnete Untergruppe
des Index 2* ist.

Bildet man die zur Transformationsgruppe ®™ als einer ausgezeichneten
Untergruppe der $® gehorende »Quotientengruppe> H™/G™ | so hat man als Ele-
mente derselben die 2* Systeme S; zu benutzen, die sich wieder nach der Regel:

(5) Sy 8=8"w, .=t

zusammensetzen. Bs folgt der Satz: Die Quotientengruppe H™ /™ ist eine Abel-
sche Gruppe der Ordnung 2*, die ausser dem FEinheitselement S, lauter Elemente
der Periode 2 enthdlt. Eine zugehorige Indexreihe ist A-gliedrig und besteht aus
lauter Indizes 2. Entsprechend besteht eine Kompositionsreihe aus lauter Grup-
pen, deren jede ausgezeichnet vom Index 2 in der voraufgehenden Gruppe ent-
halten ist.

Indem man alle méglichen Kompositionsreihen aufstellt und bei jeder Reihe
von den einzelnen Gruppen zu den entsprechenden Untergruppen der Hauptgruppe
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iibergeht, gelangt man zur Kenntnis aller Gruppen, die in 9™ enthalten sind
und ihrerseits &™ enthalten. Diese Gruppen sollen »Zwischengruppen» genannt
werden. Um eine zweckmissige Bezeichnung dieser Gruppen einzufithren, ver-
stehen wir auch unter G die aus dem System S, allein bestehende Transforma-
tionsgruppe; sie entspricht dem Einheitselement der Abelschen Quotientengruppe.
Hieran reihen sich die (2*—1) zyklischen Untergruppen der Ordnung 2 in der
Quotientengruppe, deren einzelne neben S, ein Element 8 mit £> 1 enthilt.
Man gelangt zu (2*—1) Zwischengruppen, die durch &, & ..., 8" zu be-

zeichnen sind, und deren letzte die bekannte Klassengruppe ist. Es reihen sich

weiter — 2*—1)(2*—2) Zwischengruppen & an, wo %, nach der Regel (5)
6 grupp 1,8, b b 3 g

aus den von einander verschiedenen Teilern #, und #, von » zu berechnen ist.
Indem man entsprechend fortfihrt, gelangt man nach 1 Schritten zur Haupt-
gruppe 9™ selbst, die demnach auch durch &, , | bezeichnet werden konnte.
Ist tibrigens nicht zweifelhaft, weicher Grad vorliegt, so mag auch der obere
Index an der Gruppenbezeichnung fortbleiben.

Die Klassengruppe steht in einer bekannten wichtigen Beziehung zu den
»Klassen» ganzzahliger binidrer quadratischer Formen der Diskriminante D= —4n
bezw. im Falle #=3 (mod 4) der beiden Diskriminanten D= —4n und D= —n.
Der Aufstieg zur Hauptgruppe H!™ entspricht der Zusammenfassung der Klassen
in »Geschlechter», wobei die Hauptgruppe ihre Benennung erhalten hat, weil sie
dem »Hauptgeschlechte» entspricht. Fiir n=1 (mod 4) und »=o0 (mod 8) ist die
Anzahl der Geschlechter bei D= —4n genau gleich 2*. Ebenso ist fir n=3
(mod 4) die Summe der Geschlechteranzahlen bei D= —# und D= —4# gleich 2%
Tndessen findet man fiir =2, 4 und 6 (mod 8), dass die Anzahl der Geschlechter
bei D= —4n nur gleich 2*~! ist. Auf der anderen Seite hat sich gezeigt, dass
man bei den Graden, die durch 4 oder durch g teilbar sind, auch die Haupt-
gruppe einer nochmaligen Erweiterung, sogar unter Umstinden wiederholten Er-
weiterungen, unterziechen kann, ohne aus dem Bereiche »eigentlich diskontinuier-
licher Gruppen»'® hinauszutreten.

Fiir die Durchfithrung der algebraischen Theorie des einzelnen Transforma-
tionsgrades ist die zunichst zu losende Aufgabe die Feststellung des »DB» fiir
die durch die Spiegelung an der imaginiren w-Achse erweiterte Hauptgruppe,
die in dieser erweiterten Gestalt auch durch £ bezeichnet sei. Dieser »DB»

' d. h. Gruppen mit endlichem »DB» (Diskontinuititsbereich).
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werde das »Hauptpolygon» des Grades » genannt und durch H, bezeichnet;
fiir die entsprechend erweiterte Klassengruppe und die Transformationsgrappe
werden die »DB» als »Klassenpolygon> K, und »Transformationspolygon» T,
bezeichnet. Ich besitze die fertigen Untersuchungen und Zeichnungen der Haupt-
polygone aller Transformationsgrade von #=2 bis 46, eingeschlossen, und dar-
iber hinaus fir die Grade:

n=438, 49, ..., 60, 62, 63, ..., 66, 68, 70, 71, ..., 78, 84, 90, 91, 102, 105, 110, 130.

Von diesen 79 Hauptpolygonen haben die weitaus meisten, ndmlich 66, im Rie-
mannschen Sinne das Geschlecht p=o0. Diese Fille sind natiirlich fiir die Durch-
filhrung der algebraischen Theorie besonders aussichtsreich. Es existiert dann
immer eine einwertige der Hauptgruppe zugehérige automorphe Funktion, die
»Hauptfunktion» des betreffenden Grades, nach deren Adjunktion zur Modul-
funktion -erster Stufe j(w) die zugehirige Transformationsgleichung (Modular-
gleichung) durch eine Kette von A Quadratwurzeln losbar wird.

Bilden die Formklassen nur ein Geschlecht, wie bei primzahligen #, so ist
mit der Klassengruppe bereits die Hauptgruppe erreicht. Auf diese Fille be-
zogen sich meine fritheren Untersuchungen. Neuerdings habe ich die Fille n =42
(Acta mathem., Bd. 52, 8. 257) sowie n=70 und 105 (Mathem. Annalen, Bd. 101,
S. 316) behandelt. Der héchste Grad, bei dem bisher das Geschlecht p=o0 des
Hauptpolygons festgestellt werden konnte, ist n=110. Die hier zunichst vor-
liegenden Schwierigkeiten konnten tiberwunden werden; die folgenden Zeilen lie-

fern die algebraische Theorie des Transformationsgrades 110.

§ 1. Hauptpolygon, Zwischengruppen und Formklassen beim Grade 110.

Das Hauptpolygon H,,, ist in Fig. 1 dargestellt. Es ist ein Kreisbogen-
zwolfeck mit neun rechten Winkeln, zwei an den Ecken ¢, ¢; gelegenen nicht-
rechten Winkeln, die indessen in Summa zwei rechte Winkel geben, und dem
Winkel o in der Spitze w=7o. Abgesehen von den beiden geraden Seiten, die
natiirlich Syminetrielinien der erweiterten Hauptgruppe sind, stellen auch die
stark ausgezogenen, mit §,, sy, ..., s; bezeichneten Seiten Symmetriekreise der
H1 dar. Die Gleichungen dieser Kreise und die zugehorigen Spiegelungen sind
gegeben durch:
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" 7 _+2.
(),  E+n*+2.3558+27.110=0, o — 58w t27. 110

—w—355
, w+9.110
3y), )+ 2. +9.110=0, o — 25919 110
ba) 3+ 255849 w5
(s4), EB+p*+2.155+2.110=0, o —3:50et2.110
—w—3.5
(s4), E+n*+2.115+ 110=0, o = Hetiio
—w—II
(s5), £+9*—110=0, o = %2.

i N M i L i N 2 A N /] s N . N 1 " " . " 1

-25 -20 —15 —70 -5 -0
Fig. 1.

Hierbei ist w=£&+4in gesetzt und w ist der zu w konjugiert komplexe Wert.

Die noch iibrigen fiinf Polygonseiten o, g, .. ., 65 haben die Gleichungen:
(6), E+9*+2.458+18.110=0, (00), 5(E+n%)+17.228+63.110=0,

(05), E+n*+655+19.55=0, (0, s5(E+pY)+2.1425+36.110=0,
(05), E+%"+455+9.55=0. '
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Von diesen sind die erste und letzte auf einander bezogen; es geht niamlich g,
in o5 durch die folgende hyperbolische Substitution iiber:

, 22w+4+9.110
w=——> "

0, 0y
—w—2.22

Die drei anderen Seiten tragen die Fixpunkte e,, ¢;, ¢, elliptischer Substitutionen
der Hauptgruppe, deren einzelne ihre Seite ¢ in sich selbst transformiert. Die
Lagen dieser Punkte und die elliptischen Substitutionen sind:

(e), PRl LURASTTY = 1ow+37. 110
3 —3w—110

= — ; s _3.1lw+10.710

(63), w == 33+Zm7 W — ,

(es), | 1 81 W — 55wt 14.110
2 —20—55

Die Symmetriekreise s liefern die weiteren Ecken und elliptischen Substitutionen:

= Vs 55w+ 28.110
(e)), ) 55+ZV55’ o — e ’
(&), w=M, W 3 1tet5. 110
2 —2w—3.11I
CAN w::m, o o 385047 110
4 —40—55
(e), w=-—10+%V10, o — oetriio
—w—10
V110 ’ 110
(es) w=1iV110, o = s

Endlich sind die sechs Ecken ¢, ¢,, ..., & des Polygons H,,, gelegen bei:

€ w:~9.11+3z‘l/ﬁ, (e w:_27'55+3”/29'55,
’ 2 ’ 38

(), o —31:35+31V20.55 (), w— —23:55+3iV20.55
’ 49 ’ 41

(85)’ w:_27'55 —I5-93,ZV29.55., (e, w:—9.11:3zm.

Hier tritt als akzessorische Irrationalitit V29 auf.
51—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 11 aoGt 1930,
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Aus dem beschriebenen Kreisbogenzwélfeck geht der »DB» der nicht er-
weiterten Hauptgruppe © hervor, indem man dem Zwdlfeck sein Spiegelbild an
der imaginiiren w-Achse anfiigt. Dabei erscheint jeder (in der Fig. 1 stark aus-
gezogene) Symmetriekreis von H,,, auf seinen beziiglich der imaginiiren Achse
symmetrischen Kreis bezogen, und jede der Ecken e, ¢, ¢, e; gehort mit ihrer
symmetrischen zu einem »Zyklus» zusammen. An neuen elliptischen Ecken treten
die zu e,, ¢, ¢, symmetrischen Ecken é,, ¢;, ¢, auf, so dass der »DB> der Gruppe
$ im ganzen elf elliptische Ecken e, e, &, €;, &, €4, &, €5, €, €;, ¢ hat.) Aus
der Art der Seitenzuordnung geht unmittelbar hervor, dass der »DB» der Haupt-
gruppe H1® das Geschlecht p=0 hat.

Entsprechend den acht Systemen 8, S,, Ss, S, S11s Sses Ssss Syio ist die
Transformationsgruppe &, eine a,usgezeichnéte Untergruppe des Index 8 in der
Hauptgruppe &. Zwischen beiden Gruppen stehen zwei Systeme von je sieben
Zwischengruppen, die simtlich ausgezeichnete Untergruppen der Hauptgruppe
sind. Man hat zunichst die sieben Zwischengruppen:

651,2, 5,10, @51,2, 11,22, (551,2,55,110, @51,5, 11,55, @51,5,22, 110, @51,10,11,110, @51, 10, 22, 55
’

die sidmtlich den Index 2z in der Hauptgruppe haben. Daran reihen sich mit

dem Index 4 die sieben weiteren Zwischengruppen:
®1,2, @51, 5y ®l, 10, ®1, 11, @1. 22, ®1,55, CSjl, 110-

Auf die vier Irrationalititen V110, 7 V55, ¢V 11, ¢V 10 verteilen sich die elf
elliptischen Ecken so:

1V 110, s, &5, €5,
ZVE’ elv 647 64, eG7
im, ’ €3, &5, €,
iV 10, e;.

Der »DB» einer Zwischengruppe ist in der einzelnen Ecke stets und nur dann
verzweigt, wenn die zugehorige elliptische Substitution nicht in der Zwischen-
gruppe enthalten ist; die Ecke heisse dann eine » Verzweigungsecke» der Zwischen-
gruppe. Man stelle insbesondere fiir die ersten sieben Zwischengruppen die Ver-

! Jeder Eckenzyklus ist hierbei nur als eine Ecke gezihlt.
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zweigungsecken fest und bestimme daraus das Geschlecht des »DB» der Zwischen-
gruppe. Ist dies gleich p, so miissen bekanntlich (2p + 2) Verzweigungsecken
vorliegen. Die Geschlechtszahlen und Verzweigungsecken sind folgende:

4v' €y, 63, Ez; €3, 53,84,54,65,86, s,

®1,9,5,10: P=

®1, 9,11, 22° r=3, €, 3, €3, €4, €4, €5, €, O3,
&1, 2,55, 110 p=1, €3, €3, €5, €y,

®1,5,11,55: p=1I, €, &y, €;, €,

®q, 5,22, 110 =3, €1, €3, C3, €4, €y, €5, €, €,
&1, 10, 11, 110: r=1i, 31:34ré4r"‘6:

®1, 10, 92, 55: p=2, €3, €3, €3, C3, €5, €g.

Die Erschwerung fiir die algebraische Theorie des Grades 110 bestand darin,
dass keine dieser Zwischengruppen mehr das Geschlecht o besass.
Die Anzahl der Klassen urspriinglicher positiver quadratischer Formen:

(a, b, ¢) = ax? + by + cy®

der Diskriminante D= —440 ist zwolf, wie man durch Aufstellung einer Liste
der reduzierten Formen leicht feststelll. Man hat drei Charktere, geliefert durch
die Legendreschen Zeichen:

B () (-

unter m eine ungerade durch die Form (g, b, ¢) darstellbare Zahl verstanden.
Demnach hat man vier Totalcharaktere der Formklassen, die durch:

() () Gl

bezeichnet seien. Hieraus folgt, dass es bei D= —440 vier Geschlechter zu je

drei Formklassen giebt; alles Nihere entnehme man aus der Zusammenstellung
der Totalcharaktere und der zugehdrigen reduzierten Formen:

[+1, +1 +1], (1,0, 110), (9,8, 14), (9, —8, 14),
[+1,~—1,—1]; (10,0, 11), (6, 4, 19), (6, —4, 19),
[~1, +I ~I], (5, o, 22), (3,2,37), (3 —2,37),
[—1,—1, +1]; (2, o, 53), (7,6,17), (7, =6, 17).

Jedes Geschlecht hat eine ambige Klasse und zwei einander entgegengesetzte.
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Die zwolf Formklassen kann man natiirlich auch aus den Ecken des Klassen-
polygons K,,, ableiten. Den Aufstieg von der Klassengruppe & 10 zur Haupt-
gruppe © kann man durch Zusatz der beiden Substitutionen:

22w+9.110
(w) =222

Vi , V,(w):55w+28.lxo

—w—2.22 —w—155
vollziehen:

=010+ 1100. V+t G11100. V+G1100. V' V.

Umgekehrt werden beim Ubergange von der Hauptgruppe zur Klassengruppe alle

Ecken ¢, bei denen eine Irrationalitit ¢V 10, ¢V 11, ¢V 55 auftritt, Verzweigungs-
ecken, die also fiir das Klassenpolygon K, , keine Ecken mehr liefern. Als ellip-
tische Ecken von K,,, verbleiben nur noch die vier aus e, hervorgehenden Punkte:

=iVr1o, V(EViio), V'(Vriiwo), V'V(EVi1o0),

die vier aus e, hervorgehenden:

—110+:2V110 —110+iV 110 [{—110+:V 110
o=—""V\—) V| —

—IIO+Z'V§Q)
3 3

,V’V(

und die zu den letzteren vier beziiglich. der imaginiren w-Achse symmetrisch
liegenden Punkte. Diese zwolf Ecken von K, miissen die zwolf Formklassen
der Diskriminante D= — 440 liefern, wobei das erste Quadrupel die ambigen
Klassen liefert.

Die Rechnung bestiitigt dies leicht. Wir benutzen als erstes Eckentripel:

V1o - Vi) —r12. iVio -~ 12.110+éiV 110
-leano,Qg:V—l( 110+eV 110 __ 12 110+2V 110 Q:I 11 7 )

3 31 . 31

Gebraucht man das Symbol ~ als Zeichen der Aquivalenz beziiglich der Modul-
- gruppe, so stellt man leicht fest:

_ —1320+iV110 —4+iV110 7 4+7V 110
- ~ bl g —

2
31 9 9

so dass wir zu den drei Formen des Hauptgeschlechtes gelangen. Die Ausiibung
der Substitution ¥ auf 2, und £, ergiebt:
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—2090+17 V?_o QKTE)

i) = 93 5
: —110+:V110 1+iVr110
V(Q)= 3’ ~ Z3 2,

so dass sich die drei Formen des oben an dritter Stelle genannten Geschlechtes
einfinden. Entsprechend erhilt man bei Ausiibung von V':

V'(8) —"—57&-‘ T
7'(Q) — —47 . 11807+ZViIrON —3+7ZVI£

und damit das letzte Gesghlecht. Endlich fithrt die Substitution V'.V zu:

—28.110+¢V 110 iV 110
~ b

vV .vV(Q)= > =
, —10.110+:V1i0o —z2+iV110 -
V' .V (R,)= 9 ~ G ,

also zu dem noch fehlenden zweiten Geschlechte.

§ 2. Herstellung der Hauptfunktion des Grades 110.

Aus der Modulform erster Stufe (— 12)* Dimension #(w,, w,) stellen wir,
unter s eine positive ganze Zahl verstanden, die Form:

As(w,, wy) = A (a})_, ) wz)

her, die gegeniiber allen der Kongruenz =0 (mod s) geniigenden Substitutionen
der Modulgruppe invariant ist. Fiir die Gruppe ®'® haben wir demnach die
acht Modulformen:

dl* 423 Zl5a //1()3 th 41221 A, 4110

553

zur Verfiigung. Als invariant bei &, zeigt die einzelne dieser Formen gegen-
iiber allen Substitutionen des einzelnen Systems §; das gleiche Verhalten. Um
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dieses Verhalten festzustellen, schreiben wir die erzeugenden Substitutionen der
Hauptgruppe 9, die zu den Ecken e gehoren, homogen, unimodular und von

der Periode 2. Wir benutzen also z. B. fiir die Systeme Sy, Sz, Sy die drei

Substitutionen:
¢V 100, =100, + 1100,, iViow, = —w,— 100,,
(1) iV55w[':55w1+28.110w2, iVisw, = —w,—550,,
iV1low,' = 110w, iViow, = —w,.

‘Hat man die Transformationsformeln der ; bei diesen drei Substitutionen fest-
gestellt, so erledigen sich die iibrigen Systeme S einfach durch Kombination

der erhaltenen Formeln. Die Ergebnisse der Rechnung stellen wir tabellarisch

zusammen:
8, S, S, Sio Si Sse S:s Sii6
4, 2—64, 56 4, 10-6 4, 11—%4,, 22 6 4,, 55—‘54Ers 11076 4,
A, 284, 564, 28564, | 1164y, |2°.11— 64, | 5564, |2°.557 64,
715 276 4,, 584, 5%.2-64, | 1164, 2264, |50 1164, |5%. 22764,
4,0 2%4, 58 4, 10° 4, 1164, | 2°. 1164, | 5°. 1164y, |[10°. 116 4,
Z,l 2~64,, 56 4., 1064, 11%4, 11, 2=64, | 11°8.5—64, [11°.10—6 4,
Ay 284, 564, |2°%. 564, 11° 4, 2284, 11°. 564, | 22°.5-64,
Ay 2—64,, 5%4,, 5¢.2—64,, 11% 4, 118,26 4, 55% 4, 558,26 4,
Z: 2% 4,4 554, 10 4,, 11%4,, 22° 4, 55% 4, 110° 4,

Als Entwicklungsgrosse fiir Potenzreihen der Modulformen unserer Trans-

formationsgruppe ®; haben wir:

2 niw
x=q0 —¢5

niw

zu benutzen, die in der Spitze des Hauptpolygons H,,, bei w=¢ > einen ein-
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fachen Nullpunkt hat. Aus der bekannten Reihenentwicklung der 24%® Wurzel
aus 4 ergiebt sich dann die Potenzreihe:

24 13

27 o 5 ~

(2) Vd,—= l/);x'%‘(l—Jc’—x”-kx“—l—x”——xm‘—x“t-i-x?“-f- ), s.t=110,
Wy

wo sich £ aus s durch die beigefiigte Gleichuhg bestimmt.
Es soll nun zunichst die Zwischengruppe ®y s 11,55 des Geschlechtes p=1
mit den Verzweigungsecken e,, é;, €,, ¢, verwertet werden. Wir bilden die beiden

eindeutigen Modulformen der Dimension — 2:

24 244'7 .
@ (0, w,) = Vd-zdlodwdno: @, (o, w,) = ledﬁdlidﬁf)v

deren Reihenentwicklungen die folgenden sind:

2

2
[%(wn wy) = (i)n) (1 —z—2+a28+ 20" —22" + 2+ ),

(3)

2m\* 6 2 4 12 14
g)z(wlvwz): ;)— Q?(I—-.’L‘ — a4ttt 2 +)
2

Im Innern der w-Halbebene verschwinden diese Formen nirgends. Nimmt man
w, auf der imaginiren w-Achse reell, so sind beide Formen daselbst reell und
positiv.

Man weiss nun aus der algebraischen Theorie des elften Transformations-
12
grades, dass V7,4, eine eindeutige Modulform der zugehorigen Transforma-

tionsgruppe @1V ist. Hieraus ist zu schliessen, dass die Quadrate von ¢, und
@, eindeutige Formen der Gruppe &% gind. Man stelle fest, wie sich die
Formen ¢, und ¢, selbst gegeniiber der zweiten Substitution (1) verhalten, die
zum Eckpunkt e, von H,, gehort. Aus der vorletzten Spalte obiger Tabelle
folgt, dass ¢% und @3 bei dieser Substitution invariant sind. Die Formen ¢,
und @, werden sich demmnach bis auf multiplikative 24° Wurzeln der Einheit
reproduzieren. Diese Wurzeln konnen aber nur gleich + 1 oder —1 sein; denn
die Substitution hat die Periode 2. Dabei ist —1 ausgeschlossen. Wiirde nim-
lich z. B. die Gleichung bestehen: '

55w +28. 110wy —w—55w, _
( ZV~5—5 ZVEE ) ¢l (wh wz)a
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so wirde man nach Eintragung der .dem Eckpunkte ¢, entsprechenden Werte

w=—355+1 VE, w;=1 mit Riicksicht auf die gerade Dimension der Form das
Ergebnis finden:

9)1(_554'2.1/%: 1) =~ 901(—55+iV§, 1);

d. h. ¢, hitte in der Ecke ¢, einen Nullpunkt, was jedoch nicht der Fall ist.
Also sind ¢, und @, gegeniiber der zweiten Substitution (1) invariant. Genau
in derselben Weise stellt man fest, dass ¢, und @, auch bei den richtig ge-
schriebenen, zu den Polygonecken e, ¢,, ¢5 und ¢; gehdrenden Substitutionen un-
verdnderlich sind.

Weiter ist das Verhalten unserer Formen bei Ausiibung der dritten Substi-
tution (1) zu erforschen. Man hat die letzte Spalte der Tabelle zu benutzen und

findet zunichst:

110wy, — o 110w, —o,

——, —— =2 . & Wy, W,), o | ————> — :2_1.8, W, W),
901(”/“0 2'1/110) gl @) q)z(iVllo iVIIo) gilon, @)

wo ¢ und ¢ Einheitswurzeln 24% Grades sind. Fiir o, = ¢V 110, w,=1 folgt:
@0V 110, 1)=289,(: V110, 1), @56V 110, 1)= 271, (¢ V 110, 1).

Da ¢,(iV 110, 1), ¢,(iV 110, 1) von o verschieden sind und reelle positive Werte
haben, so gilt e=¢ = + 1, und wir finden: ’

110w, — 1100, —w \
@ o (iVIIO, zVIvI—(;) =2¢y(0;, @), s (Z.VR’ ZV?—O) = 27", (wy, wy).
Nun sind ¢}, ¢, eindeutige Formen der Gruppe &;,. Da sie gegeniiber
den zu ¢, und e, gehorenden Substitutionen (also Substitutionen der Systeme
S;s und 8,;) invariant sind, so sind sie sogar Formen der Zwischengruppe
®1,5,11,55. Zufolge (4) zeigen diese Formen gegeniiber allen nicht in der Zwi-
schengruppe enthaltenen Substitutionen der Hauptgruppe das Verhalten:

¢t =495, ¢L=4"1¢].

Die Wirkung der richtig geschriebenen zu den Ecken e, und e, gehdrenden homo-
genen Substitutionen sowie der zum Seitenpaar o,, 0; gehdérenden hyperbolischen

Erzeugenden ist hiernach:
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(5) ‘Pl,:izﬂvza g, =127,

Dabei gelten fiir die einzelne der beiden elliptischen Erzeugenden entweder nur
die oberen oder nur die unteren Vorzeichen, da die Substitution von der Periode
2 ist. Dasselbe gilt dann aber auch von der homogen geschriebenen hyperbo-
lischen Frzeugenden, da diese sich aus den drei zu e,, e;, ¢, gehdrenden homo-
genen elliptischen Substitutionen herstellen lisst.

Gegeniiber der parabolischen Erzeugenden w, = w, + 111w,, @, = w, bleiben
¢, und ¢, zufolge (3) invariant. Ein >DB» fiir &y 5 11,5 wird aus H,;, durch
Anlagerung des Spiegelbildes lings s; hergestellt, wobei eine zweite parabolische
Spitze im Punkte w=o0 auftritt. Da sich ¢,, ¢, gegeniiber der dritten Substi-
tution (1) bis auf die konstanten Faktoren 2 und 2~ permutieren, so itbertragen
sich die letzten Betrachtungen auf die von den Seiten des angefiigten Bereiches
gelieferten Substitutionen. Auch die Ubertragung auf die beztiglich der imagi-
néren w-Achse symmetrischen Polygonhilften macht keine Schwierigkeit, da bei
der Spiegelung an der genanntén Achge die Werte unserer Formen in die kon-
jugiert komplexen Werte iibergehen. Hiernach steht folgendes Ergebnis fest:
Gegeniiber den erzeugenden Substitutionen der Zwischengruppe ® 5 11,55 sind
die Formen ¢,(w,, @,), ¢3(w,, w,) entweder invariant, oder sie erfahren gleichzeitig
Zeichenwechsel.

Man bilde nun den Quotienten der beiden Formen ¢, p,:

24

@1(‘“1, ;) Ay g Ays 110

9‘02(0’17 “’2) A Ay A\ gy ’

plo) =

fiir den man aus (2) die Reihenentwicklung gewinnt:

6) @)=z (1—x+o—2®+zt—22°+ 22—+ 325 —32%+ 320 —4q2' + 52!?

—s 2B+ 6 —8x%+ 100 — 102V + 102" — 1320 + 16220+ - -).1

Aus dem eben gewonnenen Ergebnis folgt der Satz: In ¢(w) hat man eine ein-
deutige automorphe Funktion der Zwischengruppe ®y s 11,55 gewonnen; diese IFunk-
tion hat im >DB> der Zwischengruppe einen einzigen Pol und zwar von der dritten
Ordnung in der Spitze bei w=1i% und entsprechend einen Nullpunkt derselben Ord-
nung in der zweiten Spilze bei w=0. Gegeniiber der Transformation des »DB»
in sich zeigt @(w) das Verhalten:

! Durch das Zeichen o wird hervorgehoben, dass das.Glied mit x® ausfillt.
52—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 11 aoht 1930.
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(7) qv(i:,@) :;?;7)'

Man hat also hier eine dreiwertige Funktion der Zwischengruppe gewonnen.
Weiter aber folgt sofort: Die Funktion: ‘ ‘

4
Dlw)= p\w) + 7=
(@) = g(w) p()
met der Reihenentwicklung:
8) Olw)=a3(1—x+o—2*+zt—22°+62°+ 32"+ 728 +52° + 112"+ )

st eine eindeutige dreiwertige automorphe Funktion der Hauptgruppe des Grades 110
mit einem Pole dritter Ordnung in der Spitze bei w=1 .
Man verwende zweitens die Zwischengruppe ®,, 10,11, 110 des Geschlechtes p=1

mit den Verzweigungsecken e,, ¢,, &,, ¢,. Bs sind die beiden Formen:

24 o 24
Y0, w,) = V42454224455 v Ylwg, 0y) = 1/414104114110
mit den Reihenentwicklungen:

27m\* 1 2 A5 1 01 91 12
'u”l(wnwz): P 22 (1—2?—at—® 2"+’ + i + 1),
: 2

(9)

2
Yylwy, 0,) = (i—n) 2% (1—z—at+ @S+l —a0 )
2

zu bilden. Man stellt fiir diese Formen das Verhalten fest:

55w, +28. 110w, %wl—SS& _
(Io) 1( ’LVE ZV?S‘ ) !U2(w11 w2)7
Y (55(»1-:.12/8;1 Iowz’ _0;1]7%5‘”2) = ",U1(w11 @3).

Beim Beweise nehme man o, auf der linken geraden Seite des Hauptpolygons
reell an und beachte, dass dann ,, 1, daselbst iibereinstimmend negativ imagi-

12
nire Werte annehmen. Aus der obigen Bemerkung iiber V o, 4, folgt wieder,
dass W}, ¥: Formen der Gruppe ®&"? sind. Durch entsprechende Betrachtungen
wie oben, die hier nicht wieder ausfiihrlich dargelegt werden sollen, findet man,

dass die Formen 1, 1, gegeniiber den Erzeugenden der ®i,10,11,110 entweder in-
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variant sind oder gleichzeitig Zeichenwechsel erfahren. Letazteres ist z. B. bei
der parabolischen Substitution w,'=w, + 110w,, w,’ —w, der Fall. Man gelangt
zu dem Ergebnis: Der Quotient:

24
'Pl(wn wg) Ay A5 Aoy Ay

w) = —
w( Q)Uz(wn wz) Ay Ao Aiyo

der beiden Formen ,, ¥, mit der Rechenentwicklung:
(11) o) =z 1+x+2*+ 22+ 208+ 22° + 32° + 427+ 42+ 62+ 704 --)

ist eine eindeutige automorphe Funktion der Zwischengruppe &y 10,11,110. Ste st
im >DB> dieser Gruppe zweiwertig mit einem Pol zweiter Ordnung in der Spitze
ber w=1% und etnem Nullpunkie derselben Ordnung tn der zweiten, ber w=—755
gelegenen  Spilze; gegewiiber der Tmhsformatz'on des »DB» in sich zeigt W(w) das
Verhalten: ‘

55w+28.110)=¢.
(12) : w( —w—55 (o)

Hieran reiht sich sofort der weitere Satz: Aus y(w) stellt man on der Gestalt:

eine zweite eindeutige automorphe Funktion der Hauptgruppe  mit der Rethen-
entwicklung : '

(13) ®lw) =22 (1+x+a®+2a°+ 324+ 2"+ 32°+ 32"+ 52° + 6a° + 720+ )

her, die im >DB> der Hauptgruppe zweiwertig ist und einen Pol zweiter Ordnung
in der Spitze bei w=1ix hatl. ,
Als Funktionen der Hauptgruppe sind @(w) und ¥(w) durch eine alge-
braische Relation verbunden, die (wegen der Wertigkeiten) in ¥ vom dritten
und in @ vom zweiten Grade ist. Da die beiderseitigen Pole zusammenfallen,
also jede Funktion eine ganze algebraische Funktion der anderen ist, kommt
nur ein Glied mit der hochsten Potenz #° und nur eines mit der hochsten Po-
tenz @” vor. Die Relation hat also die Gestalt: |

Pt (a@+b) P+ (cO+d) P+ e@*+ fO+ g=o0,
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wo a,b,...,g numerische Koeffizienten sind. Da diese Gleichung in w iden-
tisch besteht, so muss die Eintragung der Reihen (8) und (13) fiir @ und ¥
und die Anordnung nach ansteigenden Potenzen von x eine identisch verschwin-
dende Potenzreihe liefern. Da elf Reihenglieder zur Verfiigung stehen, so erhiilt
man fir die sieben zu berechnenden Koeffizienten a, b, ..., g elf lineare Glei-
chungen, deren erste sieben zur Berechnung der a, b, ..., g dienen, wihrend
man die letzten vier zur Kontrolle des Ergebnisses benutzen kann. Man findet
und bestiitigt (durch die Kontrollrechnungen) den_Satz: Zwischen den beiden auto-
morphen. Funktionen @) und ¥ (w) der Hauptgruppe des Grades 110 besteht die
algebraische Beziehung:

(14) PPt —(s5D+13)F —(D*+ 50+ 7)=0.

Deutet man @ und ¥ als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so wird
durch die Gleichung (14) eine Kurve dritten Grades dargestellt. Diese Kurve
hat in Ubereinstimmung mit dem »>DB» der Hauptgruppe das Geschlecht p=o
und besitzt demnach einen Doppelpunkt. Setzt man die Gleichung (14) in die
Gestalt:

(13) (F+1)P—~8(F+1)—5D(F +1)— D=0,

so erhilt man @=o0, ¥ = —1 als Koordinaten des Doppelpunktes. Nun schnei-
det bekanutlich das Geradenbiischel mit dem Doppelpunkt als Zentrum auf der
Kurve dritten Grades eine einwertige Funktion aus. Wir gelangen zu dem grund-

legenden Ergebnis: Als » Hauptfunktion> des Transformationsgrades 110 kann man

den Quotienten ?P(fl)— " oder, was noch etwas zweckmdssiger ist:
o
(16) ) v(w) =53 T2

benutzen. Die Hauptfunktion besitzt zufolge (8) wund (13) die Polenzreihenent-
wicklung :

(17) v(w) =z (1+o+o+zP+attotal+ot 2+’ +2210+ --);

thr Pol erster Ordnung liegt in der Spitze des Hauptpolyg?mg bei w=17.
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§ 3. Funktionssysteme der Zwischengruppen.

Die Bedeutung der Hauptfunktion v(w) besteht wie bemerkt darin, dass
nach ihrer Adjunktion zu j(w) die Transformationsgleichung des Grades 110
algebraisch, némlich durch Ausziehen von drei Quadratwurzeln losbar wird.
Diese Quadratwurzeln gewinnt man in einer ersten Gestalt dadurch, dass man
die Funktionssysteme der Zwischengruppen herstellt. Hierbei erhilt man zugleich
die Kenntnis der numerischen Werte der Hauptfunktion v(w) in den Hcken des
Hauptpolygons.

Zunichst sind die Ausdriicke von @ und ¥ als Funktionen dritten bezw.

zweiten Grades von v festzustellen. Setzt man:

(1) | D = (v—2){(F+1)

in die Gleichung (15) § 2 ein, so folgt nach Fortheben des Faktors (¥ -+ 1)%:
(F+1)—8—5(v—2)—(v—2)*=o0.

Hieraus folgt der Ausdruck fiir ¥ in v, durch dessen Eintragung in (1) auch
der Ausdruck dritten Grades fir @ gewonnen wird: *

(2) ‘ O=1v—1P—y, =1 tv+1.

Zur Gewinnung eines Funktionssystems der Zwischengruppe ®y, s, 11,55 fithren
die Gleichungen:

Q=g+ 3203_02_4, gv2—(v3—02~—4)q)+410.

Bei Auflésung nach ¢ stellt sich als Radikand zunédchst ein Ausdruck sechsten
Grades in v ein. Doch muss sich aus ihm das Quadrat eines Linearfaktors ab-
sondern lassen, da die- Zwischengruppe nur die vier Verzweigungsecken e, &, ¢;, ¢5
hat. Die Rechnung bestitigt dies; sie liefert:

(3) 2p=1"—v'—4 + vV ([v—1)(P—v*—8),

wo die Quadratwurzel auf dem H,,, angehorenden Teile der imaginidren w-Achse
positiv zu nehmen ist. Als Funktionssystem der Zwischengruppe hat man:
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(4 o, Ve,

womst die erste unter den drei Quadratwurzeln gewonnen ist.

Da die reelle Wurzel der kubischen Gleichung v®*—v*—8=o0 grosser als 1

ist, so gehort diese zur Beke w=:V 110, und wir finden fiir die Ecke e,:
(5) v(—10+iV10)=1.

Die anderen drei Eckenwerte von v, d. h. die Wurzeln der kubischen Gleichung
v®—v?—8=0 wirklich zu berechnen, hat zuniichst kein Interesse; doch sei an-
.gemerkt, dass die Quadratwuarzel der Diskriminante 'dieser Gleichung gleich
4V 110 ist.

" Zur Behandlung der Zwischengruppe ® 10, 11,110 mit den Verzweigungsecken
€, é4, é,, €g haben wir entsprechend den Ansatz:

Py + 1%=v“’+v+ 1, P —(@ oty +i=o.

Die Auflésung nach v liefert:

6 . 2=0v'+ov+ 1+ VR+o+3) 0 +e—1),

wo die Quadratwurzel auf der imaginiren w-Achse positiv zu nehmen ist. Als
Funktionssystem der Zwischengruppe ®: 10 11,110 ergiebt sich: '

() : v, V@*+tv+3)(@®+v—1),

womit dee zweile Quadratwurzel festgestellt 7st. Als neue Eckenwerte von v lernen
wir kennen: '

o(oss+iVEs =105,
(8) v(_55+“/55)=_1+]/§»
| 4 2
v(155+il/ﬁ): —1+Vir
2 2

Zur Gewinnung der noch fehlenden dritten Quadratwurzel betrachten wir
endlich ‘auch noch die dritte Zwischengruppe des Geschlechtes p =1, ndmlich
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®1,2,55,10; die Verzweigungsecken sind e, &, e;, ;. Man bilde die beiden
Formen: ‘

24

2m\2
[%1’(6017 wy) =V A5 Ay Ay Ayy = (w_n) 2 (1—a’—22M0—- ),
(9) ?

24

_ 270\ 2
ng(wl, w) =V A dydi A,y = (aTM) 2 (1—z—22 +aP+ 25+ 25+ ),
| 2

deren 24°¢ Potenzen nach obiger Tabelle gegeniiber der Zwischengruppe ® o, 55,110
invariant sind.

Das Verhalten der Formen y,, x, gegeniiber den Erzeugenden der Zwischen-

gruppe ist besonders leicht festzustellen. Man weiss nimlich, dass / A, A4 eine
eindeutige Modulform der Transformationsgruppe & ist.! Daraus folgt, dass
die dritten Potenzen der Formen (9) eindeutige Formen unserer Transformations-
gruppe G019 gind. Die y;, x, selbst indern sich gegeniiber den Erzeugenden der
®1, 2,55, 110 hochstens um multiplikative dritte Einheitswurzeln. Aber dabei konnen
keine komplexe dritte Einheitswurzeln auftreten, da jedesmal das Quadrat einer
hier auftretenden Einheitswurzel gleich 1 sein muss; dies folgt aus der Periode 2
der elliptischen Erzeugenden. Man setzt die Betrachtung leicht wie bei den
beiden schon behandelten Zwischengruppen fort und gelangt zu dem Ergebnis:
Der Quotient der beiden Formen (9):

24
(IO) %(w)_ 45410411422

= =a(1+x+ 328+ a2+ ot +112° + 2225+ -
41424554110 3 9 )

ist eine fiinfwertige Funktion der Zwischengruppe ®1,2 55,110, die gegemiiber der zur
Ecke e, gehorenden elliptischen Erzeugenden der Hauptgruppe das Verhalten zeigt:

(11) x(%%";_‘éﬂ)zjﬁw).

Man findet nun sofort in:

(12)  X(w)=gylw) + X—(I;) =5 (1+x+32%+42PHoat+112°+ 2225+ )

! Man vergl. z. B. R. FRICKE »Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen» (Leipzig,
1916 ff.), Bd. II, 8. 2g9. Dieses Werk wird weiterhin durch »E. F.» unter Angabe von Band- und
Seitenzahl zitiert. -
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eine finfwertige Funktion der Hauptgruppe, also (da der Pol fiinfter Ordnung
bei w=4¢ liegt) eine ganze Funktion fiinften Grades von v, fiir die die Potenz-

reihen die Darstellung liefern und bestidtigen:
(13) 7 X=v"+v'+ 308 —0*—2.
Zur Berechnung von y aus v haben wir die qﬁadratische Gleichung:
PPt 3— P —2)y+1=0

zu lésen, deren Diskriminante eine ganze Funktion zehnten Grades von v ist.
Diese Funktion muss, da wir wieder nur vier Verzweigungsecken haben, die Ab-
spaltung des Quadrates einer ganzen Funktion dritten Grades gestatten. In der
Tat findet man den folgenden Ausdruck von y in v:

(14) 2y =074 vt + 30— — 2+ (@t o+ 2)Ve—1) (P + 0P+ 30—1).

Wir haben damit auch die dritte Quadratwurzel gewonnen und notieren den
abschliessenden Satz: Um ein Funktionssystem der Transformationsgruppe des
Grades 110 2zu ervhalten, hat man zur Hauplfunktion v dieses Grades die drei
Quadratwurzeln zu adjungieren: '

Vie—1) (v*—v2-—-8),
(15) V(i +v+3) @ +v—1),

Vie—1) @+ o®+ 30—1).

Der schon unter (5) festgestellte Eckenwert v=1 fiir den Punkt e, findet
hier seine Bestitigung. Weiter aber lernen wir die Eckenwerte:

v(:@iiﬁ), o (T 334 VD)

2

1+V§

kennen. Der erste ist gleich der reellen, zwischen o und ———;— gelegenen
Wurzel der kubischen Gleichung:
oS+ 0 3v—1=0;

die beiden anderen werden von den komplexen Wurzeln dieser Gleichung geliefert.

Die Quadratwurzel der Diskriminante dieser kubischen Gleichung ist gleich 2¢ Vir.
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§ 4. Hauptgruppe und Hauptfunktion des vTransformatioﬁsgrades bb.

Um die gewonnenen Ergebnisse fiir die Transformation 110*" Grades nutz-
bar zu machen, ist nun die Modulfunktion erster Stufe j(w) als Funktion der
Transformationsgruppe ®9 rational durch v und die drei Quadratwurzeln (15)
& 3 darzustellen, wobei an Stelle der letzteren auch drei mit ihnen gleichwertige
treten konnen. Man hat sich bei Losung dieser Aufgabe der Vermittlung der
Transformationsgrade 55 und 11 zu bedienen. Nun ist die algebraische Theorie
des Grades 11 seit lange bekannt (vergl. »E.F.» II, 403 ff.); dagegen muss diese
Theorie fiir den Grad 55 hier erst noch entwickelt werden.

Das Hauptpolygon H,; ist das in Fig. 2 dargestellte Kreishogenneuneck mit
einem Winkel o bei w=2¢c und iibrigens nur rechten Winkeln. Acht unter den
Seiten sind Symmetriekreise von Spiegelungen, und zwar haben die sechs mit

1, Sy - - ., S; bezeichneten Seiten folgende Gleichungen und Spiegelungen:

3 2 . ,:556+27.55

(81), 28+ 00 +2.8558+27.55=0, o =TS

, w+18.55

83) *+ 9%+ 2.555+18.55=0, 33071855,
(5.) 38+ 7 +2.558 55 o = e

(53), £+ n?+ 306+ 4.55=0, : W — 159 T 4.55
—w—15

(84), E+q®+228+2.55=0, W = Het2.55
—w—1I
, 2, .2 _ , 150 +2.55

(35), e+ 9+ 158+ 55=0, o =2

(Se)y g+ 772_55:0, . w'zss

€y

€y

&
2 €y [

i PSP | YR WA VA O JUNY S U ST SN NUN WY S W

L R |

— 25 20 75 ~70 =5 mar;
Fig. 2.

53—29764. Acta mathematica. 66. Imprimé le 11 aot 1930.
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Die mit ¢ bezeichnete Seite hat die Gleichung:
(o), £+’ +455+9.55=0;

ihre Endpunkte ¢,, & liegen bei:

—99+3iV11 ‘ —o99+3iV 11
(), o=—"PT300, (@), 0=
4 5
Fiir die Ecken e, ¢, ..., ¢, und die zugehorigen elliptischen Substitutionen von

der Periode 2 gelten die Angaben:

(e, = #ﬁ o = 55_%2_85?_5
(es), w»=—22+z’V1_1-, w’:%}%lj&,
e
(es), w=:§.5_'|7'_“C£, w'=5ia;%8_%,
(co), w:——z.,lls—l—z’m’_ w'zz_'—;lgi%%»
),  w=1i¢Vss, w':_LS_,

Entsprechend den vier Teilern von 55 setzt sich die Hauptgruppe aus den
vier Substitutionssystemen S;, S;, S;;, Ss; zusammen, von denen das erste die
Transformationsgruppe liefert. Hieran reihen sich nur noch drei Zwischengrup-
pen G, fiir die wir sogleich die Geschlechtszahlen p und die Verzweigungs-

ecken tabellarisch zusammenstellen:

@51,5; p=31 61,82,‘(-32,6’3,6’4,85, (’61877
&y 11, Cp=I, €1, €4, €5, €q,
®, 55, r=1, €35 €3, €3, €.
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Da der Grad 55=3 (mod 4) ist, so hat man hier die urspriinglichen posi-
tiven quadratiéchen Formen der beiden Diskriminanten D= —220 und D= —33
heranzuziehen. Man hat beide Male vier Formklassen mit den reduzierten
Formen:

.

D= —220, (I7 0o, 55)7 (51 0, I_I)1 (71 T2, 8))
=— 55, (L), 434, (& t157).

Bei beiden Diskriminanten liegen zwei Geschlechter vor, und es bilden immer
die beiden ambigen Klassen das Hauptgeschlecht und die beiden entgegen-
gesetzten Klassen das zweite Geschlecht. k

Von der Klassengruppe ®; s; werden diese acht Formklassen in folgender
Art geliefert: Da die Spiegelung:

?(w): 115_—!-2&

—w—11
nicht zur @&, 5 gehort, so gewinnt man die zur Linken der imaginiren w-Achse
gelegene Hiilfte K;; des Klassenpolygons, falls man an das Hauptpolygon Hg
sein Spiegelbild lings der Seite s, anfiigt. Dabei bleiben e, und e, elliptische
Eéken, denen noch (da sie nicht mehr auf Symmetriekreisén der ®, 55 gelegen
sind) die symmetrischen Ecken &, & hinzuzugesellen sind. Auf Symmetriekreisen

der ®y 5 verbleiben e, ¢, und die aus ihnen durch ¥V hervorgehenden Ecken.
Demgegeniiber sind e,, &,, €;, € Verzweigungsecken der Klassengruppe, die also
fir Ky keine Ecken mehr liefern. Die vier ersten Ecken e,, é,, ¢5, & miissen
die beiden Paare entgegengesetzter Klassen liefern, withrend die vier letzten
Ecken die ambigen Klassen ergeben werden. Die Rechnung bestitigt dies; wir
stellen die Ergebnisse sogleich tabellarisch zusammen:

@, —  w=——35tiVss —1+iVss (11, 14),
2 2

(67)y w:iV£7 (1)0155)7

= —11.55+3Vss —34+¢Vss

Vie), ——— 5;2 17 23 82 55, (4, 3, 4),

V(e), =355V ~1’V55, (5,0, 11),

16 5
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TestiViE 1 tiVss _
(947 54)) = * SS:Z 55 ~ =1 _;Z 55’ (2) + I, 7)a
(0. 2. v Fss+iVss  t1 +zV557 ('7’ T2 8).

7 7 :

Zur Konstruktion der Hauptfunktion des Grades 55 gelangt man am kiir-

zesten auf folgendem Wege: Die' Zwischengruppe @5(11,150,)11, 55 enthilt lauter Sub-
stitutionen, die auch in der Hauptgruppe $H®® des Grades 55 enthalten sind,
und ist demnach eine Untergruppe der $®. Um den Index » dieser Unter-
‘gruppe zu bestimmen, beachte man, dass die ®(1” eine Untergruppe des Index 4

in der @5(11,150,)11,55, also eine solche des Index 4 in der $% ist. Diesen Index 4»
kann man auch so berechnen, dass man von der £ zunichst zur Untergruppe
®% des Index 4 geht und dann beachtet, dass ®{1 eine Untergruppe des Index 3
in der ®% ist. Es ist demnach 4v=12, also »=3. Die beiden Substitutionen:

Viw)=w+s5,  Vilw)=—>

von 9 sind nicht in der Untergruppe @5915?)11, 55 enthalten, und auch Vit.V,
gehort ihr nicht an. Wir gewinnen demnach fir die Hauptgruppe des ggsten
Grades die Darstellung: ’

- 110 (110 110
Hs) — (35(1, 5,)11,55 + @, 5,)11,55- Vi + @5(1, 5,)11, 5. V.

Man gehe nun auf die in (6) § 2 gegebene Funktion ¢(w) der Zwischen-

gruppe @5&1,15(:)11,55 zuriick und stelle die drei Funktionen:

g@), p(Vi(@)=gp+55), @(Vio)= go(:ﬁ)

w
neben einander, -die man mittels der Substitutionen der $® aus -@(w) herstellen
kann. Jede symmetrische Verbindung dieser drei Funktionen ist eine Funktion
der Hauptgruppe ). Man bilde insbesondere die mit — ; multiplizierte Summe,

die mit u(w) bezeichnet werden soll:

(1 ulo) == (plo) + plo + 53+ 9 (=),

2 [/}
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Man zeigt dann leicht, dass man in u(w) bereits die Hauptfunktion des Grades 55
gewonnen hat. Wir entnehmen nimlich zuniichst aus (6) § 2 als Reihe fiir die
beiden ersten Glieder in (1) rechts:

~ (p(0) + gl + 55) =

2 ‘
= (142t +2at + 2+ 3t + 420 52t 4 8t rox S 132+ ).

Um die Reihe fiir das dritte Glied in (1) rechts zu erhalten, zerlege man ¢ wie-
der in den Quotienten der beiden Formen: ’

24 24
P = Vﬁzdmdzzdno, Q2 = V41475411455
und stelle die Wirkung der Substitution:
iV—5_5w1'=55w2, V5w = —w,

fest, wobei in Betracht zu ziehen ist, dass die Formen auf der imaginiiren w-Achse
reell und positiv sind.' Wihrend ¢, invariant ist, geht @, iber in:

T 20, 20, 20,
P 4]/4(2‘”1:&’2)4( 5 ,wz)J(II 7502)4(55 ,wz)-

Man gelangt zur Reihenentwicklung: '

- é‘p (:wsj) — 2~ 2xs—2xm-——290‘2—4'90‘4—4%16——893’8—‘ ).

Fiir die in (1) erklirte Funktion u(w) findet man die Potenzreihe:
(2)  wlw)=a2(1+x%4 20"+ 2%+ 2+ 22"+ 32" + 42"+ 6210+ 52"+ ).

Nun hat 2® in der Spitze w =140 des Hauptpolygons H,; einen Nullpunkt erster
Ordnung; mithin hat w{w) daselbst einen Pol erster Ordnung. Da im Innern
von Hg, Pole nicht auftreten konnen, so haben wir in der Tat in u(w) die frag-
liche Hauptfunktion.

Im »DB» der Zwischengruppe ®{ 1 55 ist u{w) dreiwertig mit einem Pole

zweiter Ordnung bei w=zc und einem solchen erster Ordnung in der anderen

! Man nehme w, daselbst wieder reell an.
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bei w=0 gelegenen Spitze. Andrerseits ist in jenem >DB» die Hauptfunktion
v(w) des Grades 110 zweiwertig mit je einem Pole erster Ordnung in den beiden
genannten Spitzen. Mithin besteht eine algebraische Relation zwischen % und v,
die in # vom zweiten und in v vom dritten Grade ist. Diese Relation hat, da
jede der beiden Grossen eine ganze algebraische Funktion der anderen ist, die
Gestalt:

u?+ (avi+bv+e)u+ (dvd+e® +fv+g)=o.

Die sieben unbekannten Koeffizienten bestimmt man wieder mittels der Reihen.
- Da wir elf Reihenglieder zur Verfiigung haben (vergl. (2) und die Gleichung (17)
§ 2), so kann man nach der Berechnung der a, b, ..., g noch vier Proben auf
die Richtigkeit des Ergebnisses anstellen. Die zwischen den Hauptfunktionen v
und u der Grade 110 und 55 bestehende algebraische Relation lautet:

(3) w'— (@ +v+2)u+ (P + v+ 3v—1)=0.

Bei Auﬂit')sung dieser Gleichung nach # muss sich die fiir die Zwischen-
gruppe (Cl 5, 11 55 charakteristische erste Quadratwurzel (15) § 3 wieder einstellen.

In der Tat berechnet man sofort als Darstellung der Hauptfunktwn u des Grades
55 en derjentgen des Grades 110:

(4) 2u=1¢"+v+2+ Vio—1)(t*—v*—38),

wo die Quadratwurzel auf dem oberhalb des Punktes w=1V 110 gelegenen Teile
der imaginiiren w-Achse positiv zu nehmen ist.

§ 5. Zwischengruppen @555,‘? und Eckenwerte der Hauptfunktion «.

Um die Eckenwerte von #(w) zu bestimmen, muss man auf die beiden Zwi-
schengruppen @f?l und (ij?;, eingehen, die beide p=1 haben. Man wird dabei

fortan besser mit der Entwicklungsgrosse:

2aiw
xr—=e 55

des Grades 55 arbeiten, hat also das bisherige x* jetzt durch x zu ,ersétz)en. Die
Potenzreihe der Hauptfunktion lautet demnach jetzt:

(1) uwlw) = (1+x+228 +a+ ot + 225+ 32% + 42"+ 622 + 527+ ).
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Nun hat erstlich die Zwischengruppe ®,,1; die Verzweigungsecken e, ¢,, e, ¢;.
Wir bilden fiir diese Gruppe wieder zwei Formen ¢, und ¢, durch die Ansiitze:
24

2w L
g, =V 45455=fx2(1—a:—ex2+x5+x7'—---),

2

24
]/——‘ 27w B
= 41411__‘60—5”2(1*335—3710"’ ),
2

deren Quadrate jedenfalls Formen der Transformationsgruppe &¢® sind, da

1741 4, der Gruppe G angehort. Das Verhalten der ¢,, g, gegeniiber den
erzeugenden Substitutionen der Hauptgruppe $¥® wird durch eine Uberlegung
festgestellt, die derjenigen bei den Formen ¢,, ¢, des Grades 110 genau ent-
spﬁéht. Man findet, dass der Quotient der Formen ¢,, @,:

A,
(2) —l/d"’ B = (1—x—at+22°—ab + 320+ )

eine im »DB» der ®; 11 zweiwertige Funktion ist, die gegeniiber der Transforma-
tion dieses »DB» in sich das Verhalten zeigt:

:ﬂ) _ 5.
® o (7)) -5
Wegen dieses Verhaltens ist:

mw=¢m+jﬁ

eine Funktion der Hauptgruppe, fiir die man die Entwicklung findet:

(4) @=uw(1—z—a?+o+gat+ 7 +9at+ 15"+ 252°+ 302%+ 53210+ ).

Sie hat im »DB> der Hauptgruppe nur einen Pol, der in der Spitze bei w =7
liegt und von der zweiten Ordnung ist. Danach ist @ als ganze Funktion zweiten
Grades der Hauptfunktion u darstellbar. Man gewinnt aus den Reihen und be-
stitigt durch zahlreiche Proben die folgende Darstellung von @ in u:

(5) O=u*—3u—3.



424 Robert Fricke.
Fiir ¢ selbst gewinnt man damit die quadratische Gleichung:
¢*— (' —3u—3)p+5=o0.

Die Auflésung nach ¢ ergibt als Darstellung von ¢ durch die Hauptfunktion u:

(6) 2p=u’—3u—3+ Vut—6ud+ 30+ 18u—11,

wo die Quadratwurzel auf der imaginiiren w-Achse oberhalb des Punktes o=z Vs
positiv zu nehmen ist. Die Werte der Hauptfunktion « in den vier Verzweigungs-
ecken der &, ,; findet man durch Losung der biquadratischen Gleichung:

wt—6u® + 3u? + 18u—11=(u+u—1)(ut—yut 11)=o.

Die Eckenwerte sind:

am
GGV 55) — 7+Vs

u(—ssﬂ'l/ﬁ):%ﬁ,

(7) § 7 :
u(—55+z'l/§§):~1+l/§, u(~55+z‘m):~1—— 5
: 4 2 . 2 2 -

Weiter hat die @f?;, (Klassehgruppe des Grades 535) die Verzweigungsecken

8
€y, &, €3, €g- Man benutze hier den Umstand, dass le A5 eine Form der
Transformationsgruppe & ist (vergl. »E. F.» II, 299) und bilde zuniichst die
beiden Formen:

Der Quotient dieser Formen:

8
A A o
(8 wy= AT — 5 (1 + 3+ gad +222% + 51t + 105 2%+ 2122°
iy 9 , ,

+4022" + 7442° + 13262° + )

ist eine im »DB» der &, s fiinfwertige Funktion, die gegeniiber der Transforma-
tion dieses »DB» in sich das folgende Verhalten zeigt:
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2.11w+9.55y I
(o) ' UJ(’ —w—2.11 )-w(w)

Hiernach hat man in:

- I
’-P'(w) - w(w) + w(w)

eine i:iinfwertige Funktion der Hauptgruppe % mit der Entwicklung:
(10) ¥ =a%(1+3x+9x?+2228+512* + 1052%+ 2122% + 40227 + 744 2"
| + 13262+ ).
Die Darstellung von ¥ als ganze Funktion fiinften Grades von u ist:
(11) F=yb—2ut—3ud + 4ud+4u—2.

Eine Priifung der Rechnung kann man dadurch ausfiihren, dass die Losung der
quadratischen Gleichung fiir y:

PYi—(wP—2ut—3u+ qut+ 4u—2)Y + 1=0
zunichst einen Ausdruck zehnten Grades unter dem Wurzelzeichen enthilt, der

die Abspaltung des Quadrates einer ganzen Funktion dritten Grades gestatten
muss. In der Tat findet man:

(12) 2 =uS—2ut—3u% + 4+ qu—2 + (u—1)(ui—u—2)V u{u®— gu—4),

wo die Quadratwurzel auf der imaginiren w-Achse wieder positiv zu nehmen ist.
Fiir die Ecke ¢, ergiebt sich:

(13) . u(:l@fiﬂ):o,

2

wihrend die drei letzten Eckenwerte:

u (“2' ”3+.Z-V I—I) . w(F2z+dV 1)
von den Wurzeln der kubischen Gleichung:

(14) W~ 4u—4=0
54-—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 11 aoiit 1930.
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geliefert werden, fiir die sich als Quadratwurzel der Diskriminante 4¢V 11 be-
rechnet. Ubrigens stellt man auch leicht den auf der Polygonseite s, eintre-
tenden Wert: .

(15) u(—10+iV10)=2

fest, da zufolge (4) § 4 fiir v=1 der Wert u=2 eintritt.
Als Hauptsatz sei angemerkt: Durch Adjunktion der beiden Quadratwurzeln :

(16) Ve +u—r1)wd—ru+11), Vuld—4u—4)

zur Hauptfunktion u gewinnt man ein Funktionssystem fiir die Transformations-
gruppe des Grades 55.

§ 6. Ubergang zum  pten Transformationsgrade,

Um den Zusammenhang zwischen den Transformationsgraden 55 und 11
herzustellen, hat man denselben Gedankengang zu benutzen, der vom Grade 110
zu 55 fithrte. Alle Substitutionen der Zwischengruppe @5&‘?51’1 sind in der Haupt-
gruppe 1Y enthalten. Also ist die @5?51)1 eine Untergruppe der @(“); =und Zwar
handelt es sich um eine Untergruppe des Index 6, was man wie oben bei den
Gruppen (35(11,1;2)11, 55 und 9O feststellt. Versteht man unter 7, und ¥V, die Sub-
stitutionen:

— 11
w

b

Viw=w+ 11, Vy(w)=

so gilt fiir die Hauptgruppe £V die Darstellung:
Y =6{+ 6. 7, + 0% 71+ 6% 71 + 6% VI + 60 7.

Die Hauptfunktion des Grades 11 wurde in »E.F.» II, 403 mit 7z bezeich-
net; sie besitzt, iibertragen auf die hier vorliegenden Voraussetzungen und Be-
zeichnungsweisen, in der Entwicklungsgrosse x des Grades 55 die Reihendar-
stellung:

(1) o) =23 (1+62°+ 172"+ 462"+ 11622 + 25220+ ---).
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Im »>DB» der Gruppe @f’?l ist nun # eine zweiwertige und 7 eine sechs-
wertige Funktion, und zwar ist wieder jede der beiden Grossen eine ganze alge-
braische Funktion der anderen. Die zwischen % und ¢ bestehende algebraische
Relation ist also vom sechsten Grade in » und vom zweiten.in z, und wieder
kommt nur ein Glied mit «* und eines mit ¢* vor. Die fragliche Relation muss
also die Gestalt haben: '

(2) u + (agz+ a)u® + (b + b)ut + (cor + ) u® + (dyr+ d,)u’
' + (g +e)u + for* + fir + f=o0.

Infolge der grossen Anzahl der unbekannten Koeffizienten ist deren Be-

rechnung hier etwas umstindlicher. Man ziehe zunichst den »DB» der @(15,51)1
heran und stelle die beiden Nullpunkte erster Ordnung von # in den Ecken:

e R LA TR F 1 A1)
- 2 ’ N 11

W

fest. Beide Stellen sind zugleich Nullpunkte erster Ordnung von 7. Weiter fillt
in der Spitze w=¢x der Pol erster Ordnung von # mit einem solchen fiinfter
Ordnung von 7 zusammen, und in der anderen Spitze bei w=o0 liegen iiberein-

stimmend Pole erster Ordnung von # und z. Also ist der Quotient:

eine vierwertige Funktion der (§5£5,51)1 mit einem Pole vierter Ordnung in der Spitze
bei w=7¢o. Hieraus ergiebt sich, dass sich nach Eintragung von r=wuw in (2)
der Faktor u® aums allen Gliedern herausheben lassen muss, woraus wir ¢, =0,
fi=o, f;=o0 folgern. ‘

2

Man bestimme demniichst die Koeffizienten von u°, ..., u® im Ansatze (2)

einzeln. Die Wurzeln der Gleichung sechsten Grades (2) fiir # sind:

(3) u(w), wlw+11), wlw+2.11), u(@+3.11), u(@+4.11), ﬁ(hwll). ’

Wiihrend sich die Reihen der ersten fiinf Grossen sofort aus (1) § 5 ergeben,
macht allerdings die letzte Grosse (3) etwas mehr Mithe. Man hat sich zu er-
innern, dass u(w) der Quotient der Summe der drei Formen: ’
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24 0
]/4_,41042241107

24

l/d(wﬁr550,2"%)4(M55&,wz)d(giw,w2)4<ﬁi§&,wz),
5 - 10 22 110
24 N -
2w 2w 2w
]/4(2(01’ wz)d(?_l’ wz)a(#,wg)//(?:wz)

und der Form:

24
l/ Jl 45 411 455
ist. Man stelle also die Wirkung der Substitution:
Vil =110, iVitw, =—o,

fest und bilde fiir den transformierten Quotienten die Potenzreihe. Es ergiebt sich:

u(_“) =z 31+’ + 220 + 2P+ 0 22+ ).
w

Nun kann man durch ziemlich einfache Rechnungen die vier ersten Potenzsum-
men pq, p;, Py, py der sechs Grossen (3) als Funktionen der Grade 1,...,4 von
¢ mittels der Reihen berechnen: V

P=7, py=1"—107+20, py=1"—1572"+ 307,
p,=1*— 207 + 9oz — 1407 + 100.
Zur Probe dient, dass sich die vier ersten symmetrischen Grundfunktionen

$ys 89, S3, 54 nach bekannten Regeln der Algebra aus den Potenzsummen als
lineare Funktionen von t ergeben miissen:

$1=17T, 8y=5T— 10, 83=0, §=—1I157+ 25.

Die beiden letzten noch unbekannten Koeffizienten folgen jetzt sehr leicht mit-
tels der Potenzreihen. Damit finden wir das grundlegende Ergebnis: Die beiden
Hauptfunktionen w wnd v der Grade 55 und 11 hdngen zusammen durch die alge-
braische Relation: ‘ '

(4) W — 7w+ 5(z—2)u4—5(3z—5)d2—w+72=o.
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Bei Auflosung dieser fiir ¢ quadratischen Gleichung nach 7 muss sich na-

tirlich die fiir die Zwischengruppe (85(15,51)1 charakteristische erste Quadratwurzel
(16) § 5 einstellen. In der Tat findet man als Ausdruck der Hauptfunktion v(w)
des Grades 11 tn derjenigen des Grades 55:

(5) 2e=u(ut—5ud+ 15u+1) + uw®—2u—3) V@ +u—1) (P —7u+11),

wobei die Quadratwurzel auf der imagindren w-Achse positiv zu nehmen ist.
Der Fortgang zur Transformationsgruppe &V des elften Grades geschieht
jetzt dadurch, dass man zur Hauptfunktion = dieses Grades die Quadratwurzel:

(6) 0= Vi(e*— 207 + 567 —44)
adjungiert (vergl. »E.F.» II, 406 ff.). Es stellt sich dann die Funktion j{w) in
o und z so dar:

_4t(617°—2%.237+2° . 11—2*.3.50)°
(t(z®—3.72+2%. 11) + o(z—11))?

(7) J{w)

Durch  die drei letzten Gleichungen und die Gleichung (4) § 4 ist j(w) in
der Hauptfunktion v(w) des Grades 110 dargestellt. Zur transformierten Funk-

tion j (:;—19) gelangt man durch dieselbe Formelkette, wenn man nur in (4)
§ 4 vor der Quadratwurzel das negative Vorzeichen schreibt und alle iibrigen

19) s o

sind, wie es sein muss, nach Adjunktion der Hauptfunktion v(w) des Grades 110

Zeichenvorschriften unveriindert lisst. Zur Berechnung von j (

‘zu j(w) noch drei Quadratwurzeln auszuziehen.! Hiermit ist die algebraische
Theorie des Transformationsgrades 110 zum Abschluss gebracht.

! Von dén drei hier benutzten Quadratwurzeln ist nur die erste unmittelbar mit der ersten
Wurzel (15) § 3 identisch. Jedoch sind ¢ und V(u*+u—1)(u?~7u+11) als Funktionen der Trans-
formationsgruppen @Y und G{5 mithin auch der Gruppe G(110) durch die Hauptfunktion v(w)
des Grades 110 und die drei Wurzeln (15) § 3 rational darstellbar. In diesen rationalen Darstel-
langen stellen sich auch keine numerische Irrationalitéiten ein; denn die Entwicklungskoeffizienten
in den Potenzreihen aller hier in Betracht kommenden Quadratwurzeln sind ganzzahlig, und die
Koeffizienten der gedachten rationalen Darstellungen sind daraufhin durch Losung linearer Glei-
chungen mit rationalen Koeffizienten berechenbar.
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§ 7. Klasseninvarianten und Klassenkorper der Diskriminanten

—55, —220, —440.

Nach den Angaben von § 4 hat man fiir die vier Formklassen der Diskri-

minante )= — 55 die Klasseninvarianten:
f—1+¢Vss)  [—3+iVs5)\ . (F1+iVss
R N e)

Die beiden ersten zu den ambigen Klassen gehirenden Invarianten sind reell
und geniigen den Ungleichungen:

? (—_H_Z_VE) <O<j(L+8@Vﬁ) S

die beiden letzten Invarianten (1), die den entgegengesetzten Klassen angehoren,
sind konjugiert komplex.

Die biquadratische Klassengleichung hat als Gleichung im rationalen Kérper
N eine Galoissche Gruppe der Ordnung 8; als Gleichung im quadratischen Korper

(R, ¢V '55) hat sie eine Gruppe der Ordnung 4, die (da nicht alle Klassen ambig
sind) zyklischen Typus hat. Nach den Weberschen Siitzen iiber die Zerlegung
der Klassengleichung entsprechend den Geschlechtern ist die Klassengleichung
nach Adjunktion von Vs zum rationalen Korper entsprechend den beiden Ge-
schlechtern der vier Formklassen in zwei quadratische Gleichungen zerfillbar.
Die zum Hauptgeschlechte gehérende quadratische Gleichung hat die reellen TIn-

varianten (1) zu Wurzeln. Man gelangt zu einem reellen biquadratischen Korper,

der neben Vs durch Adjunktion einer zweiten, noch festzustellenden reellen
Quadratwurzel zu gewinnen ist. Aus diesem biquadratischen Korper entsteht
der Klassenkorper achten Grades durch Adjunktion der Losungen der zweiten
Gleichung zweiten Grades, also der beiden letzten Invarianten (1).

Die nihere Untersuchung muss diese Angaben bestitigen und Aufschluss
itber die noch festzustellende Irrationalitit geben. Die erste Klasseninvariante

.(—1+'iV?5)
INT

wird von der Ecke e; des Hauptpolygons Hy; geliefert. Als zu-
gehorigen Wert der Hauptfunktion hat man nach (7) § 5: |
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'(2) ‘ u(—55+z'V5‘5 __1+Vs
2 2

womit sich bereits die zur Trennung der Geschlechter notige Irrationalitiit Vs
einfindet. Nun ist j(w) allgemein eine rationale Funktion mit rationalen Zahlen-
koeffizienten von » und den beiden Wurzeln (16) § 5. Fiir den Wert (2) von »
verschwindet die erste Wurzel, widhrend die zweite die noch gesuchte Irratio-
nalitit liefert:

I
(3) Vu(u"’——4u—4) — ]/ Mlgﬂ )

Hier steht unter der Quadratwurzel der eine der beiden Primfaktoren von —11

im reellen quadratischen Korper (R, V'5). Wir gelangen zur Darstellung der
vier Invarianten (1):

.(—1+¢V55)_R(1+W5 ]/—I-F3V£)
J 2 I U ’

2
f—3+:Vss B 1+ Vs —1+3V?
L () (] “‘L/‘—Z*‘)’

(V) g

i,]/ﬁi‘/_i?)
4 2

wo. R in allen Fillen eine und dieselbe rationale Funktion mit rationalen Zahlen-

koeffizienten ist und das Entsprechen der Doppelzeichen in der letzten Gleichung
unentschieden bleibt.
Der Klassenkorper achten Grades der Diskriminante D = — 55 ist hiernach:

(5) Rys = (g{, Vs, ]/:H‘zig, zl/ﬂ'z_ﬁ) )

Das Produkt der beiden letzten Irrationalitiiten ist‘iV 11, so dass die Quadrat-

wurzel der Diskriminante V' —55, wie es sein muss, sich als natiirliche Irratio--
nalitit der Klassengleichung herausstellt.

Zur wirklichen Herstellung etwa der rechten Seite der ersten Gleichung (4)
hat man aus (5) und (6) § 6 die beiden Werte:
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T(—55+iV-5§):_1+3VE,

2

2
a(—55+z‘l/ﬁ)=“3+l/§]/—1+3ﬁ
2 ) 2 2

zu berechnen. Bei dieser Rechnung ist zu beachten, dass ¢(w) im Punkte e

positiv sein muss. Natiirlich musste sich neben Vg die Irrationalitit (3) wieder
einfinden. Man gewinnt die erste Gleichung (4), indem man in (7) § 6 fiir =
und ¢ die eben angegebenen Werte eintriigt. Wie stets in dhnlichen Fillen ist
die Ausrechnung des geordneten Ausdrucks:

j(:ﬂi):a+ bV + (c+d1/;)]/:£+_3‘£

2 2

nicht mehr grundsitzlich schwierig, aber umsténdlich.

Die Klasseninvarianten der Diskriminante D= —220 sind nach § 1:
o= (V55 [(Fit+dV
(7) i@V'ss), J(%) J(<—7*£)

von denen die beiden ersten, den ambigen Klassen entsprechend, reell sind und
den Ungleichungen:

Nnaan >j(@) > 128

geniigen. Die zugehorige biquadratische Klassengleichung muss eine »Total-
resolvente> der eben besprochenen Klassengleichung sein. Es ist also der Klas-
senkorper der Diskriminante —220 identisch mit dem eben bestimmten Klassen-
korper fiir D= —3z5; und das Interesse, das hier noch vorliegt, besteht darin,
diese Identitit durch direkte Rechnung nachzuweisen. Nun ist aber nach (7) §5:

®) WiV =11V

Fiir diesen Wert « verschwindet die erste Quadratwurzel (16) § 5 wieder, withrend
man fiir die zweite Quadratwurzel findet:

Vm—s—mz(lw’i) |/ =riss.

2 2
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Hiermit ist der fragliche Nachweis bereits erbracht. Den gleichen Beweis kann

man natiirlich mittels der Werte 7(¢V 55) und ¢(: ¥ 55) fiilhren. Aus (5) und (6)
§ 6 ergeben sich mit etwas mehr Rechenaufwand die Werte:

6V 55) =11 (I +2V§)4,

o) 3 o
la(ﬂﬁ): I (If;@) : 9+2V5 I/—I+23NV_.5__

Ihre Eintragung in (7) § 6 liefert die Klasseninvarianten (7) selbst.

Die Klassengleichung der Diskriminante D= — 440 ist vom 12%*" Grade
und muss nach den Weberschen Sitzen entsprechend den vier Geschlechtern
nach Adjunktion von ¥z und V5 in vier im biquadratischen Korper (R, V2, V's)
irreduzible kubische Gleichungen zerfillbar sein. Es hat dann z. B. die zum Haupt-
geschlechte gehorende Teilgleichung die Wurzeln:

GV 110), j(—”*;‘/“"),_

von denen die erste reell und > 12* ist und zur Hauptklasse gehort.
Die Hauptfunktion v(w) des Grades 110 liefert hier nun zunichst eine ku-
bigche »Partialresolvente> der Klassengleichung, der die drei zur Irrationalitiit

¢V110 gehorenden Eckenwerte:

(V1o v(—-——“"ﬂvm’)
’ 3

der Hauptfunktion geniigen. Diese Resolvente gewinnt man durch Nullsetzen
des kubischen Faktors unter der ersten Quadratwurzel {15) § 3. Die kubische
Resolvente der Klassengleichung ist also: '

(10) ' P —pt—8=o.

Diese Resolvente ist im rationalen Kbrpéf irreduzibel und hat eine Galois-
sche Gruppe der Ordnung 6. Ihre Diskriminante ist niimlich vom quadratischen
Faktor 4 abgesehen gleich der vorliegenden Formendiskriminante —440, woraus

zugleich hervorgeht, dass V' —440 eine natiirliche Trrationalitit der Gleichung (10)
65 — 29764. Acta mathematica. 55, Imprimé le 11 aodt 1930,
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:I +1 Vg

ist. Ist ¢= , 8o entnehme man die Wurzeln von (10) nach der Kar-

danischen Formel aus:

3 T e— T T LTI o 3 - —_
(11) 4}*/1:8"]/121/34‘ 2}/110+6—W 12V3—2V110, v=0,1,2.

v

.Sind v und 7 die beiden komplexen Losungen der Gleichung (10), so kann man
den Galoisschen Korper sechsten Grades dieser Resolvente als Korper (R, v, 7)
erklidren. : _

Aus diesem Korper sechsten Grades muss nun der Klassenkorper R, der
Diskriminante D= —440 durch Adjunktion der beiden reellen Quadratwurzeln

V2 und V5 entstehen:

(12) K10 = (N, 2, 7, Va2, Vg).

Die Bestitigung dieser Angabe muss sich aus den Quadratwurzeln (15) § 3 er-
geben. In v(w) und diesen Wurzeln ist nimlich j(w) rational mit rationalen
" Zahlenkoeffizienten darstellbar. Berechnen wir also die Invariante fiir eine der
Klassen des Hauptgeschlechtes, so ist fiir v die reelle Losung der Gleichung (10)
einzutragen. Es verschwindet dann die erste unter den drei Wurzeln (15) § 3,
wihrend die beiden Wurzeln: ' '

(13) » Vr+v+3) (ot +v—1), V(I}—I)(l-73+’l,’2+3l)—l).

nach Adjunktion von V2 und V5 in der gewiihlten Wurzel v von (10) rational
darstellbar sein miissen. '

Um dies zu bestitigen, bemerken wir, dass die beiden folgenden Gleichuhgen
in v identisch bestehen: ' )

'(02+v+3)(v2+v—1) =;%(v2+3v+7)5 + f;(v+2)(vs—L-2—8),

-1

.(v—I)(v”+v"4‘—'3v—I) =3

(v + 3v+4)2+%(7U+II)(1’3—@'2—8).

‘Setzt man hier fiir v eine der Wurzeln der Gleichung (10) ein, so gilt:
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V(iz—”+v+3)(v2+v¥1)=

v+ 3v+7),

I
7

Vio—1)(@*+o*+30—1) = ! —(v*+3v+4).
2V 2
Die Adjunktion der Wurzeln (13) zum Kérper sechsten Grades (R, v, ) kommt
also in der Tat auf die Adjunktion der beiden reellen Quadratwurzeln Vg und

V2 hinaus. An die Stelle der beiden Wurzeln (13) kann man auch die beiden
Grossen T und ¢ treten lassen. Zunichst stelle .man, wenn v eine Wurzel der
Gleichung (10) ist, die beiden Gleichungen fest:

2u=v*+v+ 2,

Ve +u—1) (@ —yu+11)= é Vs (0P —v+ 2).
Zufolge (5) § 6 wird somit nach Adjunktioﬁ von Vs der zugehorige Wert z in v
rational darstellbar; man gewinnt den Ausdruck:

v=(17+7V5)o* + (25 + 9V 5)v + (s9-+ 23V ).

Nach der weiteren Adjunktion von V2 muss auch o rational in v darstellbar
werden. Doch fangen hier die Rechnungen gn, unbequem zu werden.-

Bad Harzburg, den 17. Februar 1930.



