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Introduction.

On supposait depuis DEmocrire, Epicure et Lucrice que la matiére est
composée d'atomes, mais jusqu'd ces derniers temps, la structure discontinue de
la matiére était restée une simple hypothése; grice aux récentes recherches de
Physique théorique et de Physique expérimentale, elle est devenue une réalité.

On est ainsi tout naturellement porté & élaborer une nouvelle théorie mathé-
matique, propre & l'étude des phénomeénes discontinus, de méme que la théorie
des équations différentielles et des équations aux dérivées partielles est propre 3
‘étude des phénomeénes continus de la Mécanique classique.

La nouvelle théorie est le Calcul aux différences finies dont le créateur et
Panimateur est Nigrs Erixk Norvunp. A la vérité, bien des géométres se sont

occupés de cette branche d’Analyse, parmi lesquels on peut citer Evner, Stig-
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LING, LaeranGE, LarrLace, BooLe; mais ces auteurs s'occupaient surtout des
méthodes formelles. Plus récemment encore, PoincarE, Guicnarp, PicarDp, Ap-
PELL, ont consacré de beaux travaux & cette théorie, mais c'est NOrLUND, qui
dans une suite de mémoires, aujourd'hui classiques, a mis le Calcul aux différences
finies sur les bases de la théorie moderne des fonetions.!

Cette belle théorie pourrait se suffir a elle méme, en dehors de ses applica-
tions; c'est sous ce jour, d’ailleurs, qu'elle a commencé & se développer, comme
tant de théories mathématiques qui ont précédé les théories physiques.

Il est bon, toutefois, que le géométre ait l'intuition que ses efforts ne vont
pas en pure perte et que ses théories, comme le Calcul aux différences finies, de-
viendront le cadre des lois de l'univers physique.

Cest pour moi un agréable devoir de rappeler que ce travail trouve son
origine dans les Lecons® de M. Picarp sur les équations fonctionnelles, que jai
suivies a4 la Sorbonne en 1921. La méthode des approximations successives,
que nous utilisons d'une fagon systématique et qui impose le choix de la
golution principale, c’est encore & M. Picarp, notre vénéré Maitre, que nous la
devons,

Plus tard, dans une séance du Séminaire Mathématique dirigé par M. Ha-
pamarp au Collége de France, M. BorEw, aprés avoir fait l'analyse des travaux
de M. NorLuxp sur le Caleul aux différences finies, conseilla aux jeunes géométres
d’approfondir et de continuer la nouvelle théorie. Ce n'est pas seulement pour
ce conseil que nous sommes redevable & M. BorkL; sa théorie de la sommation
des séries divergentes est fondamentale dans notre travail pour la définition de
la solution principale.

Dans la rédaction de ce travail, nous avons suivi les trois mémoires fonda-
mentanx de M. Norruxp: Mémoire sur les polynomes de Bernoulli®, Mémoire
sur le calcul aux différences finies?, Sur certaines équations aux différences
finies.®

1 ¢f. N. E. NorLuND, Sur [état actuel de la lhéorie des équations aux différences finies,
Bulletin des Sciences Mathématiques, 2° série, t. 44, 1920, pag. 174—192 et 200—220.

? Of, EMILE PICARD, Lecons sur quelques équations fonctionnelles, rédigées par Eugéne Blane,
Gauthier Villars, Paris, 1928,

3 Acta mathematica, T. 43, 1920, pag. 121—196.

* Acta mathematica, T. 44, 1922, pag. 71—212.

® Transactions of the American Mathematical Society, volume 25, number I, January 1923,
pag. 13—98.
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Le présent travail est au fond une étude préparatoire, notre principal but
étant la définition de la solution principale de l'égquation aux différences finies, &
coefficients asymptotiquement constants, et & laquelle nous consacrerons un autre
mémoire.

Paymi les travaux se rattachant 3 nos recherches, je dois citer un mémoire
de M Bocaner! et surtout un mémoire remarquable de Hans Seirn?, dont la
fin prématurée et tragique rappelle celle de Evariste Gawnois.

Désignons la moyenne entre les valeurs gp(z+a) et @(x), de poids % et 1,

1
d'une fonction @(x), dans les points z+ea et z, par le symbole A\,

Agla) = PPELIE el tol),

et suivant une notation classique, la différence du premier ordre, d'écart 8, par
1

le symbole A,
p

! zt+f8)—oplx
¢ C

Soient o, @y, ..., ap; ky, kbay .-, kp; Bis Boy .- -, B des nombres complexes
quelconques, dont les %; sont différents de —i1; posons pour la moyenne du

second ordre

_/\gp(x) 1 (4(])( 2) = ky kxqz(x-l—al+a2)4(-kk2f1(;c(zgﬁ)$klq;(sc+a,)+q;( )

o @z

et pour la différence du second ordre

: : plat6,+8)—gletB)—glot )+ gls)
ﬁ%;ﬁ( )= %(Aq)( )= 26,

pour la moyenne d’ordre p

! Hauptlosungen von Differenzengleichungen, Acta mathematica, T. 51, 1928, pag. 1—2I.
® Uber das asymptotische Verhalten der Lisungen wichthomogener linearer Differenzenglei-
chungen, Acta mathematica, T. 51, 1928, pag. 134—199. -
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et la différence d’ordre q

. éﬂqu(x) = ,eA,, . (A 310_(1 ). (2)

1 1
n (1) les p opérations /\ et en (2) les ¢ opérations /\ peuvent étre inter-
o B;
verties d'une fagon arbitraire; c'est ce qu'on voit facilement car pour (1), par
exemple, on vérifie directement

A plo)= /\(/\qo( )= /\uw( V=~ o),

a; &y az a @ ay

1 1

qui montre que le produit symbolique _A_ _/\_  est commutatif; on montre ensuite,
ay @

1 1 1
par induction compléte, que dans le produit symbolique A _/\_ ... _/\, qui re-

as ay

D
présente l'opération /\, on peut intervertir l'ordre des facteurs. La proposition

a...ap
établie montre que la fonction f(z|e,, k,; ...; ap, k), définie par
p 3
f(x|a1vkl; 7 allykp):j\_q’(x)) (I blS)
oy,
est symétrique par rapport aux p couples de lettres (o, k), . . ., (@p, £,) et la fone-
tion g(x|B,, ..., B), définie par
q .
(xlﬂl""a ):ﬂ:A () (Zbls)
fa .

est symétrique par rapport aux ¢ lettres 8, ..., 8.

Désignons par j\ la moyenne d’ordre p de la dlﬁ'erence d’ordre ¢,
aps fu--

N gla)= ]’\ (A gla)), (3)

Q. pﬂl ﬂq“ pﬁl-"(gq

ou plus briévement encore, lorsqu'il n'y a aucune confusion 3 craindre, par

N p@)=A (A pl),

36—20764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 8 aolt 1930,
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' p
en sous-entendant que la moyenne /\ porte sur les écarts o, et les poids £; et
. .
la différence A sur les écarts 8;. On a, par exemple,
1,1 11 1 248 —olx
A o@ = A (A pl) = (P70

kpztat+f)—kpxta+tol+p—o .
glk+1)

_kplz+a+f+tole+p)—-(kexte)t+ol)
(k+1)8

It

ko (x+a)+ plz) :

:é( Tk __):é(/a\q)(x))'

1 1
La derniére relation montre que les deux opérations /\ et A, dont se compose
« 4

1,1 .
Yopération _/\, peuvent &tre interverties, ou encore que le produit symbolique
@p

1 1
/A est commutatif. On montre de proche en proche que deux quelconques
« f
p.q
des (p+g) opérations dont se compose l'opération A\, peuvent é&tre interverties.
En particulier,

P, q

F(a’"!“l; koo e, kpllgn R 5(]) = /\ (P(l’) =
al...ap,(:f,...ﬂq
P q q P )
A (A f(x))ZL\, (/\gix). (3 bis)

al...ap(},...‘q ﬂl"'ifq a ...
La proposition établie plus haut montre que la fonction F(z) définie par (3 bis)
est symétrique par rapport aux p couples de lettres (,, k,), .- ., (ap, kp); elle est
également symétrique par rapport aux q lettres 8, ..., B,-

On vérifie directement 1'égalité

1 1
2 1

INPD= e+ 2 D Erkrgletrie tray),

=0 7rs—0

et 1'on montre, par induction compléte, que
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1 1
I

/1)\¢(¢):(/cl+ (e + 1) 2 D ke kgt et ). (1 ter)

G- dp n=0 =0

Tout pareillement on a

{31["3 131‘[322 Z —1) 31—\'2(})(961‘3151"'3252)

et par induction compléte on trouve
Aq)( Z Z —-1 —s. “—squ(.r-l-é‘lﬁl‘l‘"'+Sqﬂq). (2 t,er)
» sz_

Enfin, la fonction F(x) définie par (3 bis), a pour expression

»,q 1

BTSSR Ay ng 33

r;==0 rp=0 &=0

. Zk§'-~~k;p(—1)q—'?l—"'—"q pletrio+ - trpapts B+ 8By (3 ter)

sq=0

En (1 ter), (2 ter) et (3 ter) on lit directement que les fouctions définies p@r les

p q 9
opérations A\, A, /\ sont symétriques par rapport aux p couples de lettres
(@1, k1), - . ., (ap, kp) et par rapport aux ¢ lettres 8, ..., ;.
p
Lorsque les %: sont égaux & l'unité, V'opération /\ se réduit a l'opération
o ...y

14
V et 'égalité (1 ter) devient

@ ..oy

D
Vp)=273plc+re+ - +rpay),
% ...y .
ot le signe I signifie qu'il faut donner aux #;, de toutes les maniéres possibles,
les valeurs o et 1 et de faire la somme des termes ainsi obtenus.
Supposons «,=ay=-=ay=a; k=k,=-=ky=k; B=F==0,=0; les
formules (1 ter), (2 ter) et (3 ter) deviennent
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P

/p\ @ @)= (k+1)7 (39) Foletra),

o
r=0

pip P
a‘?{q)gx) =(k+1)Ppge gp, (fo) é(— ;)Qfs (g) px+ratsp).

Nous nous donnons la fonction ¢ (z) et nous nous proposons de définir et
d’étudier la solution principale, au sens de N6rLuxp, de l'équation linéaire aux
différences finies

AN F @) = g (a) (4)

“1-~-11p,{5'1---{3q

La solution dépend de z et des e, ki et Bj; nous la désignons par F® 9 (x|, k;
. ap kp|By, ..., By). Lorsque g(x)=(m+ q)(m+g—1)...(m+ 1)a™, I'équa-
tion (4) admet comme solution un polynome de degré (m+g), déterminé & un
polynome de degré (¢g—1) prés; parmi ces solutions polynomiales, nous choisirons
convenablement un polynome que mous désignerons par R®.9 (x|ey, & ..
ap, kpl| By, ... By); ce polynome est de degré (m+gq); nous dirons qu'il est d’ordre
(p, 9. |
Lorsque ¢ () est un polynome arbitraire de degré n, la solution principale
de (4) est une somme de polynomes RP 9 (x|ey, ky; ...; ap, kp| By -y Bo)

=0, 1,...,n+¢q et lorsque ¢(x) est une fonction quelconque, la solution prin-
cipale de (4) s'exprime encore, moyennant une formule sommatoire, & l'aide de
ces mémes polynomes.

Dans le premier Chapitre nous définissons et étudions les principales pro-

priétés des polynomes R (z|ay, ky; . ..; @p, ky); dans le deuxiéme Chapitre nous
définissons les polynomes R® 9 (x|a;, &y; .. .; ap, k| By, - .., By) & T'aide des poly-
nomes Bernoulli-Nérlund B (xz|8,, ..., B et exposons les propriétés dont nous

aurons a faire usage dans la suite. ‘
Dans le troisiétme Chapitre nous établissons une formule sommatoire, en
.4 . . P 1 P, q
considérant successivement les trois opérations A\, /A, - /\. Cette formule
@ e...op al...ap,ﬂ,...{j‘q

sommatoire donne le développement d'une fonction arbitraire en série de poly-
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nomes R 9 (x); nous déterminons aussi le terme complémentaire de ce dévelop-
pement sous forme d'intégrale définie. La méthode est la méme lorsqu’on sub-

stitue aux trois opérations envisagées une opération linéaire quelonque _/\ .

Le quatﬁéme Chapitre est consacré & la démonstration de l'existence de la
solution principale F®9(z); pour la définir, on prend pour point de départ la
solution formelle donnée par la méthede des approximations successives, a la
quelle on applique ensuite la méthode de sommation exponentielle de M. Borel.
Avant le passage & la limite, il convient de transformer la solution formelle &
I'aide de la formule sommatoire établie dans le Chapitre précédent.

Dans le cinquiéme Chapitre nous étudions la valeur asymptotique de la solu-
tion principale, pour les grandes valeures réelles et positives de la variable; nous
utilisons sa valeur asymptotique pour déduire des nouveaux développements en
série de la solution principale, développements convergents 4 volonté. On étudie
ensuite les principales propriétés de la solution principale et on calcule ses déri-
vées. On a le résultat important suivant: la dérivée d’ordre (m+gq) de la solu-
tion principale tend vers une limite finie lorsque x tend vers l'infini; ¢’est une
propriété caractéristique de la solution principale.

- CHAPITRE 1I.

Polynomes RP (x|a,, ky; .. .; ap, ky).
L’équation
»
N\ F(z)=z™,

@ . D

ou m est un entier non négatif, admet comme solution un polynome unique de
degré m et qui sera dit d'ordre p et que nous désignons par RP (x|« &, ..
@y, kp).!

e

1. Polynome du premier ordre. Désignons par R!!(z|e, k) ou plus simple-

ment par Ry (x|e, k) ou encore Ry (xz), le polynome qui satisfait & 1'équation

j:\ R, (x) = a™, : (1)

! Cf. mon Mémoire sur les polyrnomes Rg’) (), Bulletin Mathématique de la Société Roumaine
des Sciences, T. 30, 1927.
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¢’est-a-dire

kRm(x.—I— @)+ Ry(x)=(k+ 1) 2™ (1 bis)

On déduit par dérivation
dRnlx) d*Ru(x) . _
P mRu—1(x), . . ., FP R mm—1)---(m—v+1) Rp—s(x),

et si Von applique la formule de Taylor,

o P ER(x) & (m),, ;
RACUEEES = -2§(V)h.Rm_Ax) (2)
En particulier, pour h=e, compte tenu de (1 bis),
2™ = Ry(x) + k ( "Y ¢ Ry (x) +
E+1\\1 ,
s P Lo (M) g .
+(2)a_E%4@), +(m)a RJ@) (3)
La derniére égalité est une relation de récurrence entre les polynomes R, (x),
»y=0,1,...,m. On déduit pour les premiéres valeurs de m,
By (| a, 1) = R (e )=u— "
o (@], B)=1, @le k)j=c—"a

R, (x|e, k)=a— %;(20:1?/1(90)—!—&2):902—

k+1

ce que l'on peut écrire encore

Ryl|a, B)=az*—

kE+1 a k41 z

ka (z+e)—a? + ( ke )2 (x+20)—2(x+e)+2?
o

' 1
et si l'on utilise le symbole A,

1 2 2 _ vy
Rz(x]a,k):xz—kkfIAxg‘l-( ke ) AxSZZ( ka) A2t
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Je dis qu'en général
. _—
Rulela B =3 (71S) A (@)

En effet, la formule (4) est vraie pour m=o0, 1, 2; supposons-la vraie jusqu'a

(m—1). La relation de récurrence (3) donne

— M /6 m £ kavlv m—1
B (o), B) =2 _k-i-l((l)é;()(k-i- ) %x *
m m—2 kav v
) m—2 m
+(2)§)(7a+1) %x T )
< (ke "“A (m) m—1 4 (") g2 4. g M)
p1 2 \ee) 2l ) = 2] ’

'_ - A Ny A 1 o M=l po\rtl vl -
—x—/c_l_IZ( )%a%x x+2( ) Aac

I

I

—am+ 3, (_k“)ﬂg zm= 3 ( Ica)” Axm c. q. f. d.
2 ¢ =0

On voit sur la formule (4) que le polynome R, (x|e, k) est homogéne et de degré

m par rapport & = et «; il est de degré m par rapport & P

Soit ¢ () un polynome arbitraire de degré m et considérons le polyndme

Flath)=gpa+Rm)—p@) B®)+ P @R @)+ + @ m.m).  (5)

I m!

s

1
Appliquons aux deux membres 1'opération /\ par rapport a la variable h,

APt W= @) A Ry(h) + 9)“)1(90)/1\ Byh)+- + ﬂz(l—”)f\ Run () =

21

=¢(x)1 + ¢(li( )h-l— S+ ¢m( )hm”‘w(x'l‘h)

Comme il y a un polynome unique qui satisfait a 1'équation



288 Rodolphe Raclis.
. :
N\ Fla)= g ), (6)

il résulte que la solution de (6) est le polynome F'(x) tel que, sous forme sym-
bolique,
Flx+h)=g¢@(x+R(H),

ou l'on convient de remplacer, aprés le développement de ¢ (z+ R (h)), I'exposant
par indice, R*(k) par R,(h). En particulier, pour ¢ (x)=2z™, I'équation (6) devient

Ru(z+h) = (x+ R (h)™,

qui n’est autre chose que la formule (2).

Considérons de nouveau le polynome (5) et appliquons aux deux membres
1
Vopération /\_ par rapport a la variable z,

o 1 R(h) ! Rm
AT+ =Rm N g+ A g+ Tnl) A g,
mais le premier membre est égal & @{x+h) et l'on obtient ainsi la formule som-
matoire
plath)= W A g, )
=0

qui donne le développement d'un polynome arbitraire ¢(x) en série de polynomes
R,(h),v=o0,1, ..., m.
Pour donner une application de la formule (7), considérons le polynome

Q(.’L‘) =Rn l(x)_(’ﬂ—d) Rm(x)
On a

N gla)= 7, Bno)

et (7) devient

Bussle+ )~ + h—a) Rul+ H=  © 2() (B) B ).

Proposons-nous de calculer

3 (7) Buthl ) Busizl b

=0
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ot B,(h|a) est le polynome de Bernoulli; sous forme symbolique, le polynome
donné s'écrit
m

3 (%) 4+ By Rutzl o, 9= Rula-t ot Bl

et si l'on applique l'opération A\ ,

a

1
N\ Bn(x+h+Bla, k)=(x+h+B)"=Bun(x+h|a)

D’autre part, le polynome

mak

Ple+h)=Bulr+h|a) — "5 Rusz+h|a,¥)

satisfait & la méme équation

A P(e+h)=Bulz+h|a)

et les deux polynomes sont identiques,

mak

B,,,(.'I;+h|a)—k+1

Builo+hle, )= S (’j) Bo(h|@) R 5, B).

v=—0
Considérons enfin le polynome

m

2 (m) Eble) Bnsle|a, B)

»—=0
ou E,(h|e) est le polynome d'Euler; sous forme symbolique, le polynome donné

s'éerit

2(’”) (h+ E_‘) Rmu(x|a, k)= Rn (x+h+ -1y, k)
“\v 2 2

1
et si l'on applique l'opération N\ ,

+

1 J)
A Rn (ac+h+E I[a,k)=(x+h+ E—x

. )’"-.: Enlz+h]a).
Le polynome

' 1+& ., 2

I_k]ﬂm($+h|a)“‘ mRm((L"*'hhx, k)

37—29764. Acia mathematica. 55. Imprimé le 8 aoiit 1930.

Plz+h)=
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satisfait a la méme équation

jl\P(x+h)=Em(x+h\a)

et les deux polynomes sont identiques,

Enlx+h|e)—

o Ruwth|e B = 3 (’f) B0 Bums (o]0, ),

8i I'on pose R,(0)=R,, les équations (2) et (3) deviennent en y faisant x=o0,

Rn(h) = (h+ R)™, (8)
Bot 2 (™) ¢ B + (") 2R +~~~+am)=o ()
m kE+1 I @ L1 2 a” Lip—2 s ‘9
ou encore
Bn+E(R+a»=0, m>0, R,=1. ‘ (o bis)

On peut donc commencer par définir les nombres R, par la relation de récur-
rence (9) et définir ensuite le polynome R,(h) par I'équation (8). Pour les pre-

miéres valeurs de m on a

ke
R0=Ia Rl:—-k-‘-l
k Eo\? S —k\ <
R = — i 2,2 1Y 2 __
==k e () )= 3 () S e () v
=a22(Ak )WZW(‘—I)M(")M2
— E+1 M;I 7

Je dis qu'en général

e s (P I

u=1

Pour le montrer, on suit la méme marche que celle utilisée pour établir la for-
mule (4); on vérifie directement qu'elle est vraie pour m=1, 2; on suppose qu'elle
est vraie pour (m—1) et Ton déduit 4 1'aide de la formule de récurrence (g) qu’elle
subsiste pour m.

Si Yon remplace en (5) les polynomes R,(h) par les expressions (4), on
obtient



Solution principale -de I'équation linéaire aux différences finies. 291

Fle+h) = q)(m)é ('k“)vﬁ 1+ «p“’l( )i ( k“)vé h+ -

k+1] % kE+
—=0

S (Ao e 3 (B i Ve

Il résulte que la solution F(x) de l'équation (6) peut se mettre sous la forme
remarquable

[24

Pl =3 (72) A gt )

v==0

Considérons I'équation

1
ZR (m+a’a,k)+Rm(x|a ) (]C+I)

qui peut s’écrire, en changeant z en —u,
k(—1)" B (a - a|a,k) +(=1)" R (a x|a,k) (b+1)am

La derniére équation montre que le polynome (—1)"R, (a —z|a )satisfaitéla

'k
méme équation que le polynome R (x|e, %), ils sont donc identiques

Bulet| e, ) = (—1)" Rm(a x[a,k)

Mais le polynome Ry (z|e, k) est homogéne et de degré m par rapport a x et «

Bn(x|a, k)= Rm(x a[——a,k) (12)
Soit p un entier positif et considérons le polynome

I +7¢ -

3 R R (2492 |, —(— )

'P(x)—
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On déduit
/»P(xx)j!’_@) I_!(Lf = (R,,,(x|a —(—k)“) —(- k)“Rm(M+a|a —(—lc)“))Z

wr

S

Le polynome P(z) satisfait & la méme équation que le polynome R.(x|e, k), ils

sont donc identiques et si 'on remplace dans cette identité x par uz, on obtient

u—1
mRm ,UuT|(Z k _I(—*_j #Z ]{m (.’L‘ +1'Z—|a, —('—k)“')y (13)

et lorsque u est un entier positif impair
—_n 1+ k4 « .
™R (px|a, k)= 1+k!‘2 (x +v!—t\a,k") (14)

Si I'on remplace dans I'équation de définition

kERn(z+a)+ Bn(x)=(k+1) 2™

successivement x par x+a, x+ 2a, ..., z+ ua, on multiplie les équations obtenues
par —k, &°, ..., (—k}* et on ajoute les résultats, on obtient
u N
Z Y+ va)m k+ [Rn(x)—(—k ' Bu(x+a+puce), (14 bis)

relation, aux notations prés, signalée par Darboux et qui, suivant les paroles de

l'illustre géométre »justifierait une étude plus détaillée de ces polynomes>.!

2. Polynomes d’ordre positif p. Soit p un entier positif; par définition,

le polynome R®(x|e,, k; ...; ap, ky) que nous désignons aussi par RP(z), satis-
fait a I'équation '
p
A RP(z)=am (15)
a ... ap

' Cf. pag. 310, Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable, Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 3° série, t. 2, 1876.
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Soit # un entier positif plus petit que p; I'équation de définition peut s'écrire
encore

—n n

N N\ RP@)=am,

Oppl--Cp GOy
.

et comme l'équation

—n

N Flx)=z"
Gty Cp
admet la solution unique R®~™(z|an+1, kni1; - - .; @p, kp), il résulte que l'on a
n
N RO (z|ay, ky; .. - ap, kp) = RP7 (| @ner, kntr; .. o5 @, k). (15 bis)
a ...,

L'équation (15) de définition est donc équivalente au systéme

_/\ R(l) Ial ) - xm’

1

AR @]y, by o, k) = BY (@], By, (16)
1

N R®(x|ey, ki .. ap, kp) = R2 Vxlay, ks . 5 ap, k).

%

On déduit par dérivation de (15)

d R (x) 2 d* R (z) R
Ty M w (x), ..., FIo =m(m—1)-- (m—v+1)RP_(x),
et si 'on applique la formule de Taylor
m b dvR.(p) (’l‘) m T
(P) (1 = __m *R .
Rplwsn =3 0( )h RY (2. (17)

Pour h=ge,, l'équation (17) devient, compte tenu de la derniére équation du
systéme (16),
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k m m
(p) _r (p) z R(p
Rlp (x) + a— ((I)apRm_l(x)+ (z)apRm_g(x) + +
my .
+ ( Japrpel) = R @, G9)
relation de récurrence analogue a (3).

De l'équation (11) et de la derniére équation du systéme (16) on déduit pour
R)(z) la forme remarquable

RO (ol R ap,kp)zz(ﬂ)’i RoV(zla, by .o aprs Fpt)y  (10)
=0

et de proche en proche

< o [—HFoon\'? [—ke\nP
Rl ki iy k) = 3 - 3 (R (TRA) A R,
=0 #=0 ! b @

Mais les différences d’'ordre plus grand que m de 2™ sont identiquement nulles
et la derniére formule devient

——-k . _k v *p k4] .
RO la b i o, k)= 3 (222) 7 (FEE) K Ram, (19 by
ap a

ou le signe I s'étend & toutes les valeurs entiéres non négatives des »; dont la

somme ¥ +v,+ -+ +vp, <m. Par exemple,
>
RO =1, RP@)=z— "%
,=1k., +1

On voit sur la formule (19 bis) que le polynome R (z) est homogéne et de

degré m par rapport & z et @, @, ..., ap; il est symétrique par rapport aux e,

et par rapport aux 3 k+ . i la formule (19) montre qu'il est de degré m par rapport

\ kp
& kp+1
Soit @(x) un polynome arbitraire de degré m et posons
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Flot i) =plo+ RO() = pla) BP (1) + 7 D RO () + - +

+ g™ (z) R (). (20)

m! m

Appliquons aux deux membres l'opération j\ par rapport 4 la variable &,
@ ...ap

jz’\ﬁ’(x+h)=q)(x)1+ ﬂl)l(—@iri----—i- (p(—m)(x)h’"zw(ac+h).

o .. .ap m!

Mais il existe un polynome unique F(x) qui satisfait & 1'équation
D .
N Fz)= o),
a ... ap

d’on il résulte que la solution de la derniére équation est le polynome F'(x) donné
par (20). En particulier pour ¢ (x)=2", on a

RP) (24 h) = (x+ RP (h))™,

qui est, sous forme symbolique, la formule (17). Si l'on applique maintenant

4
I'opération /\ aux deux membres de (20) par rapport & la variable x, on a
o ... ﬂp

AFesn=rpw A g+ 20 R goe s B A g

a...ap @ ...ap ! @ ...ap a .

Mais le premier membre est égal & @(x+ h) et nous obtenons la formule sommatoire

m (p)
BP0 2 o, (21)

v: @ ...ap

glo+h) =

=0

qui donne le développement d'un polynome arbitraire g(x+h), de degré m, en

série de polynomes R!P (h), »=o0, 1,..., m. En changeant un peu les notations,
(21) s’écrit encore

")@ /"\F (a),

et si lon pose F(zx) = R (x), p>n, compte tenu de I'équation (15 bis), on obtient
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m m )
R o hlaw, ks ap b= 3 (7)) B0 Gl i ).

y—0
: R;I:::l) (CU | Gn+t1, k’ﬂ+1; <.y Op, k?)) (22)
ou sous forme symbolique
R (z+§) = (RW (k) + Ro— (@),
R® (x+h) = RP(h+ R (x)),

relation qui montre que les polynomes R (x)sont des polynomes d'interpolation.'

On déduit la relation plus générale
B (2, + 2+ - + ) — (R® (1) + R®) () + --- + R (),
ou les entiers non négatifs p; ont une somme

Pt pet +p,=p.

En particulier pour n=1,

m—y

R;’L’)(x+h]a,, k..o ap, kp)zz (7:) 'R(yl) (h|“1, k1) R(p—l)(w!az, ks; ... ap, kp)-

=0

Si I'on pose RP(0|a,, k;; .. .; ap, kp) = RP(ay, ky; . . .; ap, k) et Lon fait en

(17) et (18) =0, on obtient
R® (k) = (h+ R®)™, (23)

. k m m . m
(p) _r_ (») 2 D(p) m R} ) — Rp—1
B+ ((I)a,,R;;_l + (z)“”R’"—‘l+ + (m) ar R ) R,

ou sous forme symbolique,

kp(R® + ap)m + R® —(kp + 1) RZ, (24)

On peut donc définir le polynome R (k) par I'équation (23), aprés avoir déter-

minés les nombres R par la relation de récurrence (24).

' Cf. RENE LAGRANGE, Mémoire sur les suites de polynomes, Acta mathematica, T. 51, 1928,
pag. 201—309.
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3. Théorémes de multiplication de 1’argument. Considérons 1'équation
LR (o + L v b ay k) + R L By k) =
%, tm x alla,,kl: @y, Ke; ... Op, kp) + LP x|al,k—l: Oy, Kg; .. .5 Op, kp) =
—(F+1) e len s )
1
multiplions les deux membres par %, et changeons r en —uz,

k, Ri? (al—x—a,|al, kL; @y, kg .. . ap, k,,) + R (al—x[al, A s ag, ks ,...;a,,,kp) =
1
= (ky+1) BTV (—x|ay, ks; . . .; ap, kyp)-

Mais le polynome au second membre est homogéne et de degré m par rapport
iz et ay ..., ap et I'équation s'écrit encore

I,
k1(_1)mR£,1:) (al_x—a1|al) % ay, ks ... ap, ]"p) +
1

+ (— I)ng‘J) (“1_x|an kL; @y, kgy . ap, 7‘711) =
1

= (b, + 1) RO (x| —ay, ky; .. .; — ap, kp),
d’ot Von déduit 1'identité
(—I)ng:) (al'—'x'ah 7;‘; ay, ky; ... ap, k?,) =
A )
=R$,’:) (xlaly kla - Qy, k2y <.y T Op, kp),

car les deux polynomes satisfont a la méme équation. On change x en —ux, @,
en —a,; et compte tenu de I'homogénéité de R (x),

Rf,’.”(x—axl au k 20 @y, ke .. ap, kp)zRf,?)(an ky; .. oap, kp). (25)

Mais le polynome R? (x) est symétrique par rapport aux p couples de lettres
(¢, &), - . ., (ep, kp), done

I
Rﬁ,’f’ (x——al—ae| — a, k_ — Uy, k P a,,,k,,) =R£,’l’)(x|a“ By ap, k),
1

38 — 29764. Acta mathematica. 55. Tmprimé le 8 aott 1930.
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et si n est un entier plus petit que p,

1 I
ng) (x_“l—"'_an| —Qy, k—; ceey T On, k—; o1, knti; .5 @p, kp) =
1 n ,

= RO (x| ey, ky; . . .; ap, kp).
En particulier pour »=p, compte tenu de I'homogénéité de Rf,{’) (),
.

R (al-i- +ap——x|a1,kL; Lo ap, k_p) =(—1)"RP (x| ey, ky; .. .; ap, k,,). (26)
1

Si 'on pose # =~ (a,+ - +ep) et ensuite x=o0, on obtient

N~

g+ ta I I TN £ 70 e of L
R%) (_L_Z_Q‘ D) E? RN “pak_p) =(—I)"‘R§,’Z’ ('1—2—?10‘1) ky; - Op, ]‘fp)-

I I
R(ﬁ) (a1+-~~ +“1¢|“1, ]7; < ey Op, k_p) :(—I)ng)(“n ki, ..o ep, ]fp)-
1

Soit 4 un entier positif et considérons le polynome

u—1
I+k "‘Z — k)’ RY (%ﬂﬂla“%—kl)";ag,kz;---;ap,lrp)-

=0

Px)=

On déduit d’abord

k Plz+e)+ Plx)
ckyF1

:_R(”Z:—l) (x|ﬂa2, k2; ey pep, kﬁ):

et ensuite, 'identité
P(x)= R (z|a,, ky; pey, ks - . . nap, ky)

car les deux polynomes satisfont & la méme équation; si 'on remplace x par

px, on a

w1 k

Z( k) BR® (ac —I—vTL]al, — (=& as, ks; .. . ap, kp) =
v =0

B (15 b
= 1+k1] Rg)(x|‘t—z,kl,a2,k2,...,a,,,lr,,). (27)



Solution principale de 1'équation linéaire aux différences finies. 299

Soit 7 un entier positif plus petit que p et soient y,, ..., u, des entiers positifs

quelconques; on déduit de (27), par symétrie,

#—1 #y—1
A

Z v Z (_kl)‘l'l... (_k‘n)i'nRiz)(x_{,vlﬂ_*_ ey, — |a1, __.(—I(l)ﬂl; R
Hy “

n
-0 vy —0

Cn, _(“kn)””‘; Cnt1, knt1; ... Op, kp) =
_ 1= (k1 (ke p) Gy 5. % g
1tk 1+kn (=] ,’kl""’un’kn’
Ant1, kn+1; ... Op, I(p) (28)

En (28) on a la formule de multiplication pour le polynome R (z); lorsque les
entiers u; sont impairs, (28) prend une forme plus simple déduit de (28) en rem-
plagant —(—%)* par k7. Dans le cas particulier n=p et u,=p,=- =p,=u

ol u est impair, (28) devient

u—1 u—1
Z Z (— &) (= kp)» RP) (x + 4% h—-lﬂ? lay, k.. ap, k‘;’) =

=0 7,=0

V4
I+kl]lv I+k“

cee - PR . . .
I+kl I+l,pRm (Auxlal!klv"';ap) AP)' (29)

4. Polynomes d'ordre négatif —p. Posons, par définition,
RO () = a™.

Nous avons défini le polynome d’ordre positif p par l'équation
»
N\ RE (x) = 2™, (15)
o .. .ap

et nous convenons d'exprimer la dépendance entre les polynomes x™ et RP (x)

aussi par 1'équation

R (z) == 7{ am, (15 ter)

a_, co.ap
L'équation (15) exprime que le polynome z™ est le résultat de l'opération

P
directe /\_ appliquée au polynome R!P)(z), tandisque 1'équation (15 ter) exprime
a .. .ap .



300 Rodolphe Raclis.

que le polynome R (x) est le résultat de I'opération inverseax appliquée au
polynome x™; au fond, l'équation (15 ter) n'est qu'une forme s;mbolique de
Véquation (15) et elle pourrait servir & définer l’opération inversea Ka.

En changeant dans la derniére équation p en —p, nous somme: tout natu-

rellement conduits & définir le polynome d'ordre négatif —p, par 1'équation

»
Rﬁ,,_m(x[“u kl; c oy Qp, kp):/\_xm; (30)
@ ...y

?
qui exprime que le polynome R P (x) est le résultat de l'opération directe /\
. a .y

appliquée au polynome ™ Le polynome R{?)(x) est évidemment la solution
polynomiale unique de 1'équation (30); il est de degré m; homogéne et de degré
m par ra,pﬁdrt a x et ay, ..., ap; symétrique par rapport aux p couples de lettres
(e, k), ..., (ep, kp).

. 1
Appliquons aux deux membres de (30) l'opération /\

“p+1
1 . p+1 :
_/\_Rﬁ,_,,_p) (x‘alakl; - Op, kﬂ) = /N a"= Rﬁ,,,_p_—l) (:I}|(z1, ky; oo aptr, kpia),
Zpt+1 ) Cr---Cpiy

et si I'on répéte 'opération

_/\R(m—p) (ﬁl oy, by .. ap, kp)'_—R;;—pin) (xlan ki oo @pin, Epin)

“p+1---%tn

d'ou il résulte que 1'équation
/\R ( Ialy 15 - -+ Op, ]‘?p) =R£Z_”) (xlan+17 knt1; .. . ap, kﬁ’)

établie pour n <p, subsiste pour n = p et prend, dans ce cas, la forme

n n—p 4
_/\.Ri,{') (xlau kip...; ap, kp):_/\ AN R(yﬂ)(xlal» ky; oo ap, kﬂ):

qp_!_l...an ..y

== _/\ xm — .R(”’;*n) (.’JC ‘ ap-{-l, kp+1; .. .; an, kn).

ap+1...an
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En particulier, 1'équation de définition (30) peut étre remplacée par le systéme
équivalent

1
RO (@] ey, k) = N\ am,

1
R(,,T2)(x|a,, kl;“sakz):’/\-Rizl)(x‘al’kl) a (3‘)

1 ,
RUv (x| ay, by - aptr, kper) = N\ RGP | ey, by -5 e, ko).

“p+1

Reprenons 1'équation (22) en modifiant un peu les notations, » et p étant
deux entiers positifs '

Rﬁ}}”’) (@+h|ay, ky; .. @pin, kpin) =

m m )

:Z(y)RE,p)(M“nkﬁ s ep kp) B I“p+1,kp+l, ...; @ptn, kpn) (22 bis)
»=0
2p
et appliquons aux deux membres loperatlon N\ par rapport & la variable h,
..y, 0.0y

REPH (R ey, Ky ... @pta, kpia) =

_ Z(W)Ri—m (hlay, b . ap, ko) RO (@ cpen, Ryt - o5 @pim, Bpsn),  (32)

y==0

.2n
et si l'on applique aux deux membres de (32) loperatlon A\ par rapport a la
. i Cp+1---%ptns Fp+1---%pin
variable x,

R;—Jp—ﬂ) (:L‘-I—hlal, kl; .. .; ap-l—n, kp+n):

= Z( ) i—p)(hlal, ky; ... ap, kp)R ")g(xfapﬂy kpir; .. Ap+n, kptn). (33)

=0

Les formules (22 bis), (32) et (33) montrent que sous forme symbolique,
I'équation ' B

R(’g+n) (x-l-h[a‘, ki ..o apin, kp+n) =
P (h|ag; by, oo ap, ko) + R (x| apis; kpets - o5 @pin, Kpan)l™

est vraie pour les valeurs entiéres de n et p, positives ou négatives.
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Signalons quelques cas particuliers; faisons en (32) n=o,

m
Rﬁ,._”) (@+hilay, k... ap, kp) = Z (":) hm_wRL_p) (' ey, ky; o5 ap, Fp), (34)
»—0
ou sous forme symbolique
REA(zthlay, k..o oap, kp) =R+ R-P (x| ay, by .. ap, k)™
Faisons en (32) n=p, apr1=0,, kpt1=Fy, ..., tap=cyp, kap=kp,
o (m
(x+ hym = Z (v) R-P(h|ay, ky; .. .5 ap, kp) R® (xiay, ky; ... ap, kp), (35)
y—0

qui pour k=0 devient, en posant

R{P(o]ay, by .. 5 ap, ko) = BUP ey, kys -5 ap, By,

am = Z (’:II) R(__-l(ala kl; <oy Op, kp) R(,.p) (xlala kl: -y Op, ]{P)y (36)

»=0

qui est une relation de récurrence entre les polynomes R (x) du méme ordre

positif p.

Si 'on pose x=o0 et remplace h par z dans l'équation (35), on aura

am — g(’f) RP (o, ky; ... ap, kp) BEP (x]ay, ky; .. o ap, Ky, (37)
=0
qui est une relation de récurrence entre les polynomes R{? (r), du méme ordre
négatif —p. .

Les deux derniéres équations montrent que le polynome R® (x|, ky; . . .; ey, ky)
s'exprime & l'aide de x et des nombres R P (a, k;; . ..; ap, kp) exactement de la
méme maniére que le polynome RU7P(x|a,, ky; ...; @p, kp) 8'exprime & l'aide de x
et des nombres RP (e, ky; .. .; ap, kp).

L'équation (34) montre que le polynome RP (r) s’exprime- 3 l'aide des
‘nombres R{? de la méme maniére que le polynome R (z) & l'aide des nom-
bres RP).
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Pour xz=o0, (36) ou (37) devient une relation de récurrence entre les nom-
bres R et R’(ﬂ’),

mo 1, m=0, .
3 () B2 e T B RS e, B ) = (37 bis)
v=0 0, m>0.
Si l'on tient compte des relations
W—m(m——l). ..(m—»+1)BP_(x),
#—: (m—1)...(m—y+1) RP) (),
les équations (36) et (37) deviennent
s B RY (x) m R dv R (x) m
450 dw T &S dwr

relations qui montrent que le polynome RY (z), d’ordre positif ou négatif, est la
solution rationnelle wunigue d'une équation différentielle & coefficients constants.

D
Si l'on applique 'opération /\ aux deux membres de (19 bis), on trouve

o ..o

que le polynome d’ordre négatif (—p) satisfait & 1'équation

m — —kpap\r —_klal)al "’p.“,‘,l (~p) ‘
’ _Z(kp+l) (lc1+1 % %Rm (@|ay, by, - . . 0p, Ep),

ou le signe I s'étend aux valeurs entiéres non négatives des »; dont la somme

vttty <sm.

5. Fonctions génératrices. Soit f(z) une fonction analytique hqloniorphe
dans le voisinage de l'origine

?
et appliquons aux deux membres 'opération /\ ,

al...ap
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Zif( P(xlay, by, . ap, kp), (38)

a
»=0

développement valable pour les valeurs suffisamment petites de z et des e;.
Nous avons en (38) la moyenne d’ordre p d'une fonction f(x), exprimée & l'aide
de ses dérivées. Dans le cas particulier f(x)=2¢'*, (38) devient

kiés+1  kpert1
ky+1 kp+1

etxzz DR (g, by s By, (39)

w-—'O

série convergente pour toutes les valeurs de x et ¢.

Nous avons au premier membre la fonction génératrice des polynomes
RCP () dordre négatif —p. En particulier pour =0, on obtient la fonction
génératrice des nombres R{P

R Y S S o |
kl‘f‘l kp'l‘l Z | R (ahk ---;ap,kp)- (39 bls)

p=

Je dis que la fonction génératrice des nombres R? est la réciproque de (39 bis),
c'est-a-dire

ki+1 kp+1 o P )
]cletl"‘l + 1 N kpez‘)“p+1 - Z ﬁR(p) (e, b .'..;ap,kp), (.40 bis)
»=0

série convergente pour ¢ suffisamment petit. En effet, multiplions les deux der-

.y ‘ .
nieres équations

‘4

Compte tenu de (37 bis), le coefficient de :f-l est égal & zéro pour v>1, égal &

I'unité pour v=o0 et la formule (40 bis) est établie.
Si I'on multiplie (40 bis) par l'équation

® ’l’
e —= Z .
- 'V

on obtient au premier membre la fonction génératrice des polynomes R (x)
d’ordre positif p,



E+1 kp +
keta,+ln.E” — _2(')7'2( )9”! -,u. R
S ¥ p
ZZ ﬁV!Rv (xlankj;--';“l”kp)' {a0)
»=0

On peut arriver plus directement a 1'équation (40) en développant le premier
membre, qui est une fonction holomorphe autour de l'origine, en série entiére
par rapport i la variable ¢,

i+ kp+1 o b
_ e et et.t — . .
ke +1  kpdor+1 ZV!P(x)

»=0

4
On applique aux deux membres V'opération A\ par rapport & la variable z,

a...ay
® A

‘=35 A P
vroy-a,...ap

d’ou I'on déduit par identification avec le développement en série entiére de €%

p
j\P,(x)zac", PV('/I”)E‘Rip)(x|alykl;-";al)akp)'
@ ...y
6. Cas particulier. Supposons ¢,=e,=  -=ea,=«, k=k=" - =k,=k et
désignons par RP (x|e,k) et RSP (x|a,k) les polynomes d'ordre positif »p ou né-

gatif —p, dans ce cas partlculler. Les fonctions génératrices (39) et (40) devi-
ennent

o+ 1 i 4 '
T — Z R(=D) (. A
( E+1 )e! Z_‘OMR, P(z|a, k) (41)
1y, ot O (' o T
(kela+1) € _Z,‘”Rf (SC a)k)‘ (42)

»=0
Dérivons (42) par rapport & ¢
E+1 \? pak ( k+1 \P*! -
S 4 o (rta) — (p) (-
(Ice‘“+1)é k+1(ke‘“+1) ¢ Zv.R'I“('L)

v=0
39 — 29764. Acta mathematica. 85. Imprimé le 8 aoit 1930.
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t
z 2 R(p) 2 1 B @),
d'ot l'on déduit par identification
pak —

x R () — 1 RP*Y (x+a) = RP) (x),
ou encore, compte tenu de

kRP+Y (zx+e)+ RPH) ()=(k + 1) RIP (2),

' k+1

Ry (@) == [RY), (@) —(z—p o) B (). (43)
Pour p=1 et p=2 on a
_k
RO ()= "1 (B, (@) — o) RO () =2 z ~ R, (@) D (w—e),
k+1

(R, (@) — (x—2 ) R (z)] =

— (k+ I)s _2¥|. (B, (#)—(2 2—3 a) R, (@) + (@ — o) (x— 2 0) BY (z)) =

v+2

- (=) 2,2 = R, ) Dafa—a) —2).

[24
Je dig qu'en général,

R+ () = (li't_l)ppllz R(y'l, x) Dt (x—a) - (x—pa). (44)

o

En effet, (44) est vraie pour p=1 et p=2; supposons-la vraie jusqu'a (p—1);
{(43) donne

mpo = FE (L S

pe \ a (p—1)! sl

=0

(RN, @) —(c—pe) BY, ()] D} (z—a) - (c—pa+ta),

et si 'on groupe les termes
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rpr= (EL)71 S =0

a | p! Z—;' R(’l)“(r) )

§=0

.[(x—-pa)D;(x—a)~~-(x—-pa+a)+sD;_1 (x—a)---(z—p a+a)

et compte tenu de la formule de Leibniz

RE+ )=

Po(__ —8
L S R @ Do) epe). e qta

=0

a

La formule (44) montre que le polynome R?+!(x) est une somme linéaire
de polynomes du premier ordre R (x), s=o,1,...,p.
Une autre expression remarquable de RP+Y(z) se déduit de (19),

rgeia) =3 (75) (7)7) dan s
v=0

En effet, (45) est vraie pour p=o, car elle se réduit & (4); en la supposant vraie
pour p, la formule (19) donne

S (ke T S [—kal® s+p\ ?
(p+2) — m __
=3 () A3 () (57) 4+

mom —kal\™ts s+p r+s "
: :ZZ(HI) (p )%x

r=0 8=0

k+1
. (s+p)=ﬁ(s+p)=(v+p+1)=(v+p+1)
S W - s v pt1
& [—kea) v+p+1y ¥
(P+2) () = = m c.q.f.d
B w) s=0(7€+l) ( p+1 )%m 1

Dérivons maintenant la fonction génératrice (41) des polynomes d’ordre né-
gatif,

kde + 1\? kete + 1\ ka i
v z 2 - _M” tleta) 2 R{-p)
x( e )et ”’( ki ) e 2 SRR,

r=0
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o b pak < t o t
- R—») e V' (—p+1) = L RD)
x _OV!R’ (x) + o ;01’!1{“, (x+a) ;01}! RiA (),
- pak ., _ .
x REP(x) + 41 R+ (z+a) = R 2 (x).

D’autre part, la derniére équation du systéme (31) peut s'écrire encore
k RSP (x + @)+ RPH () =(k+ 1) REP) ()
et si l'on élimine R{P+'(x+«) entre les deux derniéres équations

B2 U R (0)— (w4 pa) RD @),

REP+1) () =
v _pa

(46)

La formule (46) se déduit de (43) par le changement de p en —p. Pour p—1

et p=2, on a

k+1

B (e)=""_ ~ [R7} (z)— (= + o) BRI ()],

EH R @) — (ot 2.0) BRI ()

—2a

R () =

et si l'on élimine R (x) et R{7\(x),

= (U LR @~ (e 30 B + o+ o) o+ 20) B )

. (“-‘)’1 S B @) Dt (04 0) 04 20).

= (,"f‘)p_‘ Zp' (“_’)fRE:z;) (x)D;(x+a)... (x+pa).

(47)

La formule est vraie pour p=1 et p=2; supposons la vraie jusqu’'a p et rem-

plagons en (47) le polynome Rﬁ:’:) (x) par son expression déduite de (46),

k+
B (0)= — . +_11) [B3270 (1)~ (z + pa+ @) RE21(2)].
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(47) devient

. &_{.I p+1—_1_* P (_I)a+1
r _( a ) (p+1)! Z s'!u_'

AR (@) ~(x+peta) B2V ()] D2 (z+a) - (z+pa)

v+8+1

et 8i l'on groupe les termes

x = (k: 1_)1’“(5;11_)! ((m+a) (x+pe+a)REP () +

(_I)IH- Rl Dp P—l(_l)s+1 Ri—p—1
+ p! 1+27+1( x) DR (x+ea) - (x+pa)+ Z (s 1)1~ vet ().
8=0

s+ I)D;(x+a)---(x+pa)+(x+pa+a)1>;+l(x+a)---(x+pa)]).

La derniére parenthése est égale a D**l(x+a) - (x+pa+a),

k+1\rt! PEY )
x’=( . ) p+I'Z “REPU() D (x+a) - (z+peta) e.q.fd
La formule (47) est une relation de récurrence entre les polynomes du méme
ordre négatif —p.
On établit de la méme maniére la formule plus générale
k+1
a

re)= (M) G g 2 S R e P pe ) et as) (49

qui donne le polynome d'ordre négatif —p en fonction des polynomes d’ordre
—p—q et qui se réduit, pour p=o0, i (47).

7. Polynomes d’ordre continu. Désignons par p une variable continue,
réelle ou complexe et considérons la fonction

k+l,,, »
kee+1)°

qui est holbmorphe autour du point {=o0; son développement en série entiére est

de la forme
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E+1 \? a, as 5 ay
S RO PR | oy Lp
(ke“"+ ) TRttt ot

les coefficients a; étant des fonctions de a, % et p. Multiplions-la par la série

2 v
=1+ %+ 8pr 1%y
I 2!
On obtient un développement de la forme
E+1 \? t £
S t = - R® + — R® ()4 -- — R
(/ce’“+1)et 1+IR1 (ar:)*rle2 @)+ -+ = RP(x) (49)

dans lequel R®(x) est le polynome de degré »
(p) ¢ v v— i .
RO (@]a, k) = ;@yw ,

ce polynome sera dit, par définition, polynome de degré » et d'ordre continu p

Dérivons les deux membres de (49) par rapport & z

© 4, (p)
f(EHE Ny < £ AR @)
ke® + 1 :l vl dx
1 ® 1 dR(p—z-l (x)
(p) = e vrit
o7 B ) v+ 1) dx
=0 =0 . )
et par identification
dR“’ll( )
oY (p
I 1) B (3. (50)

Considérons l'identité

E+1 \rt! E+1 \rH! kE+1 \?
—_— (z+a) R T . _ Z7
k(lce‘“+1) ¢ +(ke“‘+1) ¢ (k+l)(ke‘“+1)e’

et en développant
SEkrerra+ 35 REE) R )
=0 =0

=0
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et par conséquent

k R®+D (4 + o)+ RP+D ()=(k+ 1) R (x). (51)

Les deux équations (50) et (51) montrent que les deux propriétés fondamen-
tales du polynome d'ordre positif subsistent pour le polynome d'ordre continu.
Si l'on dérive (49) par rapport i f, compte tenu de (51), on obtient

__[c+1

R¥+ () pa[R?h@ﬂ—%w~?a)R?Ww% (52)
relation identique & (43).
Remplagons en (52) p successivement par p—1, p--2,...; on déduit
k+1\? I
R+ () = (__._..) )
v e ) plp—1)---(pt1—0q)

9 (__ 3
RS (,% R?+H1—9 (2) DS (z—pa) - (@—pa +ga—a), (53)

8=0

ol p est une variable continue et ¢ un entier positif.

Faisons en (52), tendre x vers zéro,

R? = k_}_’;"‘_l R®+)—pg RP), (54)

On a RP' =1 et (54) donne de proche en proche

Ro———F o Rgmz—-—i’iLl(pﬂ)wpa pa, ...

k+1 E+1

Ces relations montrent que R®(x) est un polynome de degré » en p.

CHAPITRE II.

Polynomes R 9 (x|a, k,;...;ap, kp|Bs ... B0)-

8. Polynomes d’ordre positif (p,q). Soit B@(x|g,,...,8) le polynome
Bernoulli-Nérlund de degré m et d'ordre ¢ et considérons 1'équation

A F@) =B @8, .. 80) (55)
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Il existe un polynome unique qui satisfait & cette équation; nous le désignons
par BP9 (x|ay, ky;.. 5 ap, kp| By, ..., 0) ou encore par R 9 (x); il est de degré m
et sera dit d'ordre (p,q).

q
Si I'on applique, aux deux membres de (55), 'opération A\, on a
Bi---Bq

,’}'{ F(x)=m(m—1)--- (m—q+ 1) ™9, (55 bis)

a,...ap,ﬂl...ﬁq

La solution polynomiale de (55 bis) est déterminée 4 un polynome de degré
(q—1) prés et il convient de définir R 9 (x) par I'équation (55) ou par le sys-
téme équivalent d'équations

1
—/\-nglfq) (xlalv k1|ﬂl, . -)13(1) = -B("q,,) (x]ﬂla .. -)lg(I)’

./\Ri:’m(ankx;“z’kzlﬂn---,ﬂQ):RS’Q)(xlankx |.81: ...,ﬂq), (56)

a

1
/N R(,,I:’q)(x|a1ak1§ .- -;ap,kp|f31, .. -ﬂq):R(g—l’Q)(xlaukl; c Op1, kp |131, .o -ﬂ0)~
“p
Si I'on pose R(%(x)= B9 (x), les équations (56) s’écrivent

. .
AR%’Q)(xla,,kl;...;ai,k,-|ﬂ,,...ﬁq)ZR%”I'Q)(xMI,k,;...;ai_l,k,-_1|ﬂl,...,ﬂq),
a;

1=1,2,...,p.

On déduit par dérivation de (55)

d R 9(z)
T dm -=m R®9(x),...,

d* R ¢
é"x, @) =m(m—rx)--- (m—y+1) BP9 ()

et si l'on applique la formule de Taylor

n e drRPO(z) ™
Rp+=3, 1= = 3 () i R o) 57)

v=0 v=0
Pour h=a,, compte tenu de la derniére équation (56),

kp_
kp+1

(7)o Bz o+ () an BP0 0)) = RE2010). (59

I
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C'est une relation de récurrence avec laquelle on peut calculer les polynomes
d’ordre (p, q) lorsqu'on connait les polynomes d’ordre (p—1,q). '
De l'équation (11) et de la derniére équation (356) on déduit

R(rz’Q)(x|alakl;"-;all’kplﬂl""’ﬂQ):

= Z (—kpap) A R(I?—l,q)(x’al,kl; .. .;ap—l’kp.—l‘ﬂ“ o "ﬁq)
]t‘p+1 o m i

=0

et de proche en proche
R%’Q)(xhxl’kl;---;apakphgl’---aﬂ(I):
‘ ‘ —kpap\"r k, a,) :
—Z(kp+l) (l{'+l % AIB (xllgli"'vﬂq)’ (59)

ot le signe I s’étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des »; dont la
somme ‘

vty vy =m.

Par exemple,

| » T J v P ha
(2,9) { ) = ( —p——
npv=n mpola=ppa- 3 e —e 303 4

Le polynomé B9 (z|B,,...,8,) est homogéne et de degré m par rapport aux
variables x,8,,...,8q; il est symétrique par rapport aux 8,,...,8,. L'équation
(59) montre que le polynome RP%(x|a,, k;". ;ap, kp|B,,...,8) est homogéne et
de degré m par rapport aux variables z,¢a,...,ap,8;,...,0; il est symétrique
par rapport aux p couples de lettres (o, %), ..., (ep, kp) et par rapport aux g let-
tres 8,,...,0q; il est de degré m par rapport aux 7 —:1

Soit ¢ (x) un polynome de degré (m+gq) et posons

Flo+ H—p o+ R99 () = p ) B9 +

) (m+q)
() ®,9) @it (z) ®@,9) V
+ Rpo () + -+ o D RES0). (60)

Appliquons aux deux membres I'opération /\_ par rapport a la variable &,

[243 ap

40—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 8 aott 1930.
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+ 9@ po gy 4 g B, =@+ BOW), ()

q
et ensuite l'opération A\, toujours par rapport & la variable k; en tenant compte
Bi-- By
de

q q !
A B@(h)=o0 pour v<g—1, A B9(k)= & =0 pour »=g¢,

B -Bq , Bie g r—a

on a

».q ’ (g+1) {m+q)
A Flae+h)=g¢9(x)1 + Mh—l— et q’_m'Lx)

al...ap,ﬁl...ﬁq

hr=g@9 (x+ k). (62)
Les trois derniéres équations s'écrivent, sous forme symbolique,

Fle+h)=gz+R»0®), A Fle+h) =g+ Bo®)

.. .ap

N Flo+h)=g9 +h).

a,...ap,ﬁx...qq

Il existe un polynome unique qui satisfait & 1'équation (61); c’est le poly-

nome donné par {60) et qui satisfait & (62). Appliquons maintenant, & (60),

2,9 2,9
I'opération /\, que nous désignons pour abréger aussi par /\ , par rapport &
“1--~ap,ﬁ1~--f3q

la variable x,

»,q ?,q
K e+ i =Bpo i) R p) +
ay. .. ey, ‘...ﬁq
RP9(h) »a R®.9 (h) »,q
(1) e g _mAgV {m+q)
_/\QP (x)'l' + (m+q)! /\_9) (d‘)

1!

Mais le premier membre est égal, en vertu de (62), & ¢'?(x+h) et nous obtenons
la formule sommatoire k

mt+a R (h) pq
g+ = 3 2O TR o) 63

»=0

qui donne le développement d'un polynome ¢@(z+h) de degré m, en série de
polynomes R®9(k), »=o0,1,..., m+gq.
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On peut arriver plus directement & (63) en partant de (58), qui s'écrit sous
forme symbolique '

kp(R®9(h)+ ap) -+ RP O (h)=(kp+ 1) RP—1.9) (h),
d’ou l'on déduit, ¢ (x) étant un polynome de degré (m+g),

by @ (BP9 (B) + cp-+ )+ p (B9 () + 2)— (b + 1) o (BP—1-9) (1) + 2

et si I'on développe

m+qR£p,q)(h) 1 m+qR(p—1,q)(h)
RETCES e L)
»=0 P »=0
1 1
On applique successivement, aux deux membres, les opérations A\ ,..., /\_ et
a 1 ay
1 1 -
ensuite les opérations A,..., A\, par rapport & la variable =z,
Bq B
M+qR£p,q)(h) p m+q B9} (h)
27 N = 2 et
»==0 tee »—=0

bR Ry N 8
Si 1'01'1 pOSG (P (x):Rgfi;’qH)(w | %1, kl) - Optry kl"*"‘ l ﬂla ] ﬂ‘1+3)a on a
¢ (@)=(m+q)(m+g—1)- (m+g—v+1) RELL 1 (2),

g O@)=(m+q)(m+qg—1)--- (m+ 1) RE+7 99 (),

AN g)=(m+q)(m+g—1)-- (m—v+1).
a,...ap,ﬂ,...ﬂq
BES (@] apyr, kpt1s .- o5 @ptry Bptr | Botts - o Bots) pour ¥ =m;

pour m<v<m+gq, le premier membre est identiquement égal 3 zéro et (63) de-
vient

(m-+g)---(m+ 1) RE+7 0+ (@ + h)= i R(’p'?,@ (m+q)--- (m—v+1) G, ()

p! m—v»
»—=0

ou encore
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Rgfl—r’ﬁs) (-+h I ay ki @ptr, kpir l Bisen ﬂqﬂ') =
— S (™ (p,9) . .
__Z v Rl”’ (h|a1,k1,...,ap,kp‘ﬂl,...,ﬁq).
»=0
RS (@ apr, kpr; .o d @pir, Fper | Barts o Bate). v (64)

La derniére relation montre que les polynomes: R!»9 (x) sont des polynomes d'in-
terpolation; sous forme symbolique, elle s'éerit

Rtr,a+9 (g + h)= [R® 9 (k) + R (x)|™
d'ot I'on déduit la relation plus générale
R2O (2, + 23+ - +2,) = (BP0 () + Row ) () + - + R®» @) (i,))m
ou les p; et ¢; sont des entiers non négatifs qui satisfont aux égalités
ptpt o p=p, q1+q2+:-~+qv=q.

9. Théorémes de multiplication de I'argument. Considérons 1'équation
I I
lc_lRl 9 (90"‘“1 |“17 k_l"g“'i -aﬂq) + R%’Q) (x'“n ?c:’ﬂl" .- -;ﬁq) =
I
(£ ) el
1
multiplions les deux membres pér k, et changeons x en —z,

1 ) 1
I LT L) B X PR PR AP A
1 1
= (k,+ 1) BD (—x|B,,....8

Mais le polynome au second membre est homogéne et de degré m par rapport

a x et B,...,0; la derniére équation s'éerit encore
I

by (—1)m R%’Q) (al—x_al I @7 1Bise e 180) +
1

+(——I)MRVS,]L'Q)(al_x|alvk_llllﬁlv-"ilg‘1) (k +I) ( [ 481)"'7 _130);
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elle montre que le polynome (—1)* R1L9 { g, ~z | ,—I Ly« - - B | satisfait & la méme
m 1 kz

équation que le polynome RM9 (x|, k| —B,,..., —B), ils sont donc identiques,

I
(_I)mRSL’Q) (“1*“’]“1: k_llﬂl’ .- ':ﬂq) = R(;L’q) (xlala k I —Bis s "'ﬂq),

al,kl Iﬂlv ey ﬂ‘l)

Rsylb'q) (x_al I _ahi‘!ﬂl PR ﬂQ) = ngll,’q} (7"
1 .
Considérons maintenant 1'équation
! Rir.a ; koo ! €L
k_p m x'l‘aplal, l’...,ap,]c_z;[ﬂl,'."ﬂp T
I
+ Rp,9 (aclal,kl; cs a,,,k—p[ﬂl, . .,ﬂq) =
kp

= (l + I) Re19 (x| ey, ky; ... ap, bp—1| By, .- ., Ba)s

que l'on peut écrire encore, le polynome au second membre étant homogéne et

degré m par rapport i wx, al,'...,a,,_l,ﬂl,...,ﬂq,
kp(—1)™ R(2.9 (a,,——x—aplal, kl;:..;ap,—]g;ml,..., ﬂ,,) +
(1 B (o, B B e) =
= (kp+ I)Ri,’?‘l"’) (x[ —ag, ks g1, kp1 | =By, - — ),

équation qui montre que les polynomes

(_I)ngrzf'Q) (“r”‘x an ke azh’kl— Iﬂn . '75(1)
7]

et
Ri,zf'q) (901 —ea, ko —apa, kp—lw; Up, kﬂl —Bis -y —ﬂq)

sont identiques, car ils satisfont a la méme équation. On déduit

1 o
R (x—— apley, ky; . ——a,,,k—{ﬂl, .. .,ﬂq) =R®D (x|a,, k;...;ap, ko|Bis. . Ba).
)
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Mais le polynome R®:%(x) est symétrique par rapport aux p couples de lettres
(al 2 kl)’ LS ] (aﬂ) kﬂ);

I . : ’
R;ﬁ“'m (z'_“l_‘"'_“p] _“uk_§ sy _%,k—; Qp+1, Kpi1 . -5 Cptr, 7‘711+r|131» . -ﬁq) =
1 D

=REr 9 (x| ey, ki aprrs kpir 181, .- B9). (65)
D’autre pdrt le polynome B@+? (x|B,,...,Bq+s) satisfait & la relation

Bi,‘{”’ (x_ﬂf_ o “ﬂQI _lgla [RRT) “-ﬁm Ba+1s- - - p)q+-°)=B(mq+s) (x l B o ﬂq+s)-

On déduit, des deux derniéres équations, la formule générale

1 1
R%H’Hs) (x_“l“"'hap —B— =Bl L 5 T s
1 P
i1, kp+1; .. 5 Cpir, Kpir, | =By —BasBarr,y - ﬂq+s) =
= Riyf“’ﬁs) (xl @y, kl; ceny Optr,y kp.;_,- | 1817 R /3‘I+3)r (66)

qui pour r=s=0 se réduit a
I 1,
R;’:’q)(al‘l‘""*’“r‘l'ﬂn'*"”+ﬂq—x|a11k_;-~-§apak'\ﬂn---;ng ):
1 »
=(—1"RED (z]a;, ks s ap, kpl By B0 (67)

Pour = %(al-l— - Fap+ B+ + 8, équation (67) se réduit 4

qu)(a,+'-~+ap+(31+--~+ﬂq
m
2

I I
Iah?c:;--';apaic‘p'ﬂl’"')48(1)=

=(—1)" R».q

m -

(a1+-~+a,,+ﬂ,+‘

2 ﬂqiahkl;"';aﬁ)kp[ﬂh'"913‘1)'

Soit u un entier positif et considérons le polynome

1+ 4k

P(x)= I—(—— T‘)ﬂym.

p—1 :
+
) Z (— kl)sR%’Q) (x—‘uia—l’al» _(—kl)‘u;a% ky; .. ap, ]"piﬂn .- nﬂq)-
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On déduit
ki Plzta)+Pl@).  _ w"
k41 1—(—k >
. z
: (R;’:’(n (; ! Qy, (_kl)”; oy, ky; .. ap, krlﬁn . ~'ﬂ(1) -

= - #‘"—l - —— (p—1,9) (x M . ) =
1—(—k1)f‘[x ( kl)“]li‘,,,_ ‘ula?.’kz""’al’,kq|ﬂ11"')ﬂq
= R 19 (x| pay, ks; . . s uap, kp|upy, ..., 1)
Le polynome P(z) satisfait & la méme équation que le polynome

R(p q)( )ala l:.uabkz; "-';F‘amk?l#ﬂh "-r.u(&I)

et ils sont identiques; si 1'on remplace x par px, on a finalement

p©—1
Z (‘kl)g-Rﬁ,p 9 (‘E + S—‘l_[a“ _("‘kl)ﬂ; oy, kg .. ap, kplﬂl’ ---’ﬂq) =

—(=

ky
= 1+ k& )‘LR(pQ)( ‘; ku“zykzy---;“mkpllgn---ugq)‘ (68)

Si u est un entier positif impair, (68) prend une forme plus simple obtenue en
remplacant —(—£k}* par A¢.

Soit » un entier positif plus petit ou égal & p et soient g,,..., u. des
entiers positifs impairs; on déduit de (68), par symétrie,

#y—1 F‘n'_l

n
§=0 ! s

1, - . . —
Gy, k”"’ Qn+1, kﬂ+1y KRS} al"kplﬂl) .. ‘1ﬂQ) -

I+k|‘:1 I+k‘u
T 14k 1tk

Q,

a
R(p’ ( )—NIC;; .. .;—ﬂ,k,,;a,,ﬂ, kni1; ..
&y Hn

byl b ) (60)

Mais le polynome B (x|8,,...,8,) satisfait a 1'équation
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v —1

»,—1
Z Z, B};}) (xd,_tlgl + o+ tf&lﬂh""ﬂ‘l) =
7 V.
=0 t.—0
:g/ yrB ( Iﬂl ..,&)ﬂr+1,...,ﬂq)7
Vr
ou 7 est un entier positif plus petit que ou égal a ¢q et »,, ..., », des entiers positifs

quelconques. Des deux derniéres équations on déduit la formule plus générale

#r—1 En—1 4—1 vy—1

Z 2 > (- k,,)'nRg»q)(leﬂ}---+s"“—"+

-0 =0 =0 =0 #1 Hn
él_ (37' y . Kin- k . . k =
Tt]y + T [a,, ey @y K7 Gnta,y Brt; .. L) O,y phgl,---aﬁq
1 r
1+ k4 I+k“" - @n
2 M R(pq (1;— k.. —, kn; @ntt, bngr; -
I+/cl I+]c -V ’ i 1 o ny Un+1, in+1l

aP,kP|f_:,-~~y?’ 18’+1)""18‘1)‘ (70)

-

Nous avons en (70) la formule générale de multiplication de I'argument pour
le polynome R 9 (x). Si les entiers positifs u; sont quelconques, on obtient une
autre formule déduite de (70) en remplacant les ki par —(—%)*:. Supposons n=p,
r=q, g=- - =pp=v,=- - =w,=pu, p impair; (70) devient

ey (_kl)u,...(._kp)np

B0 ap=0=0  tr=0

syapt+ -t spapt+t, B+t
']{(p’{”(x-*_‘,“l- _— ]—ﬁl Qﬂqlal’k‘:;'";ap’k;‘)‘|ﬂl7""ﬂ0):

Itk 1tk | ®p 8 5).
= LI q 1 . Mt 4 ‘_1,’_q _
I+k1 I+ku R (.’D\ ’kl""’ ’kl’f‘u "
1+k 1+ K '
=t IJ.rkp#q—ng;.q)(,;x:a,,kl;...;a,,,k,,|ﬂ,,...,ﬂq). (71)
l .

10. Polynomes d’ordre négatif. Posons, par définition,

ROz |8y, ..., 8)=B@(x|f, ..., )

Le polynome d’ordre positif RP 9 (x) a été défini par 1'équation
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4
AN RV (@ey k..o kB, B)=BY (B, ... 8)

o, ap

et nous convenons d'exprimer la dépendance entre les polynomes R (x) et
B9 (x) aussi par I'équation

—p
RPd(x)= N BY(x),

@,..ap

v 4 P
od _/\_ est le symbole de lopération inverse de l'opération /\ . Nous sommes

a...ap a...ap
ainsi tout naturellement conduits & définir le polynome d'ordre (—p, q) par I'équa-

tion

p
Rﬁ,,_”"”'(ﬂv?%kl; B “pa/"pl‘ﬂlv - -»lgq):'J Bﬁz)(w!(gn -~-7(3(1)- (72)

a...ap

Le polynome d'ordre (p, —¢g) sera défini par 1'équation

p
./\_Rg:'—Q)(xlal)kl;"'; apvkp|ﬂlv'~'1ﬂ(1):B(m_(J)(x|ﬂl)" 'Hg‘l)! (73)

.. .ap

et le polynome d’ordre (—p, —¢g) par 'équation

_ P
REP=(z|ay, k. s ap, kp|By, . Bd= N\ B8y, ... Be) =
a...ap
4 q m! m| P.q
= A amte = amte. (74
a,{\.;,,,e._. (m+q)! (m+q)!a,...a{>.._.ﬂq 74)

1
Si Yon applique aux deux membres de (72) l'opération /\ , on a

Ep+1
1 \ pt1
j\R(mf”’Q)(xlal, ki ap, kpify, "'aﬂ(l): /\ ]3£Z)(.'L'|ﬂl, o fo)=
Cpt1 @ ...tpy
= Rﬁ,,‘”‘"") (@|ay, ks aprr, Eper | By -5 Ba)

et I’équation (72) peut étre remplacée par le systéme équivalent

R(,,._i_l’m(xlankﬂ .- -;ai+1,ki+1|ﬂ1x---;lg(l):

1
= AR (x|, k.. ;e kilBy, -8, i=0,1,...,p. (75)
41
41—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 8 aoat 1930.
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Si U'on répéte Vopération, on trouve que 1'équation
n .
J\ R%’Q) (x l o ko ap, by |131a s ﬁq):R%—"’Q) (xlan+11 Enit; .. ap, kpllgu .- ﬂq),
Y %,

établie pour p<n, subsiste pour p=n et prend, dans ce cas, la forme

n—

N\ R‘,ﬁ"”(xlaukl;---;ap,kp|ﬂl,-’--,ﬂq) /\ /\R’“’( )

Uty Qp Ca-.-Op

n—p . :
“‘_/\_B N (2)= p—nq (@ | ant1, butis .. @, kol By . Be) (76)

Ep+1-2%

Les formules (73) et (.76) sont vraies aussi pour ¢ entier négatif; c’est ce qu’on

\

voit en répétant les mémes opérations, mais & partir de (73), de méme que le

systéme (56) subsiste pour ¢ entier négatif.
Considérons maintenant 1'équation (64) ol p, ¢, r, s sont des entiers positifs
et appliquons aux deux membres les opérations
2p 2q 2p : 2q

A A AN A

... .0y ﬁ,...ﬁq,ﬁ,...ﬁq 0. by, 0.0y ﬁ,...ﬂq,ﬁ,...ﬁq
par rapport a4 la variable h; on obtient

Re+n. a4 (bl ey, ks o @pir, kpr | Bus -+ oo Bats) =

_i(’:’) 0. (b |y, By - 5 g Kol B e ) -

v==0

Cp+1, kp+1; ceey Optr, Ifzn+r l ﬁq+1, B ﬂq+9),

. Bln® (x

que l'on peut écrire plus briévement encore

REpira+3) ( x+ h) = Z ( ) ) (k) B9 ().

m—yv

La deuxiéme opération donne

m—=v

R+ 1) = 3 () Rp—0 (00 R ),

»=0

et la troisiéme
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m—y

R{p4r =09 (x4 h) = Z ( ) —9) (h) R (x).

Si I'on applique maintenant les mémes opérations & (64), mais par rapport a la
variable x, on obtient trois équations analogues, dans lesquelles p et ¢ sont
positifs et r et s positifs ou négatifs. Toutes ces équations montrent au fond
que la formule (64) est vraie pour les valeurs entiéres positives ou négatives des
p, ¢, 1, s; elle comprend un grand nombre des cas particuliers; par exemple pour
re=s=0 et P, q négatifs

- [m
R =it = 3 () o R0 (0. (77).
=0 .
Pour p=—r, q=—s et apr1=0,, kp+r1=ky;..; 02p=0p, kop=Fkp, on a
- [m
(o im= 3 () R ) R0 0 79)
v=0

qui est une relation de récurrence entre les polynomes du méme ordre (p,q) ou
(—p, —q). En (77) et (78), chacun des entiers p, g est positif ou négatif; (78)
montre qu'il y a réciprocité entre les polynomes R?.9(x) et R{?—9(z). Si l'on
remplace en (78),

) -
e = mln—1) - (m m—v+1) (),

on a

m Rp,q) (h) dWR—p,—q) (x) .

! dx” = [+,

y=0 .
et par réciprocité

m R—p,—0(h) d* R» 9 (g

D= (k) & B )=(x+h)m.

! dx’

=0

Les derniéres relations montrent que le polynome R 9 (x) satisfait & une équa-

tion différentielle a coefficients constants, p et g étant des entiers positifs ou
négatifs.

11.  Fonctions génératrices. Soit f(x) une fonction analytique, holomorphe
autour de l'origine,
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(]—1

z flat) vl
f(ac):Z Z 1}‘*‘2 i y_’_q_ﬁxq'“’.

=0

7,9
Si l'on applique aux deux membres lopération /\, on a
a,...ap,ﬁl...{a’q

g0
Zf R (x] ey, ky; .. ap, kpl By, - .., Ba)

a...ap B

développement valable pour les valeurs suffisamment petites de z et des a; et ;.
Pour f(x)=¢*, on obtient la fonction génératrice des polynomes d'ordre négatif

(—p, —a),

Eiem+1  kpdp+i1ef—1  dfg—1e®

k1+1 kp+l 131 ﬂq ¢
o t,y ’
= 2 7Ri—p'_Q)(x|a17 ky; .. ap, kﬂﬁl’ SRR ﬂQ)’ (79)

série convergente pour toutes les valeurs de ¢ et x. La fonction génératrice des
polynomes d’ordre positif (p, ¢) est la réciproque de (79), ¢'est-a-dire

Fyr1 ket B B
ket kpetp+1 ebr—1 ¢Pg—1

Weth =

@

44 , .
= Z ER?’Q)(hlal’ kyy ..o kB, .. Ba); (79 bis)

=0
série convergente pour ¢ suffisamment petit. En effet, multiplions les deux der-
niéres équations,
v

@w tv
f(x+h) Z ] Z“ (,u) RLp,q) (h) Ri:z;.~Q) (x)

=0 ©w=0

En vertu de (78), le coefficient de 57 est égal & (x+h) et la vérification est faite.

Pour avoir la fonction génératrice des polynomes R{—7 9 (x), partons de

'v

B By 1a ¢ —Z ‘1 xlﬂl,--,ﬂq

dh—1  efg—1
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série convergente pour ¢ suffisamment petit, et appliquons aux deux membres

¥4
I'opération _/\_ par rapport a z,

oy ‘.a,p
kot kpetrt1 BBy e
ky+1 kp+1 Pi—1  €Bi—1
@® t ‘
Z ’V— |a15 1. ';aﬂakﬁlﬂlw“aﬂt])' (80)
On déduit comme plus haut
k+1 kyt1 dh—1 dPa—1et
kiedat1  kydot+1 g By 19
® T .
= ,—V_‘Rip' —9 (xlala kl’ < Op,y kﬂ’lﬂh LS} &3(1) (80 blS)
=0
12. Cas particulier. Supposons ;= =ap=0=" ==, by="-=ky=k

et désignons par R 9 (z|w, k) notre polynome dans ce cas particulier. Les quatre
derniéres fonctions génératrices deviennent

(}cz«::l) (=)o Z " pn o o, ) (51)

«©

t o
( twcil) JZQZV!R?’Q)(%‘A“%’C), (82)

k+1
kev +1

(esa)
() (2
(ees3)

=0

) _ i% |w, &), (83)
ALY (G5 o= 3 Sreoteiom, (8)

<
i
S

Les équations (81), (83) et (84) se déduisent de (82) en y remplacant (p,¢) par
(—p, —q), (—p, q) et (p, —q) respectivement.
Dérivons (82) par rapport & ¢,
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E+1 V[ tw b"m_l’kw k+1 )pﬂ(lw_)qe‘mw)ﬂl
Neevr1) \do—1) ¢ " Fxri\ken 11 €Y —1
k+1 )p bo e
ke +1] \ev—1
_q k+1 \? [ tw \1H1 Hrto) < v o
t(ketw—l—l) (et“’——l) € —-WA ,‘,!Rw+1 (Z‘)

On déduit, compte tenu de (82),

+

K

& pkw v
~_ R,q) — ~ Rip+1,q)
xE:O”RW () e :EOV'R (x+w) +
7ot Fat .
+Z E " pq) E E 'V_ pq+1 x+w) E ﬁRfﬁr‘{)(x)
y—0 »=0 =0

v—1

Egalons les coefficients de (Tt_—l—)wl aux deux membres,

v BP9 (x)— %)-_f—IprH q (x-l—w)-i-qR(p e )_qRip,qH) (x+ w)=» R®9(x).

Mais

v—1

k RP+1.9 (g + ) + BP+L0 () = (k+ 1) R2.9 (2),

BP9+ (g4 0) — BP9+ (1) — y 0 BP9 (1),

v

et la derniére équation devient

B2 Ro419(2)+ (g—v) BP9 (2)—g RP T ()=0.  (85)

— — (»,9)
ve—po—qa) B2 (@) + 122 Rt

v—1

Comme vérification, la formule (85) se réduit pour g=o0 & (43) et pour p=o a'

v(z—q w) B9, (x)+(g—») BY (x)—g Bl*Y (x)=o.

Une expression remarquable du polynome R?.9(x|w,k) se déduit de (59),

- [—ko\ (v+p
(p+1,9) = —
Rp+1.9 (| w, k) ‘_EO(]" I) ( » )AB (x| w).

! Mémoire sur les polynomes de Bernoulli, pag. 186, formule (2).
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La démonstration est identique & celle utilisée pour établir la formule (43) &
partir de (19). Mais

éng (| @)=m (m—1)--(m—v+ 1) B& (2| )

et la derniére formule devient

k+1 P

»=0

m '—k »
RO (3|, k)=z(—“’) (”p)m(m—l)..-(m—wI)B;;g;)(xm). (36)
En général, en (86) figurent a la fois les polynomes de Bernoulli d’ordre positif
et négatif; remplagons en (86) ¢ par (¢+1) et tenons compte de

(m—y)! de—m (é—w) (x—20) - (x—(g—») w)
(g—)! d a9

- Bl = g | w)= )

égalité valable pour m<q'; dans ce cas, (86) devient
drm & (—kw\” (v+p

(p+1,¢+1) = .

R (#|w, k) m‘dxq"m‘z'o(k+1) ( P )

—o)lz—20) - (@—(g—)0)
(g—)!

(87)

En particulier pour m=ygq,

Rw+1.9+1 (3| w, )= g! % (;_i]f(;,)v (v -;10) (x—w) (w—Z(;U)_y)('x—(Q——v) )

v=0

13. Polynomes d’ordre comtinu. Désignons par p et ¢ deux variables con-
tinues, réelles ou complexes, et soit la fonction, holomorphe autour de l'origine,

( k+1 )”( elo )‘1_
kév+1 ev—1

Son développement en série entiére est de la forme

I—l—‘:—lt‘—l-a—2

t2+"'+ﬂt"+"'
| 2! y!

v Mémoire sur les polynomes de Bernoulli, pag. 187.



328 Rodolphe Raclis.

dans laquelle les coefficients a; dépendent de &, w,p et ¢; en la multlphant par

la série
2
P I N
I 2! nl
on obtient
E+1 \? e \7 t t
- . te - Z R . R o1V X .
(s ) (o Yer=rv L moo o ns ot b Rpolo B (a)
avec

R (50, 0)= 3, () auorr. (59)

#—=0

Ce polynome de degré » ainsi déterminé sera dit, par définition, polynome de
degré v et d’ordre continu (p,q). Si V'on dérive (89) par rapport i z,

dR?9 (x| w, k) L PO
B B v—l—u — 2,9 (!
I vﬂéo( u ) a, x v Rv_l. (z! o, k). (90)

On a l'identité

E+1 \P* [ te \9, E+1 \PH/ tw \¢
- il RS (e +w) ! - L T
k(ke““—i—l) (e“”—l)et +(lce“"+1) (e"”—l)e'

k+1 \2f tw \7 .
=t ) () () e

ou encore,
@ t ® t
k 2 R(”“ Y+ w) + 2 ol Rff’“"l) (x)=(k+ 1) ZO 1 Rﬂ?v‘l) (x)
»=—0 —
et en identifiant
k R?+1.9 (x4 @) + RPHL9 ()= (k+ 1) RP-9) (x). (91)

Considérons encore l'identité

( ’C+I)p(_tui__)q+let(r+w)_( k+l. p(__l_f'u, )q+1el:c:
kev +1 ev—1 kev+1 go—1

E+1 \P [ tw 7,
—t“’(kawﬁ) (ew_—l) g

et en développant
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o« @ v

v
V—!Ril"‘/“)(:c+w)—zﬂb””'“ ---th
v—0 +—0

d’ott I'on déduit par identification

R 9+ (z+ w)— RP. 91 (g) =y w R (2). (92)
Les équations (90), (91) et (92) montrent que le polynome R[4 (z) d'ordre
continu posséde les propriétés fondamentales du polynome d’ordre entier, positif
ou négatif.
La relation de récurrence (85) a été déduite de (82) en supposant que p et
q sont des entiers positifs. Si l'on reprend le calcul & partir de (88), on trouve
que (85) subsiste lorsque p et ¢ sont des variables continues.

CHAPITRE III.
Formules sommatoires.!

1
14. Opération /\ et premi¢re formule sommatoire. Lorsque ¢ (x) est un

polynome de degré m, nous avons trouvé

m k)l

(x+h)= ja\ o™ (). (7)

Supposons maintenant que ¢ (x) est une fonction différente d'un polynome et
proposons-nous de trouver l'expression du terme reste; on suppose que ¢ (z) admet
une dérivée d'ordre (m+1), qui reste continue pour les valeurs de la variable

qui entrent en considération. Soit l'intégrale

Int1(e) = fl'{,”(h_t‘+5) g™t (x+ ) dt. (93)

m!
h

Une intégration par parties donne

! J’ai exposé les principaux résultats de ce Chapitre dans une Note, Une fo}mulc sommatoire,
Comptes Rendus, T. 189, 1929, pag. 433—436.
42 — 29784. Acta mathematica. 55. Imprimé le 8 aoiit 1930.
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T (&)~ Tn(e) = Fn W g gy o) 2" @R )

1
Appliquons aux deux membres 'opération /\ par rapport a la variable 2,

1 1 » 1 (m) L
N I {e)— N\ Tmle) = ﬁm(!;i) /a\ g (z+2)— & 7(20—'+—) 2™,

Faisons m=1,2,... et ajoutons les résultats
mo

Adwal)= AL = 3 W A gt — 32 g+,

»=1

L(z)=f¢'<x+t>dt=¢<x+z>—¢<x+h>, ALE = Agle+a)—glath),

h

et la derniére équation devient

/8

ploth) = R—;~§~’—L)-_/l\tp(’)(achz)—jl\ImH(z)— 2" )+ ).

v
»=0 v=1

i

Si 'on pose

Ti1 =— ( /:\ Tnt1 (2) ) (54)

z=0
et 'on fait z=o0 dans la derniére équation, on trouve la formule sommatoire

plett)= 3 WA g0t e, (05)

v=0 «
qui donne le développement d'une fonction arbitraire ¢ (x) en série de polyno-
mes R, (h), v=0, 1, ..., I'expression du terme reste étant donnée par (93) et (94).
Il est utile de faire remarquer qu'en (93) les variables «, &, h, 2z, réelles ou com-
plexes, ne sont soumises i aucune restriction.
En nous reportant i la formule (1 ter), Introduction,

1
1 1

NS ()= 2 K flwtra),

« k+1 =
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on peut écrire

W Rl — £+ .
T”‘“‘—kﬂzf . 7w)90""“)(90-rt)dt- (94 bis)

m!

ro 0 ra
Si I'on décompose l'intégrale f en f + f , On a encore

Tm+1_f x“)(kilzw'%}m)dt—

r=0 ¢

Ic—l-l

=1 i B Bulh—t+a) .0
m+1—f (x+1)dé— ——«/H_If PR (x+e)dt. (04 ter)

0

Supposons maintenant que «, h et x sont réels, o positif et o<h<a.

*
Désignons par Rn(x) la fonction définie pour une valeur réelle = quelconque
par l'équation

/L\ﬁm (@)= o, . (96)

et qui dans l'intervalle o<x<¢ est identiquement égale au polynome Ry (x),
*

Ru(z) = Rum(r) pour o=zx<a. (96 bis)

Considérons de nouvean l'expression (94 bis) du terme complémentaire T'p1;
lorsque ¢ varie de h 4 re, h—t+re varie de ra & h et comme r est égal & o
ou I, il résulte que o<h—¢+re<e et l'on peut remplacer en (94 bis) le poly-

) *
nome Ry,(h—t+ra) par la fonction Rm(h—t+1"a),

T ™t (x+ 1) dt. (97)

k+1
=0 p

ro
Décomposons l'intégrale en deux intégrales f + f ,
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pm+1 x+t - ' o
Tm+1—‘f (k+lz,0k t—Ha)dt

1
2 j ”“")q;mﬂ Nz + 1) dt,

a %
m+1)x+t k Bn(h—t+a) ..y
m+1—f A e t)dt—,mf R im0 o+ )
0

Mais en vertu de (96),

1 * *
A Ruth—t) =0,  —kBun(hi—t+a)=EBnh—1),
ko Bulh—t+a)
_ — m — o (m+1) - 1
Tavi== gy [ (o7 bis
0
1 rzlz}m(h—t) 1)
Tm+1—k+1f i ® (x+t)dt. (97 ter)

0

Pour trouver une nouvelle forme du terme 7'+ 1, cherchons la valeur asymp-

totique de la fonection Rm( ) pour les grandes valeurs réelles et négatives de x.
Si 1'on remplace en (96) x par x—a, on a

* *
Ru(x — @) = — k R (),
et de proche en proche, s étant un entier positif,

*

Ry, (x—sa)=(—Fk) I*im (@). (98)

Faisons tendre s vers l'infini; R, (r—sa) reste borné ou tend vers zéro suivant
que le module de % est égal ou plus petit que l'unité. D’une fagon plus précise,
pour les grandes valeurs réelles et positives de ¢, on a

i
|Bu(—8]<C, pour |k|=1, |Bu(—B|<C:lkl* pour |E|<r1, (09)

C, et C, étant deux constantes.
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Supposons que la dérivée p™+1(f) reste continue pour {=a et que l'intégrale

w

j Bom (— 8 ™ (c+t)dt

0

converge. L'intégrale est en particulier absolument convergente si

1° lim z!'*e @+ (z)=0 pour |k]=1,
L O .
*
2° lim 2'*qkJ* ™V (x)=0 pour |kl<1,
Lr—> o

(100)

(101)

¢ étant positif mais arbitrairement petit; la condition 2° a en particulier lieu

lorsque

1im 27 @)

n
T—r ® xX

:o,

n étant positif et arbitrairement grand.
En effet, on déduit des conditions 1° et 2°:

’ M,
I(p(m—H)( I< x1+s Ikl =1,
|¢(m+1) (x)|< 4“]_”2_95’ |]c|< I.
x1+s|k|3
Ty © o _M,C
° — (m+1) f 1 1
b ]Rm( t)q) (.’L' + f)dt < fo(x_i_t)l-;-g P .’L’F‘
0 0
20 fﬁm(— ) pmtD) (z + 1) dit <Mj Cy |k| ~ Gledt
0 o (x4 O+ek] @
_MgCgf dt  M,Cy1 1
N T Y
[&1= & [ele

(100 bis)

(101 bis)
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@© ra

Ceci posé, décomposons l'intégrale (97) en deux intégrales [ + f et faisons

h ox

dans la seconde le changement de variable {=u +rae,

m+l)
Tmﬂ——f x”/\Rm( h—t)dt —

m!

® %
— 1
T+ =fR—’"(rz,ft)/\qo(m+l> (@+t)dt.

La formule sommatoire (95) devient

@ (r+h)= i R. () /l\qv‘” (x)+fR’”(h"—t)/1\ gt 2+ 8) dt,

m! a

o (h— 1)

m AT 7 Rm
ki1 —n”;z( ) Rv(h)+(—n)m+1f_m—e~"tdt‘

keme+ 1

v =0 b

1
Z f (h “) @™+ (x 4+ u + ra)du,

(102)

(103)

(104)

Au premier membre on a la fonction génératrice des polynomes R, (x|a, k) et

au second nombre l'expression du terme reste.

Si U'on fait en (40) {=—n et p=1, on trouve

<

E+1 o~ (—) =
ke—ne Ie_‘ﬂ “W_;O »! R, (h) —E;

On déduit des deux derniéres équations
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*

N P G
fTe ]dt’_zf)(ﬁ m+1)!R”+”‘“(h)

0

et si l'on dérive les deux membres » fois par rapport a 7,

o

"Rulh—0),, ., . o~ (—n) (n + »)!
jTt € ‘tdt~z (v+m+1+n)! 1 Rv+m+1+ﬂ(h>- (105)

o =0
Pour |k|< 1, lintégrale au premier membre converge pour 7=o0; pour |k|=1,
I'intégrale converge pour 7>o0 et diverge pour n=o0; dans tous les cas, l'inté-
grale représente pour 7>>0, une fonction analytique de 7, holomorphe dans le
point p=0 et'.

* I 5l
lim f R (h—1) t"e_"’dtzwf#ml%mﬂﬂ(h). (106)
L/ H

0

: » \ :
15. Opération /\ et deuxiéme formule sommatoire. Lorsque ¢(x) est un

a...ap

polynome de degré m, nous avons trouvé

m RO (hlay, by e, k
¢(x+h)22 » ( !al 1 Olp p) jp\_w(")(x) (21)

! y
v—0 o

et proposons-mous de trouver l'expression du terme reste lorsque ¢(x), supposée
différente d'un polynome, admet une dérivée d'ordre (m+ 1) qui reste continue
pour les valeurs de la variable qui entrent en considération. Soit l'intégrale

z

RO (h—t+2)
In+1(e) = — gt e+ i) dt. (107)
h

Une intégration par parties donne

RO

Ini1(2)—In(2) = o M

m! m

™ (x+ 2) —

v Sur certaines équations aux différences finies, pag. 32
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: _ »
et si I'on applique aux deux membres 'opération /\ par rapport a la variable 2,

a. ..
P R®(n) » (g1 R
ALl = A daleh="21" N gt o)~ LR o
a...¢ Q.. m: o .. .« m:
p p P
On déduit en faisant m=1, 2,... et en ajoutant les résultats,
m p ) 1, m 2
_/\ Im+1( Z qa(”) (@+e)— D= o e (x +h).
a, ! -ap =V

Y

/ Il(z)=f¢'(x+t)dt=q>(x+2)—¢p(x+h), /\I( Y= /p\qo(ac+z)-—'q>(x+h),

o .. .oy oy
h

et la derniére équation s'écrit

m R(p
pleth)= ”

_/\w w+2) = A s ()= 3 2 gt 1),

=0 G- Op =1

Faisons tendre z vers zéro et posons

p .
Tpir = —( A Im+1(z)) . (108)
... @p z=0
Nous obtenons la formule sommatoire
m IJ »
@x+h) = 2 /\w(w)(x)‘l'Tchl, (109)
= P (Yp

qui donne le développement d'une fonction arbitraire en série de polynomes
R®(h), Yexpression du terme reste étant donnée par (107) et (108). En (109),
les variables i, ki, h et x, réelles ou complexes, ne sont soumises a aucune
restriction.

On a, formule (1 ter), Introduction, en posant Q= r e, + - +rpay,

1 1

Z Z ok fle+ ),

/&ﬂ)

o 1

t (108) devient
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i —_ ! ry
T = k41 lf,,-l— I Z’ Zk

=0 rp*()

2
BR?(h—t+8Q
.fL,m'.___._)qﬂm*}‘l)(x -+ t)dt (108 blS)
: !
2 0 2
Décomposons 'intégrale f en deux intégrales f + f ; la premidre intégrale
h h 0

est égale a

0 h
(m+1 — fym
_fux“) AR b t)dt:f—(hm,t) gn Y (ot 1) dt
h 0

m!

et (108) devient

- (m+1) .. r
T w1 f m' go (z+t)dt Pt k,,+IZ‘ Zk

=0

2
ng;g)(h—Hg)

m!

gt (@+f)dt. (108 ter)

0

Je dis que le second terme au second membre est égal a

24

» () ( — —1
Ny me’f (7 '”%) A (e + 1) dt.
m! Q,

k + I ST
u=1" S (2
En effet, la proposition est vraie pour p=1, car on a dans ce cas la formule

(95 ter). Supposons-la vraie jusqu'a p et montrons qu'elle subsiste pour (p-+1).
Décomposons T'intégrale

ot rpp18pt1 e @t Hpp19p4
= f +
10

et faisons dans la seconde le changement de variable {=u+ 7,
43 — 29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 9 aott 1930.
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1 1 1

I 1 1 7
L N B T Lanl
ky+ 1 2 AV SR IR 22k pH
=0 790 754 =0

1o

(m+1)
‘ (ngH—l) (h—t+re+ - +rpn azerl)(p ’m(lxit)dt +

r!ag+"‘+rp+]ap+1 ( |
mHY) (g4 u e
* ngﬂ) (h—utrsay+ - +rpriaps) uﬁjd“ =
0

k ale}L)h~t+a)
lf ( St (z+ ¢ di +

:kl+1 m!
0

Ay

(S
1 o RW(h—tta) w2
I 2 k m I ~
]Cl'f" I krl| k,u'(: If /\- Q)('”H'l) ($+1‘1a1+t)dt;
7 n=2

m! .
—o ...«

+

0 pol

. I alR(wlz) h—t+e
= f (m, ‘)¢<m+1>(x+t)dt+

p+1 R (h—t+« —2 1
k ) ( AT
+ . f VANVAN sl R A
”ZZQIQM—{- IO m! @y @

v
pil RU(h—t+ea,|a, k... 0k, p—1
k‘u f m ( ﬂ, 1 1 (2 #) _/\_ 99(m+1) (x + t)dt

" y m' “h--“‘u—l
e q. f. d.
La formule (108 ter) devient
. X -
— .( -y (m
Tmﬂ—]Tcp e+ 8 dt—
o
2 aﬂRw(h t+‘ ) w1
ky m AU eu) L
— {m+1) .
> bt If o al”/_a\ﬂ_lqo (@+t)de. (108 quater)

0
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Supposons maintenant que les e;, h et x sont réels, les ¢; positifs et 0==h<

*
<ea;t - +ap. Désignons par RP (r) la fonction définie pour une valeur réelle
z quelconque par 1'équation

P
A R¥ (@) =o, (110)
4..0{1}

oy

et qui dans l'intervalle o<z <a,+ --- +a; est identiquement égale au polynome
R ®) (x)’

m

*
RP(x)= R®P () pour o=z <a,+ - +ay. (110 bis)

T
La fonction R®({x) satisfait & 1'équation

*

1 %
A RP(x) = R (), (110 ter)
“p

m

car cette égalité a lieu, en vertu des propriétés (16) du polynome E?(x), dans

lintervalle o<z <e;+ --- +ap—y. Si lon applique aux deux membres 1'opération

p—1
/\., on trouve
Qap
P * 1 %
A RPE@)="A ke
0. .. 0y [

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition (110);
I'égalité a done lien pour toute valeur réelle de x. On déduit, » étant un entier
plus petit que p,

*

n -
N R wlay, ky, .. .5 ap, kp) = BRE (zlawia, knis; .. .5 ap, ky).

... ey

Reprenons 1'expression (108 bis) du terme complémentaire T).+:; lorsque ¢
varie de h & Q, h—t+ Q varie de Q & h et reste dans l'intervalle o <h—¢+

+8Q=a+--+a. On peut donc remplacer le polynome RP (h—¢+£) par la

Q 0 2
*
fonction R (h—¢+ Q) et si on décompose l'intégrale f = f + f ;
h h 0
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m+1 P *
m+1-~j e+ A R h—tdt—

m! S
; . ‘1‘ L ; Z"I’jigﬁ (IL—- t+9) ) A dt
“k1+l""l,;1'1‘4,0'“2‘0 AR A Tl 4 (x+t)dt.
e = 0

Le premier terme au second membre est nul en vertu de (110),

1

T"’+177_lc,+1“ /r,,+12-' Zkrl

—0 rp—t) 0

fm (h—t+ %)

S e oy ae. ()

Je dis qu'on a encore

al'f *
R“h—t+a,) w1
Twir= — Z /C#-i-l‘[ : mi 4 a,.;/a\'_ ¢"'1‘+1)(x+t)(lt. (112)

cOu—1

La formule est vraie pour p==1, car elle se réduit dans ce cas & (97 bis); on
suppose qu'elle est vraie pour p et on wmontre ensuite qu'elle subsiste pour (p + 1),

en répétant le raisonnement utilisé pour établir la formule (108 quater).
*
Lorsque les %; sont égaux & !'unité, la fonction R®)(z) se réduit & la fone-

tion 1?2{’) () d'Euler-Nérlund et notre formule (112) & la formule (16) de M.
Norlund.!

Pour déduire une nouvelle expression du terme complémentaire Ty, cher-

*
chons la valeur asymptotique de la fonction R!P/(z) pour les grandes valeurs

réelles et négatives de zx.

De 1'équation (110 ter) on déduit, en remplacant x par x—a,,

RO(z= ap) = — ky RP) () + (kp+ 1) BP0 (2 — a).

m

On répete l'opération s fois et on déduit par induction compléte pour p=2,

* 8 *
RPN w—sap) = (—kyp)* Z‘é;’:) (@) + {(kp+ I)Z/ (—hp) B2 (x—0ey). (113)

o—=1

Y Sur cerfaines équations aux différences finies, pag. 22.
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Considérons d’abord le cas particulier ¢,= - =a,=¢, k=" -=k,=Fk; de (98)
et (113) on déduit successivement

*

R o sa) = (=R B2 (@) + (b + 1) 3 (—B— (—Rp Ele) =

*

(— kP [R2(@) + (& + 1)s BO()), (114)

m

o=1
— (=2 [+ e s B + et T T RO, (g big
et par induction compléte
p—1 _
Apo—se) = (—4r 3, e+ 1y ("7 1) R, (113)
u=0

Le rapport

est un polynome de degré (p—1) par rapport & la variable s; on déduit

*
R®P(x—sa) (k4 1)p1 x
i L = (1)
A ey = et e (1)

N

Lorsque le module de £ est égal a l'unité, on déduit pour les grandes

valeurs réelles et positives de ¢, C étant une constante,

%

| RP(— )| < C. (117)

On montre par induction compléte que cette méme inégalité a lieu lorsque
les «; d'une part et les % d’autre part, sont différents, mais |k|=1, ¢=1,
2,...,p. :

Supposons en second lieu que tous les %; sont, en module, plus petits que
l'unité. On peut toujours supposer, par raison de symétrie, que les «; sont
numérotés de maniére a avoir

1 1 1

[y < flo|e < - < [Rpow. (118)
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L'égalité (98) donne
¢

| B (— )] < Cuol &,
De (113) on déduit de méme

% 8
RI(e—sa) = (—ky RO@) + (ky+ 1) D) (= ko~ RY(w—oay),

=1

s : s
| RO (@ — sap)| < |l |RD@)] + €, S sl
=1

et compte tenu de (118),

| B2 (—sa)| < |kt Gt G b,
. R
| RE(— O] <(Cs0 + Cs, 1 8)| ko]
Par induction compléte on arrive finalement a l'inegalité

* _tp—1
| B2 (— )l <lkploe D) Cp, ut, * (119)

u=0

ou les Cp , sont des constantes par rapport i la variable ¢. En particulier,

_|Ro(— 9
hm —_—

LS (120)

f{— o —

7= | k|
Tl reste & considérer le cas général; on suppose |k|=|ky| == |kp|=1,
kpil <1, ¢==1,2,...,p—p’, oi p’ peut avoir 'une des valeurs 1,2, ..., p.

Les formules (117) et (113) donnent

B (—o) < 0w,
m

I}(p'-}—l) (.Z"fS(Zp’.H) = (__l,.p,+1)s 1},(,33'4—1(.%') + (kp'+1 + I)Z (—“ ]('p'+1)s—0ﬁ(1'€’)(x—0'0{p'+1).
. g=1

Posons pour abréger l'écriture api1=0, kpyy1=Fk, —h =

]Ic—l,p'——lzn. On

déduit de (117) quon peut déterminer un nombre N tel que |1§§:+”(—6a) | < Cloa)®
pur o = N; la derniére formule devient
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. e N~—1 .
R —sa) = (— RY[RE(0) + (b + 1) 3 (— B RO+ (—0a)) +

o=1
8

*
+ (—kp(k+1) Z (—k)Rr+)(— ga).
o=N
Lorsque s augmente indéfiniment, le premier terme au second membre tend
vers zéro. D’autre part, un calcul analogue & celui utilisé pour établir la formule
(14 bis) donne

8

|3 (— B (= od)] < 03, (— By (oa) —

o=N o=N
C

= [RY (W ala, B)+R(—hy—" R (sa+a]a, B).

Pour les grandes valeurs de s, le polynome E{})(sa+a|a, }) est asymptotique-

ment égal 4 o™(s+ 1)"; si I'on fait donc dans I'avant derniére équation tendre s

vers l'infini, on trouve

|Eig+n(— o)< oo,
c'est-a-dire que la fonction II’%%"‘ U(—{)| satisfait & la méme inégalité que la fonc-
tion |f£§f’)(——t)|; si l'on répéte le raisonnement, on trouve finalement
|Bio(— )] < oo, (121)

Pour déduire une nouvelle forme du terme complémentaire T'n41, supposons

que l'intégrale

fz’%ggp(— Bt (g4 6) dt

0

converge. L'intégrale est en particulier absolument convergente si

1° lim a? *e@pm 1) (x) =0, (122)
T— 0
p’ étant le nombre des k; situés sur le cercle unité, les autres %;, en nombre
p—p’ étant supposés se trouver i l'intérieur du cercle;

x
2°  lim a#+¢ |ky| @im+D) ()=0

L 0

(122 bis)

b
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lorsque p'=o0; dans les deux cas, ¢ est un nombre positif, mais arbitrairement

petit. La condition 2° a en particulier lieu lorsque

(m+1)
lim q);—n (z) =0,
2—s ® x
n étant un entier positif, arbitrairement grand.
En effet, on déduit des conditions 1° et 2°:

m MI !
|gv( +1)(x)|< ol p>o0,
gl < — 0 p=o.
xp+e|kp|§
"o Ce'—tdt
1o fR (—t)q)m+1)(x+t)dt|<MfW<
0
d dt M, C 1
Y - e 1 ——— e
< Mlcf(x+ t)l+£ & xXf
Y ;
- - t
* Pl
20 fR(,,’,’)(“ )q)("’+1)(x+t)dt|<M2 %dt<

(t+a)pte| byl

0

- M, C d  _M,C1 1
_i ( + t)1+s x o gt
Vo § | £|»

Ceci posé, décomposons l'intégrale (111) en deux intégrales f + f et faisons
0 @

dans la seconde le changement de variable {=u+ £,
(m+1) P
Tpir = —fq” w1 A Rpp—t)at—
..dp

0 x
@ (p —
—fw /p\ @™+ (2 4+ u) du.
m! @ ..ap
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La premiére intégrale est nulle en vertu de l'équation de définition

P
A\ 1:’.5};) (r)=o0, et il reste finalement
o .. ap

Ii () h—t 1’
Tyer= - —7;7' (P('" H1) ((L“f‘t) dé¢. (123)

a ...y

La formule sommatoire (109) devient

m RO Roh—t) »
gle+h)-- - P /AN M)+ e A g+ dt. (124)
o ! @ . ..ap 0 @y
Remplagons g(x) par 7%, p>o0,
kit 1 Fpt1 Y C) . Hf]fm (h—1) -
. B /L= f — S i % dt
]C e ﬂm + I ]‘.p(/——ﬂap_*_ 1 e ;0 1,! B‘v (h’)+( 77) ,m!

0

Nous avons au premier membre la fonction génératrice des polynomes

Pi(hle,, ky; .. .; ap, kp) et au second membre, I'expression du terme reste
Si 'on fait en (40) t=—1, on a

ky+ 1 kp+1 o (—n)
e e —Nh o \ (p) =
Fiemma + 1 e 1° Z,(, y BP0
— i (=) R (h m+1z R (k)
~ ! v v+m+1 B i (),

‘}"0

*
) (f — ® v
j F?" (h . t) et dt = Z . .__—_,_)_ (»)

< (v +m + 1)! Rv+m+1 (),

et si l'on dérive les deux membres, n fois par rapport i la variable 7,

= v+m+1+n)! vl '_‘*+""*Hﬂ(h)'

j- @(}f.— t) et dt — i (_‘ﬁ_ (ni“_’)'
(

m!
0

44—29764. Acta mathematica. 55.

Imprimé le 9 aotit 1930.
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Pour |ki|<1, =1, 2, ..., p, l'intégrale au premier membre converge pour 7=0;
lorsqu'il y a des k; sibtués sur le cercle unité, l'intégrale au premier membre con-
verge pour 7>0 et diverge pour 7 = 0; dans tous les cas, l'intégrale représente
pour n>>0 une fonction analytique de 7, holomorphe dans le point =0 et

o«

1imf1"ég)(h—-t)tne—wdt:

n—0

m! n!
(m+n+r)! rrZL)+n+l(h)' (125)

?.q
16. Opération A\ et troisitme formule sommatoire. Lorsque g(z) est
al.“(tp,ﬁl...ﬂq .

un polynome de degré (m-+g), nous avons trouvé

m+e pp, o) (p) P9
@l (x+h) = Z _vli() I\ (). : (63)
=0 v: .

Nous nous proposons de trouver l'expression du terme complémentaire lorsque
@(x), supposée différente d'un polynome, admet une dérivée d'ordre (m + 1), qui
reste continue pour les valeurs de la variable qui entrent en considération.
Partons de lintégrale

R®.9 (h—t+2)
Lnsi(2) = f—W¢(m+l)(x+‘t)dt, ' (126)
h
et intégrons par parties:
R®.9) (h) (m) (2 + h)
_ —mre m) -9 "V w0
Ini1(2) I.(2) (m+q)! 4 (x+2) (m—l—q)! Rm+q(2)'

».q
Appliquons aux deux membres l'opération /\ par rapport a la variable z,

P9 P,q R2.9(h) »q '™ ( + h)
g _— __mre (m) ¥ = ' .m
/\_Im+1 (Z) _/\_Im(z) (m+q)' /\_¢ (%“I'Z) m! &r.
Faisons m=1, 2, ... et ajoutons les résultats

P9 v
!

P9 P, 9 m RLI?,'J(h) ' m
j\ImH(z)—/\I,(z)zglﬁ/\q)(v)(x—l—z)——Elj ¢ (z+h).

Calculons 7,(z),
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Ripa(h—t+z) | R 9 (h)
L= | ST e+ =~ gl e) —
)
@(x +h) fR(”;‘{)(h—~t+z) .
— Y Rip, 0 9t +
7 Riz ) (z) + =) @ (x+ ) dt,
P,q R 9 (h) »4
e) = i Neplz+2z)—@le+h)+
va [R®D(h—t+2)
q—1
+ J =1 @x + 8 dt.
Posons
».q .
Tm+1 = - (/\_ Im+1(3))z:0, ) (126 blS)
X ZR(”"’) h—t+z
rqz—(/\f el )go(x+t)dt) , (127)
Py (qvl)' . z=0

»,q
éliminons \_1I,(z) et faisons ensuite #=0; on trouve la formule sommatoire

< R, 9 (ph) 29
x+h)teg= D _rte ¥ ®) () + T+,
¢( ) Tq WZ=|O (1’+ q)' _/\_ /2 (.L') +1 (128)

qui donne le développement d'une fonction arbitraire en série de polynomes

R»9(h); les termes complémentaires sont donnés par (126) et (127). En (128),

les variables «;, :, 8, h et  ne sont soumises & aucune restriction. Sil'on pose
Q=ra+ - +rpap+sf+ -+,

on a formule (3 ter), Introduction,

»,q I 1

Sla)= (]c1+1)--~(7cp+1)ﬁ1-"‘3‘1.

a,...ap,fil...(}q

=0

1 1
N NP (— ) T fw 4+ ),
g0

que nous conviendrons d'écrire plus briévement
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A Sfla) = 2fz+ Q).

al...np,ﬁ....ﬂq

Avec cette convention, les termes complémentaires 7, et T+ s'éerivent encore

o

B Rpd(h—t+Q) at ' (120)
T =— r=n] @z + , 129
h
]{'7’;‘1 {(h—t + Q)
v I mitrq (m+1)
Tott j (m-l- q) @ (@ +t)dt. (130)

h

Q 0 Q
Décomposons l'intégrale [ = j + f )
h h 0

_’7‘ h—t+.Q)
_1,,—f Ix_“:t (3 R2.9) (h—t+ Q) dt+2,j L ey,

0
) Ripy h—t+ Q
nHtl( o )) dt

T, ]!P“’” 1) (x + 1) (Z, (m +q)!

RO —¢t+ Q
Z/‘ m+fl e )(P(m+1) (:I‘ + t)dt

m+q
Mais
?,q »,9 RP 4 (h—t) _ (=t
Ro.a)(h — ) = miq = .
ALl lt) © (m+q)! ~m!
et les derniéres équations deviennent
R(v ? h —t+ Q) .
- _ 2 —--~~~———¢('L+ b dt, (129 bis)
h 0 )
(h - t)m +1) f m +qq t— t 4 Q im+1) .
1 - Ay {m L mpim1) R b
Tm+1 f . ® [+ dt—2 (i g @ (x+t)dt. (130 bis)

0
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Reprenons lexpression (127) du terme complémentaire 7, en posant ¢ () =f'? (2).
Soit

R‘(f_g(h—t+)
J,,<z>=f e e = i)+

RS{’;({)(h) ) (e—U(p+h
e = G Rt

Faisons ¢ = 2, 3,... et ajoutons les résultats

q—1 R(f' q) (h) =1 L0) (ot Ry
Jye)—d1(2) = D ) -f(’)(z+z)—2f—(vx!- )Rff'v 9 (z).
»==1 ry=—1

—~ff’ e+ dt = flot2) — Flz + b),

S RP O S Ry
Jole) = D) " S +2) — Zﬁ ';l-!—'-—Rff" 9(z).
. +—=0 »—=0
P.q
Appliquons aux deux membres l'opération /\ par rapport & la variable z; on a
P q '
/\. RP9(z)=0 pour v =0, I,..., ¢—1 et il reste
.9 IRPD(R) 0
w=— (A T@o= =37 AL, (131)
y=0 :
La formule sommatoire (128) devient
m+qR », g} (h)

SO x+h)= -7 AS @) + T, (132)

v=0

1 1
x):_fdtljw(”)(x+tlﬁl4‘+tqﬂq)dt'l)
0 0

et la formule (131) s’écrit encore
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q—lR(ﬂq
_—Z /\ fdt f (@+t, B+ + 1ty dt,. (131 bis)

Je dis qu'en (130 bis), le second terme au second membre est égal a

2
fR_@ ) (h—1t+ Q) - i
e (m+q) Pt (z + ) dt =

Qy

? — -
ku f rn+q(h t+ o) o
= N\ ™ (x + t)dt +
uzzllkﬂ-i_lo (m+Q) ar...ay 3, Bi... By

BY), (h—t+8,)
AR : A m+1) (x + 1) d t. 1
3 mf o A gt ()

La formule a été établie dans le cas ¢=o0, formule (108 quater); pour ¢=1, on
2 & B Q

décompose l'intégrale f = f f et on fait dans la seconde, le changement de

0 N
variable t=wu-s,8,. On pose

'Q,:7‘1a1+"'+7'pap,‘ Z’zklilu kﬂ)'l‘lz Zkrl.” T

2
Z‘[Rﬁgﬂ(h—t-kﬁ)

(m+ 1)!

P+ (x + t)dt =

8

B
! ' RPUV(h—t+ Q )
-1 Z (_I)l—slz (f m+1( )¢(m+1)(x+t)dt+
0

B, = (m'l'l)-

[R(Pl ) (h— u+!2)

(m + 1)! g (z + w + 3151)01“) =

6
1 (BY  (h—t+8) .
—_ m (m+1)
ﬂl.[» T 1)1 @ (x+ t)dt +

¢

—u +8 :
Z‘[ m+1 % )Ag‘U(MH)(x""u)d“-

m+l B,
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Il suffit de remplacer le second terme par 'expression déduite de (108 quater)
et la formule est établie dans le cas (p, 1); on montre ensuite, par induction
compléte, en répétant le méme raisonnement, que la formule (133) est exacte;
en effet, on suppose que la formule est vraie dans le cas (p, ¢) et on considére

2 & By 2
le cas (p, ¢+ 1); on décompose l'intégrale f -en deux intégrales f et f et on
0 ’ 0 8By

fait dans la seconde le changement de variable u =1¢ + s,f, (on a désigné par

£ la somme Q=1sa, + - +rpapt s P+ -+ 8q410441); on trouve finalement

que la formule subsiste dans le cas (p, ¢+1), elle est donc générale.
Supposons maintenant que les a;, 8, h et = sont réels, les a; et B; positifs et

O£h<"i+'7"+%+ﬂx+"'+5q‘

*
Désignons par R 9(x) la fonction définie pour une valeur réelle x quelconque
par I'équation
P9 =

A\ R®9 () =0, ‘ (134)

et qui dans l'intervalle o<x<e,+ - +ap+8,+ - +8, est identiquement égale
au polynome R® 9 (x), '

R V(x)=RPI(x) pour o=<z<e,+ - +tapt+pf+ 8. (134 bis)

T
La fonction R{® 9 (x) satisfait & 1'équation

1 % o
/\Ri,‘i"q’(?ﬂ):Riﬁ_l’”(ﬂ%.701; ceey Op—1, kq—lhgn---v ﬁq) . (134 ter)

(4

car cette égalité a lieu, en vertu des propriétés (56) du polynome RP % (x),

dans lintervalle o<z<e;+ - +ap+8,+ - +8; si on applique aux deux mem-

71,49
bres 'opération _/\, on trouve

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition (134);
I'égalité (134 ter) a donc lieu pour toute valeur réelle de z. On déduit, r et s
étant des entiers plus petits que p et ¢ respectivement,
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r,8 *
/\ Rﬁr""fg(xlal,kl;...;a,,,k,,iﬂl,...,ﬂ,)s
ay...ap, By By
m—+s)!* ‘
Z(—"’n‘!s)'Rz"r'q'_s) (;I,'|a,-+1, kr+1; ...y Op, /Cpllgs+1, ey ,)).

Considérons de nouveau l'expression (130) du terme complémentaire Tm+1;
lorsque # varie de h & 0, h—¢+ 2 varie de 2 & h et reste dans l'intervalle

oSh—t+Q<a+- - +ap+fi+ - +84.

On peut donc remplacer en (130) le polynome ordinaire R®.%(h—¢+ Q) par la

2

fonction 1:355;‘2 (h—t+ Q) et si 'on décompose l'intégrale f en deux intégrales

0 2
[+]
h 0
0
w(m+1) (x+ t)

Ty — — f Vo= Ry —t + 2)ar—

h

h

m+q)!
Mais
* P9 =
SR®I(h—t+ Q)= N k) (h—t)=0
et il reste finalement
2 =
RP9(h—t+ Q)
TMH:_Z‘/‘“LQ(WI-{-'—QE)!_ : 9)(’"+1)($+t)dt. (135)
0

Je dis qu'on a encore

Cy
P (e, 9) (B — —
_—_— ke R (h—t+ay) r—1,q -
2m+1 - glky+ If (m_*_—q')' - _/\ QJ (.l-f-t)dt
- 0

‘Zl"-a,u—-lvf‘l---ﬂq
By e

q B® (b —t4+8,) »— :
_ 2 I_[__m—}-v( _13) A gmt (@4 d)dt. (135 bis)

1,:118’0 (m+y)' (31---{3,,_1
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En effet, elle est vraie pour q=o0, car elle se réduit dans ce cas & (112);
pour montrer qu'elle est générale, on procéde par induction compléte; on sup-

pose qu'elle est vraie pour (p, ¢); on considére ensuite le cas (p, ¢+ 1), on dé-
& B 2 .

2
compose l'intégrale f en deux intégrales f+f (on a posé Q=ra +
0 8 8,

+ rpap+ 8,8, 4+ - +5g41P8¢+1), on fait dans la seconde le changement de variable
u=1t+s 0 et on trouve que la formule subsiste pour le cas (p, ¢ +1); c'est an
fond exactement le méme raisonnement que celui utilisé pour établir la for-
mule (133).

Lorsque p=o0, la fonection ]?,2‘;- 9 (x) se réduit & la fonction de Bernoulli-

Norlund et notre formule (135 bis) 4 la formule (13) de M. Nérlund.!

Pour déduire des nouvelles expressions pour les termes complémentaires z,

*
et Tw+1, cherchons la valeur asymptotique de la fonction R 9 (x) pour les

grandes valeurs réelles et négatives de 2. On.a’

|1§;g>(—t)| < Ct,

Si l'on désigne par p’ le nombre des k; situés sur le cercle unité, les autres %;,
au nombre de (p—p’) étant supposés se trouver i l'intérieur, et si l'on répéte le
raisonnement utilisé pour établir l'inégalité (121), on trouve

| Rip. @ (—f)] < Otr+et, (136)

Supposons que l'intégrale

@®

fﬁg"l)(—t)q)(m“)(x+t)dt

0

converge; elle est en particulier absolument convergente si

Hm x? tote q)(m+1) (x) =o,

e (137)

¢ étant arbitrairement petit, mais positif. En effet, on déduit

U Sur certaines équations aux différences finies, pag. 41.
? Sur certaines équations aux différences finies, pag. 4o.
45—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 9 aoGt 1930.
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M

lg™ @) < s

= O ' +a—1
L[R””*”ww“@+ﬁd4<ﬂ€[217?ﬁﬂ“<

@

dt MO 1
<M0f(x—|—t)l+"'_ & a
0

Considérons de nouveau lintégrale (135), décomposons-la en deux inté-

grales f f et faisons dans la seconde le changement de variable t=u + 2,

m+1 x_{_t *
Tm+1—*f m+q j\ (m”fq)(h-—t))dt———

0

Rﬁﬂ(h-—u) p,q
| 2w T B e (4 ) du,
| 2 N gt )

Mais dans la premiére intégrale la parenthése est identiquement nulle et il reste

@

RP.9(h—1t) 4 J
Tm+1= fr(n;q()—“)/\_ﬁvwl (+ t)dt. (138)
(1]
Considérons aussi l'expression (129 bis) de 7, et supposons que l'intégrale

@O

fR&W~0MwHMt

0

a un sens; on. montre comme plus haut que lintrégrale est absolument con-
vergente si
lim 27+ p(x) = 0;

L—s 0

2 © 2
décomposons lintégrale f = f + f et faisons dans la seconde le cha,ngemen‘t

de variable {=wu + Q,
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_ g+ 2,9) (f— _ OMRQ{‘{(h ¥ Ax u =
Tg= — f(q—l) (SR> 9 (b t+ Q) dt wf = Cplx+ut+)d

@0

= o+ 0 " piog R0 (h—1) 0o
_——J‘(’?q__l) (/\_R )(h~t))dt+JWA¢(x+t)dt'

p,q
Mais B9 (h —¢) est un polynome de degré (g—1) et A\ RP2(h—t)=o; il reste

= "(’q" va(xﬂ)dt- ' (139)

La formule sommatoire (128) devient, compte tenu de (138) et (139),

R a(h P.q m R®a(h) pq
(@+h) + fﬁl(—))/\qﬂxﬁ)dt—;& (::_qq()l) g () +
} ) (p, 9)
+a/‘%f—%7fi)‘/\'¢m“)(x+t)dt (140)

et la formule sommatoire (132) devient

) m+q R(p, q) ] wR( h
SO (x+h) = Z‘,q”qu!(h)Kf(")(x) + f%‘l_{(jq—).i)/\fmﬂ“)(x-l-t)dt. (140 bis)

Remplagons en (140 bis) f(x) par e 7%, #>0; on obtient en divisant par ¢~7,

kit1 kp+1 A Bq

. 9o =
ke m+1  kpet+ 1 1—e i 1—e Py e
m+q QR(za 9 (h—1)
= R(f’ d(h) + (— m+q+1f_m+“w et dt. 141
2 ) ( "7) ) (m+q). (141)

Dans le premier membre on a la fonction génératrice des polynomes R I(h) et

dans le second, 'expression du terme reste.

Remplagons maintenant dans la formule (79 bis) ¢ par —1,
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k t_l_ e l‘p+ I e ‘81 . ﬂ" ﬂfle nh —
ke "+ 1 kpe 41 1—e B 1—e g
m+q(

o ) ‘m il ('_77)1, {
= Z o1 RP? 9 (R) + (— ) “’”2 (1;+_n;HI+I) (RO g ()

=0

On déduit des deux derniéres équations

! o +"q (h—1) » (—q)

T T T T _,1 —_— . e N (p ]
f (m+q)! et 2:)(v+m+(1+1)!R"’+7z+q+1(’1)
0 =

et si 'on dérive les deux membres » fois par rapport i la variable 7,

v+n+m+q'+1) ! ]{v+n+m+q+1(h)'

R(p*q, (h—t) < 7y (n +v)
m g n ,—nt _
[ (m + q)! e di Z

L’intégrale au premier membre converge pour 7>o0 et diverge pour 7=o0;
dans tous les cas, l'intégrale représente pour 7>o0, une fonction analytique de 7,
holomorphe dans le point =0 et

@

. b n (m+q)l n
mfkgg;qg(h—t)t ertat— P kL)
0

17. Remarques. 1°. On peut établir, comme plus haut, une formule

1 P P09
sommatoire plus générale, en utilisant a la place des opérations A, /A, /\,

une opération /\ linéaire quelconque, c'est-a-dire satisfaisant a la seule condition

N (af(@)+bgla)) = a N\ flx)+ b\ g,

ol a et b sont deux constantes, f(x) et g(z) deux fonctions arbitraires.

2°. Les trois formules sommatoires peuvent servir & décider de la con-
vergence de certaines séries simples ou multiples.

Nous ne développons pas ici ces deux remarques, pour nous tenir stricte-

ment 4 notre sujet.
CHAPITRE 1IV.
Théorémes d’existence de la solution principale.

1
18. Opération /\ et premiére équation. Lorsque ¢(x) est un polynome

de degré m, nous avons trouvé pour la solution de l'équation
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AT = gla), (141
le polynome (5) /
Flath) =g+ RE) = 30 g0,

Nous allons supposer maintenant que ¢ (x) est une fonction différente d'un
polynome; léquation. (141) admet une infinité de solutions; parmi cette infinité
de solutions, nous allons fixer l'attention sur la solution donnée par la méthode
des approximations successives. Nous commencgons par chercher une solution
formelle

Fla)=Fyx)+EkF(x)+ -+ Fp(x)+

On déduit par identification

@w

Fx)=(&+1) D (—krplx+ra). (142)

r=0

Pour décider de la convergence de la série (142), il faut faire des hypothéses
sur e, k et la fonction ¢ (x).

Supposons d'abord ¢>o0 et |k|<1; on suppose que ¢(x) admet une dérivée
d'ordre (m+ 1) qui reste continue pour x=a et qui satisfait a la condition

lim 2!+ | k| @™+ (x) = o, (r01)

X

& étant positif, mais arbitrairement petit; la condition (101) a en particulier
lieu lorsque

(m+1)
lim - (@)

L @0

:0,

n étant positif, mais arbitrairement grand.

La fonction F'(x) est définie par (142) ou par la limite

Fx)= I_LHi (k+ I)Mi (— &y plz+ra). (142 bis)

Y

Transformons la somme (142 bis) 4 laide de la formule sommatoire (95), le
terme complémentaire ayant l'expression (97 ter). Supposons, pour simplifier

Iécriture, que p est un entier positif impair; on a
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£+ 1) /\El Ef(x+re)=kflzx+upa)+flx).

r=0
La formule (95) devient
u—1

(E+1) D (—Arple+h+re)-—=

r=0

35 B8 g )+ ) +
fa Bnlh—1)'G

r=0

La derniére intégrale est encore égale a

fR’"(k D gmi ) (o1 ) it

m!
0

Montrons que la somme

Z’ * '-—k“w(’) (z+pa)

v—0

tend uniformément vers zéro lorsque p tend vers l'infini, si

x

lim z* | k|*gp™(z) = o, y=0, I,..., m.
T—®

Les conditions (101) et (144) ont en particulier lieu lorsque

¢ )(z)

lim a

=0, v==0,1,...,m+1,
g— 0 X

n étant positif et arbitrairement grand.
En effet, de la condition (144) on déduit

M

xE

5|2 | 9™)()] <

x

_z M«
g+ )l = L4l <L g ] < 24 2

D (—ky g™+ (x+t+ra) dt.

(143)

(144)

(144 bis)

et lorsque u tend vers l'infini, c'est-d-dire y==z + pua tend vers Uinfini, &* ¢! (z+ pa)

tend vers zéro et la proposition est établie. On a donc finalement
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w1 <
Fle+h)=lim (k+1) D (—k plz+h+re= 3 thlaﬁ g() +
f—» —0 Ce=0 )
wﬁm h_t ] k
+f__(T|“)qD(m+l)(x+t)dt. (145)

0

La derniére intégrale a évidemment un sens, comme il résulte de (101 bis).

La fonction F(x) ainsi définie et que nous allons désigner par F"(x|a, k)
ou encore par F(z|e, k), s'appelle la solution principale de I'équation (141); c’est
une fonction continue de x, dans un intervalle fini quelconque a<x<b, car la
convergence de (145) a lieu uniformément.

Suppons en second lien >0, k=¢* mais k<—1; on suppose que g (x)
admet une dérivée d'ordre (m-+1) qui reste continue pour z=a et qui satisfait

& la condition
lim !t @pm+Y (x)=o0, (100)
o>
¢ étant positif, mais arbitrairement petit.
La série (142) est dans ce cas, en général, divergente. Il parait naturel
de poser k=ge'*, avec 0 <@ <<1 et nous sommes ramenés au cas précédent. Nous
définissons ainsi la fonction Fy(x+h) par 'équation (145),

m lu r — %3
F(ac-{—h:Z——h‘L% @ )(ac)—i-f-RM(h tle,ee )¢(m+1)(x+t)dt.

m!

- 0

Elle dépend de g; il reste & prouver que.Fy(x+h) tend vers une limite lorsque
o tend vers +1 et cette limite sera dite, par définition, solution principale de
V'égquation (141) pour k=¢*; nous utilisons au fond la méthode de M. Borel
pour la sommation d'une série divergente.

On peut écrire

- R’V(h |C€, Qeiu)

Fo(x+h|a, o) = D ] g (z) +
=0
roetax
+ lim {Rm —t]a ed )g0m+1)(x+t)dt.

La derniére intégrale se décompose on (r+ 1) intégrales,
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reta [ ratea

=] +]

Faisons dans la deuxiéme intégrale le changement de variable {=wu + «, dans la
troisiéme intégrale le changement de variable ¢==u + 2a et ainsi de suite:

2c

f fm(h— ) g+ (@ 4 ) At — f Tom (h—t—a) ™) (4 + ) de —

[*4

=fﬁm(h—u)(—k)¢m+l (x+u+ea)du,

reta o .
fz"ém (h—t) gm0 (s 4 ) dt = fﬁm (h— 1) (— Y /™ (4 w4 ) dus,
ra )]

rato

B (h— 1) g™+ 1) (g + ) dt —
0
=f]§’m(h—u) ™) (x+u)— k™t (x+uta)+ - +H(—E) g™V (x+u+ra) du.

La condition (100) montre que la série entiére par rapport & o
Ptz +u)—oe* @t (z+u+a)+ - +(—oe) gtV (x +u+re)+

est uniformément et absoluoment convergente pour ¢<1. On déduit du théoréme
d’Abel

lim [p™ V(x4 u)—ee* g™tV (x+u+a)+ - - +(—o0e™)y ™tV (x+utre)+ | =

g1

= @™ (g)—e* pmt (x+ute) + - + (—e*) ™V (x+ut+re)+
ce que l'on peut écrire

lim lim [p™+) (x +u)—ge™* @™tV (z +u+a)+ - +(—oe™) gV (x+u+ra) =

9——.1 Fo——s D

= lim lim [p™+) (z+u)—pe* ™+t (x+u + a)+ - +(—oe™) ™ (x+u+re).

r—w» o—1

La convergence étant uniforme, on peut intégrer terme & terme, d’ot I'on déduit
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lim lim fR"’ —ila ee” )[q)"'“’(x+t)—ee‘"q)""“)(x+t+a)+
—1 r—w ml 3
[}

+ (—oe*y !t (x+ t+ra) dt =

a % .
Zli_“;fkm(hjn?“’ C) gm0 (14 8) — e g ok £+ )+ -

; |
+ (—e*y g™t (x+ t+ra)| dt =

=1imf B b —tle, "')go<m+l>(x+t)dt=fR"‘( —tle, ¢ )¢(’"“)(x+t)dt.

m' m'

y—s
0

L’intégrale au second membre a évidemment un sens, comme nous I'avons montré
plus haut, (100 bis). La solution principale F(x+h|e, ¢/*) est par conséquent

F ' ; o Bolk]a, &%)
(+hle, ¢ =1lim Fo(z+h|a, ee) = o o™ () +
o—1 —0 14
© .
+f£m(h—mtlla,e )q>‘"'+”(;r+t)dt (146)
0

Nous sommes arrivés a la solution principale (146) en partant de la solu-
tion formelle (142), divergente en général, que nous avons sommée en introdui-
sant le facteur de convergence a, = (— ), e<1 et en faisant ensuite tendre ¢
vers +1, par valeurs réelles et croissantes. On peut arriver au méme résultat
en utilisant toute autre méthode de sommation, par exemple la méthode expo-
nentielle; on pose a,=¢e 15479 5>0 et on fait ensuite tendre 7 vers zéro par
valeurs positives et décroissantes.

Posons done ¢>o0, k=¢'*, 17>o,

Fy(x+h) = Z(— @@+ h+ra)e1@thtra), (147)

De 'hypothése (100) on déduit

. ¢(m+l—1)( )
lim g™+ (g) = 0, im *————" =0, »=1,2,..., m+1

L=—e X ©

4

et en particulier N
46 — 20764, Acta mathematics. 55. Imprimé le 9 aofit 1930.
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9@ _

lim N
La série (147) est donc convergente pour 7>0. Remplagons en (143) ¢ (z) par
g (z)e =,
u—1
(k1) D~ glo+ b ra)emniernons —

r—o0

=3 W kg (o 4 pa)erierna 4 Dy (@) ) +

(ux

+] m( I)"'*L1 @ (x +1t) et dt.

Laissons 7 fixe et faisons tendre u vers l'infini,

lim Z /cf‘l)1 ple+ua)e ’1(”‘“’ = lim Z

M—m “—om

*3 () (=1 9" (o + e el = o,

car
lim @=# (f) et = lim m+1—v+s¢nt = o,

t—r f—r
On a done

pn—1

Folz +h)=lm (k+1) D (k) @ (x+re)enletre =
o= r—=0

3 () e s

=1

m! )
0 8§=0

emlh—t)™5 (1
b [ Rl (0 3) (g o e ar,

Si l'on pose

)

I, (17) — (m + I)(_ ﬂ)‘f }.{m(h_t) w(m-hl——s) (x_*_ t) e-nx+d g

s m!
0

et l'on fait tendre 7 vers zéro, on a pour la solution principale I’(z+h),
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Floth! o, = lim Fylz+hle e = 3, 720 go) 4
0 v—0 v

@

+ lim ﬁm(h_t) (m+1) (z+1) -
e+t emetide + lim D) L(n).
£—0 m! 7—0

0 . s-1
Nous allons montrer que I;(7) tend vers zéro avec 7 si s=1; considérons & cet
effet l'intégrale

W)= fftm (h—t) e tdt.

z4+a 242«
"On décompose l'intégrale en une somme d'intégrales f + f + - et l'on fait le

z ta
changement de variable t=2z + u,

Yle)= e"’fﬁ’m(h~z~u) e M du+e? “}'{m(lh—z—u) e du+ -
0 a

. uata

w(z)—:e*“'lzz j?,,,(h—z+u) e du.
w=0 .
;l,a

On fait dans l'intégrale le changement de variable t+pa=wu et I'on remplace

Ry (h—z—t—pa) par (—kW I.s’,,.(h—z-—t), formule (g8),

a

e =3 (ke [ hule—pera
u=0 0
I B S -
w(z_),—l_kke__,m Rulh—z—1t) et dt.

0

Faisons tendre 7 vers zéro,

1 Bmirlh—2)

li e | Ro(h—z—0) dp e DmriVRT
gw(z) k+1f1{ (h—z—0)dt o

0
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Quant z augmente indéfiniment, ﬁm(h—z—t) reste borné, donc
|w ()] < Ce=.

En particulier lorsque 7 reste fixe et z augmente indéfiniment, le produit 2"y (2)
tend vers zéro, quelque soit r.
De l'expression de ¥ (z) on déduit que sa différentielle est égale a

dy(@) = — I*{,,,(h——z) e " dz.

Soit s I'un des entiers 1, 2, ..., m+ 1 et intégrons par parties I, (n),

o

L (n)=— (m - I) (= n e_”’fq)""“_“)(x+ Hdy()=

s m!
0

=— (m : I) (;m?_) e [ + ) p (O] +

®

4 (m + I) (=mnp e_nzfq,(mn—a) (x + &) w(t) dt.

s m!
0

Il résulte de 'hypothése (100) que pour ¢ suffisamment grand on a
|pmti— (x4 1)| < Mt

Le produit #*y(f) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini et (o) est fini, donc

Is (1]) _ (m :' I) (“T;;;]"Z): Pt ¢(m+1—.s) (x) w(o) +

x

+ (m + I) (—n) rnzfq)(MH_sj (x + ) yp(d)dt.

s m!
0

Daus la derniére intégrale on fait le changement de variable x+t=u,

@ *®

e“nz‘[¢(m+2—s)(x+t)tp(t)dt| < Cf'w(mﬂ_")(u)le_"l" du.
0 4

Nous avons vu que
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’_m+2—x)( )
. u) _
lim * "'ué;'l——‘—— N

U=—r G

ce qui veut dire que e étant choisi arbitrairement petit, on peut déterminer N
suffisasamment grand pour avoir

fpm+2-9(u)| < ew*—? lorsque u > N.
On a done

@

® N
f | 420 | =% du < f | ™20 ()| du + ¢ f w1 et du,

N
On pose dans la derniére intégrale nu=t,

@ ® @

efu”“e“’?"du< afu"le_”“duzéfts—l etdt.
N (1] Q

N
m+ 1) 1 +1yC
nal<n (") alergmi@po v (" 1) 7 [l +

Finalement

8 8

o

+ 6(m+ I)g—'ft""‘e"‘dt.
s [ m!

0

¢ pouvant étre choisi arbitrairement petit, on déduit que I,(n) tend uniformé-
ment vers zéro avec 7, ce qu'il fallait démontrer.
Il reste & considérer
lim I:fm(h—t) pmt D (x4 ¢) ezt q¢.
—0
0
Posons 4 cet effet,

®

Sfle)= f ;fm(h_t) @™t (z + 1) dt.

z
L'intégrale converge uniformément car on a

ratsata ris

f].{m(h—t) ™) (x + ) dt = f f{m(h~ t) D) (=) o™ (x+ t+va) dt,

y=r
ra
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et la série

Ms

(—F)y o™+ (z+va)

I

v=0

converge uniformément lorsque « varie dans un intervalle fini quelconque
a=xr=h.

L'intégrale I, () peut s'écrire

@

Io(n):flﬁ%_ﬂ lm+D (x+t) e-—WH)dt :_%?fe—m‘df(t):
— =l ff Jetar =" rio) -;},’” floerat

La fonction f(2) tend uniformément vers zéro lorsque z tend vers l'infini; on peut

done trouver un nombre N suffisamment grand tel que

FaG]! <& pour ¢> N.

e ff _’Ttdt| 7}—~—f|f |dt—r——e‘”'7””+l‘)

¢ pouvant étre choisi arbitrairement petit, la derniére inégalité montre que I,(y)

f(©)

tend uniformément vers = = lorsque % tend vers zéro. On a donc finalement,
m!
pour la solution principale
m

Flx+h|e, ) =lm Fz+h|e,e?) = >
%==0

v=0

R,(h!e, % )

o (x) +

® & .
+j Rm(h—mt!]a’em)q)m+l (@ + ) dt,
. 0 -
et nous retrouvons l'expression (146).
La méthode de sommation exponentielle, proposée par M. Norlund pour la
définition ‘de la solution principale de ses équations et qui consiste i introduire
le facteur de convergence ¢* est, au fond, équivalente & la méthode que nous
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proposons et qui consiste & introduire le facteur de convergence a, = (—o)"; la
derniére méthode a 'avantage de donner lieu, comme on a vu plus haut, & des

calculs de beancoup plus simples.

: » : :
19. Opération _/\ et deuxiéme équation. Lorsque ¢(z) est un polynome
de degré m, nous avons trouvé pour la solution de l'équation

P

N\ F(2)= o), (148)
o ...y

le polynome {20)

F(x+h)= @(x+ RP(R) = i

Supposons maintenant que @(x) est une fonction différente d'un polynome; 1'équa-
tion (148) admet une infinité de solutions, parmi lesquelles nous allons fixer
I'attention sur la solution donnée par la méthode des approximations successives.
On commence par chercher une solution formelle, série entiére par rapport anx
variables %, &, .. ., kp; on déduit par identification

F(x)= (k1) (kp+ 1) D (k) (—h)pplet+ria + - +rpa),  (149)

ou le signe I g'étend a toutes les valeurs entiéres non négatives des r;. Pour
décider de la convergence de la série (149), il faut faire des hypothéses sur les
a;, ki et la fonction ¢(x).

Supposons d'abord e; >0, | k| <1,7=1, 2, ..., p; on suppose que @(z) admet
une dérivée d’ordre (m + 1) qui reste continue pour x = a et qui satisfait a la
condition

&
lim a?te| kp |7 @™+ 1) (z) = o, (112 bis)
QL—s

& étant positif, mais arbitrairement petit.
Nous dirons que la série (149) est convergente si la somme
w1 [Lp—l
(by + 1) (hp + 1) Z Z (—d&)- '(“/"ﬂ)r”97(x+7'1a1+ o 4rpey) (149 bis)

7y =0 p =0

tend vers une limite lorsque les entiers positifs u; tendent simultanément vers
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Vinfini, mais indépendamment 1'un de Vautre; pour simplifier ’écriture, nous

allons supposer que les entiers p; sont impairs; on a dans ce cas

w—1  Hpl
(By+ 1) - k,,+1]\ D A= (—kpyrple+rie,+ - +rpap) =

“p =0 rp=0

= (b1t 1) (kter + 1) A @),

e ... ppay

» :
ou l'opération /\ au second membre est formée avec les couples de valeurs

(uu‘lal, k’fl)r LIRS ] (‘uf’ Ap, k‘;)p)
La formule sommatoire (124) donne

1 #p—t
Byt 1) (Bp+1) D)o D (k) (k) r@plethtrioe+ - +rye)=

r =0 p =0

» R (b P
— )@+ 030 R e
=0 v: 1@y ... Uy Cpy
"B (h—p)
— P
+ (ka4 1) - (K2 + 1)[ - N gt (z+i)di=
. m: sr10n UpQp
m‘ pr) (k) 1
= " Z 2 Far k”p o) (x+ Q) +
=0 =0 rp:O

=0 rp—-O

FRO(h—t) &, 2
+ f_.""_% 22 kqlrl...k/;p’pq7(m+1)(x+t+_Q)dt,
0 = -

ol I'on a posé
Q=rpo+ - +rpupep.

Faisons tendre les u; vers l'infini; la premiére somme tend vers

m RP) ()
2 @

v!
»=0

car les autres (27 —1) termes tendent vers zéro si I'on suppose
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x

lim z¢ | kp | o™ (x) =0, wv=0,1,..., m;
Lm—r O
(la derniére condition et la condition (122 bis) ont en particulier lieu lorsque

7=0, ¥y =0, 1;...,m+1,

L= X©

n étant positif et arbitrairement grand) c'est ce qu'on voit facilement en majo-
rant les termes & l'aide des inégalités (118) et en répétant le raisonnement qui
suit la condition (144).

La seconde somme tend vers
w

*
CRP (h—t
fig____)q)(ﬂwl) (.’L‘+ t)dt

m!
0

qui a un sens, comme nous 'avons montré plus haut; en effet, chacun des autres
(2#—1) termes peut &tre majoré par

2

flffiﬁ’v(h%)l Lkp 2| gm0 (o + £+ Q)| dt.
0

On a ensuite, en posant t+x-+ Q=wu,

2

[V =0t Frlgm e s @)l <
0 . .

w

u—h—z—2 2
<f(u—h—x—.§2)7’—1|k,,| @ |24
2+ 2 u’”" I kp Iap
M (u—h—x——.Q)"_ld M dw M 1 1
s Wt US|t T T E g et QF
ol ote kol 2t [ p | o

et le dernier membre tend uniformément vers zéro lorsque a<zx=<1b et 2 tend
vers l'infini. Nous avons donc pour la solution principale, que nous désignons
par F®(x+hle,, ky; .. ; ap, ky), de D'équation (148)

47—29764. Acta mathematica. 56. Imprimé le 9 aott 1930.
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m—l #p—1

0 (x + k) = Lim (k, + 1 Ic,, +1) > - Z —kp)p.

.. — 30
My ) =0

c@pleth+rae + - +rpay)=

m R (h EP(h—1)
=D 'v' q>(‘”(x)+j T¢‘m+1)(x+t)dt. (150)

La somme (149 bis) tend uniformément vers sa limite; la fonction F®) (z+ h) est
donc une fonction continue de x dans l'intervalle a<<x <<b.
Supposons en second lieu

€i>0,i=1,2,..,p; |k|=1,i=1,2,...,9; || <1,j=p"+1,...,p

On suppose que ¢ (x) admet une dérivée d’ordre (m+ 1), qui reste continue pour
x=aqa et qui satisfait a 1'équation

lim o?'*¢ @pm+1) () = 0. (122)
s
La série (149 bis) est dans ce cas, en général divergente; pour la sommer suivant

le procédé de M. Borel, remplacons les %: par ¢k, 7=1, 2, ..., p, <T; nous
sommes ramenés au cas précédent et nous définissons la fonction

m RP(hie,, ok; ...; ap, 0ky)
FP (x+h|ay, oks; .. .; ap, 0kp) = D) — (e, ek, », 0%

=0

)i o (z) +

ou. .
RO (h—t|a,, ok,; ...; ap, ok
+fg_<: , ‘Mqotmm(ﬁt)dt,

m!
1]

Faisons tendre ¢ vers - I. par valeurs positives et croissantes; on a

m RO (h|a, k... ap, k
lim F(")(x—i-hlan eky; .. ap, 0ky) =D\ " d lw' 3
o—1 v=0 )

g (x) +

v P)h—-ta7k;...;a ,k
+‘/>m( | Im!l o Op ”)q)(m+‘)(x+t)dt,

0

[
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car la derniére intégrale est uniformément et absolument convergente (122). La
limite ainsi définie, que nous désignons par F@ (x+h|e, k; .. .; ap, k), sera
dite la solution principale de l'équation (148) dans I'hypothése. (122),

RO ()
FO{z +hley, ki .. .5 ap, kp):z 1 ¢ (x) +
v=0. :

N L PR

m!
4]

Montrons qu'on peut arriver & l'expression (151) de la solution principale
par le procédé de la sommation exponentielle de la série divergente (149).

Si l'on remplace en (149 bis) @ (x) par g (z)e™% >0, on a comme plus
haut en posant

Q=ripo+ - +rpupay,

M:—l tp—1

By 1) (kp+1) D) D (= Ic,,)

=0 rp:—O

cp@thtria + o Frpay) e @Ot Ay =

Mxh...kn’;prpD;( (x+ .Q) —1 :t+52)) +

1

mR(p)(h_. ) 2 1
+ f __"L__Z Z ka:m..«k!;pfpl);"fl (pla + t + Q) e bttt Mgy
« , .

De la relation (122) on déduit

: (m+1—)
lim g+ 0(g) =0, Lim & )

T— o T—®

et en particulier, on peut déterminer une constante positive C, tel qu'on ait pour
les grandes valeurs de =z,

|9 ()| < Cam, y=o0,1,...,m.
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La série au premier membre est done convergente pour 7>0 et lorsque 2 reste
dans un intervalle fini quelconque a <z <b.
Lorsque les u; tendent vers l'infini, la premiére somme tend vers

350 by pla) e

v
car les autres termes, en nombre fini, sont de la forme, a un facteur fini preés,
P (@ + Q) g1zt
qui tend vers zéro lorsque 2 tend vers l'infini, en vertu de l'inégalité
|¢(”)(x+52)|<0(x+g)m7 v%o,l,...,m.

Lorsque £ tend vers l'infini, l'intégrale tend vers

®

R (h—1) »
e DR gl f) ) dt
0

car les autres termes, en nombre fini, sont de la forme, 4 un facteur fini prés,

@©

*
f R (h— 1) g+ 4 Q) erlotero) g,

[]

et l'intégrale est, en valeur absolue, plus petite que

w0 @

c f (t—hp(x+t+ Qme ettt dt < ¢ f (x+t+ Qmtr—tgnlatitd) g —

0
3

= C'f wm Pl gmnu gy
2+ R k
qui tend vers zéro lorsque 2 tend vers l'infini.

Faisons maintenant tendre 7 vers zéro:
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mw, | il )
_'Tl = i N (— ) plv—s) L
nl_lft () e 111_1'% Z g(g)( ) gz ¢
m Rvp) (h)
=3 = e
=0
Posons
Is(ﬂ) _ (m+ I) (_‘ 17)8]1*% (h t) m+1—s (x—i—t) e—n@+t) J¢
s m!
0
On a
- " R (h—0)
lim —m—D”‘“( (x+1) ee+))dt =
7—0

@

RO (B —¢ m+1
= lim f Mc})m“)(x—{—t) et dt + lim D) Ly

7-—0 m! —0 —1

Lorsque 7 tend vers zéro, l'intégrale

®© %

’("p") ( t) (m+1) (x+12)
;9 (@+1t) e+ q¢
0

tend uniformément, dans lintervalle ¢ <x =5, vers

w

;{;3) (h_t). (m+1)

0

car cette dernidre intégrale est uniformément et absolument convergente (122).
Montrons que pour s =1, l'intégrale

®»

J:? (17) - "78 f l*{g) (h—t) q)(m+1—s) (x + t) e—'n(w+t) dt

0
tend vers zéro lorsque 7 tend vers zéro. En effet, on a

(m+1—s)
m ¥ (z)

x ’

ot
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ce qui veut dire que ¢ étant choisi arbitrairement petit, on peut déterminer 7'
suffisamment grand pour avoir

|+ (x+t)| < e(x+ 1) pour t=T.

D’autre part, pour ¢ =T, on a

| B® (h—1)] < C(t—hp—.
T

0
o

b f B (h— ) g1 (5 + £) 1040 it

T

La premiére intégrale au second membre tend vers zéro avec 7; la seconde est
en valeur absolue plus petite que

] w

nst(t—-h)”'_le(x—I-t)‘e"?(’”+')dt< (Jen“f(x—i—t)s“""le""(“”dt<
T
. Ce "y
< Cerf | WP e Mdu=—; | v**? e "dw.
7

¢ étant arbitrairement petit, on n'a qu'a prendre par exemple & = 7?'+!, pour
déduire que le dernier membre tend vers zéro avec 7, car l'intégrale

]

. fv””"le_” dv

0
est finie.

On peut encore montrer que Jy(n) tend vers zéro avec 7, en observant que
de la condition

lim g¥'+e @m+)(g) = o - (122)
=

on déduit que la dérivée p™+1—%)(z) est de la forme

¢(mﬂ_s)(x)=w-?(x) +p3(x)7 S=I’2:"':m+l1
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ol ps(x) est un polynome de degré (s—1) et ,(x) une fonction continue de z
pour x = a et qui satisfait 4 la condition

lim 2P te—2 y(x) = o,

Lmmed O

d’ott l'on déduit que, ¢’ étant choisi arbitrairement petit, on peut déterminer 7T
suffisamment grand pour avoir

Jws()] < &t~ pour t=1T.
L’intégrale

w

*
" f R (h—0) pulo+ ) =0 at

0

tend vers zéro avec 7, car

w

f B0 (h— 1) p(a+ ) o0 4t

0

tend vers une limite finie lorsque 7 tend vers zéro (1235).
On a ensuite

®

.
- f RO (h—t) ule + ) eri=40 4t = op f B0 (i t) i (w+ ) 40 d ¢+

0
@®

4o f B0 (h— ) g +-) erer0 e,

T

La premiére intégrale au second membre tend vers zéro avec 5, car s=1; la
seconde intégrale est en valeur absolue plus petite que

@ @

nsf Ct—hpP—1e (x+tpP e rbtdt < Ce'yf f (t+ af et di <
7 » T

w w

< 08'17“fu*‘l_‘s_"“du=Ce'nsfzr*“—*e_”dv,

qui tend vers zéro avec 7, ce qu’il fallait démontrer.
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~ Nous trouvons donc finalement pour la solution principale

FP(z+hle, k.. ap, kp)=

™ Ro(h) o (Rew—y
}11—%) Zl w!—D; lp(x) ] + m TDZ‘* lplx+t)enlett] gt =
= !
m R (h) “RO(—p)
— * 27 ™ B el
ZO 4 (x)+f 9w ) dt,
= 0 )

c’est-d-dire l'expression (151).

- pa
20. Opération /\ et troisiéme équation. Lorsque ¢(x) est un polynome
de degré (m+4q), nous avons trouvé plus haut pour la solution de 1'équation

N Flz) = g9, (62)

¢¥1--‘0lp.(31-‘-f3q

le polynome

m+q R o)}
Fla+h)=gx+R2Om)= —ML) o™ ().

v=0

Supposons maintenant que g(x) est une fonction différente d'un polynome;
I'équation
P,q

N\ Flz) = gplx) (152)

a,..,zxp,ﬂ,...ﬂq

admet une infinité de solutions. Fixons l'attention sur la solution donnée par
la méthode des approximations successives, série entiére par rapport aux variables
kyy oo, by,

(=12 + 1) (kp+ 1) By 8o 2 (—R) - (k)2 ol + ), (153)

b r Ve
ot l'on a posé

Q=re,+ - +rpap+sf+ - +88y,

et o le signe I s’étend 3 toutes les valeurs entidres non négatives des 7; et s;;
si 'on ajoute & (153) un polynome arbitraire de degré (¢g—1), on obtient encore
une solution; il convient d’ajouter, pour assurer la convergence de (153), le

polynome
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ow

(2, 9) (gp—
[ gy, (154

a

ou a est une constante arbitraire.

Nous prenons done, comme point de départ, la solution formelle

@

R(p;(ll) (x — t)
.[—tjm‘¢WW+0ﬂV%+ﬂm@ﬁﬂﬂ~ﬂw

a

N(=k) (=Rl + Q) (155)

Pour décider de la convergence de (155), il faut faire des hypothéses sur les
ai, ki, B et la fonction @(z).

Supposons les a; et 8; positifs, 2=1,2,...,p;j=1,2,...,¢; |k]|=1,i=
=1,2,..,p; |kl<1,j=p"+1,...,p, ot p' a l'une des valeurs o, I,..., p.
On suppose que @(r) admet une dérivée d’ordre (m + 1) qui reste continue pour
x = a et qui satisfait a la condition

lim a? +9+¢ @+ (x) = 0. (137)
t—c

En (155), l'intégrale et la série divergent en général; nous allons les sommer
en introduisant le facteur de convergence ¢ %, c'est-i-dire en rempla¢ant en (155)
@(x) par p(x)e ™, n>o.

Nous sommes ainsi ramenés a considérer la somme

x*

f Ri® 9 (2 —1)

et (=1 1) (k4 1) By

(k) (R pla+ Q) et (156)

En (156), l'intégrale et la série sont convergentes pour toute valeur positive
de 7, car de (137) on déduit

(m+1—»)
lim ™ )(z) —o, lim 2 )

24
L xX

=0, v=1,2,...,m+1.

Nous allons montrer que l'expression (156) tend uniformément vers une limite
lorsque z reste compris dans un intervalle fini quelconque a =<x < b et lorsque
7 tend vers zéro et cette limite, que nous allons désigner par F» 9 (z|a,, &; .. .;

ap, kp| B, - - ., By), sera dite la solution principale de (152).
48—29764. Acta mathematics. 55. Imprimé le 9 aott 1930.
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Nous disons que la série (153) est convergente si la somme

y,—l Hp—1 4 1

(—n)0 (ks + 1) (kp+1) By Z 2 Z, 2., ~kp)'? 97(33+ Q)

r, =0 Tp =0 &=0

tend vers une limite lorsque les entiers positifs u; et »; tendent simultanément
vers l'infini, mais indépendamment l'un de l'autre; pour simplifier 1'écriture, nous
allons supposer que les entiers positifs u; sont impairs et les entiers positifs »;
quelconques. Dans ces conditions on a l'identité

K (kl'*'l)"'(kp'*'l)ﬂl"'ﬂq‘
n,...up,‘....f]q
w—1  Eplay—1 vl
e S S S (k) (— ke fla+ Q)=
r =0 rp=0 &=0 sq=0
— ) R T) (B ) A fla),
“yay .. "'qﬁq

g
oi l'opération /\ au second membre est formée avec les couples de valeurs
(ay, BY), ... (pap, kir) et les carts #,8,, ..., vof;.

La formule sommatoire (128), avec les expressions (138) et (139) des termes

complémentaires z, et 111, 8'éerit

(9 (h — A
f(x+h)+qu%¥_(h“rt—) A fla+fdt=
q I). a...ap, ... By

m q ,
e S N
(’V'.Lq)! “1---ap‘ﬁ1...ﬂq )

+ f By~ A S gt
x H
b (m+Q)' al~~~aprﬂl-~-ﬂq

qui devient, compte tenu de l'identité précédente,
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(B, +1) ﬂqﬂi Z, —kyyr flx + b+ Q)+

=0

R® 9 (h— .9
bl bg) [ BTG e gare

G0 St

m R2A(h)  pa

=k +1) - () O i |
q g‘) ('V+g oy qﬂq

£o) +

R(p

. Jh—t) »a
+(kﬂ:1+1)-~(vqﬂq)f A

L S L m+1) (1 + f) dt.
( -+ ) .ulal'--"'qﬁqf ( )

Remplagons f(x) par @(x)e %, 4> o0; faisons dans l'intégrale au premier membre
le changement de variable x + ¢ =w; faisons tendre les u: et » vers l'infini. La

derniére égalité devient

1 W’ _1

lim (& +1) - (kp+1)B B D) Z

ce s VR
b vq n=0  a,=0

[

(p, q) —
A—kpfrplx + h+ Q) e nletrt) 4 (—1)«[ R‘Ip—w

(g—1)!

pu)e ™ du =

& BEYW
3 T gt s

Ro.-9)(h—p '
oy [ FEO g0y e a

la démonstration est exactement la méme que celle utilisée pour la série (149 bis).
La derniére égalité s'écrit encore
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-3

Riz. ) h—t
[T g emar s iyl 0 S

a
R0 (2 + h—1)

A—kpyrplx+h T Q)eiethiel f S

—1)l pt)emtdt +

®

m R(zxg) (h) fRP+Qq(h_ £)
hd v @ m m+1 . ~—1 (% +1)
+ZO bt g Dy (g (x) e + (-t g Dt g (x4 t) e @40 dt,
y= 0

et au premier membre on a 'expression (156). Faisons au second membre tendre
7 vers zéro; on montre de la méme maniére que pour (151) que la limite est
égale a l'expression déduite du second membre en faisant directement 1720. Le.
premier membre tend donc vers une limite et il tend uniformément vers sa limite

dans l'intervalle a <2 <b et I'on a

@

. [ BP9 (x+ h—t)
lim “_-l* (p(t)e_”‘dt +
) =)

+ lim (—1)7 (&, + 1) - (kp+ I)ﬂl...ﬁqz(_kl)rl . (_kp)rpqp(x+h+ Q) gnla+hte) —

7—0

BP9 (g + h—t) m R 9 )
Tg—1 v+q
= tydt + E: (z) +
f ( w+q)! @)

»=0

@w

+ [ m+q q>("‘+”(x+t)dt———
—F® (x+h|ay, k... ap kplBi, -, Ba). (157)
La solution principale! |
T2 (z+h|ey, by ... ia,,, A (éq)

ainsi définie, est une fonction continue de x dans l'intervalle a < x < b, car (156)
tend uniformément vers sa limite lorsque % tend vers zéro.
- La premiére intégrale au second membre de (157) peut étre transformee on a

' Cf. Hauptlisungen von Differenzengleichungen, pag. 13, formule 46.
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Rir. g (b +a—1t) 7 RP9(h) (1 — e

(g—1)! —'v=() ! (—1—)
FRE Y o+ h—) =1 RO (R) [ (o — gyt
f_(q—l)! plt)dt= 2 T f(chﬂ)—v)u plt)dt=
—1 R, (}
=2 ”,,!(—)fwx),

ou l'on a posé

L'expression (157) de la solution principale devient

| mta B9 () F R (h—¢
F®9 (g + h) = Z vvl_(_)f(v)(x) + f %éf)f(ﬁmm(x +t)dt.  (158)
v =0 0

CHAPITRE V.
Propriétés de la solution principale.

21. Valeur asymptotique pour les grandes valeurs de la variable x. Con-
sidérons la solution principale

» xqu x+ h—1t
Fed(z+h|e, k; ... ap,kplﬂn---»ﬂq)sf_-t’q-('—)Ti)‘P()dt—"
a

m R® () f’ #0.9 (h—2)
—rg V) _mrel 7 w1
+ Zo w+q)! " () + (m+q)! @ ( +1)dt (157)
p= 0

de 1'équation

N\ Flz) = g(x), (152)

al...ap,_ﬂl...ﬁq

définie dans les hypothéses (137). La premiére intégrale au second membre est
encore égale &

f 5 % - +—|h t)qo(t) dt= QS i (h)f‘”’ ()

a v=0
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ou

re)= [0 w0

a

Nous nous proposons d'étudier la maniére dont se comporte la solution
principale F'®9(z) pour les grandes valeurs réelles et positives de x; supposons
a cet effet que  est le plus petit entier positif tel que

lim ¢ (x) = 0. (159)

XT— 0

La solution principale F'#9)(x) peut s'écrire

e—l1+r R, 9 (} m R q
F2 9 (x) = Z" _L;'_() Z ;:-qq(_) P (z) +

v=0
+jR(p+q (h—t) w1 (s 4 f) dt
/ m+q) ¥

De I'hypothése (159) il résulte que le second terme au second membre tend vers
zéro lorsque z tend vers linfini. L'intégrale au second membre est en valeur
absolue plus petite que

a @

Cle—hp ot Mdt ., ( dt G 1
(m+q)!  (x+ e tate Y (+te e ot
0

0

qui tend vers zéro lorsque « tend vers l'infini, car ¢>o0.
Il résulte que si l'on pose

—l+r Rp. 9 (]
P =3 " W, (160)

=0
on a
lim (F®9(x) — P(x)) = o. (161)
T T
La fonction P(x) représente donc la valeur asymptotique de la solution
principale F'® % (x+h) pour les grandes valeurs réelles et positives de «.

Proposons nous de trouver une autre expression de la solution principale
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F® 9(x) en utilisant sa valeur asymptotique. De I'équation (152) de définition,
on déduit la relation identique

1 up—1 41

by +1) ... (kp + 1)8 ,sqz AR 'Z (—kpyo p(x+h+ Q)—

» =0 =0

— (k1) (Bt 1) 0y 8) . B A F®0(z+h)=o,

... vg ﬂq
o Q=mria+ - +irpap+sf+- - +85P, les entiers positifs u; sont impairs et
P, q '
v; quelconques et ou l'opération _/\ est formée avec les couples de valeurs

(g ey, B, ...,(ypap,kk!;p) et les écarts (»,8),..., (n0;). On ajoute aux deux

membres la fonction F® 9 (z+h), on ajoute et on retranche la différence

Pl) — (—1)(Bat1) .. (o1 B) ... aB) A Pla),

ey ... % ﬁq

et on obtient

Fe9(x+h)=(—1)1(k+1)...(kp+1)By...8,.

H#—1 #p—1 vl

DD Y T Z —Ipyrp@+h+ Q) + Plx) —

=0 rp~0 fH=20 Sq—O

—(— 1) B 1) B A Pl +

ylal...vqﬁq

POt h) — Pla)— (— 1 (k1) (B) A (FP9 (@ + h)— P(a)).

mal...vqﬁq

Faisons tendre les entiers p; et »; vers l'infini; la parenthése tend uniformément
vers zéro pour z=a-+h, car les dérivées ¢ (), »=o0, 1, ..., r—I, sont continues
pour z=a et l'on obtient

m—1 g1
F®9(x+h)= lm [(—1)(k o Ba D) Z —kp)rp(xz+h+ Q)
M. g =0 sy

@)~ (). nf) A Pl (62)

La solution principale F'» % (x) satisfait a 1'équation

A )
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by F.9 (04 )+ F0.9 (&) = (I + 1) F9—1 9 (a), - (163)

d’ou I'on déduit successivement

n- ’ .
P9 (5 + ) = k,,+12 — I B0~ 9 (@ 4 bt sa) + (— eyl F2.9) (@ + bt mary) =

n—1 .
= (kp’l‘ I) Z ("'_kp)s F(p_l’ 9 (x+h+sap)+(_‘kp)np(x + nap) +
§=0 '

+ (—kp)" [F® 9 (z + h+ nap) —Plx+nay)].

Si Von fait tendre n vers l'infini, la parenthése tend vers zéro et 'on a

: n—1 ‘
F®0(z+ b) = lim [(fp+ 1) D (— ) FO=19 @+ ht-sap) +(— P P+ na)]. (164)
N—> D s=0

Lorsque la condition (159} a lieu pour 7=0, c’est-d-dire

lim ¢ (z) = o,

Lmr O

=1 R, (RO (s + h—¢
poy=3 Wy = [FEEEAT,

»=0 a

t (164) devient

Sztnay
"R®.9 (x + nap+h—t
F®9 (g +h) = lim [(—kp) j 2 (g— IO;T )qo(t)dt +
n—1
+ (ot 1) R (— &) FO19 (22 + h + s0)]. (164 bis)
< e=0

La solution principale satisfait aussi & I'équation

F®:9 g+ fo)—F® 9 (z) = g, F® 1 (), (165)
d’ot 'on déduit
n—1
F®9 (g + b)= F®.9 (x+ h+nfe) — By D) F® oV (w+ h+58,) =
§=0
n—1

= Pla+ny) =B D) FP " V(x+htsfy)+[FP9 (& + b+ nfe)—Plz+ngy).

=0
I
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Lorsque » tend vers l'infini, la derniére parenthése tend vers zéro et l'on a

B ' n—1
F® 9 (z+h) = lm [Pla+ nf)—B8, D) TP 97V (x + h+sfy)). (166)
T—s @ —o
Dans le cas particulier
lim ¢ () = o,
(166) devient
z+n Bq
R(P: (2 —I— nBy+h—i)
F®.9 (g + h) —hm[f ‘&i )q;(t)dt~
n—®
n—1
— B D, F® V(x4 h+sB,)]. (166 bis)
§=0

On a l'identité, f(») étant une fonction quelconque,

Vp wm—1 7 )
a/\ (ky+1). ﬁqz Z (—kpyofle+ Q) =
— (). B A S
ylal...avqﬁq

L'expi'ession au second membre de (162) converge uniformément vers la fone-
tion F®9(z+h); on peut donc définir F® 9 (x+h), compte tenu de la derniére

\

identité, aussi par la série & (p+g) entrées
FPd(x + h)=Pla)+ (— 1)1k + 1) ... 8, 3(— &) ... (—kp)»

Iple+h+ 9 — ’]{@ Pl + 0], (167)
o ... By

ou le signe I g’étend aux valeurs entiéres non négatives des r; et s;.
L’expression au second membre de (162) tend vers une limite lorsqu’on
fait tendre d’abord s, vers l'infini, ensuite 7;, ... et enfin s, vers linfini et la
limite est la méme que dans le cas ol ces nombres tendent simultanément vers
linfini, mais indépendamment l'un de l'autre; on peut donc représenter la solu-
tion principale F®9(x+h) aussi par la série (p+q) fois itérée
49 — 29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 9 aodt 1930.
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F2.0 (x4 k)= Plw) + (— 1)1 (ky + 1) ... Bq i" (— &y ... 2 (—kp)» .

=0 rp:O

nMs

uz (x+h+ Q) — /{ P(z+ Q). (168)

al...ﬂq

Les séries (162), (167) et (168) qui définissent la solution principale F'® 9(z+ h),
sont uniformément convergentes, mais ne sont pas, en général, absolument con-
vergentes; dans ces séries figure la fonction P(x) qui dépend de lentier positif
r, qui est le plus petit entier tel que

lim ¢! (z) = o.

L= D
Si on augmente », la rapidité de la convergence des séries susdites augmente
en général et pour une valeur convenable de 7, la convergence peut devenir
absolue; en revanche, le terme général est plus compliqué. On peut donc dis-
poser de l'entier r, de manidre & définir la solution principale F'»9(x+h) par

des séries convergentes a. volonté. C'est ce qui se passe aussi pour les trans-
cendantes Fy(z|w,, ..., ws) et Gul(z|w,, ..., ;) de M. Nérlund.

22. Valeur asymptotique pour les petites valeurs des écarts o, et §;.
Laissons maintenant x et les %; invariables et supposons que les a; et f; varient;
on sait que le polynome R® 9 (x) est homogéne et de degré m par rapport a h

et aux o; et {;, v
2 4) (lh|lal, kyy . dep, kpuﬂl, cees M”p) = lng’ 9 (h|“1: ke o O‘pk, kp|51, sy ﬂq)-
L'expression (158) de la solution principale devient

Fo.9g+ Ahlde,, ky; ... Aap, kg|ABy, ..., A8;) =

m+q
l'v
= DT RV (hlay, ki e Rl B/ ()

y=0

*Ripa) (h_t)
+q+1 mtqt” 7 (m+1)
’+lm g j (m+ q)! @ (x+At)de. (160)

Supposons que A est positif et trés petit; cherchons une limite supérieure du

terme reste; on a
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* ) 02

| RE2 (h—t)] < C ¥ +971, |+ (x+ 48] < PEYT e

@ @

, a1 4¢ . wreld¢
| Tt g << Am+at1 (’fm—(erlt)ﬂ’Wﬂ = Opm HIJAW'

0 0
On déduit que le produit |Tmqq| A~™1+#" reste plus petit qu'une constante lors-
que x restant fixe, A tend vers zéro.

On a, d'autre part,

m+q e
Tn= 2 o1 Rip’ D (B)f N x) + Tmsq,
v=n+1
AT, = L pwag (B) f D) () +
(’I’l + I)' n+1
Amre R®.a(h) fm+q Adm= P =0Ty m D)
g B w0 @) + (T ‘

Il résulte que le produit AT, tend vers zéro lorsque A tend vers zéro, si
n=m—yp’.
Lorsque @(x) admet des dérivées de tous les ordres pour z=a et qui satis-

font a la condition

lim aP'+ate glm+1) () = o,

o
pour toute valeur de m qui surpasse une certaine valeur, l'inégalité » <m — p’
est satisfaite pour toute valeur de %; par conséquent, la série (169) représente

la solution principale, asymptotiquement au sens de Poincaré. En particulier

@

lim F® 9 (x +ah|hey, &, ... hap, kalAB,, .., AB)) = f

=0

(@—t)i*

qu(t)dt. (170)

a

La série (169) procéde suivant les puissances des,, ..., ap, B, ..., 8q; grou-
pons maintenant les termes suivant les puissances du seul écart ep ou du seul
écart g,.

De 'équation

kp F® 9 (x4 ap) + F®: D () = (kp+ 1) FiP=1 9 (g),

on tire
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n RY (b ey, ky) d* F®=1,9)(x)

Fioq —
(x+h) g’o . — i
,1‘%%) (h — t|ap, kp) gm+1 Frio—1, @) (@ +1)
* m! d™+1 dt.
0
Laissons = et «e,,..., ¢p1, 8, ..., 8y constants et remplagons h et a, par ih

et Zap,

d* F®-1,9) (x) +

. n ‘
F® 9 (z+Ahja;, ky; . ..; dag, kplBy, .., Bg) = Z y_!Ril) (hlep, kp) T dz”
=0

X %

4 lmeRw (h—1) gm+1 plo—1,9) (5 + A¢)

m! damtt

dt, (171)

.

et cette série représente asymptotiquement la solution principale au voisinage

du point «p = 0; en particulier

lim F® 9 (x) = FP-19 (g). (172)
ozp—vO ) i
De I'équation
F® 9z +gy) — F?9 (x) = g F? 1) (x)
on tire de méme
5, B !ﬂ) & TP )
?,9 D, q—1) ?+1 ki
Fe9(x+h)= fF () dt + § o T +

7

© g
fB£n+1 (h_t) dm+1Fp 9—1) (x+t)dt

(m—+1)! dxmt?

* e
ou Bl (x) est le polynome périodique Bernoulli-Norlund du premier ordre et
de degré (m-1).

On laisse z et o, ..., @p, 81, - - -, Bg—1 constants et on considére B, variable;

on remplace dans la derniére équation h et 8, par ih et A3,

F®.0 (z dhlag, ks - ap, olfys o mq)=fF(m—n (O dt +
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m )‘H—l F'? ¢—1) (’U)

h\ﬂq +

x’l‘

[ BO. (h—t) qner o, = (g4 2¢)
+ /lm”f (;H”)!‘ T dt. (173)

La derniére série représente la solution principale asymptotiquement au voisinage
de B;=0; en particulier
X

lim F®.9 (w):fp(p, 1 (f) dt. (174)
Bg—0 ‘ ,
a

23. Théoréme de mu1t1p11ca.t1on de largument. La solation principale
F® 9 (z) a été définie par

F®9 () = lim F?9 (),

ou l'on a mis

R(p,q)(g,;_t)
2, @) () — g-1 —aqt
Fie. o) (z) f P+

A=kt )kt 1) B B Z(—R) L (k) r et Qe A (156)

Soient w,,7,,...,7, des entiers positifs quelconques; le polynome R ()

satisfait & l'équation

”1R(p 2 ( |a1,7c1; Sy Opy kp’%’ B, .. s ng)z
I

—1

= Z R%Q)(a}+31%‘“n ki oo oap, BpiBy, ., Ba),
1

&§=0

d’ou l'on déduit

W F P alay, by i ap bl B B ) =

1

v—1

—_ ZF(P; x+8k*a1, ],..-;ap)kplﬁla'-'uBQ)‘

8;=0
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Si l'on fait tendre % vers zéro, ' 9(z) tend uniformément vers F»9(x) et la

derniére égalité devient & la limite

”1F(p’m (x[al, ki oo ap, kp‘%’ﬂz: <y ﬂq) =

1
»—1

= > F(”’Q)(x—ksl%lal, ki oo ap, klBy, .., B (175)
&=0 !
Mais la fonetion F® 9(x) est symétrique par rapport aux @, on a donc la rela-
tion plus générale

py—1 vq —1

Z 2 o x+81‘6’1+ Sqﬁq‘ @y, by e, ElBy, o, B =
°1=0 qfo -
oy FO0(xlay, by ap, | Py PO, (176)
Yy Vq
Soient maintenant les entiers positifs impairs u,, 4, ..., up; le polynome
R 9 (z) satisfait & I'équation
R (| D R ap, RylBy, s B —
kl_I_I m 1y 1 y By MpP1 y HMq
1 g a,
=+ 1 2 (_kl)r’Riﬁ.’ N + 1y ’7140‘11 Ry ay, ky; oo ap, Ep| B, ooy Ba)s
t =0
d’ou l'on déduit
k__:Fp’ Re i‘;:’kﬁ ay, ky; -, ap, kv\igh ) ﬂq):
I h—1 .
k&lh_{_l 2 ( ]C)T.Fp, (x+11;|a1, 1 a2’k": "';a?)kp’ﬁh A ﬂlI)'
"n=0
Faisons tendre 5 vers zéro, il vient
ot a
Z (ﬁkl)rlF(p’q)(x—*_Tl*j‘ala k’f‘) g, lczv <oy Op, kp‘ﬁl: RS} 480) =
0 iy
kit a .
]C 4 IF(p 9 ( l‘;.l,_ll) kl; Gy k27 ooy Op,y kplﬂh ce ﬂfl) (177)

La fonction F®9(z) est symétrique par rapport aux p couples de valeurs
(1, &y), ..., (ap, kp) d’0ut l'on déduit la relation plus générale
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=1 ‘up—l

S S (R R

=0 0
F00 (e T, Py B, Kio|By, . . ., Bo) =

Hy Hp
]cllh-.]_l ]ﬁ”’p'{‘l
Tkt lcp-fl

F‘(p,q) ﬁv ﬂ) .
(xl‘ul kl’ ) Up k?'ﬁl: 7ﬂQ)

391

(178)

On a supposé dans cette formule que les entiers positifs u; sont impairs; lors-

qu'ils sont quelconques, on obtient une formule plus générale, deduite de (178)

en remplagant les %% par —(— k). Si lon rapproche les formules (176) et

(178), on obtient finalement

w1 m—1
2 Z 2 Z — k)
rn=0 —0 §=0 sq—O
®, . Oy 51 _ Ba .
.F’”q’(ac+7lul+ + 7 M+Sl st 10:1, i ap, kew|By,
ka1 kop+ 1 o a B8 B
e (v, 9) (x ~—17 J), —17"'7_(1 .
k1+1 lfp'i‘l Vl...Vql’ ( f‘Ll,l kl) ,[lf’p kpl"/[ 'Vq)

Considérons de nouveau la formule (175) écrite sous la forme

r—1
18« B4 =
__ZE(P,Q) ;;c—l—sAa,]c;...;a,]c ey
By v ( lvll B ? Z’|ﬂl ﬁQ)

5;=0

— F(P,‘I) (g_';|a17k1; ey Qp, kpi ’ ﬁE’ .

Faisons tendre l'entier positif », vers l'infini; on trouve

x4+
BI—IF“”‘I) (sleag, kyy oo ap, kol By, - . 5 B ds =
1

X

=lim F® 9 (z|la,, k; .. .; a,,,l@,l%, Bs, - .

¥y—> 1
ou encore,

1

fF“"',‘”(x+Sﬂxla1, ky, .. ap, kp‘ﬁu ce ﬂQ)dS:

0

= lim F00 (zlay, ks ... ap, byl 4, . 8.

v ® 1

* 48(1)

I

(179)

] ﬂQ)

"k ﬂQ)7

{180)
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On établit de la mémé maniére la formule

1 1
fdsgf F®a(x+ 88 + s.8,)ds, =
0 0

Bs

== lim F(”'Q)(:L'!al, klv ..y Op, kp!—ﬂ‘l'u 71 53, .
v

vy, Ve ® 1 2

et si l'on répéte V'opération ¢ fois,

1 1 1
Jaso [asn [ rmowrags o =
0 0 by

— lim F00(|a,, ki .. ekl 2 P2).

LU EREE 1 Vq

- Ba),

(181)

24. Dérivées de la solution principale. Nous avons trouvé pour la solu-

tion principale, I'expression

m+q (D, d(p —
F®.9 (x+h) = Z R, ( )f(v( ) + f]i?m Jr(];) t)(p("‘“ Nx+t)dt,

»—0

x

rar= [ ptae

a
Convenons d'écrire (158), pour k=0, sous la forme symbolique

-P,—q

Foia) = A pl).
Considérons en méme temps la fonction

-b,—q

G — A g'la),
c’est-d-dire

m+
PN+ h) = Zq.]_{.?;(” g () + R (h f) m+2) (0 + #) d ¢
‘ oy 7
0

(158)

(182)
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En intégrant par parties on trouve si v<lgq,

pla) +.f ) ().

D’autre part, pour »=gq, on a

g @) = f i ).

On déduit finalement

m+q R0,9) (} R®9 (h+ 2—a
z-inlﬁﬂwww—wwwn=~t@g;rl¢@. (184)

Dérivons les deux membres de (158) par rapport & x; lintégrale au second
membre étant uniformément convergente, on obtient

+q R(p, q) R0 (h—
e la ) SR gy [REG

dx - v! (m+g)!

=0

@+ (4 8) dt.

On retranche (183) et on tient compte de (184),

dF®a (x + ) - R?9(x +h—a)
T T g, = . 8
e g aern === ) (185)
La derniére équation peut s'écrire, en faisant h=o,
d ~p,—a -p,—1 R 9 (z— a) .
P A\ ple)= A ¢'(@)+ 7= o (a). (185 bis)
Dérivons les deux membres par rapport a x,
P p—— 2~ R®9(z—a) ,  RPI(z—a)
22 N\ ple)= /N ¢"(x)+ —@“_—1)1—99(4) + (q—2)! pla).

Dérivons la derniére relation encore (m+q—2) fois par rapport a x; on déduit
de proche en proche '

+q — P4 —p,—q —1 R a) (pp—
0 R )= Ao + BT ey (uag
=0 )

50—29764. Acta mathematica. 65. Imprimé le 11 aofit 1930.



394 Rodolphe Raclis.

Mais
~p, —0 r R® 9 (x— )
I\ @pim+a) () = _%)'_ P™ta () dt +
g—1)!
a

(=10 k1) (ot 1By e By S (— ) ... (—ka)p @™+ (4 ).

En intégrant par parties et en tenant compte de '’hypothése

lim z?'+7+: gl (z) =0 . y>m,

on trouve

wR(zo,q) h—t =1 R®, 9 (p—g

f —%w“’”” (t)dt = lim g™ (z) — B —v(, )90‘””” (a),
. »=0

d’ot l'on déduit
dm+a —», —q .
damt /\ @) :xllrr; M)+ (—1)0 (ky+1) ..+ 1) ... B -

CS(—E) . (Rt (x+ Q). (187)

La série au second membre tend vers zéro lorsque x tend vers l'infini; ¢™ (x)
tend vers une limite finie. Il résulte que la solution principale F® 9(x) admet
des dérivées continues pour x=a et que la dérivée d'ordre (m+gq) tend vers une
limite finie lorsque « tend vers l'infini. La solution principale (158) se réduit
d’ailleurs & un polynome lorsque la fonction ¢(x) est un polynome de degré m.
Ces propriétés de F®9(x) montrent que la solution principale définie plus haut
est parmi linfinité de solutions de 1'équation (152), la solution »la plus ration-

nelle».

Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que les écarts a; et B; sont
positifs et que les #;, différents ou égaux, sont situés a Uintérieur ou sur le
cercle unité. On peut méme supposer qu’il y a des %; situés a l'extérieur du
cercle unité, a condition que les a; correspondants soient négatifs; c'est ce qui
résulte de la propriété (65) du polynome R 9 (x|ay, ky; .. .; ap, kolBy, . . ., B).

Université de Bucarest.



