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Introduction. 

On supposait  depuis D~mOCRITE, ]~PICUR~ et LvcR~cE que la mati~re est 

compos6e d'atomes, mais .~usqu'g ces derniers temps, la s t ructure  discontinue de 

la mati~re 6fair rest6e une simple hypoth~se; grgce aux r6centes reeherches de 

Physique th6orique et de l~hysique exp6rimentale,  elle est devenue une r6alit6. 

On est ainsi tou t  na ture l lement  port6 g 6laborer une nouvelle th6orie math& 

matique, propre g l '6tude des ph6nom~nes discontinus, de mSme que la th6orie 

des 6quations diff6rentielles et des 6quations aux d6riv6es partielles est propre 

l '6tude des ph6nom~nes continus de la M6canique classique. 

La  nouvelle th6orie est le Calcul aux diff&ences finies dont  le cr6ateur et  

l ' an imateur  est N1ELS EalK NSRLuSD. A la v6rit6, bien des g6om~tres se sont 

occup6s de ce~te branche d'Analyse,  parmi lesquels on peut  citer EULER, STI~- 
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LING, LAGRANGE, LAPLACE, BOOLE; mais ces auteurs  s 'occupaient  sur tout  des 

mdthodes formelles. Plus  r~cemment encore, POINCAR~, GUICaARD, PICARD, AP- 

PALL, ont  consaer~ de beaux t ravaux  s cette thdorie, mais c 'est  ~RLUND, qui 
dans une suite de mdmoires, au jourd 'hui  classiques, a mis le Caleul aux diff6rences 

finies sur les bases de la thdorie moderne  des fonctions.  ~ 
^ 

Cette belle thdorie pourra i t  se suffir ~ elle meme, en dehors de ses applica- 

t ions; c 'est  sous ce jour,  d'ailleurs, qu'elle a commenc~ ~ se d~velopper, comme 

rant  de theories math6matiques qui ont  pr~cddd les thdories physiques. 

I1 est bon, toutefois,  que le gdom~tre air l ' in tui t ion que ses efforts ne vont  

pas e n  pure p e r t e e t  que ses thdories, comme le Calcul aux diffdrences finies, de: 

v iendront  le cadre des lois de l 'univers physique. 

C'est pour  moi un agr6able devoir de rappeler  que ce t ravai l  t rouve son 

origine dans les Legons ~ d e  M. PICA~D sur les 6quations fonctionnelles,  que j 'a i  

suivies ~ la Sorbonne en 1921. La  mgthode des approximations successives, 

que nous utilisons d 'une fagon systdmatique et qui impose le choix de la 

solution principale, c 'est  encore ~ M. PICARD, notre  v6ndr6 Maitre, que nous la 

devons. 

Plus tard,  dans une s6ance du S6minaire Mathdmat ique dirig6 par  M. ItA- 

DAMA~D au Coll~ge de France,  M. BERYL, apr~s avoir  fair  l 'analyse des t ravaux 

de M. NSRLUXCD sur le Caleul aux diffdrenees finies, conseilla aux jeunes gdombtres 

d 'approfondi r  et de cont inuer  la nouvelle th6orie. Ce n 'es t  pas seulement pour  

ee eonseil que nous sommes redevable ~ M. BOREL; sa th6orie de la sommation 

des sdries divergentes est fondamentale  dans notre  t ravai l  pour  la ddfinition de 

la solution principale. 

Dans la rddaction de ce travail ,  nous avons suivi les trois m6moires fonda- 

men taux  de M. ~SRLU~D: M6moire sur les polynomes de Bernoull i  s, M6moire 

sur le calcul aux diffdrences finies 4, Sur  cer~aines 6quations aux diffdrences 

finies. 5 

1 Cf. N. E. N6RLUND, Sur l'dtat actuel de la thdorie des dquations aux diffdrences finies, 
Bulletin des Sciences Mathdmatiques, 2 ~ sdrie, t. 44, I92O, pag. I74--I92 et 200--220. 

Cf. ]~MILE PIOARD, Legons sur quelques dquations fonctionnelles, rddigdes par Eugene Blanc, 
Gautbier Villars, Paris, I928. 

a Ac~a mathema$ica, T. 43, 192o, pag. I2I--I96. 
4 Acta mathematica, T. 44, I922, pag. 71--212. 

Transactions of the American Mathematical Society, volume 25, number I, January I923, 
pag. I3--98. 
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L e  present travail est au fond une ~tude pr~paratoire, notre principal but 

6taut la d6fini~ion de la solution principale de l'6quation aux differences finies, 

coefficients asymptotiquement constants, et s laquelle nous consacrerons un autre 

m~m0ire. 

Parmi les travaux se ra~tachant ~ nos recherches, je dois citer nn mgm0ire 

de M. BOCH~R ~ et surtout un mdmoire remarquable de Hx~s S~XT~ ~, dont la 

fin prgmaturge et ~ragique rappelle celle de Ev~R~sr GXLOIS. 

D~signons la moyenne entre les valeurs q~(x+a) et r de poids k et I, 
1 

d'une fonction ~0(x), dens les points x + a  et x, pgr le symbole ./~_, 

1 k ~ 0 ( x - ~  of) -~- ~ 0 ( x )  

et suivant une notation classique, la diff6rence du premier ordre, d'6cart fl, par 
1 

le symbole A,  

A r = 

Soient al, a2, . . . ,  ap; kl, k~, . . . ,  k~; ~ 1 '  ~ 2  . . . .  , flq des 

quelconques, dour les k~ sont diff~rents d e - - t ;  posons 

second ordre 

nombres complexes 

pour lu moyenne du 

o, ~ ~ ( ~ 1 = ~  (6o, ~ (x) )=  (k~ + i1 (k~ + i1 ' 

et pour la diff4rence du second ordre 

1 1 ~ ~(x)= ~ (~ ~ (x))- ~(x + ~' + ~ ) -  ~ Cx~, + ~.~ ~2)- ~ (~ + ~,)+ ~(x), 

pour la moyenne d'ordre p 

p 1 p---1 �9 

z% ~(x) = ~  ( 6  ~(x)), 
a I . , . a p  ttp a I . . . ap_. .  1 

(i) 

1 Hauptl6sungen yon Differenzengleichun.qen, &cta mathem~tica, T, 5 I, I928, pag. I--2I. 
~]ber das asympto~ische Verhalten der L6sungen nicMhomogener linearer Differenzenglei. 

chungen, Acta mathematica, T. 5I, I928, pag. I34--199. 
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et la diff6rence d'ordre q 
q 1 q---1 

A ~(X) = A (A~(x)) .  

~81 

(2) 

1 1 

En (I) les p op6rations ~ et en (2) les q opdrations /% peuvent 6ire inter- 
ai ~j 

verties d'une fa9on arbitraire; e'est ce qu'on volt facilement car pour (I), par 

exemple, on v6rifie directement 

2 1 1 1 1 2 

~(~) = ~  ( A  ~(~))=~ ( ~  ~(~))=~ ~(x), 
@1 ~2 ~2 @l @1 @2 ~ al  

1 1 

qui montre que le produit symbolique J~_ J ~  est eommutatif; on montre ensuite, 

1 1 1 

par induction compl~e,  que dans le produit symbolique A A _ - - .  A_,  qui re- 
a I it2 12p 

P 

pr6sente l'op6ration _h_, on peut intervertir l'ordre des faeteurs. La proposif, ion 
121 . . .  ~i0 

6tablie montre que  la fonetion f ( x l a l ,  kl; . . . ;  %,  kv), d6finie par 

P 

f(xl  ,h, k,; . . . ;  a,,, kp)=A_99(x), (I bis) 
@l �9 ' �9 12p 

est sym6trique par rapport aux p couples de lettres (aj, k~), . . . ,  (ap, kv) et la fonc- 

tion g ( x l f l  1 . . . .  , flq), d6finie par 

q 

g(x I #,, . . . ,  # q ) :  A ~(x), (e bis) 
# . . . .  ~q 

est sym6trique par rapport aux q lettres i l l , . . . ,  flq. 
P, q 

Ddsignons par _A_ la moyenne d'ordre p de la diff6rence d'ordre q, 
. . . . .  12p, th.- #q 

P, q P q 

_/x ~(~)=A (A ~(4), 
. . . . .  12p' ~ . . . .  ~q . . . . . .  v # . . . .  #q 

(3) 

ou plus bri~vement encore, lorsqu'il n'y a aucune confusion s craindre, par 

3 6 - - 2 9 7 6 4 .  A c l a  m a t A e m a t ~ a .  55.  

P, q P q 

j ~  ~ (x)=_& (A ~(x)), 
I m p r i m 6  l e  8 a o i t t  1930.  
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P 

en sous-entendant que la moyenne ~ porte sur les 6carts a~ et les poids k~ et 
q 

la diff6rence ~ sur les 6carts ~j. On a, par exemple, 

L ,  = (  )= (• + 
a i4 a 

= ~ (x + ,  + ~) - ~ (~ + .) + ~ (~ + ~ ) -  ~ (x)_:  

._ ; ~  (x + ~ + ~) + ~ (x + ~)-- (z:~ (~ + ,~) + ~ (~)) _ 

(~+ ~)~ 

= A \  k + ,  f = A ( ~ ( x ) )  
t~ t~ 

1 1 

La derni~re relation montre que les deux op6rations ~ et A,  dont se compose 

1 , 1  

l'op6ration A_, peuvent ~tre interverties, ou encore que le produit symbolique 

1 1 

f~_ A est commutatif. On mon~re de proche en proche que deux quelconques 

P,  q 
des (p+q) operations dont se compose l'op6ration _A_, peuvent ~tre in~erverties. 

En partieulier, 

P , q  

1,'(~ ! , , ,  h ;  . . . ;  -~,  ~,  ! ~,, . . . ,  r : :  A ~ (x) = 
a t  . . .  a p ,  ~ z  . . .  f l q  

P q q P 

~,(A ~ r = A ( A _  ~ {xl). (s b~s) 
a ~  . . . a p  . . . ~ q  f l t  . . . i '~q l . . . C tp  

La proposition 6tablie plus huu~ montre que la fonction Z(x) d6finie par (3 bis) 

est sym6trique par rapport aux p couples de lettres (a~, k,), . . . ,  (ap, k~); elle est 

6galement sym6trique par rapport aux q lettres ~t, . . . ,  flq. 
On v6rifie directement l'6galit6 

1 1 
2 I 

~ ( x ) -  (k, + i)(k~ + ,j y '  - " . . . .  
~1 a2 r i c o  T~--O 

et ron montre, par induction complete, que 
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1 1 
P I 

~ ( x ) - - (  . ~  k~ .... k ~ , ~ ( x + , - , r  
. . . . .  ap  ] g l +  I ) " ' ' ( ] C p 4  I )  Z "" r 

r t = O  ~0 

(I ter) 

Tout pareillement on a 

2 

A - -  
1 1 

I. 
~1-~'2 Z Z ( "  I ) 2 - s ' - s 2 ~ 9 ( x + 8 1 ~ l + 8 2 ~ ' 2 ) '  

sl=O ~e=O 

et par induction comp!~te on troupe 

1 1 
q I 

,~ .... A ~ ( x ) -  #1 �9 �9 �9 #~8~o= ,~=oZ(-')~-"- . . . .  " , ,~(x+81#,+ ..-+~,#~). 
(2 ter) 

Enfin, la fonction F ( x )  d6finie par (3 bis), a pour expression 

P ' q  I [ I 1 1 

(x) Y_, Z 
�9 :(k,+~) (k,)§ #%~o a~. . p, ~l . . . ~q = rp=OS,=O 

1 

... ~ , . . . k ' , , ~  ( - i )~-~  - . . . .  "~(x+ ,.~., + . . .  + , . , , ~ +  ~ ,# ,  + . . .  + ~#~) .  

Sq=O 

(3 ter) 

En (!  ter), (2 ter) et (3 ter) on lit directement que les fonctions d6finies par les 
P q P,q 

op6rations j ~ ,  A ,  ~/~ sont  sym6triques par rapport aux p couples de lettres 

(aj, k l ) , . . . ,  (ap, k~)) et par rapport aux q lettres ill, . . . ,  flq- 
P 

L0rsque l e s  k~- sont 6gaux s l'unit6, l'0p6ration ~ se r6duit ~ l'op6ration 
al . . . ap 

P 
V e t  l'6galit6 (I t er )dev ient  

cc 1 . . .  ~p 

P 
v ~(x) = 2 ~  z ~ ( ~  +,-1~i * - - -  + , ' ~ ) ,  

a l . . .  a n 

off le signe ~ signifie qu'il faut donner aux ri, de routes les manibres possibles, 

les vMeurs o et I et de fMre la somme des termes Mnsi obtenus. 

Supposons a i = a  2 . . . . .  ~ p = a ;  k l ~ k 2  . . . . .  k ~ = k ;  f l l~f l~  . . . . .  f lq=f l ;  les 
formules (I ter), (2 ter) et (3 ter) deviennent 
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Of . . . iX r = O  

~ ( X ) : f f - - q ~ ( - -  I ) q - - s ( ~ )  9 0 ( X + 8 ~ ) ,  
f l "  # s=o 

_A_ 90(x) (k + i)-p#-q ( -  i)q:, 
a...a, g... fl r=0 s=0 " 

NOUS n o u s  donnons la fonction 90 (x) et nous nous proposolis de d6finir et 

d'6tudier la solution prilicipale, au sens de NSI~LUI~D, de l'6quation lin6aire aux 

diff6rences finies 
P ,  q 

J ~  F (x) ~- 90 (x). (4) 
. . . .  % , A . - - &  

La solutioli d6pend de x et des ~l, ki e~ /?j; nous la d6signolis par F (v, q) (x I a~, k~ ; 

�9 . .; ap, kv[$ l , . . . , f lq ) .  Lorsque 9 0 ( x ) = ( m + q ) ( m + q - - I ) . . . ( m +  , )x  '~, l'6qua- 

tion (4) admet comme solution un polynome de degr6 (re+q), d6termin6 ~ uli 

polynome de degr6 (q--I) prbs; parmi ces solutions polynomiales, nous choisirons 

convenablemen~ un polynome que nous d6signerons p a r  R ~',q) (x]a~, k l ; . .  " m+q "' 

up, kpt /? l , . . ,  flq); ce polynome es~ de degr6 (re+q); nous dirons qu'il est dlordre 

(v, q). 
Lorsque 90 (x) es~ an polynome arbitraire de degr6 n, la solutioli principale 

de (4) est une somme de polynomes /~ ,q) (x  l al, kl; . . . ;  Up, kp Ifll, - . - ,  flq), 

v=o,  I , . . . ,  n + q  et lorsque 90 (x) est une fonction quelconque, la solution prim 

cipale de (4) s'exprime encore, moyenlialit ulie formule sommatoire, g l'aide de 

ces m6mes polyliomes. 

Dans le premier Chapitre nous d6finissons et 6tudions les principales pro- 

pri6t6s des polyliomes R~) (x la l ,  kl; . . . ;  ap, kp); dans le deuxi~me Chapitre nous 

d6finissons les polynomes R~,q)(x]al ,  k~; . . . ;  up, kp [ s  g l'aide des poly- 

nomes Bernoulli-NSrlund /~)(xifl~, ...,/~q) eg exposons les propri6t6s dong IIous 

aurons g faire usage dans la suite. 

Dans le ~roisi6me Chapitre IIous &ablissons une formule sommatoire, en 
1 p P ,  q 

consid6rant suceessivement les trois op6rafions ~ ,  _A_, A_ .  Cette formule 
. . . . . .  ap . . . . .  ap, fl, . . . flq 

sommatoire donne le d6veloppemelit d'une foliction arbitraire en s6rie de poly- 
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homes R(, p, q) (x); nous ddterminons aussi le terme eompl~mentaire de ce ddvelop- 
pement sous forme d'int~grale ddfinie. La m~thode est la m~me lorsqu'on sub- 

stitue aux trois opdrations envisagdes une operation lindaire quelonque _A_. 

Le quatri~me Chapitre est consacrd s la ddmonstra~ion de l'existence de la 

solution principale F(P.q)(x); pour la d~finir, on prend pour point de ddpart la 

solution formelle donnde par la m~thode des approximations successives, .~ la 

quelle on applique ensuite la mdthode de sommation exponentielle de ]~I. Borel. 

Avant le passage s la limite, il convient de transformer la solution formelle s 

l'aide de la formule sommatoire ~tablie dans le Chapitre precedent. 

Dans le cinqui~me Chapitre nous ~tudions la valeur asymptotique de la solu- 

tion principale, pour les grandes valeures rdelles et positives de la variable; nous 

utilisons sa valeur asympt0tique pour d~duire des nouveaux d~veloppements eu 

sgrie de la solution prineipale, d~veloppements convergents ~ volont~. On ~tudie 

ensure les principales propridtds de la solution principale et on calcule ses ddri- 

vdes. On a le r~sultat important suivant: la dgrivde d'ordre (m§ q) de la solu- 

tion principale tend vers une limite finie lorsque x tend vers l'infini; c'est une 

propridtd caract~ristique de la solution principale. 

CHAPITRE I. 

L'6quation 

P o l y n o m e s  R~)(xl a~, k l ;  . . .  ; ~ p ,  ~ p ) .  

P 
F (x) = x 

a 1 . . . Cfp 

off m est un entier non ndgatif, admet comme solution un polynome unique de 

degr~ m e t  qui sera dit d'ordre p et que nous ddsignons par R~)(x [al, kl . . . .  , 

a~, 4). 1 

I. Poly-aome du premier ordre. DSsignons par R~ 1) (x]a, k) ou plus simple- 

ment par Rm (x I a, k) ou encore B~ (x), le polynome qui satisfait s l'dquation 

1 

(x) = x ' ,  ( I )  

1 Cf. mon Mdmoire sur les poly~wmes R(P m) (x), Bulletin Mathdmatique de la Soci~td Roumaine 
des Sciences, T. 3 o, I927. 
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c es~-a-&re 

k R = ( x + ~ ) + R = ( . ) = ( ~ +  ~)x'~. (Ibis)  

On dddui~ par ddriva~ion 

d R ~ ( x )  - -  ~/Rm-l(X), d~'~'~m(X) = m(~t?-- i) . - -(m--~'+ I)-~m-~,(x), 
d x  " " "' d x  ~ 

et si l'on applique la formule de Taylor, 

Rm (x + h) = ~, ! dx" = -  

�9 ~ 0  " ~ 0  

En par~iculier, pour h:=a, eompte tenu de (I bis), 

x~ = R~(x) + ~ ]  ~R~_~ (x) + 

+ "~ ~ . . ,  (x)).  (3) 

La dernigre dgalitd es~ une relation de r5currenee entre les polynomes R , ( x ) ,  

v=o,  I, . . . ,  m. On dddui~ pour les premibres vMeurs de m, 

k 

k 
/ ~  (xl ~, k) = x ~ -  k + i 

k 
- - ~ ( ~ x §  V4U 2 ~ '  

c e  que l'on peut 6crire encore 

k ( $  

R~ (x l~ ,  k)----x ~ -  k + 
(x + a) ~ -  x ~ -+  ( ~ ~ (x+ :~)~-:(~+~)~+ 

k + I /  a ~ 
X ~ 

1 

e~ si l'on utilise le symbole A,  
ct 

/r (x I ~, k) = x ~ - - -  k + I @  x2+ ~ k + I ]  A x e =  
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Je dis qu'en g6n6ral 

x, xo,. R., (x J a, k) = . . .  , /  
v-=O a 

(4) 

En effet, la formule (4) est vraie pour m = o ,  I, 2; supposons-la vraie jusqu's 

(m--I). La relation de rgcurrence (3) donne 

R "  ( x l cn I~) = x m  - -  l~ + i 

+ ~/r -t-I I + 
~ 0  

L((T)~xm---1 ( : )  ~2X~n--2 
k + I  _~_~Vc+II . -f + 

. -[- CC m) ---- 

.. -]-CZ m) = 

X m - -  - -  

\ k + I I  ~ x m =  \ k + ~ l  A x %  
ff=l ~=0 a 

c. q. f. d. 

On voit sur la formule (4) que le polynome R~(xla, k) est homog~ne et de degrd 

m par rapport ~ x et a; il es~ de degr6 m par rapport s  +~" 

Soit ~ (x) un polynome arbRraire de degr4 m et consid@ons le polynome 

F(x+h)=~(x+R(h))=~(X)Ro(h)+ ~ ( 1 ) ( X ) R l ( h ) + . . .  + ~(m)(X)Rm(h). 
I m! / 

(5) 

1 
Appliquons aux deux membres l'op@ation A _  par rapport 's la variable h ,  

a 

1 
_ ~  ~ ' (X'J-  h)=~p(x)_1~ t~,o(h ) -[- ~9(1) (x) ~ R I ( h  ) J - " ' "  J- ~(m)(x)-~ ~ I~m(h)= 

a a I a m l  a 

T(1) (x) h + ~(~)(x) hm : ~ 0 ( X )  I ~- "'" -[- (X~-h).  
I ~ = ~  

Comme il y a un polynome unique qui satisfait s l'~quation 
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il r~sulte 

bolique, 

Rodolphe Raclis. 

1 
_/~ F (5) - ~ (~), (6) 

que la solution de (6) est le polynome F(x) tel que, sous forme sym- 

F(x+h)~-qD(x+R(h)), 

off l'on convient de remplacer, apr~s le ddveloppement de qD(x+R(h)), l 'exposant 

par indice, R'(h) par R,(h). En particulier, pour 9~(x)=x ~, l'~quation (6) devient 

l~z(x+h)-(x+R(h)) m, 

qui n'est autre chose que la formule (2). 

Considdrons de nouveau le polynome (5) e~ appliquons aux deux membres 
1 

l'op~rat~ion _ ~  par rapport ~ |a variable x, 
a 

Rl(h)Zqp(l'(x)+ . . -  + ~ ! h ) _ ~ a l _ ~ ( m ) ( x ) ;  I,'(~ + ~)-Po(h) )~  f(x)+ , 
a a a 

mais le premier membre est ~gal ~ qD(x+h) et l'on obtient ainsi la formule som- 

matoire 

~(~+ h)= ~, ~,(h) ~ ~,~(x), (7) 
v! a 

qui donne le ddveloppement d'un polynome arbitraire ~(x) en sgrie de polynomes 

R , ( h ) ,  V = O ,  I ,  . . . ,  m .  

Pour donner, une application de la formule (7), consid6rons le polynome 

O n  a 
q~(x)=_nm~,(x)-(z-.)_n~(x) 

1 
" R ~ ( x )  ~(x)= k+ 

et (7) devien~ 

Proposons-nous de calculer 

i(:)B.(hlo)R  .(xio k) 
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off B.(hl a) est le polynome de Bernoulli; sous forme symbolique, le polynome 
donn6 s'6crit 

1 

et si l'on applique l'op6ration /~_, 
a 

1 

_A_R~(x+h+ B I a, k)=(x+h+B)~=B,n(X+ h la ). 
t~ 

D'autre part, le polynome 

P(x+h)--B,n(x3-hla ) mak R,._~(x+hla, k) 

satisfait ~ la re&me 6quation 
1 

A_P(x+h)=Bm(x+hl a) 
ct 

et les deux polynomes sont identiques, 

Bm(x+hla) -mak-~ l~,,,_~(x+ hla, k ) =- ~_~ B.(hla)R .... (xla, k ). 
"t'~O 

Consid6rons enfin le polynome 

off E.(h]a) est le polynome d'Euler; sous forme symbolique, le polynome donnd 

s'6crit 

t h + E - - l  R,,_,(x[ 
2 

v=O 

1 

et si l'on applique l'op~ration _A_, 

Le polynome 

37--29764. 

a ,k )  .... R m ( x + h A -  .... E - - I  

E-- ,  )'==E~(x+h[a). + 
2 

P(x+h)= IA-kl~]m(xThla)-- 2 R m(x+hl.,k) 

Ac,  ta  m a t h e m a t i c a .  55. I r ap r im6  le 8 ao~t  1@30. 
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satisfait s la m~me 6quation 

1 
_A_P(x+h)----Ez(x+ h [ a) 

et les deux polynomes sont identiques, 

2 Era(x+ h I ~)-- ~ / r  +h]~, k) -- 
I + ~,=0 

Si l'on pose tG(o)=R,, les ~quations (2) e t  (3) deviennent en y faisant x = o ,  

ou encore 

R=(h) = (h + R)=, (8) 

(:) ) -~m + ~ (~Rm--1 ~- ~2Rm--2 " 4 - ' ' '  "~ 0~ m = O, (9) 

R,~+k(R+a)m=o, re>o,  Bo=I .  (9bis) 

On peut done commencer par ddfinir les hombres R+ pa r la relation de r6cur- 

rence (9) et d6finir ensure  le polynome B,(h) par l'6quation (8). Pour les pre- 
. 

mibres valeurs de m on a 

R ~  R l  k 4- I ' 

- t~=o \ / t ]  

Je dis qu'en g6n6ral 

~ (;) (:) " R==~=F~ Z (- '1"-" ~,==~"Y, F, (- , )"  ,=. (,o1 
~'=0 /t=0 ~,=1 ff=l 

Pour le montrer, on suit la m~me marche que celle utilis6e pour &ablir la for- 

mule (4); on v~rifie directement qu'elle es~ vraie pour m-- I ,  2; on suppose qu'elle 

est vraie pour (m--I) et l'on d6duit s l'aide de la formule de r6currence (9) qu'elle 

subsiste pour m. 

Si l'on remplace en (5) les polynomes /~,(h) par les expressions (4), on 

obtient 
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F(~  + h) = ~ ( ~ ) ~  V 4 ~  ' + ~ ~ + ~ h + . . .  + 

i 

+ m[ ~/c+I]  ,=o ~ •(x)+ + ' " +  �9 ~0  a I 

I1 r~sulte que la solution F(x) de l'dquation (6) peut se mettre sons la forme 

remarquable 

Consid6rons l'6quation 

qui peut s'@rire, en changeant x en - -x ,  

k(--I)'~Rm(a.x--a a, ~) +(--l)"Rm' 

(ii) 

-~- I )  X m, 

~ - x [ ~ ,  = ( k + I ) x  ~. 

[ i \  
La derni~re ~quation montre que le polynome(--I)mR,~a--xla,~satisfait~la 

m~me dquation que le polynome Rm(x[ a, k), ils sont donc identiques 

Mais le polynome R~(x[a ,  k) est homog~ne et de degr~ m par rapport s x et a, 

_l~m(X]ff,~]g)~ l~m(X--Ct[--~ I~) �9 ( I 2 )  

Soit tt un entier positif et consid~rons le polynome 

( ) P ( * ) -  , - ( - k ) ~  ~' (-  ~),Rm ~ + ~ I~, 
~--'0 
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On dgduit  

k P (x + a) + P (x) _ 
k + I  

Rodolphe Raclis. 

,_ ( . .  (;,o, (;+o, o, 
~ ( I -  . m 

= I--(--k)" (--k~')(~) = x~. 

Le polynome P(x) satisfait  g la m~me ~quation que le polynome Rm(x[ a, k), ils 

son~ donc identiques et si 1'on remplace dans cette identit6 x par #x,  on obtient 

., ~+k ~ '  Ix+  ( I 3 )  

et lorsque Ft est un entier positif impair 

~_=R=(#x i.,  k )=  i + k ~ ' . ( _  k)-l~= (x + . / ;  I - ,"  l , + -k~L' ~ I  (~4) 
~=0  

Si l 'on remplace dans l '4quation de d4finition 

kR~(x+.)+R=(x)=(k+ , )~ ,  

successivement, x par x +  a, x +  2tt, . . . ,  Xd-~ct, on multiplie les 4quations obtenues 

par --k, k ~ , . . . ,  (--k)~ et on ajoute les r~sultats, on obtient 

~t 

I [R,~(x)- - ( - -k)~+lRm(x+ct+t ta)] ,  (I4"bis) (_~), (~+ ~.)m = k u  

relation, aux notations pros, signal4e par Darboux et qui, suivant les paroles de 

l 'illustre g~om~tre ),justifierait une &ude plus d&aill4e de ees polynomes,,. ~ 

2. Polynomes d 'o rdre  posi t i f  p. Soit p un entier positif; par ddfinition, 

le polynome R~)(xla,, k , ; . . . ;  a~, kv) que nous d~signons aussi par R~)(x), satis- 

fai~ g l '4quation 
P 

R~)(.) = x  m. (~ 5) 
a ~  . . . a p  

t Cf. pag. 3io, Sur les ddveloppements en sdrie des fonctions d'une seule variable, Journal de 
Mathdmatiques pures et appliqudes, 3 e sdrie, t. 2, I876. 
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Soit n un entier positif plus 

encore 

et comme l'6quation 

petit que p; l'6quation de d6finition peut s'6crire 

p---r, 
~ ~) (~ )  = x~, 

a n + l ' " a p  a l . . . a  n 

p---n 

ct~,~+ 1 . . . ap 

admet la solution unique -R~-n)(x[a,+~, kn+~; . . . ;  ap, kp), il r6sul~e que l'on a 

7~ 

a! �9 ct n 
(I 5 bis) 

L'6quation (I5) de d~finition est done 6quivalente au syst~me 

1 

R~) (x I -~, kl) = x~, 

1 
j / ~ ( m  2 ) ( x l  t~l, k l ;  it2, ]g2) = /~(m l ) ( x l  0~1, k l ) ,  

cf 2 
(i6) 

! 

~ _  ~ ( ~ ) ( X  lo l l ,  k l ;  . . . ;  t~io , ]~p)- - -~(~P-1)  (X !(~1, k l ;  "" "; " p - - 1 ,  k~--1). 
ap 

On dSduit par d6rivation de (15) 

d R~ / (x) d" R~)(x) 
d x  - -  m R ~ ) - - l ( x ) '  " " " d x "  - -  m ( , n - - i ) . .  ( m - - , , + 1 )  R ~ ) _ , ( x ) ,  

et si l'on applique la formule de Taylor 

h" d'R~)(x) 
R~ ) (x + h) = ~,! dx" 

" ~ 0  

Pour h = a p ,  l'6quation (17) devient, 

syst~me (I6), 

~ 0  

compte tenu de la dernibre dquation du 
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/~(m p) (X) "t- k,  -[-I \ \ I  ] ~ '  Rl~)l(x) + 

Rodolphe Raclis. 

+ ( : )  g~t~ ' )  (X)) : "(~P'--I' (X) , 

relation de rdeurrence analogue ~ (3)- 

(~8) 

De l'dquation (x I) et de la derni~re ~qua~ion du syst~me (~6) on d~dui~ pour 

B~)(x) la forme remarquable 

/~(m p) (X I {Z,, ]C 1 ; . . .  ; ~',, )~p) = Z A ]~(,--1)(X i gl ,  ]C1 ; " ' '  ; " p - l ,  kp --l), (i9) 

et de proche en proche 

R~) (x I =~, k,; . . . ;  , , ,  k,) . . . .  ~ '  ~ T ]  " \ k t -~I  ] A . - . A  x". 

Mais les diffdrences d'ordre plus grand que m de x ~ sont identiquement nulles 

et la derni~re formule devient 

l ~ ( x l ~ , , k , ;  . . . ;  ~ , , k , ) -  N , ~ k , + i /  ~ k , + i /  A .  � 9  
ap al 

(I 9 bis) 

off le signe ~ s'~tend s routes les Valeurs enti~res non ndga~ives des vi dont la 

somme ux + v~ + "'" + v~ ~ m. Par exemple, 

R(3> (x) = i, R?) (x) = y, ~" ~" x - -  k , + l  " 

On voit sur la formule (I9 bis) que le polynome R~)(x) est homog~ne et de 

degrg m par rapport .~ x et a~, a ~ , . . . ,  ap; il est symd~rique par rapport aux a, 

k, 
et par rapport aux k, ~ '  la formule (I9) montre qu'il est de degr6 m par rapport 

kp 

k~ -]- I 

Soi~ ~(x) un polynome arbi~rMre de degr6 m e t  posons 
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~ 9 ( 1 )  ( X )  

(x + h) --~ ~0 (x + R(~)(h)) : -  ~0 (x) R~) (h) + --  R~n) (h) + ..- + 
I 

+ .~)t~(m_ ~ ,  R(~)(h). (20) 

Appliquons aux deux membres l 'op6ration _A_ par rapport  ~ la variable h, 
a i  �9 �9 . a p  

r h �9 r h~ f~V(x+h)--~(x)~+ + + ~ !  = r  
a t  . � 9  a p  I 

Mais il existe un polynome unique F(x) qui satisfait  s l '6quation 

F(x) = ~ (x), 
a t  . .  �9 a p  

d'ofi il r6sulte que la solution de la derni~re 6quation est le polynome F(x)  donn6 

par (2o). En par~ieulier pour  ~ (x ) - -x  m, on a 

R~) (x + h) = (x + R(v)(h)) ~, 

qui est, sous forme symbolique, la formule (I7). Si l 'on applique maintenan~ 

l 'op6ration A _  aux deux membres de (20) par rapport  ~ la variable x, on a 
a l  �9 . �9 a p  

P P 

_/~ F (x + h) ---- R~)(h) fl~_ 9 (x) + - -  
a i �9 . �9 t r p  a x . , . a l O  

R (~)(h~ ~ .R~)(h) J, 

Mais le premier membre est 6gal s 9(x+h) ef~ nous obtenons la formule sommatoire 

(x + h) = • R)!. 
(h) 

! ~ ~(')(x), (2~) 
�9 - - 0  a l  . �9 . a p  

qui donne le d6veloppement d 'un polynome arbRraire 9(x+h),  de degr6 m, en 

s6rie de polynomes R(v)(h), v = o ,  I , . . . ,  m. En changeant  un peu les notations,  

(2I) s'6crit encore 

R(")(h) ,, 
_P(x + h) 

et si l 'on pose F ( x ) =  R~)(x), p>n,  compte tenu de l '6quation (I 5 bis), on obtient  
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I ~ ) ( x + h l a  ~, k~; . . . ;  a~,, kv)= ~ ( : )  R~)(hla ~, kl; . . . ;  a,,, k,). 
~ 0  't -- ! 

R(v- , , )  (x I a=+~, k,~+~" �9 % ,  kv), (22) 

ou sous forme symbolique 

R~) (x + h) --  (R (~) (h) + R (v-') (x)) ~, 

relation qui montre que les polynomes R~)(x)sont des polynomes d'interpolation) 

On ddduit la relation plus gdndrale 

~(m p) ( /1  -~ X,  -1- " " " -~ X,) = (~(P ' ) (Xl)  Jr R (p~) (x2) + "  -~ 1~ (~,) (x,)) m, 

off les entiers non ndgatifs Pi ont une somme 

Pl +P~+ " + P , : P .  

En partieulier pour n : I ,  

kp). 
~--'0 

Si l'on pose R~)(o]a~, kt; . . . ;  av, k v ) :  R?)(ax, k~; . . .; av, kv) et l'on fair en 

(x7) et (I8) X=O, on obtient 

((:)o ,(., 

ou sous forme symbolique, 

R~) (h) = (h + R(v))~, 

+ + . . .  + (m),n (~m l~(~ = ]~(m~' - l ) '  

(23) 

(24) 

On peut donc ddfinir le polynome R~)(h) par l'dquation (23), aprSs avoir ddter- 

minds les hombres R~) par la relation de rdeurrenee (24). 

t Cf. REN'I~ LAORANOE, Mdmoire sur les suites de polynome.~, Act:t mathemat ica ,  T. 5 E, 1928, 

pag. 2 o l - - 3 o  9. 
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Th~or~mes de multiplicatio~ de l 'arffament. Considdrons l'~quution 

i ) ( , ) 
+ a~[at ,-- ,  a~, k~;. . . ;  av, kv -~B~) x la t ,  k~ k~ - - ,  a~, k~; . . . ;  % ,  k~ -=- 

= (~l + I)/~(m~-~)(X!ae, ]c,~; . . . ;  a , , kv ) ;  

multiplions les deux membres par k~ eL ch~ngeons x en --x,  

i ) ( , ) 
, - - ,  a~,]~; . . . ;  av, k v -C R ~  ) a ~ - - x l a t , - - , a ~ , k ~ ; . . . ;  ap, kp 

k~ k~ 

= (kl .  ~_ ] ) l ~ p - - 1 ) ( - - X  1"2, ]~2; ~ "; {~,  ~P)" 

Mais le polynome au second membre est homog~ne et de degrd m par rapport 

~, x et  a ~ , . . . ,  a v e t  l'~quation s'gcriL encore 

( ~ ) - - ,  a2, k2; . . . ;  av ,  kv + 

( , ) 

- (~ + i) I ~ ) ( x  I - -~, ~ ; . . . ;  - - , ,  k,), 

d'ofi l'on d~duit l ' idenfi~ 

( i ) 
(--i~"R(v) at--xla~, -- ,  a~, k~; . . . ;  a v ,  kp. - -  + m k l  

= n ( ~  m ) ( x ] ~ l ,  ]~1; - -  ~ , ,  ~2; �9  "; - - " P ,  ]~ ) ,  

car les deux polynomes satisfont ~ la mgme ~quation. On change x en --x,  at 

en - -a  t eL compte tenu de l'homog~n~it~ de /~)(x),  

( , ) 
kl 

MMs le polynome R~)(x) est sym6trique par rapport aux p couples de lettres 

(a l ,  kt),  . . . ,  (av, kv), donc 

( ~ ~ ) R ~  ~ - - , - - ,  I - . , ,  ~ ,  - ~ ,  k~' "~' k~ ; . . . ;  . . , ~ .  = R~)(xl.~,  k ~ ; . . . ;  ~,, ~), 

3 8 -  29764.  Acta mathematica. 55. I m p r i m 6  Io 8 aof i t  1980. 
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et si n est un entier plus petit que p, 

k~'I I ) ~1~ - - "  " " " 
�9 ; - - a n ,  ~ ,  {Zn+l, kn+l; . . . ;  aV, kp 

= n ~  (~ I ~ ,  ~ ; . . . ;  ~ ,  ~). 

En par~ieulier pour n-~p, compte tenu de l'homogdndit~ de R~)(x), 

( I , ~ )  : ( "  I)m/~(~)(X [ ~1 k l ; "  (Zp, ] C p ) ( 2 6 )  R~) ~ , +  + . . - x l . ~ ,  k ~ ' ;  ~" . . . . .  ' " 

I 
Si l'on pose x - = -  (a~+... +av) et ensuite x = o ,  on obtient 

2 

' 2 [(ZI' - - "  " ' k l '  "; ~p, = ( - -  I~m/~(P)" m g l -~  "'') "~-gP ]ff l ,  ~1", � 9  ; iffP, ~ , 

kl ~ . . . ~  1} .L~ m t 1~ "" "; qP~ 

Soit /, un entier positif et consid6rons le polynome 

I + kl g,n x + va l  a 

't'~O 

, --(--kl)';  as, ks; . . . ;  av, kv). 

On ddduit d'abord 

k~+I 

et ensuite, l'identit~ 

P(x)  = R~)(x  I - , ,  k l ; , , s ,  k s ; . . . ;  , ~ , ,  ~,) 

car les deux polynomes satisfont s la mgme ~quation; si l 'on remplace x par 

/.tx~ on a 

~0 

\ cf. .  
+ 

/ 

+k~ ~ k~; ,~, k~; . . . -  ~ ,  k~ . (27) 
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SoR n u n  entier positif plus pet i t  que p e t  soient th,  . . . ,  tt,, des entiers positifs 

quelconques; on d6duit de (27) , par sym6trie, 

tjq__ 1 /z~,l--I 

E - F, ( - ~ , ) '  . . . .  ( - ~ . ) . . ~ ,  (x 
~'~ O r ~O 

+ v 1 ~-' + + , . -  I~,, - ( - k , ) . , ;  . . . ;  
tq tt,~ 

C o n , - - ( - - ] C n ) ~ u n ;  ~ n + l ,  ] C n + l ;  , . . ;  C~p, ] C p ) : :  

, -  (-k,).,..~ +k, ' --(-- k"~'" Ir ( ~ 1 ~ ' ' ~  + ~ . .  "" 
�9 1 k l ;  " " ' ;  /zn-- ' ] t 'n;  

(I'd't-l-I, ] ~ n - ] - l ; , . . ;  a p ,  k ~ ) ,  ( 2 8 )  

En (28) on a la formule de multiplication pour le polynome B~)(x); lorsque les 

entiers tti sont impairs, (28) prend une forme plus simple d6duit  de (28) en rem- 

plagant --(--ki)"i  par k~;. Dans  le cas particulier n = p  et #~=/,~ . . . . .  t % = #  

off tt est impair, (28) devient 

( ) y . . . .  y ,  ( -  ~:,), .... ( -  k,),, I~)  x + ":-"~ + + ' " ' t . , ,  k,,; . . . ;  , , ,  ~-~ = r 
~,--0  l ' p = 0  

I + I + 
~" ~ (~x I -,, k,; ...; ~,, ~.~). = tL-'~ i + kl  " l q- kp (29) 

4. Polynomes  d 'o rd re  n6ga t i f  - -p .  Posons,  par d6finition, 

1~) (x) = ~ .  

Nous avons d6fini le polynome d'ordre positif  p par l '6quation 

P 

a l  . .  �9 a p  

et nous convenons 

aussi par l '6quation 

d 'exprimer la d@endance entre les polynomes x m et R~)(x) 

R(,nV) (x) --- _/~ x m. (x 5 ter) 
al  �9 �9 �9 a p  

L'6quat ion (x5) exprime que le polynome x m est le r6sultat  de l 'opdration 
10 

directe fl~_ appliqu6e au polynome R~)(x), tandisque l '6quation (I 5 ter) exprime 
at �9 . �9 ala 
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- -p  

que le polynome R~ ) (x) es~ le r4sultat de l'op4ration inverse ~/~ appliqu4e an 
a ~ . . .  ~p 

polynome xm; au fond, l'~quation (I5 ter) n'est qu'une forme symbolique de 
- - p  

l'4quation (I5) et elle pourrait servir s d6finir l'opdration inverse ~_. 
etl . . . ap 

En changeant duns la derni~re 4quation p en --p, nous sommes tout natu- 

rellement conduits s d4finir le polynome d'ordre ndgatif --p, par i'4quation 

P 
~ )  (x ( ~,, ~ ; . . . ;  , , ,  k,) = ~ x~, (30) 

~1 * - - try 

q u i  e x p r i m e  q u e  l e  p o l y n o m e  R ( j  v) ( x )  e s t  l e  r d s u l t a t  d e  l ' o p e r a t i o n  d i r e c t e  ~ _  
cq . . . (zp 

appliqu6e au polynome x% Le polynome R(m-P)(x) est 4videmment la solution 

polynomial e unique de l'4quation (30); il est  de degr4 m; homogbne et de degr4 

m par rapport ~ x e t  a,, . . . ,  av; sym4trique par rapport aux p couples de lettres 

(a,, k~),..., (~, ~). 
1 

Appliquons aux deux membres de (3 o) l'op4ration j ~ ,  
( r p + l  

1 p + l  
_ ~ _  1~(~ --p)  ( X  I g l ,  ~1;  " " *; t iT ,  ~ ) )  = ~ -  x m  = ~[~(m - ' - 1 )  (X l g l ,  )~l;  ""  "; g , + l ,  ] ~ , + 1 ) ,  
alo+l a, . . .  a~_}_ 1 

et si l'on r4pbte l'op4ration 

y~ n( j ) (x  I ~, ~, ; . . . ;  -~, ~ )  R~-~)(x I ~, k~;...; ~§ ~+~) 
up+ 1 �9 . . u p +  n 

d'ofi il r4sulte que l'4quation 

n 

I~(P~ ) ( x ] { ~ l ,  ~1;  "" "; (Zp, ~p )  = R(P~ - n ) ( x l ~ n + l ,  ~ n + l ; .  * . ;  t~p, ~p)  
al 

4tablie pour n<p ,  subsiste pour n-->p et prend, duns ce cas, la forme 

,~-v ~' te~) k ~ ; "  k2,)=- f~ R~) (~ I ~ ,  ~ , , . . . ;  ~ ,  ~ )  = ~/~ ~ (x I ~,, � 9  ~ ,  
al . . . a n t~p+ 1 . . . a  n th . . . a~ 

n- -T  

= y ~  x~  = R~  -n) (x I ~ + 1 ,  k~+l, . . .  ; ~ ,  k;~). 
Up+ 1 . . .  a n 
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En particulier, 

6quivalent 

l'~quation de d~finition (3 o) peut ~tre remplac~e par le syst~me 

1 
]~(m -1) (X [(~I, ki) = J ~  Xm, 

1 
/~(yt -2) (X I g l ,  k l ;  g2, k2) = ~ R(~t -1) (x I g , ,  ~1) 

~2 

1 

R(~-v-1)(x ] ~,, kl ;  "" "; (~0-{-1,)~10-{-1)= J ~  R(~--v)(x ] ~1, ka ; . . . ;  .~, kp): 
ap+l 

(3 x) 

Reprenons l'dquation (22) en modifiant un peu les notations, n et p 6rant 

deux entiers posRifs 

/ ~ + P ) ( x ~ - h [ ( ~ l ,  ]gl; � 9  o~p+n, lOp+n) ~-- 

= ~o(:)R(')(h,a,,k,;...;%,k,)R(~)_,(x,a,+,,k,+,;...;a,+,~,k,+n)= (22bis) 

2v 
et appliquons aux deux membres l'op6ra*ion j ~  par rapport '~ la variable h, 

(*+  h . . . ;  = 

=~(~) l~("-P)(h[gl , ]g l ; . . . ;cgp,~ , ) I~(~L,(x]~,+l ,k ,+l; . . . ;q lo+n,k ,+n) ,  (3 2) 

2n 
et si 1'on applique aux deux membres de (32) l'opdration _A_ par rapport ~, la 

�9 ala+l �9 . . ayTn, apT1 �9 a~+ u 
variable x, 

kv+.). (33) 
~ 0  

Les formules (22 bis), (32) .et (33) montrent que sous forme symbolique, 

l'~quation 

~-- [ /~ (P) (h lg l ;  ]gl . . . .  ; "lo, ~p)~- R(n)( xiO~p+l; ]g ,+l ;  . . . ;  ~'pTn, ~pTn)] m 

est vraie pour les valeurs enti~res de n et p, positives ou ndgatives. 
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Signalons quelques cas particuliers; faisons en (32) n = o ,  

R~,, (x§ ~ , ;  ~ o,,  ~,~ ~= ~, ( : ) h m ~  R~,, (x o,,kl~ ~ o,, ~,), ~34) 
"Iv--0 

ou sous forme symbolique 

~ ) ( x - ~  h l-~, k , : . . . ;  ~,, ~ , ) - - [h+~(- , ) (x  I~,, k , ; . . . ; ~ , ,  k,)]~. 

Faisons en (32) n-~p, avrl=al ,  kv+l=k~, . . . ,  a2v=av, k2v=kp, 

(x+ h) m = ~ ( : ) R (  - ' ) ( h l a , , k , ; . . . ;  av, k v )R~!_ , ( x :a , , k l ; . . . ;  %, kv), (35) 

qui pour h = o  devient, en posant 

R(-,)  (o I - , ,  k l ; . . . ;  ~ ,  k,) -- ~(-,~ (~,, k , ; . . . ;  -v, k,), 

x m - - -  

~ 0  

qui est une relation de r~eurrenee entre les polynomes RT)(x) du m~me ordre 

posi~if p. 

Si l'on pose x = o  et remplaee h per x dans l'dquation (35), on aura 

x m  ~ 

,~,~o 

qui esg une relugion de r~eurrenee entre les polynomes R~-P)(x), du mgme ordre 

n~gatif - -  p. 

Les deux derni~res 6quations montrent que le polynome R (p) (xla kt; �9 av, kv) 'm  V " I  1_~ � 9  "~ 

s'exprime ~ l'aide de x et des nombres R(-V)(at, k l ; . . . ;  ap, kv) exaetement de la 

mSme mani8re que le polynome R(m-*) (x I a~, k~ ; . . . ;  av, kp) s'exprime ~ l'aide de x 

et des hombres R~)(al, ks; . . . ;  av, kv). 

L'gquation (34) montre que le polynome R ~ ) ( x )  s'exprime s l'aide des 

nombres R! --~) de la m8me mani~re que le polynome R~)(x) ~ l'aide des hom- 

bres R~). 
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Pour x = o ,  (36) ou (37) devient une relation de rdeurrence entre les nom- 

bres R~) et R(~ ~ )  , 

/ ,,o:o, 
�9 = 0  o , / > o .  

(37 bis) 

Si l'on tien~ compte des relations 

d x ~ 

d x ~ 

- ~  ( ~ - i ) . .  ( ~ - ~ +  , ) R ~ ) ( x ) ,  

- m ira-- i ) . . .  (m--v+ i) ~(m~P ) (x), 

les 6quations (36) et (37) deviennen~ 

/~(,-p) d r /~ )  (x) 
~ ~ - ~ ,  

~=0  
~-, ; i  dx; -- x", 
' v ~ O  

relations qui montrent que le polynome /t~)(x), d'ordre positif ou n6gatif, est la 

solution rationnelle unique d'une 6quation diff6rentielle s coefficients constants. 
P 

Si l'on applique l'op6ration _A_ aux deux membres de (19 bis), on trouve 
61 . . .  [~p 

que le polynome d'ordre n6gatif (--p) satisfait s l'6quation 

x ' ~ = ~ k , + ~  y '~k ,+~  ! 
VP ~t 
A . . - / ~  R(~-,) (xl~l, k l , . . . ,  ~,, k,), 
ap at 

off le signe 2~ s'6tend aux valeurs enti~res non ndgatives des vl dont la somme 

v, +v~+ . ' .  +vp < m .  

5. Fonctions g6n6ratrices. Soit f(x) une fonction analytique holomorphe 

dans le voisinage de l'origine 

f (x )  = F~ WV. x 

P 
et appliquons aux deux membres l'op6ration _A_, 

a l  �9 . .  ap 
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~ ~ ' ) ( o )  
f (x)  = ~, ~ - .  R(- ~ (xl. , ,  k i , . . .  =~, ~), 

a I . . . r  ~ ' = 0  

(3s) 

d6veloppement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et des a~. 

Nous avons en (38) la moyenne d'ordre p d'une fone~ion f(x),  exprim6e s l'aide 

de ses d6riv6es. Dans le cas partieulier f ( x ) = e  tz, (38) devient 

�9 ~ t ~ R ~ ) ( x l , ~ , , k , ;  . ; ap ,k~) ,  (39) kl e t ~' + I .. k vet"p + I et ~ = ~ ~. . .  
k~+I kp+ I 

'V=0 

s6rie convergente pour routes les valeurs de x e t t .  

Nous avons au premier membre la fonction g6n6ratriee des polynomes 

R(, -p) (x) d'ordre n6gatif --p. En particulier pour x----o,'on obtient la fonc~ion 

g6n6ratrice des hombres R (  -p} 

kl et~, + I . kp et% + I ~ 
Ill + I  "" ] C p ~ I  - -  ~ vlt" R(-P), (~1' ~1 ; ' "  .,* % ,  ki), (39 bis) 

'v~0 

Je dis que la fonetion g6n6ratrice des nombres R~) est la r6eiproque de (39 bis), 

e'est-~-dire 

k l + I  kp+I  | 
]gl etax "J- I k p e t a p + i  - - - Z  R~P) (~ " "';0fP')~P)' (.4 ~ bis)  

~ 0  

s6rie couvergente pour t suffisamment petit. En effet, multiplions les deux der- 
o, 

meres 6quati0ns 

I = ~ ~ R ) R (p) 
a'=O dtt=O 

t~ 
Compt e tenu de (37 bis), le coefficient de N e s t  6gal s z6ro 

['unR6 pour v = o  et la formule (40 bis) est 6tablie. 

Si l'on multiplie (4o bis) par l'6quation 

pour v >  I, 4gal s 

| t" 
e tZ= ~_~ ~ x ", 

~ ' ~ 0  

on obtien~ au premier membre la fonct ion g6n6ratrice des polynomes R~P)(x) 

d'ordre positif p, 
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kj + I k v + I 
kl e ta' + I kp et"p + i E ~, __ 

r . ~.R~_)- 
*,=0 ,u=O 

=y, , ! t .  n~)(x I , , ,  k~; . .  . ;  , , , ,  k~). (40) 

On peut arriver plus directemen~ s l'~quation (40) en d6veloppant le premier 

membre, qui est une fonction holomorphe autour de l'origine, en sdrie entigre 

par rappor$ '~ la variable t, 

. . . . .  ~ t ~ 

_ k ,  + ~ k,, + ,  r = ~ ,, i ~" (x). k~ d", + 1  kpd% + 1  
~ 0  

P 

On applique aux deux membres l'op6ration _/~ par rapport ~, la variable x, 
at �9 �9 �9 ap 

t~ p +== ~; - i  A_ p. (x)  
�9 ~ 0  . a l . . . a p  

d'ofi l'on d6duit par identification avee le d6veloppement en s6rie enti~re de d ~', 

P 

A _  P ,  ( x )=  x ~, 
a ~  . . .  ap 

t ' .  (.~:) =- n ? ) ( x  I ~,,  k, ; . . . ;  ~ ,  k~). 

6. Cas particulier. Supposons al=a,,  . . . . .  ap=a,  kt=k,,  . . . . .  k v = k  et 

d6signons par B(~)(x ]a, k) et B(~7-P)(x l a, k) les polynomes d'ordre positif p ou n6- 

gatif --p, dans ee eas par~ieulier. Les fonetions g6n6ratriees (39) et (4o) devi- 

ennent 

k nF~) (x [ ,, k) (4,) d- + co 
I t" 

k + l  \ 7 ,  | t" 
]vet. A_l ]1 e rx = Z v ! R ~  ) (x  :a, k). (4 2 ) 

D6rivons ( 4 2 ) p a r  rapport ~ t 

X ( k d _ _ ~  k+ I  \Pe ~-" p a k [  k + l  \p+l | t'Riv) (x), k47~,k~oT,)  ~(x,o)= y,~! ,~, 
' v . ~ O  

39 - -  2 9 7 6 4 .  Ae ta  malthematt:ea. 55 .  I m p r i m 6  ]o 8 aof l t  1930 .  
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p a k  | t" ~ t~nlv) (x), 
k+~ F, ~ R T + ' ( x + . )  = F, V.-'.+~ 

v:O 'v~O 

d'ofi l 'on d~duit par identification 

p a  k R~+I ) ( x +  a) = R(p) Cx~ x R~)(x) - V+ ~ .+1, ,, 

ou encore, compte tenu de 

k R? +,) (x + .) + R~ +1) (x) = (k + ,  ) ~?) (x), 

/ ~ +  1 )  (X)=-- ]r [R~) I(X) --(X--p q.) R~ ) (X)]. (43) 

P o u r p - ~ I  et p-~2 on a 

. . . .  k+ ~ s ( - x )  1-' 
I~)(X)__ - k-{-I [I~I)+I(X)__(X__ff,)]~I)(X)]= ff-- Z 8! -~)+'(x)DSx(X--a)' 

if, $~o 

~ )  (x)=  k + i  [R~+) , (~ ) - (x -  ~ ,)R~> (/)] = 
2g 

= (]r I) '  I ~ ( - - I )  2.s 
~t R~)+,(~)Di(~-- , ) (x--~,) .  

Je  dig qu'en gdn~rul, 

(k--~--I) p I ~ ( - - I '  p-s R~+I) (X)~ ~ i ~  ;i ~(:)+,(x)D~(~-- ,) . . . (~--v,) .  (44) 

En effet, (44) est vraie pour p = I  et p : 2 ;  

(43) donne 

R~,+~)(x)- v ~ -  ( v - 1 ) ! ~ o  ~! " 

et si l'on groupe les termes 

supposons-la vraie jusqu's (p-- l ) ;  

[/~(1) (X)--(X--pff) R(i)+~ (x)] D~ (x--a)... (x--pa + a), �9 t ~+1+8 
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~k+ I~P___I ~(--I)P- 'R(I)  ' (X~ 
~,~+') (x)= i - / p! - - i . ~ -  "*." " 

S = 0  

�9 [(x--p a) n i (x--~,)... (x- -p  a + a) + s D7-~1 (x--a) . . .  (x- -p  a + a)] 

eL compte tenu de la formule de Leibniz 

~(--I)P--'n(*). (X~ nsx(x--ff.)...(x-.poO, c.q.f .d.  ~'--+1)(X)= ~ ~  0f ] p! ,=0 8l ,+,, t 

La formule (44) mon~re que le polynome R! p+I) (x) est une somme lin6aire 

de polynomes du premier ordre R (1) (x~ s = o ,  I .,p. 

Une autre expression remarquable de R(P+X)(~/ se d6duit de (19), 

~(mP+I)(x) : 'v=O i ~+ I ] a 

En effet, (4S) est vruie pour p ~ o ,  car elle se r6dui~ s (4); en la supposant vmie 

pour p ,  la formule (19) donne 

R~+:)(x)= \ k + x /  ,=0~ ~ + I /  
�9 f ~ O  ~ a 

r = 0  $ ~ 0  

eL si l 'on pose r + s ~ v ,  le coefficient de ~ k + I ]  est 

�9 ( ; )  ) Z s +  ~_~ s p _-- v + p + I  = v + p + I  , 
,=o P = v \ p + I  

j~(m~+2)(X) = ~ ~--]C"~ tl ~Y+p + I)Z~;~m. c . q . f . d .  
\ k + t ]  X p + i  

8 = 0  a 

Ddrivons main tenant  la fonetion g6n6ratrice (4 I) des polynomes d'ordre n6- 

gafif, 

x k f o + ,  , e ~ + p ( k e o +  ~ ~ ,  k~ e(~+o~=Zv. , + ~ , ,  R(-~)(x~, 
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.t_ R(_~) X E ;~./-~--~P)(X)-{- k -~ I  Z ; !  I~(*-p+I)(x-~ g) = Z , !  ,+1 (X), 
�9 ~0 *'--0 v--O 

x R~-~)(/) + ~ + ~ + .) -- R(Z> (.). 

D'autre part, la derni~re ~quation du syst~me (3 I) peut s'4crire encore 

]C I~'-~P-ki) (X "3L ,)-[- n~'PT1)(X)=(]~ AV I) R~--B) (x) 

et si l'on 61imine R(-v+l)(x+a) entre les deux dernibres dquations 

La formule (46) 
et p = 2 ,  on a 

_ p . L  ~+, ( x ) - ( x  + p~) n(-,)(x)]. 

se ddduiB de (43) par le changement de p e n  --p. 

n(0) (x) = k +  ! [n(:;~,)(~)-(x + .)  n~-~)(~)1, - - g  

n!_,) (~) = k +  ,_ [n~_;i ) {~)_ (x + ~ .) ~( ,,> (~)] 
- - 2 g  

(--l)(w } et si l'on 6Iimine R(=-l}{x) e t  //',+x ) 

x ' =  ~ I 2i ~ - s  - "+. (x) D i ( x + . ) ( ~  

Je dis qu'en g6ndral 

n<,+i> (x) + (x + ~) (x + 2 .) ~!-~> (x)], 

"t- 205). 

La  

plugons en (47) le polynome R(~)(x) par son expression a~duite de (46), 

8=0 

formule est vraie pour T = I  et p - -2 ;  supposons la vraie jusqu% p et rein- 

(46) 

Pour p =  I 

R (-~) (X) - -  ~ + I ~-t-S In (--~1) ( x ) -  (x + p .  + .)  R( - -~  1) (x)]. 
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(47) devient 

X * ~  ( k : i ) P + l  I ~ ( - - I )  s§ 

-- (p~- I)! ,=o- -  8! . . . .  

�9 [Ir > (X) -  (X "~-~O Of -~ Of) /~ (~1) (X)]  /~x (X .~L ~) . . .  (X -[-p Of) 

309 

et si l'on groupe les termes 

Of (p-~ I)] (x-FOf)"(x-~-POf-[-Of)I~O"-'P--1)(x) + 

+ (-~)"+~I~!_+~,>(x)D:ix+Of) (x+p.)+ ~'~+)~'  R(-~-,>(x) p[ ~+s+l " 

�9 [(8 + I ) n~  (x -{- Of)... (x ~-p Of) -{- (x ~-p Of -~ Of) .D~ +1 (x -[- a)-- .  (x -{-~) Of)]). 
] 

La derni~re parenth~se est ~gale s D~ +l(x § a).-. (x + p a + a), 

, . 

~ T J .  (p_{_i)!s :  0 5) i l~O-~-sl)(oC)J~x(X-~-a)'"(X-~-pa-[-g ). c . q . f . d .  

La formule (47) est une relation de r~currence entre les polynomes du m~me 

ordre n~gatif --p. 

On 6tablit de la mgme mani~re la formule plus g~n~rale 

- - i  g [k+l~q p[ ~ (__si[)'R(~_q)(x)i)~(x+pa+of)...(x+pa+qa), (48) Ir (x)-: ~-~-1 (pu q)! .=o 

qui donne le polynome d'ordre ndgatif - - p e n  fonction des polynomes d'ordre 

- - p - - q  et qui se rdduit, pour p ~ o ,  s (47). 

7. Polynomes d 'ordre continu. D~signons par p une variable continue, 

r~elle ou eomplexe et eonsiddrons la fonetion 

k d = + l  

qui est hol0morphe autour du point t = o ;  son d~veloppement en s6rie enti~re est 

de la forme 
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k + I ~P a 1 a~ t~ a ,  = ~ +  ~ . t +  + . . - +  t ' + . .  k ~  o + ~/  ~. ~[ , 

les coefficients as @~nt des fonetions de a, k et p. Multiplions-la par la s~rie 

x ~ t~ x" e t~=~+ -xt + 2! I -1- " " " qt- ~ .  t" '1- " " " 

On obtient un d~veloppement de la forme 

k - 4 - I  \ v  t 
k e a  -4- I )  - - I  + -I (x) + ~ . . B ;  p>(x)-{- - - .  + ~.1 n ~  ) (x )J r  . . .  (49) 

dans lequel R~)(x) est le polynome de degr~ v 

() 
~ = o  tt 

ce polynome sera dit, par d~finition, polynome de degr~ v et d'ordre continu p. 

D~rivons les deux membres de (49) par rapport s x, 

k + ,  ) ;  = t , ,dn~)(x) 
t k ~ -  I e t : = ~ v [  d x - - - '  

"t'~ l 

= : t,+' dn?)+,(x) 
t'~-{-1 ~ ) ( X ) =  Z 
7 .  (, + ,)! dx 

v~O ~ 0  

et par identification 

d R  (~) (x) ~'+1 
d x  --  (~' + I) R ?  ) (x). (50) 

Considdrons l'identit~ 

) ) ]g[  ~-~- I . p+l  [. k J -  I ~ + l e t x - - ( ~ - ~ -  l)  et a 
~ke  ta-~ I e t(z+a)_{_ ~ke  ta -{- I k .-{- I d z  

et en d~veloppant 

~ t" | t" ~~ t~ 
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et pax consequent 

k R ~ + , ) ( x  + . ) +  ~+ ~)(~)= (k + ,) R~)(~) .  (5,)  

tales 

Les deux 6quations (5 o) et (5 I) montrent que les deux propri6t6s fondamen- 

du polynome d'ordre positif subsistent pour le polynome d'ordre continu. 

Si l'on d6rive (49) par rapport ~ t, compt~ tenu de (51), on obfient 

]~ + ~ fR(~') ( x ~ - ( x - ~ , . ~  1~(~,) (x)], (52) R~+~)(x)-- p .  t .+ , ,  , , ~ / . 

relation identique b~ (43). 

Rempla~ons en (5~) p sueeessivement par p - - r ,  p - - 2 , . . . ;  on d~duit 

[ k +  I~ q I 
~+I) (X)= ~---~-- I P(P--I)'" :(p "3CI--q)" 

. ~  (- I)~-' 
8!  R ( ~ + s l - q ) ( x ) D S x ( x - - p a ) ' " ( x - - p a + q a - - a ) '  (53) 

off p est une variable continue et q un entier positif. 

Faisons en (52), tendre x vers z6ro, 

p a  R ( v + l ) _ v a  R (~) (54) R~)+ *=- k + I ~' - -  ~' " . 

On a R(o v ) =  I e t  (54) donne de proehe en proehe 

~ip) __ ]g /~p) __ p .  k (p + I  ) .  -t- p i t  ]g 
k +  I p a, k -~ I ]~ q- 1 ~ I  p a, . . .  

Ces relations montrent  que /~(V)(x) est un polyuome de degT~ v e n  p. 

CHAPITRE II. 

Polynomes B~, q) (x I i f ' l ,  k l  ; ' "  "; l i p ,  ] ~  I ~1,  " " ", ~q  )" 

8. Polyaomes d 'ordre Imsitif (p, q). Soit B(q)(x] # , , . . . ,  flq) le 

Bernoulli-NSrlund de degr~ m e t  d'ordre q et eonsid6rons l'~quation 

polynome 

1o 
_/~ ~'(~)=B~)(~ I ~ : , . . . ,  &). (5 5) 
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II existe un polynome unique qui satisfait s cette ~quation; nous le d~signons 

par l?~,q) (x [ a,, k~;...; av, kv I fl~,..., flq) ou encore par /~,q)(x); il est de d e g r ~  m 
et sera dit d'ordre (p, q). 

q 
Si l'on applique, aux deux membres de (55), l'opdration A ,  on a 

.... ~q 
lo, q 

A_ F(x)=m(m--i)... (m--q+ I)X m-q. (55 bis) 
..... ,% fl .... flq 

La solution polynomiale de (55 bis) est d~terminde "s un polynome de degr5 

(q--I) pros et il convient de d~finir R~,q)(x) par l'~quation (55) ou par le sys- 

t~me ~quivalent d'~quations 

1 

~ R ~ q  (x I~,  k~ I ~, , . . . ,  ~) = B~)(x I ~ , . . . ,  ~),  

1 

R~,~) (x I -~, k,; ,~, k~ ] ~ , , . . . ,  ~) = R~,q)(x [ ~,, k, I ~ , . .  -, ~), a~ (56) 

1 

~ _  ~[~(m ~' q) (X ] ~1, ~1 ; ' ' ' ;  Ofp, ~ ] ~1, " * " ~q) - /~(m p--I '  q) (X [ "1 ,  ~l ; ' ' ' ;  "p--1,  ~p---1 ] ~1, �9 �9 �9 ~q)" 
ap  

Si l'on pose B~,ql(x)=B~)(x), les ~quations (56) s'~crivent 

1 
_~_ ~(~' q) (X [ 0fl, ]~1 ; ' "  "; Ofi, )~f [ ~ l ,  " * �9 ~q) =/~(im --1' q) (X [ 0fl, ~1 ; ' "  "; 1~i--1, ki--I  [ ~ 1 , ' "  ", ~q), 
ai  

i = l , 2 , . . . , p .  

On d~duit par d6rivation de (55) 

d n~, q)(x) d" R~, +> (x) 

et si l'on applique la formule de Taylor 

RP'~q)(x+ h) -  ~ h'd'R~'~)(x) -- ~ ( :  ) h" dx" m - ,  �9 (57)  

�9 =0 ~ 0  

Pour h=a~, compte tenu de la derni~re dquation (56), 
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C'est une relation de rdcurrence avee laquelle on peut calculer les polynomes 

d'ordre (p, q) lorsqu'on connalt  les polynomes d'ordre (p - - i ,  q)i 

De l'dquation (z x) et de la derni~re dquation (55) on d~duit 

I~(P, qi (X I ff'l k l  ; " gio ~ ]gp [ if1, ., ffq) = 

e~ de proche en proehe 

/~(mP 'q)(xl~l ,~l ; . . . ;  ~P,~Plffl,-'',ffq) = 

[--kvCtpl"v ( - - k l a l t " , " P  ,', 
= Z ~  k p ~ - - ]  "'" ~ ~1-1-I ] a~p "'" / ~  (59)  

off le signe ~ si~tend s routes les valeurs entibres non n6gatives des vi dont la 

somme 

v t+v~+ ... + v v g m .  

Par  exemple, 

~ ff~ I q / ~ ' q ' ( x ) = I ,  R?'  q)(x)=B~ ) ( x ) -  ~ ~ . +  - - X - - ~ Z  ~ -  ~ k .g .  

Le polynome B~)(x  [fl~,..., flq) es~ homog~ne eL de degrd m par rapport aux 

variables x, fll . . . .  ,flq; il est  sym~trique par rapport aux i l l , . . . , f lq.  L'dquation 

(59) montre que le polynome l~ ,q ) ( x  I a l ,k i ; ' . . . ;  av, kvlflt,...,flq) est homog~ne et 

de degr4 m par rapport aux variables x, a t , . . . , a p , ~ l  . . . .  ,~q; il est sym~trique 

par rapport aux p couples d e  let~res (a~, kl) . . . .  , (an, kv) et par rapport aux q let- 

k, 
tres ~1,...,flq; i[ est de degr~ m par rapport aux k , +  z 

Soit ~o (x) un polynome de degr~ (m+ q) et posons 

.~(X ~- h) = ~0 (x -[- R (~, q) (h)) = ~0 (x)/~(o p' q) ~- 

_ ~(~+q)  (x) R(  . . . . . .  + ~(1)(x)  R ? , ~ )  (h) + .... + . . . . . .  tn~ 
I (m+ q)! m + q  �9 

(60) 

P 
Appliquons aux deux membres l'opdration ~ par rapport s la variable h, 

ax . . . ap 

40--29764. Aeta math~matica. 55. Imprim6 le 8 aoftt 1930. 
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P 
F ( x  + h)=99 (x) B(o q) (h) + 99(a)(x)B~q)(h) + . . .  + 

al . . . ap I 

99(re+q) (X) B~)+ q (h)= 99 (x -4- B(q)(h)), -}- 99(~I x~) B ~  q) ( h ) §  " § (D~ § q ) '  (6I) 

q 
et ensuite l'opdration /X, toujours par rappor~ ?~ la variable h; en tenant  compte 

. . . .  ~q 
de 

q 
q /~  B~) vI :B~> (h) = o pour v <-- q - -  I, (h) - -  h ̀ '-q pour v > 

. . . .  ~q ~ . . . .  ~q (~2 --  q) l q' 

on a 

l~,q 99(q+1) (X) 9 9 ( r e + q )  ( X )  a m  ~--- 99(q)(X-~ h). . ~ _  F (x § h) = 99(q)(x) I § h + . . .  § 
a . . . .  a p ,  f l  . . . .  f l q  I m ! 

Les trois derni~res 4quations s'~crivent, sous forme symbolique, 

(6~) 

F (z + h) = 99 (~ + ~(.,.)(h)), 
~a 

F ( x  + h) = 99(x + B(q)(h)), 
a I . . .  a p  

ia, q 

F(~  + h) = Cq)(~ + h). 
az � 9  �9 al~, [3~ . . . q q  

I1 existe un polynome unique qui satisfait ~ l'dquation (6I); c'est le. poly- 

nome donn~ par (6o) et qui satisfait ~ (62). Appliquons maintenant, ~ (6o), 
~ , q  P , q  

l'opdration .A_, que nous ddsignons pour abr~ger aussi par _/k, par rapport 

la variable x, 

~o,q p , q  

fl~_ F (x + h) = R(oV, q) (h) fiX_ 99 (x) + 
a l  . . . a p ,  f l j  . . . f l q  

R(P'. q) (h) 
/ ~ ' q )  (h) _ ~  99(1)(x) + + (m+qli ~ 99(m+q)(x)" 

§ . . . m..i-q 

i! 

Mais le premier membre est dgal, en vertu de (62), ~ 9 9 ( q ) ( x §  h) et nous obtenons 

la formule sommatoire 

99(q)(x +h)= y.  ~! ~99( . ) (x) ,  (63) 
~ 0  

qui donne le ddveloppement d'un polynome 99(q)(x§ de degr~ m, en sdrie de 

polynomes R~,q)(h), ~ o ,  i , . . . ,  m + q. 
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On peut arriver plus directement  ~ (63) en par tant  de (58), qui s'6crit sous 

forme symbolique 

]gp ( t~(p,q)(h) _~_ ff, p),n 2 l_/~(mp, q ) ( h ) = ( k l o _ ~ _  i ) / ~ ( m  ~ - 1 '  q) ( h ) ,  

d'ofi l 'on d6duit, q~ (x) dt~nt un  polynome de degr6 (m+ q), 

kv ~ (R(v, q) (h) + av + x) + r (R(v, q) (h) + x ) : ( k p  + I) ~ (R (~-a' q)(h) + x) 

et si r o n  d6veloppe 

m-~-q (p 1 ~+q R (v-l, q)(h) 

Z v! 
�9 =0 % ~=0 

1 1 

On applique suceessivement, aux deux membres, les op6rations _/~ . . . . .  , A_  e~ 
a~.._ 1 at 

1 1 
ensuite les operations A , . . . ,  A ,  par rapport  ~ la variable x, 

~q ~t 

B(: (h) 
m+ql~:'q)(h)z - -- , i " " L ~~ : LA V! ~0( ' ) (X)  ' 

�9 ---0 a j . . .  ala ~ 0  

m+q ll~(p,q)(h) p,q 
v - - j ~  ~0 (v) (X) ~-- q)(q)(X -}- h). 

Y '  0 . . . .  o . . . . .  , , :  . . . .  : ,  
Y~0 

Si l 'on pose r (x) = R ~  +',q+~)(x ] al, ]c 1 ; . ,  " ~io-{-r, k p T r  [ f f l , "  ", ffq4-s), o n  a q "~ �9 

I R (~+r'q+s) (q~ q~( ' ) (x )=(m+q)(m+q--I ) . . . (m+q:v+ ) ~+q_, ~1, 

~ 9 ( q ) ( x ) = ( m  + q ) ( m  -{- q - -  , ) . . .  (m  -{- I) R ~  +r,q+-) (x), 

ia, q 
J~_ qD(')(x)=(m+q)(m+q--x). . '(m--v+ x). 

a , . . .  %,  fl, . . . flq 

�9 /~(mr' s_~ ) (X l 0fp4- , ,  k p + l ; . . . ;  {~pTr, kp+r I f l q + i  . . . .  , f f q + , )  pour v -- m; 

pour m < v < m + q ,  le lbremier membre est ident iquement  ~gal ?r ~dro et (63) de- 

vient 

(m + q). . .  (m + I) R~ +r,q+s) (x+ h)= ~ R~,q)(h) --v-v~- (m + q) . . . (m--v + I) R(~,_~) (x) 

ou encore 
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R ~+',~+~) (x+  h ] ,~,  ~,;..; ,~+~, k~,+,. L ~ , , . . . ,  r - 
o(,:) 

'~0 

�9 R~,,& (x I ~ , + , ,  k , + l ; . . . ;  ~,+,., ~,+~ I ~q+i,..., ~q+~). (64) 

La dernigre relation montre que les polynomes. I I~ ,q)(x)  sont des poiynomes d' in-  

terpolation; sous forme symbolique, elle s'~cri~ 

-~(Pm +r'q+s) (X "{- h) = [R (v,q) (h) + R (~,') (x)] m 

d'ofi l'on d6dui~ la relation plus g6n6rale 

R~,  q) (xl + x ,  + + x,) = (n(~,,q,) (x,) + n(~,, q,) (x~) ~ . . . .  + R(~,, q~) (x,))m 

off les Pi et qj son~ des entiers non ndgatifs qui satisfont aux ~galitds 

pl  + p~ § "'" + p ,=p ,  qt + q2 + "'" + q , = q .  

9. Th6or~mes de multiplication de l 'argument.  Considdrons l'6quation 

( ) i ) 
I'~(l'q)]gl m X'~-gl 10fl' ~1 /~ l , ' ' ' ,~q  -~- XI0fl, ~llffl-, "" ",/)q = 

= ( ~ +  I) B~)(x It~ . . . .  ,flq); 

mul~iplions les deux membres par kt et changeons x en - -x ,  

]Cl='mt~(l'q) .I__X__~I Ig 1,_[~1,...,~q]r -~R2'q)~ if1, "* ",ffq = 

= ( ~  + ~) B~> ( - - x  I ~ , . . . ,  ~). 

Mais le polynome au second membre est homoggne et de degr~ m par rapport 

?~ x e t  ~31,. . . , f lq; la dernigre 6quation s'~crit encore 

)~1 (--I)m/~(i 'q)[gl--X--~llOfl  ' I m  ~ ~-tVl]{~l ' ' "  "'ffq) + 

-~ (--  I) m "R(ml'q) g1-371 ~,~1~, . . . ,  ffq = (~1 + I) B(mq)(x I --{~1, �9 �9 --/~q) ; 
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( ) I 
elle mont~re que le polynome (-- ~)m R~,q) a l - -x  I a~ ,~ lE~, . . . ,  flq safisfai~ ~ la m~me 

~qua~ion que le polynome (~,q) R m (X[ al ,  k I [ - -El ,"  �9 ", --Eq), ils son~ donc iden~iques, 

( i ) (--I)m R(ml 'q )a , -x ]  a,, ~]E~,...,Eq 

~,~) (~--~ I -~,  ~, E,,...,~) 

Considdrons maintenan~ l'dquation 

kv 

= ~(m l'q) (X I gl, ]~1 [ - - E l , ' ' ' ,  --Eq), 

= .~(m l'q) (X ]al ,  ~1 f EI,.- ' . ,  ffq). 

~ * ~  ~ l  ) 

( I ) + ~,~) ~l~,k~;...; ~,~lE,,...,~q = 

= ( ~  + ' ) R(,~v--~;q)(x[a,,kx; ...; av- i ,kv- , lE~ . . . .  ,Eq), 

que l'on peu~ dcrire encore, le polynome au second membre g~an~ homog~ne e~ 

degr6 m par rapport 's x, a l , . . . ,  av---1,fll,...,flq, 

]gP(--I)mR~'q)(qio--X--ff'~[ff'l,]gl;''';ql~,~I ] E I , . . . , E , )  -1- 

= (~l~ Jt - I) /~(m p-'l'q) (X 1 --C~1, ]~l ; ' "  "; --~1~---1, ~i~--1 [ --El . . . .  , --Eq), 

6quation qui montre que les polynomes 

( , ) 
e~ 

R~,q) (x f -~1, ~,:...; -~ , -1 ,  k~-l; ~,, k, I -EJ, �9 �9 -~q) 

son~ iden~iquds, car ils satisfon~ h la m~me ~qua~ion. On d6duig 

] 
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MMs le polynome /~,q)(x) est sym6trique par rapport  aux p couples de lettres 

(gl, k l ) , . . . ,  (a,, k,), 

t~(Pm+r'q) (X---U 1 . . . .  t 
. 

• 
_.k kp+i;.. �9 ~p+r, kp+~ I fll . . . .  ~q - -u~ ,  , . ; . . . ;  - a ~ ,  av+l ,  ., 

= ~+r ,q)  (xl ,~,  ~ ; . . . ; , ~ §  k~+~l ~ , . . . , ~ 0 .  (65) 

D'autre part le polynome B ~  +s) (x ] f l , , . . . ,  flq+s) satisfait ~ 1~ relation 

B~ +") (x--ill . . . . .  ~q I - - ~ 1 ,  . .  ", ---'~q, ffq+l, �9 �9 -, ffq+s) = B(qm+S) ( x  [ ffl  , " " ,  ~q+s).  

On d6duit, des deux dernibres 6quations, la formule g6n6rale 

I . I . 
.~(~m +r'q+s> X - - ~  1 . . . . .  U p - - i f 1  . . . . .  ffq l - - i X l ,  ~ , . . . ;  - - U B , ~ ,  

Up+l, )~p+l ; . . . ;  Up+r,  ]Cla+,. , I - - ~ 1 ,  " " ", - -  ~q '  ~q+I, �9 �9 f fqWs)  = 

_ _  ( p + r , q + s )  . ", (66) 

qui pour r = s = o  se r6duit 

.~(m ~, q) ( a  1 
i , ) 

+ - . .  + , p + ~ , + - - .  + ~ q - x l ~ , , - - . . . ; u ~ , ~ l ~ , , . . . , ~ q  = k~ ' 

= ( - -  I)m-R(mP ,q) (X ] ~1, ~ 1 ; ' " ;  up, ]Cio ] ~ 1 , ' " ,  ~q)" (67) 

I 
Pour x = - (al + "'" + % + fll + " "  + flq) l'6quation (67) se r6duit 

2 

. . . . .  ~ .  I ) 
/~(m~,q) gl + " + ~ p  +2 ~l + +~q lO: l ,  ~ i ' ' ' ' " O f P '  ~ I ~1, " ' ' ,  ~q ~- 

Soit / t u n  entier positif et consid6rons le polynome 

P ( x )  = ~ + k, 

/~--1 s X + 8U I 
�9 Z (--~1) "~(m~'q) ( - - I  \ tt $=0 

,~, - ( -  k,)~; ~ ,  k~;...; ~ ,  k~ I ~ ,  �9 t~q). 
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On dddui~ 

k I "+ I I - - ( - - ' k l )  tt 

= B ( U  ~, ~)(x I~t~,, l~,;...; , ,~ , ,  l~, [~,f l , , . . . ,  ~tflq). 

Le polynome P(x) satisfait ~. la mgme 6quation que le polynome 

et ils son~ iden~iques; si l'on remplace x par ~tx, on a finalemen~ 

( 
8=0 

"' ) 
+ ~ )7 [" ' '  - ( -k , )~ ;  ,~, ~ ; . . . ;  ,~, ~ I~,  .. . ,  ~q = 

- i ~ ,~ )  x , ~ , ~ ; . ~ , k ~ ; . . , ; . . , ~ l ~ , , . . . , ~  �9 (6s) 

Si ~t est un entier positif impair, (68) prend une forme plus simple obtenue en 

rempla?an~ --(--kl)~ par ]d~. 

Soi~ n uu entier positif plus petit ou dgal ~ p et soient ~h,-..,/s,, des 

entiers positifs impairs; on d~duit de (68), par sym~trie, 

y , . -  ~ (-k,)" . . . .  (--k.)'.R~,~) ~ . + ~ - -  + .  +. I~,,~, ' ; . . . ;  
s~ =O Sn=O ~1 ~ n 

, , ,  k:"; , ,+, ,  k,+,; . . . ;  ,~, k~lfl , , . . . ,  fig) = 

I• I+~"R~,~) (xJ"' k,; "" k.,.,,+l k.+, . . . . .  , . . . ; - - - ,  . , ; �9 . . ;  

Mais le polynome B ~ ) ( x [ f l l , . . . ,  f l q )  satisfait ~t l'~quation 
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v,--I Vr - 1  

E E B("'( , ~-',,, 
t,=0 t r -- 0 

+ ' + t"'e" I t i" '" " v ,  " s  = 

_fl;.. 
= , l " " '  Yr B(mq) x t~ l ,  ., - ,  ~,§ . . . ,  ~q , 

off r est un ent;ier positif  p luspe t i t  que ou 6gal s q et v~, . . . ,  v~ des entiers positifs 

que!conques. Des deux derni~res 6quations on d6duit la formule plus gdn6rale 

~--1 /xn--1 ~t--1 Yr - 1  [ " O~n 
E ' E E ' E (--k,) ' .... ( - - k . ) ' . R ~ , ~ ) ~ . + . , " ' + . - . + , % - - +  

/zl # .  
.eV-~ 0 St~ ---0 /t~O triO 

8 
+ t1,1 + 

V 1 

I + ]C~t ' 

I + k  I 

�9 -t- tr ~r~r { Igt' ~ , ; . . . ;  inn, ~nn; "n-t-l, ~n+ l  ; . . .  ; ~p,  kp I ~1,  �9 �9 ", ~ q )  = 

on  
'IV 1 . . . v r R ~  'q) X - - ,  k l , .  . .; - - ,  kn; an+l ,  IOn+l; . . . ;  

" p ,  ~iO I ~1 '  " ' ' '  E--r' ~ r + i , - - . ,  ~ q ) .  
~1 Yr 

(70)  

Nous  avons en (7 o) la formule g6n6rMe de multiplication de l 'argument pour 

le polynome R~,q) (x ) .  Si les entiers positifs #i sont quelconques, on obtient une 

autre formule d6duit~ de (7 o) en remplagan~ les k~; par --(--ki)~'i. Supposons n = p ,  

r = q ,  #t . . . . .  / ~ = v t  . . . . . .  vq----/~, # impair; (7 o) devient 

#--1 it--1 /~--1 #--1 

2 ;  Z Z Z  (-k,), 
s t ~0 **io=0 tl=0 tq~O 

�9 R~,~) ( x  + s--~-gt + " 

�9 ( -  k~)'~. 

+ 3~ Ofp -[- t 1 El + ' ' "  + tq ffq ,["1, ]~4~;...; tip, "'P~ ,I E l , ' ' ' ,  /~q ~ 
I 

- 1 u  ~ ~ , k , ; . . . , ~ , k , , ; ; ,  , 

I +~'#, 
l + ] C  I 

+ ~ . ~  R(~, q ) ( . x  ! . , ,  k, ; . . . ;  .~ ,  k~ I fl,, �9 �9 flq). I + k p - -  . m ,--  (7i)  

Io. Po lynomes  d'ordre n6gatif .  Posons,  par d6finition, 

.~(0, q)(X [ El ,  " �9 ", ffq) = B~) (x  ] f l , , . . . ,  flq). 

Le polynome d'ordre positif  R~,q)(x) a ~t~ d6fini par l'6quation 
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P 

B(V m, e)(x [ a, , k,  ; . . . ;  ap, kv I f l , , . . . ,  flq) = Blq> (x I fl, . . . .  , flq) 
(Z; . . ~ r 

et nous eonvenons d'exprimer la d@endanee entre les polynomes B~,q)(x)et 
B (q) (x) aussi par l'~quation 

- - p  

I~IP '  q> (32) = ~ _  B~ ) ( x ) ,  

---p 

off ~ est le symbole de l'opdration inverse de l'op~ration A_.  Nous sommes 
a ~ . .  . a p  a ~ . . .  a p  

mnsi tout naturellement conduits s dgfinir le polynome d'ordre (--p, q)par l'dqua- 

tion 
P 

R(m-v,q)(x"a, ,kl;  . . . ;  av, kv!fl ,  . . . .  ,flq)=- d%_B~>(xl f l ,  . . . .  ,fie). (72) 
~1. �9 ffp 

= 

Le polynome d'ordre (p,--q) sera d4fini par l'6quation 

A B~,-e> (x [ , , ,  k , ; . . . ;  , , ,  k, I ~ , , . . . ,  f i e ) = ~ +  (x I ~ , , . . - ,  fie), 
~I �9 , �9 f fp  

(73) 

et le polynome d'ordre ( - -p , - -q)  par l'6quation 

Rk-,.--+ (x I~,, ~, ; . . . ;  " , ,  k, I ~ , , . . . ,  ~ q ) = / L  B(g+ (~ I a , , . . . ;  ~+) --  
a , . , ,  a p  

P q n~[ 99/1 P ' q  
= _/~ x ~§ (74) 

=/..; ,~, .<~+ ( , ,+q)i  ~"+~ (re+q)! . . . . . .  ,,~ .... ~e 

1 

Si l'on applique aux deux membres de (72) l'opdration _/L, on a 
a p  ~-1 

1 ~ 1  

R(g,, + (x I-~, k, ; . . . ;  ~ ,  k, I ~,, ..-, ~,) --  ~ B~)(.~ I ~ , . . . ,  ~e)= 
t r p +  1 a I . . .  ttp+ 1 

= R(g,-,.,,)(x I~,, k,; . . . ;  ~,+,, k~+, I ~ , , . . . ,  ~+) 

et l'6quation (7 2) peut 8tre remplac6e par le syst~me ~quivalent 

R(g;- ' ,+ (x [- , ,  k,; . . .; -,+1, ~;+, I ~ , , . . . ,  ~q)= 
1 

= A _  R+, ,+  (x I . , ,  ~, ; . . . ;  ,~,, k, I ~ , , . . . ,  ~) ,  
a i + l  

4 1 - - 2 9 7 6 4 .  A c t a  mathemat lex t .  5 5 .  I m p r l m 6  le  8 ao f i t  1930. 

i = o ,  , , . . . , p .  (75) 
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Si l 'on r6p~e  l 'opgration, on t rouve que l '6quation 

~tablie pour  p<n, subsiste pour p>--n e~ prend, dans ce cas, la forme 

n- -v  P R(m~' q) j ~  R~,q)(x [a,, k i ; . . . ;  %, kv I f l i , . ,  flq) = ~ ~ -  (x) = 
al. . .a n an+l . . .~  p at...a~ 

n--p 

=~B~)(x)=R(mV-',e)(x]~+i,k~+'~; .... ; av, kv]fl, . . . .  ,ffq). (76) 
an + l . . , a:p 

Les formules (75) et (76) sont  vraies aussi p o u r  q entier n6gatif;  e'es~ ce qu'on 

voi.t en r6p6tant les m6mes opdra$ions, mais ~ part ir  de (73), de m6me que le 

syst~me (56) subsiste pour  q entier  ndgatif. 

Consid6rons main~enant l '6quation (64) oh p, q, r, s son~ des entiers positifs 

et  appliquons aux deux membres les op6rations 

2~ 2q 2p  2q 
, %  A A _  A 

par rappor~ ~ la variable h; on obtient  

R(--v+~, q+~} (x + h i a,, k [ ; . . . ;  %+, ,  k~+~ 1 fl,, �9 �9 -, ~q+s) = 

~ 0  

R~_,  (x I a~+~, ; . . . ;  av+,, .., 

que l 'on peu~ ~crire plus bri~vemen$ encore 

~r 

La deuxi~me op6ration donne 

-~(~aTr'--qTS)(X'3L h ) ~  ~ 

~ o  

e~ l a  h'oisi~me 
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R~_,(x). 
v = 0  

Si l'on applique maintenant les m6mes op6rations s (64), mais par rapport  s la 

variable x, on obtient trois 6quations analogues, dans lesquelles p e t  q sont 

positifs et r et s positifs ou n6gatifs. Toutes ees 6quations montrent au fond 

que la formule (64) est vraie pour les valeurs enti~res positives ou ndgatives des 

p, q, r, s; elle eomprend un grand nombre des cas par~iculiers; par exemple pour 

r = s = o  et p, q n6gatifs 

v ~ O  

Pour p = - - r ,  q=--s  et av+~=at, kv+l:k~;. . .;a2v=%, k~v=kv, on a 

~ (x+h)~= ~ R?,q)(h) R~;-q (~) (78) 
~ ' ~ 0  

qui est une relation de r6currence entre les polynomes du m6me ordre (p, q) ou 

( - -p , - -q ) .  En (77) et (78), chacun des entiers p, q est positif ou n~gatif; (78) 

montre qu'il y a r6ciprocit6 entre les polynomes R~,q)(x) et R(--P,-q)(x). Si l'on 

remplace en (78), 

o n  a 

et par r6ciprocit6 

d" R ~ , - ~ )  (~) 
d x" = m (m-- ~)...  (m--~ + ~) R(.:__~;-~)(x), 

,~ R?, q)(h) d" R~, -q) (x )  
;i  dx" 

~ 0  

= ( x + h )  ~, 

~_~ -~;--P'--q) (h) d ~' I~(P m' q) (x) 

vl dx" 
~ 0  

= ( x + h )  ~ . 

Les derni~res relations montrent que le polynome /r q)(x) satisfait ~ une 6qua- 

tion diff6rentielle ~ coefficients constants, p e t  q 6tan~ des entiers positifs ou 

n6gatifs. 

I I. Fonct ions  g6n6ratrices .  Soit f(x) une fonction analytique, holomorphe 

autour de Forigine, 
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f(x)='~f<')(~ v! =z.J~~f<') (~ x ' .  + z=~'~ r(q+') (~ 
~,=0 ~'=0 ~=0 

v! 
x q +  �9 (~ + q) ! 

~, q 
Si l'on applique aux deux membres l'op6ration ~ ,  on a 

a~ . . . ap, fl, . . . flq 

~,q 
A_ 

at . . .  ap, f i t . . .  ~q 
f ( x )  = Z f ( q +  ~') (0)  l~!_p,__q)  (X I ~1 ,  ]~1 ; ' "  " (%P, ~P 1 8 1 , ' "  ~q) 

~ 0  

d6veloppement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et des ai et flj. 

Pour f ( x ) = e  t~, on obtient la fonction g6n6ratrice des polynomes d'ordre n6gatif 
(--p, --q), 

k~ e ta` + i kv etap + I etfl t -  I etflq - -  i e tx 

k I -~ I k p  + I 8it 8q tq 

,, t ~ 
"; ffP, ~'P ] 8 1 , " "  ", ffq), (79)  

sgrie convergente pour routes les valeurs de t et x. La fonction g6n6ratrice des 

polynomes d'ordre positif (p, q) est la r6ciproque de (79), c'est-s 

k 1 + I kv + I 8, 8q tq e th 
k l e t a ' +  I k p e t a p +  I e t { ~ - - i  e t f lq - - I  

t ~ 
- -  E ~ . l ~ ( P ' q ) ( h [ a l , ] C l ;  ' '  -; gp,~pl~l , ' -  ', 8q), (79 bis) 

'v~0 

sgrie convergente pour t suffisammen~ petit. 

nitres 6quations, 

En effet, multiplions les deux der- 

,v=O t*~O 

t~ 
En vertu .de (78), le coefficient de ~. est 6gal s ( x + h ) "  et~ la v6rifieation est faite. 

Pour avoir la fonction g6n6ratriee des polynomes R(~ -p, q)(x), partons de 

t, B~> (x 18,, . . . ,  8~), 8, 8q tqe, x = ~ 
etfl t - -  I et(~q - -  i 

'v=O 
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s6rie convergente  pour  t suff isamment  petit ,  et appl iquons aux deux membres  
p 

l 'op6rat ion _/~ par  rappor t  ~. x, 

k I e ta~ q- I . . .  kv  e t% h- 1 fll flq tq etX ~_ 

k 1 + I kp q- I e t #, - -  I e' flq - -  I 

: ER<-~,  

~ ' ~ 0  

+ (x I-~, k , ; . . . ;  ~,, ~, I#,; . . . ,  #~). (8o) 

On d~duit  eomme plus h a u t  

k 1 +  I k v-[- I C ~ f l ' - I  e t f l q - - I  e tx 

k 1 e tat Jr- I kp etap + I . f i l  flq tq 

o~ 

t" R(~ ,_q) (x [a, k~; .; a~, kp I fl~, .. ., #q). (8o bis) 
~ ' ~ 0  

I2. OIlS par t icu l ie r .  Supposons  el . . . .  .=ap: f l~  . . . . .  flq=~O, k 1 . . . . .  k ~ = k  

et d6signons p a r  R~, q)(xl r k) notre  polynome dans  ce eas particulier.  Les quatre  

derni~res fonet ions g6n6ratriees deviennent  

( k d  ~ + I)~/et~--I\  q . t ~ ~..'R (-y' --q)(X I 0 I, ~), (8I) 
~ ' = 0  

( k e  TM + i \~  [ toJ \9 �9 ~ t~ 

"V=(} 

k + I  ) ~ [ e t ~  q . ~ t ' t t ~ , - q ) ( x l o ,  k), (84) 

Les gquations (8I), (83) et  (84) se d6duisent  de (82) en y remplagant  '(p, q) par  

(--/9,--q),  (--/9, q) et  (p , - -q )  respect ivement .  

D6rivons (82) par  r appor t  s t ,  
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( ) ( ) )~§ I 1~ / to)  ~q t* p k o )  ]~§ I 1 ~ + 1 1 _ _ _ _ ~  et(x+c~ 
X ket(o§ I ~ j ~ j  e ]g§ ]getm§ ~eta)-I/ 

qt k+I_i)v to) q~x 
+ ~,kr ( ~ i )  ~ -  

ql  ~§ I ~Pl tOJ ~q+l 
t ~il ~J~iil 

| t ~ 
= t t ( ' ,  + (x) .  

q~=O 

§ 

On d6duit, compte tenu de (82), 

oo oo 
+ ~ E  t ' R ~  ' q ) ( x ) - q  t~ t~R~4~)(x)" 

]~galons les coefficients de - -  (v- - I ) !  aux deux membresl 

(x) 

Mais 

~9]gfD I~(P~P.__+ll'q)(x§247 ql~ (p~,'q)( )--qR ' X  (P q+ll(x§ 
k + i  

k --~(P+I 1' q)(X ~- 01) § ~(P__+l 1' q) (X) = (]~ § I ) / ~ q l  ) (X), 

~(P, q-l-l)(. § 0)) - -  ~(P' q-I-l)(X) : ?/O)/~(P_'_~) (X), 

et la derni~re dquation devient 

vpto 
v k + ,  "--* " " (q ) ,  ( , - - q R  , (x)=o.  (85) (x--pw--qto)R~P'_q)(x) + ~ R(P+J,q)(x)+ --v R Ip,q) x) (p q+l) 

Comme v~rifieation, la formule (85) se r6duit pour q = o  s (43) et pour p = o  s 

v (x--q to) B!q)_l (x) + (q--v) B (q) (x)--q B(: § (X)----O. 

Une expression remarquable du polynome R~,q)(x t w,k) se d6duit de (59), 

X~(~m-i-l'q) (x l (D' k)= Z ~ ~/ 

Mdmoire sur les polynomes de Bernoidli, pag. i86, formule (2). 
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La d~monstration est identique ~ eelle utilis~e pour ~tablir la formule (45) 

partir de (I9). ]~t~is 

/~ B~)(x I oJ)=m (m-- , ) . - .  (m--v + , )  B(m~_,')(x [ ~) 
t o  

et la derni~re formule devient 

En g6n~ral, en (86) f igurent s la fois les polynomes de Bernoulli d'ordre positif 

et n6gatif; remplagons en (86) q par (q+ I) et tenons compte de 

., B(q+l~ --') (x I ~) = (m--v)! d q-~ (x--w) (x--2 to)._.. (x--(q--.v) to) 
m- (q--v)! d x q--m ' 

dgalit~ valable pour m ~ q l ;  dans ce cas, (86) devient 

R~+i'q+l)(x]~ d ~  Z \ kA-I ] 
~ ' ~ 0  

o,)... ( x - ( q - v )  ,o) 
(q--v)! 

En particulier pour m=q,  

R~p+l,q+l)(xlat,]~)=q! ~ ~--]C(~ ~ (Vpp)(x--eO)(X--2W)"'(x--(q--v)tO) 
�9 =0 \ k-{-I ] (q----~)l. 

(87) 

I3. Polynomes d'ordre continu. Ddsignons par p et q deux variables con- 

tinues, r~elles ou complexes, et soit la fonction, holomorphe autour  de l'origine, 

]geto~.~- i /  \ett~ 

Son ddveloppement en s~rie enti~re est de la forme 

~l as t~ a, 

i Mdmoire sur les polynomes de Bernoulli, pag. I87. 
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duns laque]le les coefficients a; ddpendent  de k, w,p et q; en la mul t ip l iant  par  

la sdrie 

X 2 
e t . . . .  I + x-t+l 2! t2 

on obtient  

( k+l )v[ d~' \ q �9 
I . . . . .  I e ~:~ 

kd~'+~ W ~ - ~ ]  

+ ' "+  n ! t "+"  

. . . . . .  t" R~, + (x I ~, k) + (88) tRi,,+(xl k)+ +,~ --- I "~- -- ,fO, 
I 

avec  

(;) n?.+ (x~ ,,, If)= Z ,,,, x,-,,. 
te=O 

(89) 

Ce polynome de degr~ �9 ainsi d~termin~ sera dit, par  d~finition, polynome de 

degr~ ~ et d 'ordre  cont inu (p, q). Si l 'on ddrive (89) par rappor t  's x, 

dx 

On a l ' identi t6 

'iV Z 'iV I X,V__l__,u 1(.0, 1r (9 O) 
tt:0 

( ) ( )  k~ket~+l ~eta~--i]  + k e l w . C i  et(z-_i  - 

--(k+ i)\ke~,-~--l] ~et,,.~ii] d',  
ou encore, 

oo e~ ~ t+ + 

tl' t~+ ]~p+l, q)(X) : (k -~- I ) Z ~. ]~p' q) (X) ] C Z  ~,[ R(~+I'<+) (x-l- ~ q- Z ~.  
~ : : 0  ++~0 1 ' - -0  

et en identif iant  

]~ :~p-{- 1, q) (X + 09) -{- R(+ Ip + 1, q) (x) = (k 2[-I ) R(  p, q) (x). (9i) 

Considdrons encore l ' identit~ 

( k i f +  I [ to) ~q+l d~, + l)P~:~ --~] et(X+~')--(kk+ I dx-~ 

= t ~  kd~+ r ~d~,_i ] d~ 

et en d~veloppant 
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- -  R ( p  q4-1) --- to Z tv  Z ,p!t'A~(P'qTl)(x+to)" Z ;  i ' (X) t ~. ]~P'q)(x), 
�9 --0 "e--O 'r=O 

d'ofi l'on d~duit par identification 

(9 2 ) 

Les ~quations (9o), (9x) et (92) montrent que le polynome R~,q)(x) d'ordre 

continu poss~de les propri~t~s fondamentales du polynome d'ordre entier, positif 

ou ndgatif. 

La relation de r~eurrence (85) a ~t~ d~duite de (82) en supposant que p e t  

q sont des entiers positifs. Si l'on reprend le calcul s partir de (88), on trouve 

que (85) subsiste lorsque p e t  q sont des variables continues. 

C H A P I T R E  III .  

F o r m u l e s  s o m m a t o i r e s 2  

1 

I4. Op6ration / ~  et  p r e m i e r e  f o r m u l e  s o m m a t o i r e .  
a 

polynome de degr~ m, nous avons trouv~ 

Lorsque ~ (x) est un 

v(x+h)= y, n.(h r., (7) 

Supposons maintenant que ~ (x) est une fonction diffdrente d'un polynome et 

proposons-nous de trouver l'expression du terme reste; on suppose que ~ (x) admet 

une d~rivde d'ordre (m+. I), qui reste continue pour les valeurs de la variable 

qui entrent en eonsid4ration. Soit l'intdgrale 

t 'R,~(h--t+z) I,,+1), 
[~+l(Z)= j . . . .  mi q~ ~x+ t)dt. 

h 
(93) 

Une integration par parties donne 

1 J'ai expos~ les principaux r~sultats de ce Chapitre dans une Note, Uneformule sommatoire, 
Comptes Rendus, T. I89, I929, pag. 433--435. 

4 2 -  29764. A c t a  mathemat ie ,  a.  55. Imprim6 le 8 ao~t 1930. 
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�9 ~(~) (x + h) 
I ~ ( ~ ) - •  = R~nl h) Cm)(~+~) ~ ! -  R~(~). 

1 

Appliquons aux deux membres l'op&ation ~ _  par rapport g la variable z, 

1 

a a ?~t ! a 

9 (=) (x + h) z~" 
m! 

Faisons m~-I,  2 , . . .  et ajoutons les r&ultats 

k m L _  m -- 
. ~ , !  o q ~ ( ' ) ( x + z ) - ~ , , ! ~  

Mais 
z 

f 1 , 
z~ (z) = f '  (~ + t) dt = ~ (x + ~) - -  ~ (z + h), A _  Z, (~-) = ~ _  ~ (x + ~) - -  ~ (~ + h), 

a t~ 
h 

et la derni~re 6quation devient 

m m 

v ( . + h )  Y, R.(h) , ~ , -  . . . . . .  _~_  ~ ( ' ) ( X  ~ - Z ) - -  ~ _  I m + l  ( Z ) -  Z ~. ~('v)(x2i-h)" 
Y! a a 

Si l'on pose 

(94) 

et l'on fair z = o  dans la derniSre 6quation, on trouve la formule sommatoire 

" R.(h) _~ V(')(x)+ T,.+,, (9S) qD (x + h) = ~_j -~ ,7  , 

qui donne le d6veloppement d'une fonction arbitraire ~(x) en s&ie de polyno- 

rues I~,(h), v = o ,  I , . . . ,  l'expression du terme reste &ant donn6e par (93) et (94). 

I1 est utile de faire remarquer qu'en (93) les variables a, k, h, z, r6elles ou com- 

plexes, ne sont soumises g aucune restriction. 

En nous reportant g la formule (I ter), Introduction, 

1 1 
I Af(x)-- k-~- ~ y '  k ~ f ( x + r a ) '  

a 
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on peat ~crire 

T i n +  1 - -  

rc~ �9 
I ~ f]C r_~m(h -- t "J[- Y~)~9(m+l ) 

)~-}- I r = o i  m i  ( x + t ) d t .  (94 bis) 

Si Yon ddcompose l'intdgrale 

rot 0 ra 

fenf+f, o n  a e n c o r e  

h h 0 

h 

0 

E I a t -  
~'~0 

rot 

k - ~ I  m!  : ~9(m+1) (X -~ 

h 

T m + l  = ; (h - -  t) ~ - ~ ( m + l ) ( X +  t) 
J rn! 
0 

ot 

]~ f Rm (h~{. t -~- g) ~(m+ 1)(x -~ t) d t. (94 ter) 

0 

Supposons 

D~signons par /~m(x) lu 

par l'~quation 

maintenant que a, h e~ x sont r~els, a positif et o ~ h < a .  

fonction dgfinie pour une valeur r~elle x quelconque 

2~_ R,~ (x) = o, (96) 
ot 

et qui duns l'intervalle o<_x<a est identiquement ~gale au polynome R~(x), 

Rm(x)-~ Rm(x) pour o ~ x < a .  (96 bis) 

Consid6rons de nouveau l'expression (94 his)du terme compl6mentaire Tin+l; 

lorsque t varie de h ~ ra, h--t+ra varie de ru s h e t  comme r e s t  6gal ~ o 

ou I, il r6sulte que o<~h--t+ra<_a et l'on peut remplacer en (94 bis) le poly- 
$ 

nome l:tm(h--t+ra) par la fonction R~(h--t+ra), 

j .  i ~, k"R,,(h--t§ 
Tm+l --  ]g-'~ I ~'~ : mi (97) ra)~(m+ l) (x+ t) dt. 

r~O h 

0 rot 

/ /  Dgeomposons l'int6grale en deux int~grales  + , 

h o 



332 Rodolphe Raclis. 

h 

Tm+l ~-~f 
0 

(I �9 ) ~0 (m-I-l) (X @ t) 1 " 
ml ~ _ j k " R ~ ( h - - t + , ' a )  d t - -  

\ r=O 

I 1 l']~ri~m(h__t_l_rff. ) + 1) (x "-]- t) d t ,  
" k-{-I Z J m! ~9(m 

r=O 0 

Tm+l = f ~,-+ , ,  r + . l ,  t)jk_= ~m(h - t )dt  }q_/i~ I f .Rm (h--~-~- a ' ) m ,  
o o 

Mais en vertu de (96), 

1 , 
A _  Rm (h--t) = o, - -k  R~ (h--t + a)=Rm (h-- t), 

~O(m+ 1) ( X  "~- t)dt. 

k fR.~(h--t+a)q~(.~+a}(x+t)dt, (97 bis) 

I f / ~ m  (h-- l) q~(,~ + a) (x + t) d t. (97 ter) T~+l - -k+ i j  m! 
0 

Pour trouver une nouvelle forme du terme Tm+ 1, cherchons la valeur asymp- 

to~ique de la fonetion R~ (x) pour les grandes valeurs r~elles et n~gatives de x .  

Si l'on remplaee en (96) x par x--a, on a 

~ (x - ~) = - ~ R~ (x), 

et de proehe en proehe, s d~an~ un entier positif, 

s * 
R~ ( x - , , ) = ( - k ?  Rm (x). (98 ) 

Faisons tendre s vers l'infini; Rm(x--si~) reste born6 ou tend vers zdro suivant 

que le module de k est ~gal ou plus ~ petit que l'unR~. D'une fagon plus precise, 

pour les grandes valeurs r~elles et positives de t, on a 

t 
l i%(- t ) l<C1  pour I k l = I ,  l i%(-- t ) l<C~lkl  ~ pour Ikl<~,  (99) 

C t et C~ &an~ deux cons~antes. 
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Supposons que la d6riv6e ~p(m+l)(t) reste continue pour  t>a  et que l 'int6grale 

oo 

f" R,~ (-- t) ~9 (re+l) (37 + t) d t 

0 

converge. L' int6grale est en part iculier  absolument  convergente si 

I ~ lim xi+e~(m+l)(x)=O p o u r  [ k [ = I ,  (I00) 
x ~  oo 

2 ~ lira xl+tk[~ 9 ('`+l)(x)=o pour [k[< I, ( Ioi)  
z ~  ~o 

e 6~an~ positif  mais arbi~rairement pe~i~; 

lorsque 

lim 9(ra+l)(X) - - O )  

n 6~an~ positif  et a,rbi~rairemen~ grand. 

En effet, on d6dui~ des conditions I ~ e~ 2~ 

M, 
I~ (~+ '  (.~)1 < ~ ,  Ikl = I ,  

la condit ion 2 ~ a en particulier  lieu 

19(,#+1) (x)[ < M~ ~ ' Ikl < ~ .  

x l + e  IkF 

i o 

2 ~ 

oo 

If J~m ( - -  t)  99 (re+l) (37 

0 

ao 

If" Ji~m ( - -  t)  9 (re+l) (X 

0 

00 

0 

t 

o ( x + t l l + l k [ ~  

00 

+ e  ~ X ~ 

ikl ~ o ~ (x+ t)l ikl ~ 

( too bis) 

(IOI bis) 
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Veal p~ dec~176176 l'inLegr~le (97) en deux inLegr~les f -~- f .  
h 

dans la seconde le changement de variable t : u  + r a ,  

et faisons 

oo 

_ _ _  f' l" ,lqp(m+l)(xTt/ 1 * 

Tm+l - -  3 m! ~-a 17{m (h - -  t) d t  - -  

h 

0 . 

k + l  3 m !  r=o oo 
~(,~+1) (x + u + ra)du, 

oo , 

Tm+l : / ' l ~ R = ( h _ t ) j ~ _  qD(m+l)(xTt)dt" (lO2) 
m ! a J 

La formule sommatoire (95) devient 

oo . 1 

~,=0 0 

(1013) 

eL si l'on remplace 90(x) par e--~ ~ , 7 > 0 ,  on trouve 

k +  ~ ~ ( - v ) ' .  . ( V)m+l f B ~ ( h - - t ) e ~ ' d t .  (Io4) 

�9 : 0  0 

Au premier membre on a la fonction g6ndratrice des polynomes R , ( x l a ,  ]c) eL 

au second hombre l'expression du terme reste. 

Si Yon fail en (4o) t = - - V  et p = I ,  on trouve 

Ice  - ~ a  + I 
i ~ ( - v ) ,  R , ,  

k + E = ~ R , ( h )  
~=0 ~=0 

+ 

( - C  R~+m+l(h). 
+ (_ , )m+l  y ,  (~ + m + i)! 

On d6duit des deux derni~res 6quations 
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f nm(h-t) 
m! 

0 

e ---~# d t  - -  ~ (----~)-- /~+m+l (h) 
- -  ~ ' dO(Y~ m--~- I ) !  

et si l 'on d~rive les deux membres n fois par rappor~ s ~/, 

0 

( - - ~ ) "  (~'t -t- Y)! / ~ ' ~ + m + l + n  ( h ) .  dt=  y, (,.+m+ i +.)!  ~,~ 
~ 0  

( I 0 5 )  

Pour Ikl< , ,  l 'intdgrale au premier membre converge pour ~ > o ;  pour Ikl: i ,  
l 'int6grale converge pour ~ > o  et diverge pour ~ : o ;  dans tous les cas, l'intd- 

grale reprgsente pour ~>o ,  une fonction analyfiique de ~, holomorphe dans le 

point ~---0 et 1 

r 

f *  h ml n[ lim t i m ( - - t )  t~e'-~tdt - -  (m + n +  I)1Rm+n+i(h). (Io6) 
f f ~ 0  

0 

P 
15- Operation A _  et deuxieme formule sommatoire. 

( h  . � 9  a p  

polynome de degrg m, nous avons trouv~ 

Lorsque ~v (x) est uu 

m R~)(hla l ,  k , ; . . . ;  up, kp) v 
~(x + h) = ~. ~! y ~  r (2i) 

�9 ~ 0  a 1 , .. r 

et proposons-nous de trouver l'expression du terme reste lorsque ~(x), supposde 

diffdrente d 'un polynome, a d m e t  une d~rivde d'ordre (m+ I) qui reste continue 

pour les valeurs de la variable qui entrent  en considdration. Soit l'int~grale 

1~+1 (z) = / B~)(h--t+m ! z) ~ v(~+l) (x + t) dr. (IO7) 

h 

Une int6gration par parties donne 

n~) (h) Cm) (x + 
/m+,(z)-I~(z)-  m! r  - m! h)R~)(z)' 

Sur certaines dquations aux diff6rences finies, pag. 32 
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P 
et si l'on applique aux deux membres l'op6ration j~_ par rapport g la variable z, 

( ~ 1  �9 �9 - O ~ p  

" A  L n + i ( z ) -  A I ~ ( z ) = - -  
a t . .  �9 ap (~1 " �9 �9 a ~  ~ ! 

f% q~(")(x + z) - ~(?)(z + h) z~" 
< . a p  m [  

On d6duit en faisant m = I ,  2 , . . .  et en ajoutant les r6sultats, 

~ _  I m + l  ( Z ) - - A  I I (Z )  = ~ ~ ( P )  (h) 

Mais 

" /1 (z) = / q ~ '  (x + t) d t =  q9 (x + z)-- q~ (x + h), 

h 

et la derni~re 6quation s'6crit 

P - - E  2:v 
A f(')(x + ~) ~! f( ' ) ( .  + h) 

a t . , . ff~ 

p ]a 
/1 (z) -- J~_ ~ (x + z)--q~ (x + h), 

_ ~ R?)(h) 
q~ (x  + h) - -  ~! 

'Y=O 

- -  _/~ q~(')(x + z) - -  A I~+~ (z) - - . ~  ~. 9(')(x + h). 
al �9 . .  ap a 1 . . . ap ~v=l 

Faisons tendre z vers z6ro et posons 

,o,,/,/) 
\ , . . . a p  z=0" 

(io8) 

Nous obtenons 1~ formule sommatoire 

(x + h) = 
R (h) 

v=0 
J~_ 90 (') (X) + Tin-k1, (I09) 

( Z  I . . . c ~ p  

qui donne le ddveloppement d'une fonction arbitraire en s6rie de polynomes 

R~)(h) ,  l 'expression du terme reste 6rant donn6e par (IO7) et (IO8). En (IO9), 

les variables ai, ki, h e t  x ,  r6elles ou complexes, ne sont soumises g aucune 

restriction. 

On a, formule (I ter), Introduction, en posant ~ = r l a l +  ... +r~a~, 

1 1 
I I 

. A f t ( x )  . . . . . .  ~.a ' ~,, k: , .  .. k f / , f ( x  + ~),  
a , . . .  ap lg 1 + I k p  -{'- I 

r I =0 rp=O 

et (io8) devient 
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I 

T m + l  ~ - -  k l +  I 

1 1 
I 

/ g p +  I ~ ' ' "  ~ /~'~' '" . ]C ;P .  
rl-- 0 rp = 0 

22 

�9 f . (h,,,-, t + n) ~(m+')(x + t)dt. (IO8 bis) 

D6eomposons  l'int6grale 

est 6gale g 

.9 0 f2 

f e n  d e u x  i n t 6 g r a l e s  f+]; 
h h 0 

ls premiSre int6grale 

o h 

- [ 9(m+l)(-x+t) f%R~)(h--t)dt= f(h~,t)~(~+l)(x+t)dt 
J m ! a ~ . . . . p  
h o 

et (I08) devient 

h 

Tin+,= ((h--t)m~(m+l)(x 
J ml 
o 

+ t) dt 
k l +  I 

1 1 
I rp 

~,+~ 7~ Y ~  k~, . . .~,  . 
rl=O rio=0 

22 

m [ 
0 

t +  ~) 
~0 (re+l) (,'It-[- t) d t .  (IO8 ter) 

Je dis que le second terme au second membre est 6gal g 

at, 
k, (R~>(h-t+~t,) 

-- ~ k~ + I J raT. 
t e~l  0 

/t--1 
~ _  ~9 (re+l) (X -[- t) dt. 

al �9 ., ate-- 1 

En effet, la proposition est vraie pour p =  I, car on ~ dans ce cas la formule 

(95 ter). Supposons-la vraie jusqu'g p et montrons qu'elle subsiste  pore" ( p +  I). 

D6composons  l'int6grale 

rta~-l-" �9 " + r p + l  alO+l rlaj r, al+" " "+rla+l ap-t- 1 

f =f + f 
0 0 ra ~1 

et faisons darts la seconde le changement  de variable t=u+rlaj 
43 - -  29764. A a a  mathematiea. 55. Impr im6 le 9 ao,2t 1930. 
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l z  
I k r  ' I I k;~+11 

k 1 +  I k u - k  i " '"  ]~v+l -b i ~-d " '"  k ~ + ' ' ' "  " 
rl=O r~-~O r p + l : O  

�9 R ~  +1) (h - -  t + rl(z I or- . . . .  "~ rV+l av+ l  ] - -{- 
m [ 

0 

r.,a2+ �9 . . +rp+ 1 a/~q-1 

+ fR(~? +~) (h --  u + rea2 + " 

1~1 f / ~  ~11) (h - t "~ (2"1) 

~(m+l) (x+u+qa~)du))= 
�9 +rv+lav+~) m! 

qg"+~) (x+ t) dt  + 

+ - -  

ate 

[ ]r / x ~  ~ I  J J ~ -  (p(~'n + 1) (X 'JF r l  ~1 "JF t) d t = 
k I -k I m] rt=O 0 cC'a " " " v:~ 1 

k~ f R2)(h--t+,~,)qD(,.+,)(x+t)dt + 
k~+ I m[ 

O 

10+l k -R~)(h--t+%) 1 * - 2  1 

~ ~ j "  J~- J~_ ggm+i)(x+t)dt = 
+ m! ,~..,%__~ .~ 

= 0 

a/, 

= ~ k - ~ J  m! f l~ q~("+~)(x + t)dt .  
= 0 al . . . ve~-- 1 

L ~  f o r m u l e  ( I o 8  ter) d e v i e n ~  

h 

0 

at* 
]C~ f 1 7 ~  } ( h  > t -[- (?gl.t) I'~--I 

kt, + I J m I ....... ~-1 
Le= I 0 

q~l,~+~l (x + t) dr. 

c . q . f . d .  

( I o 8  quoter )  
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Supposons maintenant que les a~, h et x sont r6els, les ai positifs et o--<h< 

< a~ + ... +ap. D6signon~ par R~)(x) 18 fonction d6finie pour une valeur r6elle 

x quelconque par l'6quation 

P * 
(x) = o, 

a i . . . ap 

et qui duns l'in~ervalle o g x < a t + . - .  + up est identiquement 6gale au polynome 

(P) x R m ( ) ,  

* 
R~)(x):l?~)(x) pour o ~ < x < a l +  ' + a p .  ( , , o  bis) 

La fonetion R~){x) satisfait s l'6quation 

1 . . 

~-/~'(nP~ >(x) = =~m(P--l> (X), ( I I O  t e r )  
ap 

car cette 6galR6 a lieu, en vertu des propridt6s (I6) du polynome B~)(x), dans 

l'intervalle o - - < x < a l + . . .  +ap_l. Si l'on applique aux deux membres l'op6ration 
p--1 
~ _ ,  on trouve 

a , . . .  a p _ _  1 

, p - - 1  . 

a l  . �9 �9 a p  a 1 . . . C ~ p - - 1  

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la dgfinition (IIO); 

l'6guli~6 a donc lieu pour route valeur r6elle de x. On d6duit, n 6rant un entier 

plus petit que p,  

' " R ~  ") (x /~ f , ,  I-1, ]~i,,-i 1; �9 �9 ~ , ,  .~p). 

Reprenons l'expression (io8 bis) du terme compl6mentaire T,,~+I; lorsque t 

varie de h ~ Y], h - - t + Y 2  varie de Y2 s h e t  reste dans l'intervalle o - - < h - - t +  

+ ~-< % + ... + ap. On peut donc remplacer le polynome R~) (h-- t+  Y2) par la 

-<2 0 t~ 

l i i  fonction R~)(h- - t  + Y2) e~ si l'on d@ompose l'int6grale ~ + , 

h h 0 
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0 

" i ~ % ) ( h -  t) - i "v('§ ~_ at - -  

h 

~ ~" "" 7~ k',, k -qg( + ) ( x + t ) d t .  
r~=-0 rp=O 0 

Le premier terme au second membre est nul en vertu de (I IO), 

I I 
' , ~ , , + - - ; 2 ]  ' ~: ' . . .  ~;" ,,,~ 

r~--0 r ~ - - 0  0 

Je dis qu'on a encore 

z-,, f I~:) (h-t  + ~,,) , , - ,  
T,.+, >" ~,, + ~ ~ ~,i . . . . .  %_, 

F ~ 1  0 

t+- D) q~(m+')(x+t)dt. (II  l) 

~("e')(x+t)dt. (If2) 

La formule est vraie pour p - - I ,  car elle se r~duit dans ce cas s (97 bis); on 

suppose qu'elle est vraie pour p et on montre ensuite qu'elle subsiste pour (p + I), 

en r6p~tant le raisonnement utilis5 pour dtablir la formule (Io8 quater). 

Lorsque les ki sont 6gaux g l'unitd, la fonction R~)(x) se r~dui~ g la fonc- 

tion E(~)(,) d'Euler-N5rlund et notre formule (I[2) 's la formule (r6) de M. 

NSrlund. l 

Pour ddduire une nouvelle expression du terme compl6mentaire T ~ I ,  cher- 

chons la w l e u r  asymp~otique de la fonetion R ~ ) ( x ) p o u r  les gmndes valeurs 

r6elles et ndgatives de x. 

De l'dquation (1Io ter) on ddduit, en remplagant x par x - - a p ,  

n~?) ( x -  .~) = - ~,, R',~)(.) + (k~ + ~ ) R ~ - , )  (~ - . , ) .  

On r~pSte l'op~ration s fois et on d6duit par induction complete pour p ~ 2 ,  

Sur cerfaines ~quations aux diff&ences .finies, pag. 2 2 .  

(I13) 
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Consid~rons d'abord le eas particulier a~ . . . . .  a~=a,  k~ . . . . .  k~=k;  de (98) 

et (~3)  on d~duit successivement 

$ , 
* ~ *(2) ( k  ~ (1) i ~ ) ( x - -  s , )  = (--~) R~ (x) + + I) y ,  (--k)~-~ Bm (/) = 

ff--X 

$ , 
= (-~)~ [~X)(x)+ (~ + i ) ~ ) ( x l ] ,  ( i i4)  

= ( - k )  JR= (.) + (k+ ~)~B~>(x)] = i ~ ) ( x - ~ )  ( - -k ) '~ (~ )+(k+  , ) ~  (--~)~-~ ~ (~>~ 

--(--~)s[I*~)(X)'~'(~"~-I)SR(2m)(X)-[-(~-[-I)2(8"~ I)8 ~(ml) (X)] , ( I ' 4  bis)  
2 

et par induction complete 

. ( ) ~>(x-  8~) ( -  k)~ F~ (k +,),~ 8 - ,  + ~ �9 = R ( p - ' ) ( x ) .  

/~=0 

Le rapport 
$ 

(-k)'  

(I I 5) 

est un polynome de degr~ ( p "  I) par rapport ~ la variable s; on d~duit 

.. R~>(x-8~) (k+i),-li~)(x). (,16) 
J i m  ~ -  (V__i)[  

Lorsque le module de k est dgal s l'unitg, on d~duit pour les grandes 

va|eurs r@lles et positives de t, C ~tant une constante, 

I / ~ ) (  - t)l < Ct p''-I. (II7) 

On montre par induction complete que cette mSme indgalitd a lieu lorsque 

les ai d'une part et les ki d'autre part, sont diff6rents, mais ]ki]= I, i =  I, 

2, . . . ,  p. 

Supposons en second lieu que t o u s l e s  ki sont, en module, plus petits que 

l'unitd. On peut toujours supposer, par raison de sym~rie, que les eel sont 

num~rot~s de mani~re fi~ avoir 

1 1 1 

Ik, I =~ -< Ik~l '~% - - . . . -  Ik, l~ (i ~8) 
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L'dgalit4 (98) donne 
t .g 

I ~ ) ( - t )  I < C~.ol ~,1 ~. 

De ( i ,3 )  on d6duit5 de m6me 

8 
* 8--aj~ (1) 

~=1 

8 6c~ 

I~)(~-~@1 < Ik~l~l~)(x)l + c~ 7', Ik~l.~-~lkd; ~ 
(1=1 

et; compte genu de ( , , 8 ) ,  

I RI~>(~---~:)I < Ik:l ~ c: + c: Ik:l:,+, 
t 

I/~2)(-t)l <(C~,o + c~,~t)lk~l ~.  

Par induction complbte on arrive finalement s l'inegalit4 

t p--1 

IR~)(-- t)l<lk, l% ~ G , ,  t~, 
/~=0 

off les Cv,. sont des eonstantes par rapport s la variable t. 

(I,9) 

En parhieulier, 

l im I R~) (--  t) l 
t - -  G ,  p - - l ,  ( 1 2 0 )  

I1 reste s eonsid4rer le eas general; on suppose Ik, I = Ik~l . . . . . . .  Ik~, l= , ,  

Ikv,+~] < i, i - -  ,, 2 , . . . , p - - p ' ,  off p '  peut avoir l'une des valeurs *, 2 , . . . , p .  

Les formules (i 17)  e t  ( I  13)  d o n n e n ~  

IR~')(--t)l<Ctv'-L 

R(Pm'A-1)(x--g~p'T1)--(--~lo'T1)sj~,(t)'-{-1 (]s A- 1 -~- I ,m (*) + )Y~ ( -  ~. '+,)~-~nT(x-.~'+,) .  
a - 1  

: , -  Posons pour abr4ger l'4eriture av,+l--  a, kr 1 =- k, - -  h = ~- I = ~ .  0 u  

d~duit de (~  7) qu'on peut d~terminer u.  hombre N gel que I n(g+i ) ( - -~) l<  C(~)" 
pur a--> N; la derni~re formule devient 
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_At--1 
to to to 

/ ~ ' - b l ) ( - - 8 ~ )  = ( - -  ~)"[/{(mP'+l)(o) -~ ()~ "~- I) Z ( -  ~ ) - -a /~0 :+ l ) ( - -0"~)1  "~ 
o'~ 1 

2 " 
a=N 

Lorsque s augmente ind6finiment, le premier terme au seeond membre tend 

vers z6ro. D'autre part, un caleul analogue ~ eelui utilis6 pour 6tablir la formule 

(I4 bis) donne 

--~ R(n+ l )  I Z ( -~)  ~ ( -  ~-)1 < e y~ ( -  h)~(~),, = 
a =  N a : ] V  

= C [R~)(Nala, h)+h(- -h) ' -NR~)(sa+ata ,  h)]. 
h + i  

Pour les grandes valeurs de s, le polynome R~)(sa + a I a, h) est asymptotique- 

men~ 6gal s a"(s+ i)"; si l'on fair donc dans l'avant derni~re 6quation tendre s 

vers l'infini, on trouve 

I ~  +~) ( -  t)l< ct,"-~, 

c'esV~-dire que la fonction ]R~'+~)(--t)] satisfait s la mSme in6galit6 que la fonc- 

tdon ]R~')(--t)]; si l'on r6p~t~e le raisonnement;, on t~rouve finalement 

tO 

IR~)(- t)l < ct,'-~. (~ i1  

Pour d6duire une nouvelle forme du terme complgmentaire Tin+l, suppow 
que l'ing6grale 

o0 /. R~) ( -  0~(n'§ (x+ t)at 
0 

converge. L'int6grale es~ en particulier absolumen~ convergente si 

I ~ lim x~'+~o(m+l)(x):o, (I22) 
x~oo 

p' 6taut le nombre des k~ situ6s sur le cercle unit6, les autres k,', en hombre 

p- -p '  6tan~ suppos6s se trouver s l'int6rieur du cercle; 

x 
E 

2 ~ l i m  x ~ + '  Ik, l% ~(m+l) (x)-- o, (,22 his) 
x~o o0 
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lorsque T ' = o ;  dans les deux cas, e est un nombre positif, mais arbitrairement 

petit. La condition 2 ~ a en partieulier lieu lorsque 

I lk(m-I-1)  ( X )  
lim ~ - -  o,  

X ~  ~ X n 

n grant un entier positif, arbitrairement grand. 

En effet, on d6duit des conditions I ~ et 2~ 

Iq~ (~+1> (x)l < 21/1 
X p' +~ 

p'> O~ 

I r  m+') (x)l < - -  x p ' =  O. 

Ii" I I ~ R~Pn)(--t)qg(m+l)(x-{- t)dt < 

0 

M f Ct p'-ldt 
' J (x+ t)v'+~ < 

0 

< 2111 C f (  x 
0 

dt M~ C 
-f- t ) l+ ~ ~ X ~ 

oo 

If I 2 ~ /~(mP)( - t)(jO ( = + 1 )  (X "4- t )d t  < M~ 

0 

oo 

�9 ~ d t <  

J(t+x),+~lk, I 
0 

< 

Ik:l~ (x-;T)~+ I M  ~ x~ 

r 59 

Ceci posd, d~composons l'intdgrale ( i I I )  e n d e u x i n t d g r a l e s f + f  

0 

daus la seconde le changement de variable t =  u + Y2, 

et faisons 

o0 

y = + l  = f q~(=+~(x+t) A R(')(h--t)dt-- J m [ a t . . .  ctp m 

0 
0 $ 

clz 

q~lm+ll(x + u)du. 
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La  premibre int4grale est nulle en vertu de l '6quation 
P * 

~ _  R ~ ) ( x ) =  o, et il reste finalement 
a'~ . . . a'l~ 

r162 $ 

= f R l : ) ( h - t )  , 
T,,,~-~ J . . . .  ,,.! - Jk q~('~-a)(x+t)dt. 

0 a~ . . . Ctp 

de d6finition 

(,~3) 

La formule sommatoire (~o9) devient 

i f 
~ = 0  o:, . . . a p  0 ~ ) l  ! 

.A_ q~(":,-~l(x+t)dt. (,24) 

Remplagons q~(x) par e--~ ~, 7 > 0 ,  

k~ e-'Z:, + I /c~ e-'mp + I 
�9 = 0 0 

e-,i~ d t. 

Nous avons au premier membre la fonction g6ndratrice des polynomes 

R~)(hla, ,  k , ; . . . ;  ap, kp) et au second membre, l 'expression du terme reste. 

Si l 'on fair en (40) t = - - 7 ,  on a 

k, + l . . . . . . .  Icr + i 
k I e --~a' -[- I kpe--~aP-~ I 

- -  e-,lh=_= ~ ( R ? )  (h) = 
Y .  

v- 0 

= ( - ~ ) ' l ~ c ~ ( h ) + ( - ~ ) ~ + ~  !--~)': R(,) 
' v = O  ~ - - 0  

et compte tenu des deux derni~res 6quations 

av 

J " R_ d t | =Zoi" ( - -  V)" R (~) (h~ 
+ m - F 1 ) !  ,+,,+1, ,, 

et si l 'on d4rive les deux membres, n fois par rapport  s la variable ,2, 

c~ 

~ 'R~) (h - - t )  the - '# d t =  (--7)" 
~ J ;;if F,,=o (" + " ~ '  + ")! 

4 4 - - 2 9 7 6 4 .  A e t a  m a t h e m a t i c a .  5 5 .  I m p r i m 6  l o  9 a o I i t  1 9 3 0 .  

(" + ~)! (h) 
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Pour [k i [<I ,  i =  I, 2 , . . . , j  o, l'intdgrale au premier membre converge pour ~ > o ;  

lorsqulil y a des k~ situds sur le cercle unitd, l'intdgrale au premier membre con- 

verge pour ~ > o  et diverge pour ~ =  o; darts tous les cas, l'intdgrale reprdsente 

pour ~ > o  une fonction analytique de V, holomorphe dans le point ~ = o  et 

lim f / ~ ) ( h  -- t) 
0 

t"e--'Itdt--(m+n+i)! , ~ + , , + 1  �9 ( I 2 5 )  

l~,q 
i6. Op6ration ~ et troisi~me formule sommatoire. 

a~ . . . C~p, :~ . . . ~q 

un polynome de degr~ (m+ q), nous avons trouv~ 

Lorsque ~(x) est 

m + q  f~( lo ,  q ) ( h )  P ~  ~9(')(x), 
~19 (q) (.93 3 L h) - -  Z " ~ .  

,r=,0 
(63) 

Nous nous proposons de trouver l'expression du terme compl~mentaire lorsque 

~(x), supposge diffdrente d'un polynome, admet une d6riv~e d'ordre ' (m + I), qui 

reste continue pour les valeurs de la variable qui en~rent en considdration. 

Par~ons de l'int~grale 
z 

: R(v, q) (h-- t+  z) 
-/'m+l (Z) = ~ m d - q  _ qp(m+i)(xT.t)dt ' (I26) 

h 

et int~grons par par~;ies: 

1~  (V, q) (h~  
I m + l ( Z ) - - I m ( z )  - -  m + q  , ~ ( m ) ( X + Z )  

(m + q)! 

P , q  

Appliquons aux deux membres l'op~ration fl~_ par rapport s la variable z, 

~, q 1~ (p' q)(h) q~(") (x § h) z, ~ 
~ _  I,i+l (z) -- j~_ Ira(z) --  (m + q)! m I 

Faisons m=-1, 2 , . . .  et ajoutons les rdsultats 

v,q v,q ~ R(v'q(h~'+q" , ~ z~ 
+ q)! 

Calculons Ii(z), 
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i R~, ,,> (h-t + ~) R(~, q>(h) / i  (~') = " q( qJ(x. + t )d t  q! q~(x+z) -- 
h 

q~ (x + h) 
q! 

Z 

f_W.j> (h 7t+ ~) 
R ~,, ~> (~1 + j (q_, 1! 

h 

q9 (x + t) d t, 

/1(~)- q! ~ ( x + z ) - - ~ ( ~ + h ) +  

Z 

~'~ l ~ '  ;> (h - t + 4 
+ A _ j  (~7 ) i  

h 

Posons 

T m + l : - - ( X I m T l ( Z ) ) z = o ,  

q~ (x + t )a t .  

( 1 2 6  bis) 

Z 

t,,,~ f R(q~ql)(h- t+z)  ) 
h 

(I27) 

P, q 
61iminons A_I~(z)  et faisons ensuite z = o; on trouve la formule sommatoire 

= fl~_ ~ ") (x) + Tin+i ,  qg(x+h)+~q ,=0 (u+ q)! (,28) 

qui donne le ddveloppement d 'une fonction arbitraire en s6rie de polynomes 

R~,q)(h);  les termes compldmentaires sont donn~s par (I26) et (I27). En (I28), 

les variables ai, ki, flj, h e t  x ne sont soumises & aucune restriction. Si l 'on pose 

on a formule (3 ter), Introduction, 

P ' q  I I 
A _  f ( x )  = (~, + , ) . . .  ( ~ +  ,) ~, . . .  ~ 

al  . . . a p ,  ~ ,  . . . ~q  

1 1 

�9 Z " Z  ' 
r l~0  8q~O 

�9 k~ p (-- ,)q-~,- . . . .  ~qf(x + .ca), 

que nous conviendrons d'dcrire plus bribvement 
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Avee  cette  convent ion ,  

P, q 

j~_ f ( x )  .... 2 " f ( x  + a ) .  
a ~  . . . ~ p ,  ~, . . .  f~q 

les termes  eompl6menta ires  ~q et /".,+1 s'dcriven~ encore  

.(2 f lt(P,'~)(h,j_, --  t + t2) 
�9 q = - -  ( q _  ,)i  qg(x -F t)dr,  

h 

(I29) 

m+l 

~2 ~j" w : , , ' , )  (1, - t + .o) 
_ _  " , q  _ , A m + i ) ( x  + §  

(m + q)! 
h 

(I3O) 

D ~ c o m p o s o n s  l ' i n t ~ g r a l e  f --- f + f ,  , 

h h 0 

0 t2 

- - % =  ) l ) (Y.R( , f ,_ ' l ) (h=t+gl ldt+ ~ j - -  (q_~)! ...... qD(x+t) dt, 
h 0 

0 

) - T . , + ,  ~-: ') (x  + t) ] ~ + , ,  ( - -  t + s2) (m + q)! " d t + 
h 

+ E . ]  (,, 7 r  ~(m+,) (, + t )e t .  
0 

Mais  

P' q m t q z ff~_R(qV, q ) ( h _ t ) _ o ,  " s  R (v ' q ) (h - t )  (h-- t)  .~ 
(m + q) l m ! 

e~ les derniSres 6qu~t ions  d e v i e n n e n t  

- ( q - - i i i  . . . . . .  ~(x  + t )d t ,  
0 

(x 29 bis) 

h .q 

T., + , = == j (  ! h - -  t )" qJ " + r ~ ( x ! t ) d t - -  ~_~ J (  R l ~ '+'~ ( h ~ f-q- q ) it + a ) qj ., + i ) ( x + t ) d t - 
0 0 

(I 30 bis) 
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Reprenons l 'expression (,27) du ~erme eompldmentaire Tq en posan~ ~ (x) --f(q) (x). 

Soit . 

R(v, ~) (h - -  t + z) 
J , ,  (~) = ~ , - ,  , ( q - - I ) !  f (q)(x-~ t ) d t - -  Zq-1 (z) 2t- 

h 

f (q- ' ) (x  ~- h) R~p ' ql ) (z). ] t~q)(h) f(q-1)(xA_z) . _ , 

+ (q-- x)! (q--~)l - 

Faisons q ~ 2, 3 , . . .  et a joutons  les r6sultats 

,)'1 (z) - - / f  (x + t )d t  = f ( x  + z) - -  f ( x  + h), 

h 

q--l I ~  ' q) k l j~';)  (X -~- h)/~(p, 
g~(~) = Y, ~y  (h)f ' ) (x+~)  - z~ ; T - -  �9 ~)(~) 

p.q 
Appliquons aux deux membres l 'op6ration A_  par  rappor t  ~ la variable z; on a 

P,q 
_~_ ~(~P' q)(Z) = O pour  v ---- O, l , . . . ,  q- -  I e t  il reste 

==- - -  (p~_ q--11"~' q) (h) p, q - ( , ' "  \ 
Tq J q ( z ) ) z - o - -  - -  Z y! . j~ ._ ]  ..(x). ( i 3 i )  

La  formule sommatoire  (128) devient  

m+q R(v, et (h) v, Q 

~'~0 
(I32) 

On a 
1 1 

f 
0 0 

+ .. .  + tqflq) dtq, 

et la formule (13I) s'~crit encore 
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1 1 q-iR"q)(h)<,,& f f Tq = - -  Z v [ " v d t~ . . .  94") (x + t, flx + ... + tqflq) d tq . 
,v=O 0 0 

(I3I bis) 

ae dis qu'en (I3o bis), le second terme au second membre es~ ~gal g 

52 

Z ;/~('~ap~q-q) (h-~--~'~- a)~(m+l>(x-~ t )d t=  
J (re+q)! 
0 

atx 
_ ~ k~ f R~,+q)q (h --  t + a.) Iz~_q 

+ ,=o~" ~ (~ + ~)! 

~(m+l) (X -~- t) d t  + 

/~ 9~('~+~)(x+t)dt. (I33) 

La formule a &6 &ablie dans le cas q = o ,  formule (lO8 quaker); pour q =  I, on 

i ;+i d6compose l'int6grale = e~ on fai~ dans la seconde, le ehangemen~ de 

0 0 81 fli 
variable t ~ u + s 1•1, O n  pose 

I 
t 2 ' =  r l a 1 + . . . + t r a p ,  ~ '  

k, ,+ I 

1 
I 

. . . .  k v + I  ~ '  
r l = O  

.1 Ek; .... ~,,., 
r,=O 

$2 
r R(.~,+I)I (h - t + ~) 

~ ' J  : ( m + s ) !  9('~+'i(x + t ) d t =  
0 

sl (~l 

- -  /~ Z ( - - I ) l - - s i Z  t J  ~ - ~ ) 7  ! q C m + ' ) ( x + t ) d t +  
~ 1  sx~O O 

( R~'+l! (h--- u + a') r '> (x ) 
+ . !  (m+ ~)! + u+s l f l , ) du  = 

0 

(h 
= I ;B_ (~1)+1(h '~__t "~- ~1) (~t+l)( x ~- t ) d t  -Ji- 

l l  3 (m+  I)i 
o 

1 + y, J[ R~;11)(~+(h -.,)! +a') ~ r ~> (~ + 
0 

u) du.  
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I1 suffit de remplacer le second terme par l 'expression d6duite de (io8 quater) 

et la formule esL 6tablie dans le cas (p, I); on montre  ensure ,  par  induction 

compl6te, en r6p6tant le m6me raisonnement,  qne la formule (I33) est exacte;  

en effeL, on suppose que la formule esL vraie dans le cas (p, q) eL on consid6re 

le cas (p,q+I); on d~compose l'inL6gralef en deux intdgrales f e l l  et on 

0 0 Sj ~1 

f a r  dans la seconde le changemenL de variable u = t + s~ ~ (on a d~sign~ par 

t2 la somme t~----rla , + - - . + r ~ a v + s l f l l + . . . + s q + l f l q + i ) ;  on Lrouve finalement 

que la formule snbsisLe dans le cas (p, q-~ 1), elle est donc g6n6rale. 

Snpposons maintenanL que les ai, ~j, h e t  x sont r6els, les ai et fli positifs eL 

o < h < a l +  "'" + % +  ~ +  "'" + flq. 

D~signons par R~, q)(x) la fonction d~finie pour  une valeur r6elle x quelconque 

par l '6quation 
P, q * 
~ _ / t ~ ,  q)(x) ~--- o, (I34) 

et qui dans l ' intervalle o --~ x < a~ + ..- + ap + fl~ -t . . . .  +/~q est ident iquement  ~gale 

au polynome R~, q)(x), 

.R~,q)(x)~-ll~,q)(x) pour  o<--x<a,-~ . . . .  " 4 - f f . p - { " ~ l + ' ' ' - [ - ~ q .  ( I34bis )  

La foncLion R~, q)(x) satisfait  s l '6quation 

1 . 
_/~_R~'q)(X)=R~-l'q)(xl~l,k~;...; ~p-1, ~q- l ]~ l , , .  ", /~q) (I34 Ler) 

ap 

car cette 6galit6 a lieu, en ver~u des propri6t6s (56) du polynome R~,q)(x), 
dans l ' intervalle o g x < a l +  ... +%+fl,+ ... +flq; si on applique aux deux mem- 

~ 1 ,  q 
bres l 'op6ration _/~, on tronve 

_ ~ / ~ ( m  p' q)(X) = . ~  ~(m p - I '  q) (X) 

et les deux membres  sont ident iquement  nuls en ver tu de la d~finition (I34); 

l'6galit~ (I34 ter)" a donc lieu pour  route valeur rdelle de x. On d~duit, r et s 

6rant des entiers plus petits que p et q respecLivement, 
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r~ 8 
_/k_ 

__ (m- { -8 )  l ~ , ~ _ r , q _ s ) ( ; ~ i ~ r + l ,  ~ r + l ;  . . . "  ~p, kp ] f f s+ l ,  . . . ,  ffq). 
ml 

Consid6rons de nouveau l 'expression (I3O) du terme eompldmenta.ire T,n~;  

lorsque t varie de h ~, 12, h - - t + O  varie de $2 s he t ;  reste dans l ' in terwl le  

o < _ h - - t + ~ < a ~ +  ... + a p + f l t +  " '  +{Yq. 

On 

fonetion R~,+q)q(h--t + ~) 

peut; done remplaeer en (z3o) le polynome ordinaire l~,(v,q)(h--t+ Y2) par la ' m + q  

S2 

et si l 'on d6compose l ' in~gra le  f en deux int6grales 

h 

f+f 
h 0 

0 

T , ~ ,  = - -  f qD('+l)(x+t)(Y.h(P'q)(h - -  t + g2))dt - -  
j ( , . ~ q ) i  ' ,.~q 
h 

P . ,  

f/~(mP'+q; !h 7 t -~- ~'~) (re+l) ( x -~" t )d t .  
- E j (re+q)! " 

0 

Mais 
. ~0, q , 

Wl~,(v,q) I h - - t +  ~2) = A II(P,q (h - -  t) ~- o 
" m + q ~  -~ ~- m ~ q ~  ' 

eg il reste finalement~ 

x ,  f~$~qq)_(h 7_t + a)r T " + l = - -  / , j  (m+q)  ! 
0 

Je  dis qu'on a encore 

(I35) 

aft ,  

f ~  .~ k~ f lr (~''q) (h - t + "31- ~ ! t t - - l '  q Tm+i = - -  L.~,+I ' ~q  - -  iX_ ~(" '~) (x + t) d t - -  
q,- . . . . . .  ~,-1, ,'~ .... ~q 

~ 1  0 

.,-' f B~,:)+.(., +,,)~(h- t + ~.) .-, - -  A 9gr '+l)(x+t)dt .  
,=1 P"  (J . . . .  13,--1 

(I35 bis) 
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En effet, elle est vraie pour q : o ,  car elle se rdduit  dans ee cas '~ /II2);  

pour montrer  qu'elle est g6n6rale, on proc~de par induction complete; on sup- 

pose qu'elle es~ vruie pour (p, q); on consid~re ensuite le cas (p, q +  I), on d6- 

compose l ' i n ~ g r a l e / e n  deux i n t ~ g r a l e s / + f  (on a pos6 ~ 2 - - r ~ a j +  

0 0 St ~1 

-~-r~os ~-"-[-Sq}l/~q-t-l), on fair dans la seconde le ehangement  de variable 

u =  t+s~fl~ et on trouve que la formule subsiste pour le eas (p, q +  i); c'est au 

fond exaetement le m~me raisonnement  que eelui utilis6 pour 6tablir la for- 

mule (I33). 

Lorsque p = o, la fonetion R~, q/(x) se r6duit ~ la fonction de Bernoulli- 

NSrlund et notre formule (I35 his) '~ la formule (I3) de M. NSrlund. ~ 

Pour  d6duire des nouvelles expressions pour les termes eompl6mentaires ~q 

et T~+~, eherchons la valeur asymptotique de la fonction ~ , q l ( x ) p o u r  les 

grandes valeurs r~elles et n6gati.ves de x. O n . a  ~ 

Ik 

Si l 'on d6signe par p' le nombre des ki situ6s sur le cercle unit6, les autres k;, 

au hombre de (p--p') 6rant suppos6s se trouver s l ' in~r ieur ,  et si l 'on r6p~te le 

ra isonnement  utilis6 pour 6tablir l 'in6galit6 (I2 I), on trouve 

[~(P$' q ) ( - - t ) [  < C t  p~ . (I36) 

Supposons que l ' int6grale 

o o  

f h(~ p' q)(-- t)~(ra+l)(X-}- t )d t  

0 

converge; elle est en particulier absolument convergente si 

lira x ~' ~q+' ~(m+l/(x) ~- o, 
$c~ 0 0  

6rant arbitrairement petit, mais positif. En effet, on d6duit 

(I37) 

i Sur certaines ~quations aux diffdrences finies, pag. 4I. 
2 Sur certaines ~quations aux diffdrences finies, pag. 40. 

45--29764. Acta mat, hematica. 55. Imprim6 le 9 aoSt 1930. 



354 Rodolphe Raclis. 

M 
Ir (~+~) (x)l < x.,+.+~--~ 

If I f 'q)(-- t )q~(m+l)(x + t ) d t  < M (x + t) r  < 

o 0 

f d t  M C  I 
< M C (x + t) 1 ~-~= e x ~ 

0 

(I35), d6composons-la en deux intg- Consid6rons de nouveau l'intdgrale 

/ /  grales + et faisons dans la seconde le changemen~ de variable t = u  + Y2, 

0 m 

;~0  (mT1)(x'~ t) P' q * 
. . . .  t A  R(~,q)(h ~ t ) )d t  - -  Tin+, j (mYqg ,~" - , .+~ ,  

0 ] '  R (~' q ) ( h -  U) lo, q 
_ _  m+l ~'~ 

( r e + q ) !  ~ -  ~(m+l) (X -~- u) d ~ .  

Mais dans la premiere intggrale la parenth~se est identiquement nulle et il reste 

oo :~ 
\ 

m+q ~ ) " Tm+l ~ f ~(p' q ) ( h - t  p q 

0 
+ t )d t .  (I38) 

Consid6rons aussi l'expresslon (I29 bis) de ~q eL supposons que l'int~grale 

ao 

f R (~ q ) ( - - t ) ~ ( x +  t) d t  
J q--1 
0 

a un sens; o n  montre 

vergente si 

ddcomposons l'int~grale 

de variable t - ~ u  + Y2, 

comme plus haut que l'in~r~grale est absolument con- 

lira xq§ ~ q~(x) ~ o; 
X ~  Co 

P. 

0 0 

et faisons dans la seconde le changemen~ 
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~q ~ m 

0 

f q~ (x + t)(~ tr + a))dr--  (h-~)  j~(~-i-)( (q-,)! 
0 cr 

( z  ~ (~ + ~ + ~)) d~ = 

r 
I l~(~"--q)(h~-t) P'q q~(x + t) (~s n(v,q)(h _ t)) d t  + _/~_ q~(x+ t )dt .  = _ (q_  ~)! ,-, ,_-~_~ j (q-~)! 

0 0 

P, q 

Mais R(qV2 q) (h - -  t) est un polynome de degr~ (q--~) e~ ~ R ~ q ) ( h - - t ) = o ;  il res~e 

oo 

? R  (P,--q) (h - -  t) P, q 

0 

( I 39) 

La formule somma~oire (I28) devien~, compSe ~enu de (I38) et (I39) ,  

oo 

f R(~', ~1)(h-t)~,~ 
~(x+hl + 3 ( ~ ) i  _ /~(x+ 

~ R ( v :  q) (h~ v, q 
' t ,+q , - ~ _  ~19(,)(X) ~-  t) d t = ~ Tqy. 

'1'~0 

f i t  (P,,q) (h-- t) ~. : m~-q.~_ q)" ~_q~(~+~) (x+ t )d t ,  (I4o) 
o 

e~ la formule sommatoire 032)  devien~ 

r162 , 

"~+q_n(,,q)(h) ~,q IR~'+~(h--t)~_f(m+q+,)(X+t)dt .  f(q)(x+h) = ~_j "vw. A-f( ' )(x)  + J (m~))i 
'J'=O 0 

(140 bis) 

Remplagons en (I4o b i s ) f (x )  par e - ~ ,  7 > 0 ;  on obtient en divisan~ par e--~Z, 

]~1 "]- I kp "-]- I fll ~q ~q e--~ h 
I - - e - ~ q  

- -  j ~ -~ -q~  e -~ td t .  (I4I) 
~,~0 0 

Dans le premier membre on a la fonction gdndratrice des polynomes R~.q)(h) et  

dans le second, l'expression du 6erme reste. 
Remplagons maintenant dans la formule (79 bis) t par - - 7 ,  
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]Q-t- I 
~t e--Va~ q- I 

~ 0  

( -v)"  n(, .  ~) (h). + ( - ~ ) ~ " '  F ~ . ( . + m + q  ~_ i)! .-, m , ~ .  
'v--O 

On d~duit des deux derni~res dquations 

( -  v)' "~,, ',) (h) 
m-~ q+  I)l "',+m+,j+~ 

et si Yon d~rive les deux membres n fois par rupport  "s la variable ~], 

Cv . 

- t )  , , 

-- . R  (p'  q~ (h). , ]  (m+q)! tne-'~tdt=,-~((,~--~-~+m+q+1)! v! ,+~+m+q+x 
0 r  

L'int~grale au premier membre converge pour ~ > o et diverge pour ~ : o ;  

dans tous les cas, l ' int~grale repr~sente pour ~ > o ,  une fonction analytique de 7, 

holomorphe dans le point ~ : o  et 

oo 

f * (m~-q)! n [  ]l(p,q ) lira R~'+q)q(h --t) tne-'~tdt--(m+q+~2+ ,)! ~ q + ~ " '  (h). 
~ 0  

0 

17 . Remarques.  i ~ . On peut ~tablir, comme plus haut ,  une formule 
1 p p , q  

sommatoire plus g~n~rale, en ut i l isant  g la place des operations ff~_, j~_, f ~ ,  

une opdration ~/~ lindaire quelconque, c'es~-g-dire satisfaisan~ ~ la seule condition 

(a f(x) + bg(x)) = aJ~_f(x) + bJ~_g (x), 

off a et b sont deux constantes, f(x) et g (x) deux fonetions arbitmires. 

2 ~ Les trois formules sommatoires peuvent servir g dScider de la con- 

vergence de certaines sdries simples ou multiples. 

Nous ne ddveloppons pas ici ces deux remarques, pour nous tenir  stricte- 

ment  g notre sujet. 

C H A P I T R E  IV. 

Th~or~mes d'existence de ia solution priucipale. 
1 

18. Op6ration ~ et premiere ~luat ion.  Lorsque ~v (x) est un polynome 

de degr~ m, nous avons trouv5 pour la solution de l '~quation 
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1 

ff~ F(x) ---~ ~0(x), ([4I) 
r 

le polynome (5) 

F ( x + h )  = = R:(h) (,)(x). 

Nous allons supposer maintenant que ~0 (x) est une fonction diffgrente d'un 

polynome; ['6quation ([4[) admet une infinit6 de solutions; parmi cette infinit5 

de solutions, nous allons fixer l 'attention sur la solution donn6e par la m6thode 

des approximations successives, l~ous commengons par chercher une solution 

formelle 

F ( X )  = -[do(X ) + ]C I~  1 (X) "+ " " ' + ] c n F n ( x )  + ' "  

On d6duit par identification 

F(x) = (k + [) ~ ( - -k ) rq~(x+ra) .  ([42) 
r ~ O  

Pour d6cider de la convergence de la s6rie ([42), il faut faire des hypotheses 

sur a, k et la fonction 9 (x). 

Supposons d'abord a > o  et ]k]< I; on suppose que 9(x) admet une d6riv6e 

d'ordre (m+ I) qui reste continue pour x>--a et qui sutisfaR g la condition 

X 

l i r a  x 1 +~ I~1  a ~o ( ~ + 1 )  ( x )  = o ,  

e 6rant positif, mais arbitrairement petit; la 

lieu lorsque 

lira ~~ 
X ~  ~ X ~ 

I O I )  

condition (IOI) a en particulier 

O ,  

n 6rant positif, mais arbitrairement grand. 

La fonction F(x) est d6finie par ([42) ou par la limite 

t~--I 

F(x) = lim (k+ I) ~ (--]c)r ~9(x+rcO. (I42 bis) 
/ t ~  oo 

Transformons la somme (I42 bis) & s de la formule sommatoire (95), le 

terme compt6mentaire ayant l'expression (97 ter). Supposons, pour simplifier 

l'6criture, que tt est un entier positif impair; on a 
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1 ~.--I 

(k + I) A _  ~, (-- k)<f(x + ra) -- k " f ( x  + t~a) +f(x) .  
a 

La formule (95) devient 

tt--1 
( ~ ' + I ) Z  (--)~)r~)(X § h §  ~- ~ ~l-h)(~#~P(')(x§ ttg) 

r ~ O  I ' ~ 0  

+ ~( ')(x))  § 

f * lt--1 
+ R-"(hm~.t)~_ J (--k)~9(m+l)(x+t+, 'aldt .  

0 r ~ O  

(~43) 

La derniSre int6grale est encore 6gale 

Montrons que la somme 

f ~(h.t) 
m! 

o 
q~('~ ~ ~) (x + t) dt .  

R'lh)-V,("(x + 
"e~  O 

tend uniform6ment vers z6ro lorsque It tend vers l'infini, si 

lim x ~ Ik l=~( ' ) (x )  = o ,  
, T ~  oo 

V=O) I~ . . . )  m. 

Les conditions (I 0 I) e~i (144) ont  en particulier lieu lorsque 

(144) 

l i r a  C ! ( x )  = o ,  
X ~  oo X n 

V . . . .  O) I,  . . . ,  ~ +  I,  (144 bis) 

n 6tant~ positif  et arbi trairement grand. 

En effet, de la condition (x44) on d6dui t  

M 
P l = l  ~(~)(x)l < --x; 

~ " M H  
ikl~ I~(,)(u)l < _ 

y' 

2~ 

et lorsque tt tend vers l'infini, e'esV~-dire y ~ x - F t t a  tend vers l'infini, kt'q~(')(x+tta) 
tend vers zdro et la proposition est 6tablie. On a done finalement 
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F ( x + h ) _ ~ l i m ( k + i ) ~ ( _ k ) r p ( x + h + r a ) =  R_,(h]a,k) 
v! 

f t ~  o~ r ~  0 ' P ~ O  

p)(x) + 

+ a, k)p(,+~)(x+t)dt" (i45) 

La  derni~re intdgrale a 6videmment un sens, comme il r6sulte de (IOI bis). 

La  fonction F(x)  ainsi d6finie et que nous allons d6signer pa r  F (1) (x I a, k) 
ou encore par F(x] a, k), s'appelle la solution principale de l '~quation (I4I); c'est 

une fonction continue de x, darts un intervalle fini quelconque a ~ x--< b, car la 

convergence de (I45) a lieu uniform6ment.  

Suppons en second lieu a>o, k=e  ~, mais k~=--~;  on suppose que p(x) 

admet une d6riv6e d'ordre (m+ I) qui reste continue pour x > a  et qui satisfait  

la condition 

lim x 1+~ p(,+l) (x) = o, 

~tant positif, mais arbitrairement petit. 

La  s6rie (I42) est dans ce cas, en g6n~ral, divergente. 

de poser k ~ Q e  ;~, avec o < 0  < I et nous sommes ramen~s au cas prdc6dent. 

d4finissons ainsi la fonction Fe(x+h) par l '6quation (~45), 

( oo) 

I1 parai~ naturel  

Nous 

T'e(x+h): R~(hla'~ eels) p(,l(x) + R'(h--tla'm! Qe ) p(m+l)(x+t)dt" 
�9 = 0  0 

Elle d6pend de Q; il reste s prouver que.Fe(x+h ) tend vers une limite lorsque 

Q tend vers + I et cette limite sera dire, par d6finition, solution principale de 

r6quat ion (I4I) pour k : d ~ ;  nous utilisons au fond la m~thode de M. Borel 

pour la sommation d 'une s6rie divergente. 

On peut  6crire 

Fe (x + h la, Q ei~) = ~ R* (h l a' #d~) pI,l (x) + 

r a + a  

0 

La derni~re int6grale se d6compose on (r+ I) int6grales, 

a, qe ~) p(,+l)(x + t) dt. 
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f ~___ -~ . . .  

0 0 a ~"a 

Faisons duns la deuxi~me int6grMe le changement  de wriable  t = u  + a, dans la 

troisi~me int6grale le changement  de variable t = u  + 2a et ainsi de suite: 

/ .  
0 /. 

0 

/ / /  --~m - - t  (re+l) x + t  t =  Rm - - u  - - k  ~ 

ra  0 

~ ( m +  1) (X q- U "~- 'F(Z) d u ,  

ra+a 

f. R~ (h-- t) f(~+~) (~ + t) dt = 
0 

= f ~  (h-u)  [~(~+~)(~ + u ) -  ~ ~(~+,)(x + u + .1 + 
0 

+ ( -  ~)~ ~(~§ + u + r.)] d~.  

La condition (Ioo) montre que la s6rie enti~re par rapport s Q 

~(ra+l)  (X 2t- u ) - - ~ e  tx ~0 (rn+l) ( x  -~ ~ -~ a)  -~ . . . ~- ( - - ~ e i U )  r ~ ( m + l ) ( x  -~- ~t~ -~- rt$) -~- �9 �9 . 

est nniform6ment et absolument convergente pour 0--~I. On d6duit du th6or~me 

d'Abel 

l i m  [q9 (m+ 1) (x  + u ) - - Q  e i "  q~(m+ 1) (x  2t- u ~- t~) -~- . . . --~ ( - - ~ e i U )  r ~ ( m + l ) ( x  ~ u 2[_ r g ) : ~ - . - .  ] = 

= ~0 (re+l) ( x ) - - e  ix ~0 (re+i) ( x +  u + tt) + . . .  -~- ( - - e i u )  r ~ ( m + l ) ( x - ~  u + r t t )  + . - .  

ce que ['on peut 6crire 

lim lim [~0 (re+i) (x -~ u ) - - Q d  ~ q~(m+l)(x + u + a) + . . .  + (--Qei*) r ~0 (m-Fi) (x -~- U 2ff r(~)] = 

0 ~ 1  r~ r  

= lim lira [~(m+i)(x + u ) - - o e  i* q~(m+i)(x + u + a) + . . -  + (--Qet~) '' ~(m+l)(x + u + ra)]. 
r ~  oo ~ 1  

La convergence 6rant uniforme, on peut int6grer terme ~ terme, d'ofi l'on d6duit 
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lira lira f ]r (h.tJ., eel) J m [ [~(tn+l) (X OF t) - -  oe/u 

o 

~(ra+l) (X-~- t + a) + " "  

+ (--Qei~)'qD (re+l) (x+ t+ra)] dt  ~- 

et 

= H m  fn=(h--tl=, ~) ,.-.~ m! [r . . . .  

0 
+ ( -e~) ,~( '~+i) (x+ t + ,~ ) l  e t  = 

"~176 f z~,,,(h~tl,,, e,~) = l i r a  R~mJ-h--Tt]a' ei~) ~(m+l)(x-b t ) d t =  - qD(m+l)(x+ t)dt  
, . ~  m! " 

o o 

L' in t~gra le  au second m em bre  a dv idemment  un sens, comme nous l ' avons  mont r4  

plus haut ,  (IOO bis). L a  so lu t ion  principale  F ( x + h ] a ,  e ~) est par  consequent  

F ( x  + h l . ,  e '~) = ]Am F e (x + h I a, r '~) = ~ R.(hl  a, e '~) qD(') 
~-'~ ,=o ~! (x) + 

+ f e'X) qJra+l)(x+t)dt" 
O. 

(146) 

Nous  sommes arr ives  g la solution pr incipale  (I46) en p a r t a n t  de la solu- 

t ion formelle  (142), d ivergente  en g~n4r~l, que nous avons somm~e en introdui-  

sant  le fac~eur de convergence ar = (--q)r ,  Q< I e t  en fa i san t  ensuite  tendre  (~ 

vers + I ,  par  valeurs  rdelles et croissantes.  On peu t  a r r iver  au m~me r~sul ta t  

en ut i l isant  route  aut re  m~thode de sommat ion,  pa r  exemple  la m~thode expo- 

nentiel le;  on pose a~=e-~  (~+~), 7 > o  et on fair  ensuite  tendre  ~ vers z~ro pa r  

valeurs  posi t ives et d~croissantes.  

Posons  done a > o ,  k--~e ix, ~ > o ,  

F . q ( x  -t- h) = (]g -]- i ) Z  ( - - k ) r  ~p(X -~- h + r a ) e - ~ ( ~ + a + ~ " ) "  
r ~ O  

(~47) 

De l 'hypoth~se (IO0) o n  d~duit 

r +~-')(x) 
l im ~ ( ~ + 1 )  (x )  ---- o,  lira - -  o, ~,-~ I , .  2 . . . .  , m + x 

X ~' 

et en par t icul ier  . ,  

4 6 -  29764. 21r mathemat/va. 55. Imprim6 le 9 ao~t 1930. 
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lira q~ (x) --_= o . .  
xm+l 

La s6rie (t47) est donc eonvergente pour ~ > o .  Remplagons en (143) q~(x) par 
(x) e - ~ ,  

/z--1 

(k.+ ,) 2 ] ( - k ) ~ C x  + h+, . , )~-~( '+~+.~ 
r--  0 

~ lt,(h) [D~ ld'qD(x 
~,=0 

+ / , a )  e-n(*+, '~) + D~ qD (x) e-n~] + 

t u a ,  

I" ~,,(h--t) 
+.] rn I 

0 

D~ +~ ~ (x + t) e ---~r dr. 

Laissons ~ fixe et faisons tendre /~ vers l'infini~ 

~ / r  (h) ' '~ n,( , , )  
lim --;i--Id' D".99(X+l,a)e-'i(~+"")--- lim ~ - v ! : -  " 

/ . ,~  ca 't'=O ~ a o  'v~O 

car 

On a done 

�9 ~' ~, C-q)' ~('-')(x + ~,~)e-~('+. ~ 
$=0 

lira f('-~) (t) e'-,It = lira W +1-'+'  e-nt --  o. 

: ~  O~ 

t t b l  

F~(x +h) = lim (k+ I )  ~ ( - - ] ~ ) r  ~ ( X +  r g )  e - -~(z+ra)  == 
~ c o  

r ~ 0  

- ,! 3~ ( -  7)'~c'- ')(x)e-~ + 
�9 =O $=0 

+ f s  ~o , ')(-,~),m(,,,+,-,)(~+t,~-~(~+,)at. 
0 = 

Si l'on pose 

I,(r/) =: (m + I~(-- ~7)' f ~ ,  t t_,~.~(=+,_,)(x+t)e_n(,+t)d t 
, ! m! J ~ " " ~  "~ 

0 

et l'on fair tendre V vers zdro, on a pour lu solution principale l"(x+h),  
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m 

l"(x + h f a, e") = lira F~(x + h [ a, e '~) -~ ~ ,  
~ 0  

" e - - O  

R,(h) (, 
~!-- qp )(x) + 

o~ 

+ lira [!*tin(h--t) ( ra+l ) (x  
~,-oJ ,z! 9 +t) 

0 

m + l  

e--~(~+t)dt "+ ~-.olim ~_  5(*2). 

NOLTS 

effet l'int6grale 
co 

allons montrer que I, (*2) tend vers z6ro avec *2 si s-~ t; consid6rons ~ cet 

z + a  z + 2 a  

+ f §  e, l'on fait  le 
g-t-a 

dt. 

�9 f 
On d6compose l'int6grale en une somme d'int6grales 

g 
changement d e  variable t = z + u, 

2 a  

Bin(h--z--u) e-~" du + e -~z f [t,,,(h--z--u)e-~" du -~ . . . .  
..t 

Ha+or 
oo / .  ,i, 

~p (z) -~ e'-~" ~_~ Rm (h-- z + u) e-~U du. 
, te=O 

~ttct 

On fair dans l'int6grale le changement de variable t + t L a = u  e~ l'on remplace 

~ra(h--z--t--l~a) par (--k)~*~qm(h--z--t), formule (98), 

a 

f. ~p(z)-~ e - ~ _ j  (-- ke~"),  Rm(h--z--t) e-ntdt, 
~=0 0 " 

a 
e - - ~  z I "  �9 

~-ke- ~ J Rm(h - - z - - t )  e -~t dt. 
I ~ - -  " " 

0 

Faisons ~endre ~ vers z6ro, 

lira ~V (z)-- k + I  R m ( h - - z - - t ) d t  . . . . . . . . . . . . . .  
W--,O m +  I 

o 
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Quant z augmente ind~finiment, Bin(h-z - - t )  rest+ bornd, done 

Iv  (z) l < c e ~ z .  

En particulier lorsque Pp reste fixe eL z augment+ ind~finiment, le produit z'tp (z) 

tend vers zdro, quelque soit r. 

De l'e~pression de ~ (z) on ddduit que sa diff~rentielle est dgale 

d~p(z) = -- R~(h--z)  e -~z dz. 

Soit s Fun des entiers I, 2, . . . ,  m +  I e t  int~grons par parties I,(7), 

oo 

I s ( T ) : -  (m -I- I) (-- ~ ) * 8  ~ e-~* f q~(''+l-+)(x+t)dtp(t)= 
0 

I + I ~ (-- '~)s ,__..~z = _  (" + ! ICm+'-"(+ +,) (t)]: + 

<30 

+ ~ - t  e-~ ~ t) 
0 

II r6sulte de l'hypoth~se (IOO) que pour t suffisamment grand on a 

I ~(~+'-+)(x+ t) l < M~.  

Le produi+ t+tp(t) tend vers z+ro lorsque t tend vers l'infini et ~p(o) est fini, donc 

I s ( v ) = ( m  + I )  (-tP)se-z~q~(m+l-~)(x)~(~ -m~. - 

c ~  

/ + s _-~-. e - ~  ~(,~+~-+l(x + t ) ~  (t) dr. 
0 

Dans la derni~re intdgrale on fair le changement de variable x +  t=-u, 

+ / 
0 z 

q~(m+2-+)(u) I e-~'+ du. 

~OUS avons VU que 
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lira ~(~+=-')(u) u ~  " - U  s - 1  - -  O~ 

ce qui veut dire que ~ dtant choisi arbitrairement petit, on peut d~terminer N 

suffisamment grund pour avoir 

]~0(ta+2--S)(U)l < ~U s -1  lorsque u > h r. 
On a donc 

x .N 

On pose dana 1~. derni~re int~gmle v u = t ,  

Finalement 

~f,,'-'~-,'*d,,<~f,,'-~e-,'~au=~fe-le--'dt.,~ 
.N 0 0 

,/m+ i ) i  I __~xll)(trlOrl__8)(~p(O) I I h ( ~ ) l < ~  ~ ~ m,,~ ~ ,x, 

N 

i C 

(~+ i)~.,f + e t ~ - l e - t d t .  

0 

pouvan~ 6tre choisi arbitruirement petit, on d6duit que 1,(7) tend uniform6- 

merit vers z~ro avec ~/, ce qu'il fallai~ d~montrer. 

I1 reste g consid~,rer 

f. lim Rm(h--t) ~0(r4T1)(X "[- t) e -'~(~+t) dt .  

0 

Posons h. cet effet, 

f" f ( z )  -~ Bin(h-- t) ~(m+l)(x + t) dt .  

z 

L'int~grule converge uniformdment car on a 

r a + s a + a  

f , r + s  h ~ ( h - - t l ~ - * ~ ) ( x + t ) d t =  ~,~(h--t) ~ (--k)'r 
r a  0 
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et la s6rie 
o0 

Z (__]~)v ~0(m+ 1)( x _~_ ~ )  
, ~ 0  

converge uniform6men~ lorsque x 

a<_x<_b. 
Liint6grale I o (7) peut s'6crire 

varie dans un intervalle fini quelconque 

r162 , 

f Bin(h--t) 
Io(~) = j m! 9 ( t a §  (X + t) e "-~(x§ d t - -  

ao 

~-"~ f tel( ) m! e--~ t = 
0 

r o0 

e--~x [" 
m! [ f ( ) ] o - - * /  m! j f ( t )  e - ~ t d t =  m! 2 ( o ) -  ~] f ( t )e-~tdt .  

0 0 

La fonction f (z)  tend uniformdment vers z6ro lorsque z tend vers 1 infini on  peut 

done trouver un nombre N suffisamment grand tel que 

I f ( t )  l < ~ p o u r  t > N .  

N 

*2 m! f( t)  e-€ < 7  m! J l f ( t ) l d t  + ~v. e-~(~+~;)" 
0 0 

e pouvant ~tre choisi arbitrairement petit, ia derni~re indgaii~ montre que Io(~]) 

f (o )  tend uniformdment vers m! .  lorsque *2 tend vers z6ro. On a done finalement, 

pour la solution principale 

F (x + h ] a, e '~) = l im F~(x + h ] a, d ~) = 
t t ,  (h I e ix) 

~,-o ,=0 ~ ! ~' ~0(')(x) + 

J * ~ ( h - - t ]  (Z,eix) (m-l-i) 
+ m! q) (x+t)dt ,  

0 

et nous retrouvons l'expression (M6). 

L a  m6thode de sommation exponentielle, propos~e par M. NSrlund pour la 

d6finition de  la solution principale de ses 6quations et qui consis~e s introduire 

le fac~eur de convergence e -~z est, au fond, 6quivalente ~ la m6thode que nous 
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proposons et qui consiste g introduire le f a c t e u r  de convergence a~ = (-=Q)~; la 

derni8re m6thode a l 'avantage de donner lieu, comme on a vu plus haut ,  g des 

calculs de beaucoup plus simples. 

I9. 0p6ra t ion  _A_ et  deuxi~me ~quation. Lorsque 9(x) est un polynome 

de degr6 m, nous avons trouv6 pour la solution de l '6quation 

le polynome (20) 

P 
_~_ F(x)  = 99 (x), (I4 8) 

a~ . . .ttp 

n?) (h) 
F(x  + h) = q~(x + R(')(h)) = ~ ~ v ~ -  9(~)(x)" 

'v=O 

Supposons main tenant  que 9(x) est  une fonction diff6rente d 'un polynome; l'6qua- 

t ion (148) admet une infinit6 de solutions, parmi lesquelles nous allons fixer 

l 'a t tent ion sur la solution donn6e par la m6thode des approximations successives. 

On commence par chercher une solution formelle, s6rie entibre par  rapport  aux 

variables kl, k2 . . . . .  kv; on d6duit p.ar identification 

iV(X)  = (kl-l- I) '"  : ( ~ , +  I ) ~  (--]~1) . . . . .  ( - - ] ~ ) r P ~ ( X + r ,  gl + " " "  + ,'~ap), (I49) 

off le signe 2~ s'6tend g routes les valeurs enti~rew non n6gatives des ri. Pour  

d6cider de la convergence de la s6rie (149)~ il fau t  faire des hypothbses sur les 

as, ki et la fonction f(x).  

Supposons d 'abord al > o, ]ks] < I, i = I, 2, . . . ,  p;  on suppose que 9(x) admet 

une d6riv6e d'ordre (m + I) qui reste continue pour x >-- a et qui satisfait  g la 

condition 

lira x ~+~ I kp 1~ ~(m+ll(x) = o, (I 12 bis) 

e 6rant positif, mais arbi trairement petit. 

Nous dirons que la s6rie (I49) est eonvergente si la somme 

()~1 ~- I ) ' ' "  (kp ~- I) Z "'" Z ( - -~l) r  . . . .  (--]~P)rP~0(X'~-rlgl-~ ' "" ~-rP[~i~ (I49 bis) 

tend vers une limite lorsque les entiers positifs #~ tendent  s imultan6ment vers 
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l'infini,, mais ind6pendammen~ l'un de l'au~re; pour simplifier l'6cri~ure, nous 

allons supposer que les en~iers tt~ son~ impairs; on a dans ce cas 

tz~__ 1 ~p--1 

(~, + ~)... (~ + ~) ~_  ~ - . .  ~, (-~,)~ .... ( - ~ ) ~ ( ~ + r ~ . m + - . -  +,-~.~) = 
a~ . . . a~ r~=O r~=O 

off l'op6ra~ion / ~  au second 

(~l,~,, ~ ' 1 , . . . ,  (~, , , ,  ~ ') .  

= (~ '+  ~) . . . (~  + ~) _A_ ~(~), 
F~ a l  . � 9  # p a p  

membre es~ form6e avec les couples de valeurs 

La formule sommatoire (I24) donne 

/,el__ 1 ~p--1 

(k, + ~). . .  (k~ +~  ) ~ ...  ~ ( -k , )~  . . . .  ( - ~ y ~  ~ (x + h + ,., ,~ + . . .  +,-~,~) = 
rl=O r~=O 

= R?)(~) ~ ~(,)(x) + = (k,~, + 0 - - - ( ~  + ~),Z ,,! ~ ...... ~ % 
a,~ 0 

f .~(~P) ( h - -  t) _ ~ _  ~)(m+ 1) ( x  -F t) d t = 
+ ( k ~ , , + i ) . - - ( ~ + ~ )  m! ~, ..... ,~o~ 

0 

m (h) ! 1 

= . ~  ~,! " 
�9 =0 rl=O r~=O 

+J ~7 " 

0 

off  r o n  a pos6 

k~pprp ~(m+l)(X "-F t + ~) dt, 

Y] = r l t f l a ,  + " '" + r ~ / t p a p .  

Faisons tendre les tt~ vers l'infini; la premiere somme tend vers 

R?) (h) 
_~.~_ ~(,)(x), 

car les autres (2~--I)  termes tendent vers z6ro si ron suppose 
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limx~lk~l%qD(')(x)=o, ~-----o, ,, . . . ,  m; 

(la derni6re condi t ion  et la condi t ion  (I22 bis) ont en partieulier lieu lorsque 

lim ~~ - -  o, ~ o, I, m + I 
~r  ~ X I~ 

n dtant  positif et arbi trairement grand) c'est ce qu'on voit faci lement en majo- 

runt les termes s l 'aide des in~galitds (I I8) et en rdp~tant le  ra isonnement  qui 

suit la condition (~44). 

La  seconde somme tend vers 

r162 $ 

m! go(m+1) (x + t)dt 
0 

qui a un sens, eomme nous l 'avons montr6 plus haut ;  en effet, chacun des autres 

(2v~I)  termes peut gtre major~ par 

I R ~ ) ( h - -  t)l Ik,,l%l 
0 

~0 ( r a §  (X + t+  ~'~)1 dt. 

On a ensuite, en posant  t+x+X2~u, 

1" ~- t+~)ldt< 

< f (u_h_x_~),_l l~ I % ik~l.  ~ M d u ~ _  

- - / + ~  u~+~ d u < h+~ uq%-~ - -  h+~ r (x  + ~2) ~ 

et le dernier membre ~end uniform&ment vers z~ro lorsque a--< x--< b e t  ~ tend 

vers l'infini. Nous avons donc pour la solution principMe, que nous ddsignons 

par F(~)(x+h I al, kl; .. "; a~, k~), de l '~quation (I48) 
4 7 - - 2 9 7 6 4 .  Acta mathemativa. 55. I m p r i m ~  le  9 ao f l t  1930. 
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P-t--1 P2~ - 1  

F(p) (x  + h) =: l i m  (k,  + I ) . . - ( ~ p  + I )  Z ' ' "  Z ( - - ] C l )  . . . . .  ( _ _ ] c p ) r p .  

g l  - - �9 g,~o ~ r t = O  r2o ~ 0  

�9 r  h + r l . l  + '"  + r ~ a p ) =  

o v $  

- -  ~ ~0(')(x)+ m! ~~ + t )dt .  (I5O) 
�9 = 0  0 

La  somme (149 bis) tend uni formdment  vers sa l imite; la fonct ion F ( ~ ) ( x + h ) e s t  

done une fonct ion cont inue de x dans l ' intervaUe a--< x--< b. 

Supposons en second lieu 

ai > O, i =  I, 2, . . . ,  p;  Ik, l = ~ , i = ' ,  2 , . . . , p ' ;  I k # l < ~ , j - - p ' + , , . . . , p .  

On suppose que ~(x)  admet  une ddriv6e d 'ordre  (m+ x), qui reste cont inue pour  

x >  a et qui satisfait  s l 'dquation 

lim xV'+* 9(=+1)(x) ---- o. (122) 
g-.--~ Ov 

La  sdrie (I49 bis) est dans ce cus, en gdndrul divergente;  pour  la sommer suivant  

le procddd de M. Borel, rempla~ons Ies ki par  Q k~, i = I ,  2 , . . . , p ,  Q <  I; nous 

sommes ramends au ca~ pr6cddent et nous ddfinissons la fonct ion 

F(~)(x+hl.,, qk,; . . ,  ~k~ )=~  R?)(hr-,, ek,; ...; ~ ,  eke) (.)(x) + 
q �9 �9 "I y [  

~ 0  

+ fR?)(h--tr.,, e]Cl;--m! "" "; __aP' ~kp)qg(m+l)(x+t)dt" 
0 

Faisons tendre  Q vers + I. par  valeurs positives et  croissantes; on a 

n?) (hi- ,  ~,; . . . ;  -~, ~)  
l i m F ~ V ) ( x + h l , , , Q k , ;  . . . ;  . p ,  Qkv) = vl 
t a - - I  

~(')(x) + 

+ f l r  k,; . . .; ,p ,  k~) 
m! 

0 

_ _  ~p(m+~)(x + t)dt ,  
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car la derni~re int6graae est uniform6ment eL absolument convergente (122). La 

limite ainsi d6finie, qiie nous d6signons par F(~)(x+h]a~,kl; . . . ;  ap, k~), sera 

dire la solution priiicipale de l'6quation (I48) dans l 'hypoth~se (I22), 

F(~l(x + hla, ,  kl; . . . ;  a~, / c ) :  v! - -  9 ( '1  ( x )  + 

f R~)(h-- t) + ml 9(~+l)(x + t) dt. (I5I) 
0 

Montrons qu'on peut arriver ~ l'expression (ISI) de la solution principale 

par le proc6d6 de la sommation exponentieUe de la s6rie divergente (i49). 

Si l'on rempla~e en (149 bis) 9(x) par 9 ( x ) e - ~ ,  ~ > o ,  on a comme plus 

h.aut en posant 

=-  r l ~ l a  1 + .--  + rptt~ap, 

/*j--1 t~p - 1  

(It 1 + I ) " ' "  (]Cp -~- I )  Z "'" Z ( -  kl)r  . . . .  ( - -  ]cP)rP " 
rl =0 rp~O 

�9 ~0 ( x  + h + r ,  a l  + ' + r~ ap) e - ~ ( ~ + h + ~ , + "  �9 �9 + ~ p )  = 

�9 =0 rj=O rp=O 

oo , 
+ f -~(~)(h- t) 1 1 •! ~ "'" ~ ~1 . . . . . .  k~p ~rlO J0~ +1 (~o(x + t + ~-~)e"-~(z+t+'q))dt. 

0 rl=O r~ ~0 

De la relation (I22) on d6duit 

lim 9(m+i)(x) = o, lim 9(m+1--')(x)-- - -  X ~ O, V : I ,  2, . . . , m +  I 

eL en pal4iculier, on peut d6terminer une constante positive C, tel qu'on air pour 

les grandes valeurs de x ,  

]~ (')(x)] < r ~, ~, = o ,  1,  . . ,  m .  



372 Rodolphe Raclis. 

La  s~rie au premier  membre e s t  done convergente  pour  ~ > o  e~ lorsque x reste 

darts u n  intervalle fini quelconque a ~ x --< b. 

Lorsque  les /~i t endent  vers l'infini, ls  premiere somme t e n d  vers 

R?) (h) D~ (q~(x) e-'X), 
�9 ~ 0  " 

car les autres termes, en nombre  fini, sont de la forme, ?~ un fac teur  fini pros, 

~(') (x + s e-~(~+~) 

qui tend  vers zdro lorsque s tend  vers l'infini, en vertu de l ' indgalitd 

I~(')(x + ~)1 < c(~ + s ~ = o ,  ~, . . . , m .  

Lorsque s tend  vers l'infini, l ' int6grale tend  vers 

/ R(P) (h--t 
,~ ,__ ) Dm+l(q~(x+t)e-~(~+t))d t 

m! 
0 

ear les autres  termes, en nombre fini, sont de la forme, s un  fac teur  fini pros, 

/. R~/(h--t)  ~o('~(x + t-~ s e-~I~+t+~/dt, 
0 

et  l ' int~grale est, en valeur  absolue, plus peti te que 

f < c, f 
0 0 

C ; u  m+p'-I e -~lu du 
. 1  

x + ~2 

qui tend  vers z6ro lorsque s t end  vers l!infini. 

Faisons main~enant  tendre  ~ vers zdro: 
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~ R(v) (h) 
l iE  ~ ~-- D~ (~o (x) e-~) 
~ 0  

= lim v! ~ ( _  ~)s q~(~-S)(x) e - -~  = 
~ 0  v=O s=O 

XJ 
~'=0 

Posons 
av 

0 
On a 

~(~+l-S)(x + t) e-~(.~+t) dt. 

_ _ _ _  

J " ]~(Pm ) ( h - - t )  ~ + 1 ( ~  0 (3g-~- t) lim e --~(x+t)) dt  = 
~ 0  ~ * *  " 

0 

f m+l R~) (h--t)~(m+l)(x-~- t) e-~(~+o dt  + lim ~ Is (7). 
v,-~O */~0 s= l  0 

Lorsque 7 tend vers zdro, l ' int~grale 

oo $ 

m! 
r (x + t) e--~(x+t) dt  

Lend uniform~men~, duns l ' intervaUe a<--x < -- b, vers 

av $ 

f m! ~(m-Fl) (X + t) dt  
0 

ear eette derni~re intdgrale est uniform~ment  et  absolument  eonvergente (i22). 

Montrons que pour  s--> I, l ' intdgrale 

f. Js (7) = ~ R~) (h--t) ~(m+l-s)(x + ~) e "-'~(x+t) dt 

0 

tend vers zdro lorsque 7 tend vers zdro. En effet, on a 

lira q~(m*l-~)(x) --  o, 
~ r X s 
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ee qui veut  dire que e dtant  choisi a rb i t ra i rement  petit ,  on peut  ddterminer  T 

suffisamment grand pour  avoir 

1 99(,~+1-~)(x + t) l <  ~ (x + t? pour  t ~ T. 

D'aut re  part ,  pour  t--> T, on a 

IR~> ( h . t )  l < C(t--h)r 

T 

f. Z,s(7 ) = 7 s ]~(P~) (h - -  t) ~0( ra+ l -S ) (x  "~- t) e -'rl(zq-t) d t  + 

o 
c~ 

T 

~9 (mq- l - s )  (X -~ t) e--n(.~+t) dt. 

La  premiere intdgrale au second membre tend  vers z~ro avee 7 ;  la seconde est 

en valeur absolue plus peti te que 

f c~7:f ~ C(t--h)v'-le(x+t).e---n(x+')dt< (x+t)s+v'-le--~(~+t)dt< 

T T 

= / < Ce7~fus+r --:777 ,Ce v~+V,_~e_.Vdv. 
0 0 

dtant  a rb i t ra i rement  petit, on n 'a  qu's prendre  par  exemple ~ ~ 7  v'+I, pour  

d6duire que le dernier  membre t end  vers z6ro avee 7, car l ' int~grale 

/ V  sTp ' - I  e - v  d v  

o 
est finie. 

On peut  encore mont re r  que J~(7) tend  vers z~ro avec 7, en observant  que 

de la condition 

lim x v'+~ qg(m+l!(x) = o (I22) 
2 ' ~  Oo 

on dgduit  que la d6riv6e q~(~+a-')(x) est de la forme 

qr = , , ( x )  + p,(x) ,  ~ = i, 2 . . . .  , m  + i, 
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off ps(x) est un  polynome de degr6 (s--I)  e~ ~0~(x) une fonction continue de x 

pour x -  a e~ qui satisfait  s la condition 

lim x~' +~-8 ~p~(x) = o, 
.'g----* ov 

d'oh l 'on ddduit  que, 8' ~tant choisi arbi trairement petit, on peut dg~erminer T 

suffisamment grand pour avoir 

L' int~grale 
I I < 8't,'-.'-" pour t -> T. 

0 

tend vers zgro avec 7, car 

f ~lt~)(h t)p~(x+t)e--~(~+t) 
0 

dt 

tend vers une limite finie lorsque ~ tend vers zdro (x25). 

On a ensuite 

eta 

f (h t) 
0 

T 

~p. (x + t) e---n(~+t) d t = ~2 s R~) (h-- t) ~p~ (x + t) e.n (~+t) d t + 

0 
oo 

+ 7" f h~) (h- - t )~p . (x  +.t)e-n(z+t)dt. 
- T 

La premiere int~grale au second membre t e n d  vers zgro avec 7, ear s--> I; la 

seconde int4grale est en valeur absolue plus petite que 

~1 s / C(t--h) ~'-1 e'(x -t- t) s--p'-~ e -*t(x+t) dt  

T 

< C8'~ 8 f (t + X) s - I - $  e -~(~+t) dt 

T 

us--1-~ 8-~u du -~- C ~'~ ~ ~ e-  v, 

0 0 

qui tend vers z~ro avec 7, ce qu'il  fal lai t  d~montrer. 
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Nous trouvons done finalement p o u r  la solu$ion principale 

F (v)(x + h I a,, k~ ; . .. ; a~, kv) = 

" ~ R ~ ) ( h )  �9 --~x j "  l~(pm) ( h - - t ) D  m+l 
xm ~ . j - - , T - - D  [qo(x)e ] + lim m! [q~(x+t)e--~(x+t)]dt= 

~ 0  *,~0 ~" W-"O x 
0 

ov 

~ = 0  0 

c'est-~-dire l 'expression (I 51). 

~ , q  

20. Op~ration A _  et  troisi~me 6quation. Lorsque ~0(x) est un polynome 

de degr6 (re+q), nous avons trouv6 plus haut  pour la solution de l '6quation 

le polynome 

~ , q  

~ _  F (X) = 99(q)(x), (62) 
al . . .  ap, ~t . . .  ~q 

m+q 1,~' q)(h) 
F ( x  + h) = ~o(x + R(v.q)(h)) ~_j ~i ~0(')(x). 

q ~ O  

Supposons main tenant  que 9@) est une fonction diff6rente d 'un polynome; 

l '6quation 
V, q 

aj  . . .  % ,  ~j . . .  ~q 

admet  une infinit;6 de solutions. Fixons l 'a t tent ion sur la solution donn6e par 

la m6thode des approximations successives, s6rie enti~re par rappor~ aux variables 

k l , . . . , k v ,  

(--  i)q(k~ + i ) . . .  (kv + i) ~,. �9 .~q ~, (--k~) ~ .. . .  (--kp)~v 9(x + ~2), (i 53) 

off l 'on a pos6 

: r i l l  -]- " ' "  "q- r p o f p - ~ -  81 /~  1 + " ' '  "+ 8qflq, 

et off ie signe :~ s'6tend s routes les valeurs enti~res non n6gatives des ri et sj; 

si l 'on ajoute ~ (I53) un  polynome arbitraire de degr6 (q - - i ) ,  on obtient encore 

une solution; il convient d'ajouter,  pour assurer la convergence de (I53), le 

polynome 
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~o 

( ICe, q)(x-- t )go( t )dt  ' . 
j i 
a 

off a esg une constante arbitraire. 

Nous prenons donc, comme point de d6part, la solution formelle 

f B (~, q) ( x - -  t~ 
J qiq'2i),. / go ( t )d t  + (--Ilq(k,+I)...(k~,+,lfl,...f lq. 
a 

(154) 

Pour  ddcider de la convergence de (I55), il faut  faire des hypoth6ses sur les 

ai, ki, f l j e t  la fonction g0(x). 

Supposons les ai et flj positifs, i = I ,  2, . . . ,  p; j - -  I, z, . . . ,  q; ]/c~] = I ,  i ~  
p t t 1 , 2 , . . . , p ;  ]kjl < I , j = p  + I , . . . , p ,  off p a l 'une des valeurs o, I , . . . , p .  

On suppose que go(x) admet une d6riv6e d'ordre (m + I) qui reste continue pour 

x >--a et qui satisfait  ~ la condition 

lim x ~''+q+~ go('~+ ~)(x) ---- o. (137) 

En (I55), l'ing6grale et la s6rie divergent en g6n6ral; nous allons les sommer 

en intrroduisant le facteur  de convergence e --~, c'est-~-dire en remplagant en (i55) 

go (x) par go (x) e-~Z, V > o. 

Nous sommes ainsi ramends s consid6rer la somme 

(q_~)! go(t)e---"'dt + ( - - I ) q ( k  1 + I ) ' ' "  (]Q~ + I ) f l l  " ' "  /~ q " 

a 

�9 Z ( - - k , )  r . . . .  (--k~)rpgo(x+~)e--~(z+~). (I56) 

En (I56), l ' int6grale et la s6rie song convergent~s pour route valeur positive 

de V, car de (I37) on d6duit 
(ra+ 1-, /(~) 

limgo(m~l)(x)=o, limgo ' - '  o, ~ - - I  2 , . . . , m + I .  X v 

Nous allons monfrer  que l 'expression (I56) tend uniform6meng vers une limite 

lorsque x reste compris dans un ingervalle fini quelconque a--< x--< b et lorsque 

tend vers z6ro e~ cette limite, que nous allons d6signer par F (~, q) (x I at,  kl ; . . .  ; 

ap, k ~ l f l ~ , . . . ,  flq), sera dire la solution principale de (I52). 
4 8 - - 2 9 7 6 4 .  Ae~a ma thema t / ea .  55. I m p r i m 6  l e  9 a o f l t  1930. 
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Nous disons que la s6rie (i53) est convergence si la somme 

(-~)q(~, + ~ )  (~ + ')~, ' ~ ~ " Y, ~, ' Z (-~,) . . . . .  (__~)r~V( /+  ~) 
rx=O r ~ O  st=O Sq:-O 

~ n d  vers une limite lorsque les entiers positifs #i et rj tendent  s imultan~ment 

vers l'infini, mais ind6pendammen~ l 'un de l 'autre;  pour simplifier l 'gcriture, nous 

allons supposer que les en~iers posi~ifs /~,. sgnt impairs et les enfiers positifs ~j 

quelconques. Dans ces conditions on a l'iden~it~ 

P,q 
~ _  (k! -~- I ) " ' "  (~p -}- I ) ~ l  "'" ffq" 

a~ ... %, ,~,... {~q 

,ul__ 1 #p--1 ~.z__ 1 Vq--1 

�9 ~ ... ~ ~ . . .  y, ( -  k,) . . . . .  ( -  ~ ) ~ / ( x  + ~ ) =  
r~=O rp=O s~=O Sq=O 

~, q 
= ( ]~ '  + I ) - . .  (~Pp~ + I)(~1~1) "'" (Vqffq) J / ~  f ( x ) ,  

#1 a , . . .  ,'q ~q 

off l 'op6ration / ~  au second membre est form6e avec les couples de valeurs 

(~,,,1, ~,), . . . ,  (~,,~,, ~ )  et  les  ~carts  ~ , . . . ,  ~ .  

La formule sommatoire (I28), avec les expressions (I38) et (x39) des termes 

compl~ment~res ~q et T~+I, s'6crit 

_A  f ( x  + t )d t  = f ( x  + h) + (q-- x)! . . . . . .  v, r . . . .  Oq 
0 

~ R  (~, q) (h) ~' q 
= "§ y ~  f ( ' )  (x) + 

v~O 

+ f ui~',q)h--t) r,q f(,~+l) t)dt, "~ q + l _ / ~  (x  + 
(m + q)! . . . . . .  ~, ~ .... ~q 

0 

qui devient, compte tenu de l ' identit~ pr6c~den~e, 
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#t--1 Vq--1 
(k, + r). . .  flq ~ ... ~_j ( , k ] ) "  . . . .  (--k,)r~' f ( x  + h + .(2) + 

rx----O Sq=O 

+ (k~' + I ) "  f ( x  + t) d t ---- 
O 

= (]~l' + I )  
'~ R (v" q) (h) 

�9 m "  " ~ f(')(x) + (,q flq) ~9. (v + q)[ , . ,  . . . . .  q & 
~ 0  
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+ (k~, + i) f R (p' q) (h--t) p, (Vqflq) m+~, ~ ~ _  f(m+!)(x + t)dt. 
(m+q)! v . . . . . . .  q~q 

0 

Remplaqons f (x)  par 9 ( x ) e - ~ ,  V > o ;  faisons dans l ' int6grale au premier membre 

le ehangemenf  de variable x +  t = u ;  faisons tendre les /~i e~ vj vers l'infini. La  

derni~re 6galR6 devient 

lim (kl + I ) . . .  (kp + I)fll. 
1'1 �9 �9 �9 * q ~  o0 

/Ll__ 1 ~'qV-1 

~ E Z (--k')r . . . .  

rt=O Sq =O 

f RIp" q) (x + h--u) ...(__]Cp)r/~9(X _]_ h + ~)e--~(x+h+t? ) + (__ i )  q ,1--1 qg(u)e_~du = 
(q-i)! 

x 

~* /t(~, q)(h) 
= ( - i ) q ~  "+q D: �9 =o (v + q)! [r (x) e--,'] + 

00 , 

f R(P,q) (h--t) + (__ i) q m~_+q_~ / ~m+l  (m+q)t zJ~ [9(x+t)e---~(~+t)]dt; 
0 

la demons t rahon  es~ exaetemen~ la m4me que eelle u~ilis4e pour  la serm 0 4 9  bis). 

La  derni~re 6gali~6 s'6crit encore 
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J ( q - - I ) [  q~(t)e--~tdt + ( -  I)q (k~ § I ) " "  (kp ~- I ) f f  I �9 f l q . Z ( - - k l )  r . . . .  
a 

f ~ , ,  )(~ + h -  t) 

( q - ~ ) :  
g 

�9 :o  (~ + q)! 

f R(p, q) (h-- t) m+q 
- -  D'~ [~ (x) e-~ ~] + (m + q)! 

0 

D ~  +'  [q~ (x + t) e -n  (= + t)] dt, 

e t  au  p r e m i e r  m e m b r e  on a r e x p r e s s i o n  (I56). Fa i sons  au  second  m e m b r e  t e n d r e  

vers  z~ro; on  m o n t r e  de la  m ~ m e  man i~ re  que p o u r  (I 5 I) que la l imi te  es t  

6gale  s l ' e x p r e s s i o n  dddui te  du second m e m b r e  en f a i s a n t  d i r e c t e m e n t  7 = 0 .  L e  

p r e m i e r  m e m b r e  t e n d  done  vers  une  l imi te  e t  il t e n d  u n i f o r m d m e n t  vers  sa l imi te  

dans  l ' i n t e rva l l e  a --< x --< b e t  l ' on  a 

�9 f R(P,q)(x + h ' t )  
l im | q-1 
~-0 j ( q -  I)! a 

q~(t) e--~t dt + 

+ lim ( - -  I)q (kl-~- I ) , . .  (kp+ l ) f f l - . .  ~q Z (--)~1) . . . . .  (__]c~o)rp~p(x.~-hA- ~ )  e- - .T(x+h+~)= 
~ o  

/ R(P'?)(x + h--t) ~ R(P,q) h 
= q-i q~(t)dt + L, + q ~ ( t ) ( ~ ) ~  + 

( q - ~ ) t  ( ,+q) !  ~ '~ '  a ~ 0  

+ f l~(P,q) (h--t) m~-q ~ 

�9 ( m + q ) !  
~0 (re§ (X + t) d t  = 

= F(~" q) (x + h ,~, k~; . . ;  ,~, k~ [ ~,, . . . ,  fl~). (~ 5 7) 

L a  so lu t ion  p r inc ipa le  I 

F(v,q)(x+hl al, kl; . . ; ap, kvl~,, . . ., flq) 

a ins i  d4finie, es t  une  fonc t i on  con t i nue  de x dans  l ' i n t e rva l l e  a g x --~ b, ca r  (156) 

t e n d  u n i f o r m ~ m e n t  vers  sa l imi te  lo r sque  ~ t e n d  vers  z~ro. �9 : 

L a  p r e m i e r e  in t~gra le  au  second  m e m b r e  de (157) p e u t  ~tre  t r a n s f o r m d e ;  on  a 

l Cf. Hauptl6sungen yon Differenzengleichungen, pag. 13, formule 46. 
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n ~ l  ) (h + x - t )  
(q-- I)! 

~1 1~'  q) (h) (x --  t) q-l-" 
= v !  (q-- :--v)! ' 

g3 

l <"  l)(X + h -  t) 
. ]  (q--I)[ 

off l 'on a pos6 

q-' 1{?' q)(h) / (X -- t) q-l-" 
q~(t) d t =  ~ vi (q__,__v)l qD(t)dt= 

* = 0  a 

~1 1{~, 9)(h) f(') = :~. (x), 

/ (x--t)v-' ~(t)dt, f ( x ) =  (q--I)! 
a 

f(q) (x) = go (x). 

L'expression (I57) de la solution principale devient 

381 

m , 

-+o (h) f 1{(p,q)(h--t) ~+q f(q+m+l)(x +t)dt .  (158) F(',  q> (x + h) = ~, v I f('> (x) + (m + q)! 
* , ~ 0  0 

CBAPITRE V. 

Propri~,t6s de l a  solution prineipale. 

2 I .  

sid&ons la solution principule 

f1{ (P,q)(x + h--'t) q--1 x 
F(,',q)(x§ . . .;  Hp, l~pl~l, . . . ,~q)= (q--I)] 

a 

de l'6quation 

Valeur asymptotique pour les grandes valeurs de la variable x. Con- 

q~(t) dt + 

+ (,+q)! ~(~>(x) + j (.,+q)! 
' ~ 0  0 

(I57) 

d6finie duns les hypothbses (I37). La premibre int6grale au second membre est 

encore 6gale g 

/ I~P' q) (X + h--t)  q--1 1{?, q) (h) 
(q--I)! qD(t) dt = ~ v! f(')(x) 

a ~v~O 

P, q 

J~_ F(x)-- ~(x), (~52) 
a, ... ap,.f,... ~Jq 
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off 

f(x) f (q-- i ) !  qD(t)dt. 
a 

5Tous nous proposons d'dtudier la mani~re dont se c0mporte la solution 

principale 1 ̀ '(v,q) (x) pour les grandes valeurs r6elles et positives de x; supposons 

s cet effet que r est le plus petit entier positif tel que 

lim ~(')(x) = o .  ( I 5 9 )  

La solution principale F (p,q) (x) peut s'~crire 

q-l+rR(v, q) (h) " R(v, q)(hi 
�9 +q ' z qD(')(x)  + F(v'q)(x) = ~_j " ; !"  "f(')(x) + ~_j (v+q)! 

v ~ O  r  

+ J (re+q)! 
0 

De l'hypoth~se (I59) il r~sulte que le second terme au second membre tend vers 

z~ro lorsque x tend vers l'infini. L'inf~grale au second membre est en valeur 

absolue plus petite que 

f C(t--h) "'4q-1 Mdt f dt C! I 
J (re-+q)! (x + t) r < C1 (.-~-:~ti i-+-~ = - e  x -~ 
o 0 

qui tend vers zdro lorsque x tend vers l'infini, car ~>o. 

I1 r~sulte que si ron  pose 

q-1 +r R (v, q) (h) 
P (x) = E - -if- '! .j4~,) (X), (160)  

o n  a 

lim (F(', q) (x ) -  _P(x)) = o.  (16I) 

La fonction P(x) repr~sente donc la valeur asymptotique de la solution 

principale F(v, q)(x+ h) pour les grandes valeurs r~elles et positives de x. 

Proposons nous de trouver une autre expression de la solution principale 
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F (v' r en uLilisan~ sa valeur asympLotique. :De l'gquation (I52) de d~finition, 

on ddduiL la relaLion identique 

p ~ l  pp--1 v~--I ~'q--1 

(]di "-~ I) " '"  (]~P -} - ' I )~ l '**  ~q Z "'" Z Z "'" Z ( - - ]g l ) " ' " ( - - kP) rPoo(x -~h -~ -~ -~ ) - -  
r~O rp=O si=O Sq=O 

P, q 
--(~1~'-[ - I ) . . .  ( k ~ " ~  I ) ( V I ~ I ) . . .  (1]q~q) ~ _  F ( v , q ) ( x + h ) = o ,  

/x~at... ~q ~q 

01l ~-~ '--~ -r I {~1 -[- "'" -]- Fio ~la At- 81 ~1 At- "'" ~ 8q flq) les  ent iers  posiLifs tt~ sont  impairs eL 
~, q 

vy quelconques eL off l'op6ration _/k est form6e avec les couples de valeurs 

(fqa~, k~,), . . . ,  (gv%, k~vv) et les 6carts (v, f l , ) , . . . ,  (Vq~q).  On ajoute aux deux 

membres la fonction F (v,q)(x+ h), on ajoute et on retranche la diffdrence 

~, q 
P ( x )  (~I)q(]~ttl-~ I) . .  (]~p-~- I ) (Vl~l)  . . . ( yq~q)  _ ~  P ( x ) ,  

tq al ... ~' q ~q 

et on obLien~ 

F(v, q) (x + h) = ( - -  l)q (~t-~ - I ) . . .  (]r I ) f f l . . .  ~q.  

#1--1 #p-- 1 v1--1 v q-- 1 

Y, Y, Y, )2 ( -  (-  +h + + P(x) -- 
rl=O rp=O ~l=O Sq=O 

l~,q 
- -  ( - -  I)q (]~'  ~- I ) . . .  (Vq ~q) _~_ P (x) -~- 

/q al... Vq ~q 

l~, q 
-l- I F  (p, q) (x ~- h) - -  P ( x ) "  ( -  i)  q ( ~ ,  -~- i ) . . .  (~)q ffq) ~ _  (/~(p, q) (x -1- h) - -  19 (x))]. 

/ul at...  ~q ~q 

FMsons tendre les enLiers /ti eL v1 vers l'infini; la parenLhgse tend uniform4ment 

vers z~ro pour x>_a+h, cur les d~riv~es ~0(')(x), v-----o, I , . . . ,  r - - I ,  sont continues 

pour x > a  et l'on ob~ient 

/zl__ 1 Vq--1 
F (v, q)(x + h) = l im [(--I)q (k 1 A t - I ) . . .  ~q Z ' ' ' Z  (--]~l)r '  " " " (--kia)rP ~ (X + h + ~r -~- 

I~1 ... Vq ~ rl~O Sq =O 

P,q 
-t- P ( x )  - -  { - -  I)q (}~' q - l ) . . .  (~q~q) A P ( x ) ] .  {I62)  

/xlal...,'q ~q 

La solution principale F (v, q)(x) satisfait s l'~quation 
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k~ F(~, ,)(~ + . . )  + F(~,.)(x) = ( ~  + ~) P(~-', ~)(x), (I63) 

d'ofi l'on d~duitG successivement 

n-1 
.~(P' q)(x -~h) : (~p-~- I) Z (__ ~)s /? (p- l ,  q)(x -}- h '+8~p)-~-(--]cp)nF (p'q) (x ~-h-}-.~p) = 

s = 0  

= (~p -]- I) Z ( -  ]~p)s/~(p-1, q)(x "[- h + s%) + ( - -  kv)" P (x + na~,) + 
$~o 

+ (-~,)-  [F(,, ~)(~ + h + ~ . )  - - P  (x + ~. .)] .  

Si l'on fai~ tendre n vers l'infini, la parenthgse tend vers zdro et l'on a 

n--1 
F(v,  q) (x + h) = lira [(k~+ I )~  (--]gp)s _~(P-l' q) (x-~ h-ar s~p) -{-(--]~p)n p(x--~ ggff, p)] . 

8=0 
(I64) 

Lorsque la condition (I59) a lieu pour r ~ o ,  c'est-s 

on a 

lim 9~ (x) - -  o, 92~ 

q-11~(P'q)(h]-3 ~, . . ~, ( t~q p'--q)(x' -}- h - - t )  
P (x) = "Z ~. ~r )(x) = j -(q~ii)! ~ (t) d t  

~'~0 a 

et (I64) devient 
x+nctp 

f R(v,q)(x + nap+h-- t )  .~(1~, q)(X -}- h) = lira [(--kia) n q--1 n--~ (q-- I)! •(t)dt  + 
a 

n--1 
-~- (~,'~- I ) Z  ( - -  ~10)S-~ ('-1' q)(X -}- h -}- 8ffp)]. 

8 ~ 0  

La solution principale satisfait aussi ~ l'gqua~ion 

(164 bis) 

F (p' q)(X "~- ~ q ) - - F  (p, q) (x) = ~q _~(P, q--l) (x), (165) 

d'ofi l'on d6duit 

n--1 

F(~', q)(x + h) : F(~', q)(x + h + nflq) --  t~q ~_j F(~', q-l)(x + h + ,9~q) = 

8--0 
n--1 



Solution principale de l'6quation lin6aire aux diff6rences finies. 385 

Lorsque n tend ve r s  l'infini, la dernibre parenth~se tend vers zgro e~ l 'on a 

F(v,q)  (x+h) = l i m  [ P ( x +  , ~ q ) - - ~ q  Z F(~~ q - l ) ( x  -~ h+8~q)] .  
n ~  oo 

s = - O  

(I66) 

Duns le eas particulier 

(t 66) devien~ 

lim ~ (x) --  o, 

x+n ~q 
; R~P_ -q) (x + nflq+ h--t) 

.~(la'q)(x -[- h) = lime [d ( q - - I ) !  ~ ( t ) d t - -  
a 

- -  ffq Z F ( , '  q--l)(.~? JI- h + 8ffq)]. 
$ = 0  

(166 bis) 

On a l ' identit6, f(x) 6rant une fonction quelconque, 

p, q th--1 
J ~ -  (~1-[- I ) . . . ~ q  Z "'" 

at. �9 �9 ~q rl=0 

Vq--1 

F ,  ( k,),, . . .  ( -  + a )  - 
Sq=O 

P,q 
= (k~d+ I) . . .  (,qflq) ~_  f(x).  

th a~ . . . *'q lg q 

L'expression au second membre de (I62) converge uniform6ment  vers la fone- 

t ion F (v, q) (X At- h); on  peut donc d6finir F(  v, q) (X ~- h), compte tenu de la derni~re 

identit4, aussi par la s6rie ~ ( p +  q) entr6es 

�9 [q)(x + h + ~ ) - -  ~ P ( x +  s (I67) 
a~... ~q 

off le signe :~ s'6tend aux valeurs enti~res non n6ga~ives des r~ et sj. 

L'expression au second membre de (i52) tend vers une limite lorsqu'on 

fair tendre d 'abord rl vers l'infini, ensuite r 2 , . . ,  e~ enfin Sq vers l 'infini e~ la 

limite est la mSme que dans le cas off ces nombres tendent  s imultan6ment vers 

l'infini, mais ind6pendamment  l 'un de l 'autre;  on peut  donc repr6senter la solu- 

t ion prineipale F(v,q/(x + h) aussi par la s6rie (p + q) fois it6r6e 
4 9 -  29764. Acta math~na$ica. 55. Imprim6 le 9 ao~t 1930. 
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oo ao 
F ( P , q ) ( x + h ) = P ( x )  + ( - -  i ) q ( k l +  i ) .  " ' ~ q Z  ( - -k l ) ra  " ' "  Z (_~p)rp , 

rl=O rlo~O 

oo ~ p,q 

" Z "'" Z [ ~ 0 ( x + h + a ) - -  ~ _  P ( x - [ - ~ ) ] .  ( I68)  
s~=o ~q=0 at. �9 flq 

Les sdries (i 62), (167) et (168) qui d~finissent la solution prineipale F (p, q)(x + h), 
sont uniformdment convergentes, mais ne sont pas, en g6n6ral, absolument con- 

vergentes; dans ces s~ries figure la fonction P(x) qui d~pend de l'entier positif 

r, qui est le plus petit entier tel que 

lim ~(~)(x) = o.  
a:~ o o  

Si on augmente r, la rapidit6 de la convergence des s&ies susdites augmente 

en g6n6ral et pour une valeur convenable de r, ia convergence peut devenir 

absolue; en revanche, le terme g6n6ral est plus compliqu6. On peut done dis- 

poser de l 'entier r, de mani~re g d6finir la solution principale F(~,q)(x+h) par 

des s&ies convergentes g volont6. C'est ce qui se passe aussi pour les trans- 

cendantes F n ( x l % , . . . ,  ~on) et G~(x]eo~,..., COn) de M. NSrlund. 

22. Valeur  asymptot ique  pour les pet i tes  va leurs  des 4carts ~ et ~y. 

Laissons maintenant x et les ki invariables et supposons que les ai et ~j varient; 

on sait qne le polynome R~, q)(x) est homog~ne et de degr~ m par rapport g h 

et auxm'  e t~ j ,  

R~, ~)(XhlX~l, k,;. . .; X,~, ~lZ~l,  . . . ,  X~) = X~R~, a)(hl~l, k~; . . . ;  ~ ,  k~l~l, . . . ,  ~). 

L'expression (I58) de la solution principale devient 

F(~,~)(. + z h l ~ ,  k~;...; z~ ,  ~ l Z ~ , . . ,  z ~ ) =  
m+ q ~ 

= ~ 7,. R?,~)(hl~,, k , ; . . . ;  ~ ,  ~ I ~ , , . . . ;  t~)f{')(x) + 
~'=0 

j " R(P,q)(h--t) 
_~ ~m +q+l m+q 99 (re+l) (x+;~t)dt. 

(m + q)! 
0 

(169) 

Supposons que it est positif et trbs petit; cherchons une limite sup6rieure du 

terme reste; on a 
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]R(•,.q)(h--t)l< Ct t~ '+q-~ ,  ]~0(m+l) (x 4- ~t)] < C~ 
(X 4- ),t)~ '+q+' '  

]Tm+ql<Z '~+q+lC f tP'+q-'dt 

0 

_ czm- '+lf ~p'4-q--1 dt . 

(x  + t)~" + q+~ 
0 

On d6duit que le produit  ITm+q])~ -m-l+p' reste plus peti t  qu'une constante lors- 

que x res tant  fixe, Z tend vers zdro. 

On a, d 'autre  part, 

m+q 

~ : n §  

Z 
]~-n T n  = - - -  R (p, q) ( h ) f ( n  +1) (x) + ' 

(n ~- I)!  n+i  

z~+~-~ R(~, ~)(h)f( m ~)(x) 4- ~Z~-~'-n(T~+~ Z-m-~+,,) 
" " " + (m  + q)~.. m+q 

I1 r~sulte que le produR Z - " T ~  tend vers z~ro lorsque Z tend vers zdro, si 

n ~ ra--p' .  

Lorsque ~(x) admet  des dgriv~es de tous les ordres pour x ~ a  e t  qui saris- 

font  s la condition 

lira x p'+ q+* ~(~+1) (x) -- o, 
x ~  r 

pour route valeur de m qui surpasse une certaine valeur, l 'in6galit6 n ~ m - - p '  

est satisfaite pour route valeur de n; par consequent, la s~rie (I69) repr~sente 

la solution principale, asymptotiquemen~ au sens de Poincar6. En particulier 

f(x-t)~ -~ l i m F ( P ' q ) ( x + ) ~ h ] ) ~ a , ,  kl; . .  " )~ap, k p l ) ~ l  , . Zflq) = qD(t )d t .  
;.~o " " "  (q-- I)! 

a 

(~7o) 

La s6rie (I69) proc~de suivant les puissances des'a1, . . . ,  av, fll . . . .  , flq; grou- 

pons main tenant  les termes suivant les puissances du seul dcart a v ou du seul 

~c~rt flq. 
De l '~quation 

]CpX i~(p' q)(X 4- ~p) ~- F (p, q) (x) = (]~p -~- I ) ~l(p---1, q)(x),  

on tire 
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F(~, ~)(~ + h) = ~ R!I)(hi ~., k.) d.F(.-l, ~)(~) 
v! d x  

~2~0 

+ 

+ 

ao t 

f ~ )  (h - tl ~ , .  ]cp) d ~ + :  E (p-l ,  q) ( x  --{- t) d t .  
dxm+ 1 

Laissons 

et ga~, 

x et f f l , ' "  ", C~P--1, El '  "" "' flq constants et remplagons h et a~ par ~h 

d~_~(p-1 ,  q)(x) 

dx"  
F(P'q)(x+]~hlvt i, ]Q; . . . ;  ~ap, ]c~lfll,.. . ,/~q)= ~R!l)(h  l~p, kp) + 

o0 , 

2 i_ ~ m + l f ' ~ '  ( ~ - - ' )  dm+l F(P-- I '  q) (X 
m! d x  m+l + ~ t ) d t '  (I7I) 

0 

et eette s6rie repr6sente asymptotiquement la solution principale au voisinage 

du point ap : o; en partieulier 

De l'6quation 

on tire de m~me 

lim F (p' q) (x) : F (p-I' q) (x). (I72) 
ap ~ O  

.~(P' q)(X ~t- ~q) __ ~(~, q)(X) = ~q F (p, q--l)(x) 

F ( p , q ) ( x + h ) =  .~(~,q--1) (t)dt + (v+ I)l dx"  
r ~'=0 

(B~i )+l (h- - t )  dm+l F(, ,  q-1)(x+ tl dt ,  
+ J O~-~N dx "+1 

0 

off B~)+l(x ) est le polynome p6riodique Bernoulli-Ngrlund du premier ordre et 

de degr6 (m+ I). 

On laisse x et  a I . . . .  , ap, fl~, . . . ,  flq-1 constants et on consid~re/~q variable; 

on remplace dans la derni~re 6quation h et /~q par ~h et ~ q ,  

x 

F (p'q)(x+]~hla~, k s ; . . . ;  ap, ]'pl~t, ' ' ' ,  ]~flq) = f F ( P ' q - 1 ) ( t )  d t +  
a 
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m ,~'v-F, 

+ ~o~("TT)! B?+, (~ I~) 
d,F(~,  q--l)(x) 

dx �9 
+ 

av 

~- Z m-I-2 f B(I~)I_I (h - -  t) dm+l ~'*(~, q - - - l ) (x  '-~ ,~t) 
(m+ ~)! dxm+ 1 dt. 

0 

389 

(x73) 

La derni~re s~rie repr~sente lu solution principale asymptotiquemen~ au voisinage 

de flq = o; en p~ icnI i er  

lira F(v,q)(x)= f ~l'(P,q-')(t) dr. (~74) 
~q ~O 

a 

23. Th~or~me de multiplication de l'argument. La solution principale 

F (p, q)(x) a ~t~ ddfinie par 

oh l'on u mis 

ov 

F(,, ,)(x)= (_n~;) ( . - t )  
" J (q-Iii  9~(t)e-~tdt + 

a 

+ ( - , ) , ( k , +  0 . . .  ( k ~  ~)~, . . .  ~qz(-k , )~ ,  . . .  ( - k , ) ~  r (x+  a) ~-~(x+-~). (,56) 

Soient ~1, v~, . . . ,  Vq des entiers positifs quelconques; le polynome B,~,q)(x) 
s~tisfait s l'~qua~ion 

~,  ~.~'  ~)(xl~,,  k , ; . . . ,  ~,, ~,b ~-' , ~ , . .  ,, ~q) = 

r 

Yl 
8t~O 

d'oh l'on dSduit 

�9 ~ ~1 

= ~ F(., q)(x+8,~, I., 
V! 

sl~O 
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Si l'on fair tendre V vers z6ro, F(~v,q)(x) tend uniform6ment vers F(v,q)(x) ef5 la 

derni~re dgalit~ devient g la limite 

= ~ F('q)(x+<~--'l~,, ] g l ; " '  "; 5p ,  ~io//~l, . . . ,  /~q). ( I 7 5 )  
'k' l 81~0 

Nais la fonction F(P,q)(x) est sym&rique par rapport aux flj, on a donc la rela- 

tion plus g~n6rale 

v~--I ~q--1 

Z "'" Z F(p'  q)(x-[- 81~1 _1_ . . .  At - 8q~ql{~l ' 1~1; " ' ' ;  [~' ,  ~Pl/~I . . . . .  ffq) = 
~1 "l~q s~=O S q:O 

g 

_ ,  . . . ,  ~ )  : ~1"" "'Pq'~'(P'q)(Xl~l, ~1; �9 ; ( ~ ' ,  )~Pl /~1 . .  ( ' 7  6) 
~21 ~q 

Soient maintenant les enfiers positifs impairs tq,#~,  . . . ,  try; le polynome 

R~, q)(x) satisfait s l'6quation 

I R(pm, q ) (X]~ l  , ~1; "" " (~la, kp l~ l ,  . . .  ~q) 
~1-[- I "' ' 

~tl--I 

_ _  ~ I_{_ I E ( - - ~ l ) r ' R m  (p' q) ( x  -~- ~'1 ~1__1 (z1, ]g#l; 52 , ~2," . ..," ap, lcp l ~l . . . . .  ~q),  
1'1 7"1 ~ 0 

d'ofi l'on d6duit 

I _~,(p, q)(X 15~11 1~1; k2; ~P, ]fP[~I ~q) = k l - } -  I ~ ' C~2~ "" ~ ' * " "  

la1--1 I 
k.,,+ 1 y' ( - ~ , F ( . .  , ~)(x + ~ "  ~-' I~, kr .,,k..; ; ~ . , ~ l ~ ,  . . ,  ~ ) .  

r l~  0 

Faisons  tendre ~ vers z6ro, il v ient  

51 y, ( -  k,) r, F~,, ~)(x +, -1~ 151, k,:,; ~,,  ~ . ; ;  5,, ~,1~,, , fl~) = 
ricO 

- - ] g ~ ' ~ - I  F ( P ' q ) (  x ] 5 1 '  ~1; g'2, ~ 2 ; ' "  "; 5p,  / ~ P ] ~ I , " "  ", /~q)" (177) 
]~1 "~" I ~t 1 

La fonction F(v, q)(x) est sym6trique par rapport aux p couples de valeurs 

(~1, kl), .. (%, kv) d'ofi l'on d6duit la relation plus g4n~rale 
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p~--I #p--1 

y, 
r ~ 0  r ~  0 

�9 F(v'q)( x + ~'l.lL~lffl _[_ . . .  31 - r2ol~pl~l~tp , ~1 ' ;  . . . ;  ff.io, ~ P I ~ I , . . . ,  ~ q ) - -  

__-- k#~ '-t-  I . . .  ] g ~ P _ _  -[- I .~'(P'q) (XI--,~I ~1;  �9 �9 "," - - '  (~p ~lOl # l ,  �9 �9 ", #q)" 
]gl -t" I kp "i- I tl,1 tap 

(I78) 

On a suppos6 dans cette formule que les entiers positifs /~i sont impairs; lors- 

qu'ils sont quelconques, on obtien~ une formule plus g6n6rale, deduite de (I78) 

en remplavant les k/~i par --(--ki)t ' i .  Si l'on rapproche les formules (~76) et 

(I78), on obtient finMement 

#~--1 #lo - 1  ~1--1 ~q--1 

Z "'" Z Z " ' ' Z  ( - - ~ l ) r ' ' ' ' ( - - ~ P ) r P "  
r~=0 rp=O s~O Sq=O 

ff'l ~P -1- 8 fll flq . F ( P ' q ) ( x - l - r l - -  @ .  -[- Fp - @ ' " ~ - S q  tCtl, k~';  . . . ;  vtp, ]~plfl l ,  . . . , f l q ) =  
lul luv ' Vl 

k~ t -t- I k~P @ I . F (p' q) ( X l g l  lup . . . . . .  ~1. . Yq - - '  kl,  . . . ,  - - ,  k v  I . . . .  , _ ( I 7 9 )  
k l ~ -  I kp-l- I V 1 Vq 

Considdrons de nouveau la formule (I75) 6trite sous la forme 

r 
I ~l Z F("q)(x+s i f l~ la l  

81~0 
, k~; . . . ;  . ~ ,  k~lt~l . . . .  ,t~a) = 

Faisons tendre l'entier positif v 1 vers l'infini; on trouve 

x 

011 encore~ 
1 

f F(v, r (x 
0 

q) (8 ]~1, ~ 1 ; ' ' "  ; ~P, ]fPl ~1, " ' "  ; ffq) ds = 

, . ,  ~ # ~ ,  �9 =limF(V,q)(x[a,  k l ; . .  " a v ,  v v~ #~' " ' "  f lq ) '  

+ 8~11t~1, kl; . . . ;  ap, kp]l~l, . . . ,  ~q) d8 = 

= l i m F ( v , q ) ( x l a , , k l ; . . . ' a v ,  kv] fl~ f12, . . . ,  f lq ) .  
~ 1 ~  r ~ ~ ,lp I 

( i 8 o )  
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On 6tablit de la m6me mani~re la formule 
1 1 

f .,f 
0 0 

= lim 1,'(~,q)(xlal, k l ; . . . ; a p ,  kp!~!, fl--~,fl~,...,flq), 
t,:, ~ 0 0  "ll l 'g2 

et si l'on r6p~te l'op6ration q fois, 

1 1 

0 0 

1 

as, f F,~,q, (x +s,a, + . . .  +s~a~) dsl . . . .  

0 

= lim F(7',q)(xl~,, lc , ; . . . ;  ,p, k, l~l- , . . . ,  &). (,8,) 
~q 

24. D*riv~es de la solution principale. Nous avons trouv6 pour la solu- 

(P, q) {];m+q(h=t) vf(m+l) j (mSF-~ )  " ( x + t ) d t ,  
0 

tion principale, l'expression 

F("  q) (x + h) = ~_j v! + 

off 

f (:~- t)~-, 
f(x). = j (q--:i)! ~ (t)tit. 

a 

(,ss) 

Convenons d'6crire (I58), pour h = o ,  sous la forme symbolique 

- -p ,  - - q  

F(',q)(x) = ~ 9(x). (I82) 

Consid6rons en mSme temps la fonction 

- -~ ,  - - q  

a(,. ~)(x) ~ _A_ qp' (~), 

c'es~-'s 

m 4 q  

(;(" q)('c + h) =: ~ R?,  q>(h) 

' ~ 0  

off 

oe , 

,y,) (.,.) + j (~+ q)! 
0 

,(x>- j .> ,. 
fl 

(,83) 
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En inf~grant  par parties on trouve si v<q, 

g('-l) (x) ~ -- (X(q2~i[~q~(a ) A- f(~) (x). 

D'autre  part, pour  v>q, on a 

g(~)(X) =f( '+ l ) (X) .  

On d~duit finalement 

R~_q) (h + x--a) 
~+~?, + (h)  [ f ( ' + ~ ) ( x )  - g ( , ) ( x ) ]  = ~ ( a ) .  ( ~ s 4 )  Z (q_,)! 

D6rivons les deux membres de (I58) par  rapport  ~ x; l ' int6grale au second 

membre 6rant uniform6ment  convergente,  on obt ient  

~o 

dF(V,q)(x + h) m+qR(v'q)(h) f R(v'q)(h--t) 
" I m+q]__ ,~(m+2)(x+t)dt" d x  = Z v!  ~(,(,+1) (x) -gv �9 j ( m + q ) !  

,r=O 0 

On retranche (i83) et  on t ient  compte de (I84), 

d F  (~, q)(x + h) G (v, q)(x + h) - -  R ~ q ) ( x  + h - -  a) 
dx (q--i)! qg(a). ( ~ s 5 )  

La dernibre ~quation peut  s'dcrire, en faisant  h = o, 

dx ~(x)= A_ qg'(x)+ (q_,)! qg(a). (I85 bis) 

D~rivons les deux membres par rapport  s x,  

/ 
/~(~' q) (x a R~v_'q)(x--a) d ~ - v , - q  - ~ , - q  q - l ,  - -  ) - 

d x  ~ ~ qD(x): ~_  q~"(x) + (q-- i ) !  ~'(a) + (q--2)l ~(a). 

D~rivons la derni~re r e l a t i on  encore ( r e+q- -2 )  lois par  rapport  ~r x; on ddduit  

de proche en proche 

50--29764. 

d m + q  ----,p, - q  --~,--q q--1 .R ~, q)(x--a) ~(~+~) (~2). 
dx ~+q ~ q~(x)= ~ q~(u+q)(x)+ ~ v! 

.q~=0 

Aeta ~nathematica. 55. Imprim6 le 11 aoht 1930. 

(~s6) 
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Mais 

~,  -~ f R ~,=1 ~) (~ -  t) 9~(~+q) (x) = (q-- I)! qD(m+q)(t)dt + 
a 

+ ( - -  I ) q ( k  I-}- I )  . . .  (If p-{- I ) f f l  �9 " '  /~q ~ ( - k l )  r' " ' "  (__] fp)r ,  qp(m+q)(xjr.~-2). 

En intdgrant  par parties et en tenant  eompte de l 'hypoth~se 

on trouve 

lim x ~'+q+~ q~(')(x) = o v > m ,  
x ~  ar 

q--1 f~ (io, q)(x--a)  ~p(m+v) (a), 
f R-(qv'-q'(h- t)qp(m+q)(t)dt= lim r  ~ ,  " v! 

J (q--I)! x--- 
a q ~ O  

d'ofi l 'on d6duit 

din+ q - - P ,  - - q  

dxm+ q ~ ~p(x) = li._~ ~(m)(x)-~- ( - -  l )q (]cl ~" I ) . . .  ( ] c p ~ - I ) / ~ , . . . / ~ q  . 

�9 Z ( _ _ ) ~ l ) , h  . . . (__]~p)rlo ~ ( m + q ) ( X ~ -  ~r ( , 8 7 )  

La s6rie au second membre tend vers z6ro lorsque x tend vers l 'infini; 99 (~)(x) 

tend vers une limite finie. I1 r6sulte que la solution principale A~'(P,q)(x) admet 

des d6riv6es continues pour x>--a et que la d6riv6e d'ordre (re+q) tend vers une 

limite finie lorsque x tend vers l'infini. La  solution principale (t58) se r6duit 

d'aillenrs s un polynome lorsque la fonction ~(x) est un polynome de degr6 m. 

Ces propri6tgs de F(P,q)(x) montrent  qne la solution principale d6finie plus hau t  

est parm{ l'infinit6 de solutions de l '6quation (t52), la solution >)la pins ration- 

helle>>. 

Nous  avons supposg dans tout  ce qui prdc~de que les dcarts ai et flj sont 

positifs et que les ki, diffdrents ou 6gaux, sont situ6s s l ' int~rieur ou sur le 

cercle unit6. On peut m~me supposer qu'il y a des ki situ6s s l 'ext6rieur du 

cercle unitd, s condition que les a~ correspondants soient n6gatifs;  c'est ce qui 

r~sulte de la propri~t~ (65) au polynome ~,q)(xl~,,  ~,; . . . ;  ~ ,  ~ l~ , , . . . ,  ~q). 
Universit6 de Bucarest. 
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