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Einleitung.

Man nennt eine Abbildung einer vollen Umgebung w eines Punktes z,
durch eine in w stetige Funktion w = f(¢) konform im Punkte z,, falls fiir z — z,

der Quotient Ji(z)—_vﬂ'@ einem ‘von o verschiedenen endlichen Grenzwert zu-
— ®0

strebt.? Und offenbar kann diese Definition ohne weiteres auch dann benutzt

werden, wenn w eine Tedlumgebung von g, ist, z. B, falls 2z, ein Randpunkt eines

einfach zusammenhingenden Gebietes ist, in dem f(2) stetig ist. Geometrisch

f(2) — f(z)

lisst sich der in der Forderung der Existenz eines Grenzwertes von
g —2z,

steckende Sachverhalt zum Teil folgendermassen priizisieren:

Sind 2, ¢ zweli in w gelegene, gegen ¢, konvergierende Punkte, so sind
zuniichst die Dreiecke .= 2,225, 4w = wyw w,, Wo w,, w,, w, die Bildpunkte
von 2, 2y, 2y sind, en der Grenze dhnlich, d. h. es gilt

(a) W =Wy 21— Wy Wz
Wy — Wy 8y —25 Wy—1W, &5—2

)

und die Differenzen entsprechender Winkel von ., und 4, konvergieren gegen
0, solange sowohl der Winkel ¢, von 4. bei #, als auch = — «, oberhalb posi-
tiver Schranken bleiben.

Damit ist aber der Tatbestand der Konformitit unserer Abbildung in z,
nicht ausgeschopft, da die »Grenzidhnlichkeit» der Dreiecke 4, 4., auch dann

bestehen kann, wenn der Quotient AG AN den Grenzwert o oder o, oder

0
itberhaupt keinen Grenzwert besitzt.

Wir wollen daher unsere Abbildung von  als relatev konform im Punkte
2, bezeichnen, wenn die »Grenzidhnlichkeit> infinitesimaler Dreiecke an z,, w,

im oben gekennzeichneten Umfang besteht. Existiert aber ein endlicher und

fle) = fz0)

von o verschiedener Grenzwert von “————- g0 soll die- Abbildung von w

als absolut konform in z, bezeichnet werden.
Sind nun «, e, a; bzw. 8, 8;, 8; die Winkel der Dreiecke ., 4, resp. bei
2y, 21, &35 Wy, Wy, Wy, 80 heisst die Abbildung von w winkeltreu in z,, wenn

? Die gegenseitige Abhiingigkeit verschiedener Teilforderungen, die in der Forderung der
Konformitit stecken, untersuchen REMAK (1), BoHR (1), MENCHOFF (I).
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gilt. Und es geniigt ferner, wie man leicht einsieht, fiir die relative Konformi-
tit der Abbildung bereits, dass alle drei Differenzen 8, — e, 8 —a,, 8, — e, ge-
gen O konvergieren und die sechs Grissen «,, a,, ¢y, w—a,, 7w — ;, w— &, ober-
halb einer positiven Schranke bleiben.

Als das wichtigste Resultat der vorliegenden Arbeit sehen wir nun die Fest-
stellung an, dass, wenn ber konformer Abbildung zweier Gebiete G,, G in der z-
bew. w-Ebene aufeinander die Abbeldung wn zwer einander entsprechenden Rand-
punkten z, bzw. w, winkeltreu ist, sie dort auch relativ konform <st, wenn z, und z,
auf ewme wesentlich innerhalb G, liegende Winkelumgebung von z, beschrankt
werden, d.h. auf eine solche Umgebung, die in einer gleichfalls noch innerhalb
G, liegenden Winkelumgebung von 2, mit gleicher Winkelhalbierenden aber gros-
serer Winkel6ffnung enthalten ist — wir sagen in diesem Falle, dass z; und 2,
in G, gegen 2, vm Wainkel konvergieren.

Ist w =f(2) die unsere Abbildung vermittelnde ‘analytische Funktion, so
erweist sich die Tatsache der relativen Konformitit der Abbildung als eine Folge
der Tatsache, dass das Argument der Ableitung f'(2) der Abbildungsfunktion
einen Grenzwert besitzt, wenn 2 aus G; im Winkel gegen 2z, konvergiert; aller-
dings muss dabei beim Beweis der relativen Konformitit mit einiger Sorgfalt
verfahren werden, da ja die Seiten des Dreiecks . sehr wohl auch das Aussen-
gebiet von (3, durchsetzen kénnen — wenn der Rand von G in z, eine Ecke der
Offnung > 7 aufweist.

Ist G, das Innere K, des Einheitskreises, so hat Hr. Cararnopory?® be-
wiesen, dass die konforme Abbildung von G auf K. in z, winkeltreu ist, wenn
der Rand von G im Bildpunkt w, von ¢z, eine Tangente besitzt. Ist dariiber
hinaus bekannt, dass der Rand von & auch in einer Umgebung von w, mit
einer sich stettg drehenden Tangente versehen ist, so hat Hr. E. LinperLor* ge-
zeigt, dass dann auch arg f'(z) einem festen Grenzwert zustrebt, wenn z aus K.
gegen &, konvergiert, und z darf dabei sogar allseitiy aus K. gegen 2z, konver-
gieren. Andererseits hat Hr. Linprrnor 1. ¢. die gleiche Tatsache auch unter
einer etwas schwiicheren Annahme iiber den Rand von & in der Nihe von w,

bewiesen, unter der Annahme nédmlich, dass alle Sehnenrichtungen in der Nihe

¥ CARATHEODORY (1), pp. 38—41; (2), pp. 91—93; vgl. ferner LINDELOF (1), pp. $5—87,
ausfiithrlicher dargestellt nach H. FEHR und A. PLESSNER in SCHLESINGER (I), pp. 157—161; W.
Gross (1), pp. 273—281.

* LINDELOF (1), pp. 87—0o0.
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von w, gegen die Tangentenrichtung in w, konvergieren — wir werden in diesem
Falle sagen, dass unsere Kurve in w, eine L-Tangente besitzt.

Hr. LinpeELOF hat auch aus seinem Satze gefolgert, dass unter den Vor-
aussetzungen seines Satzes eine in 2z, mindende und sonst in K, verlaufende
Kurve, die in 2, mit einer stetigen Tangente miindet, in eine ebensolche Kurve
der w-Ebene iibergeht. Man kann leicht dariiber hinaus beweisen, dass auch
eine in K. verlaufende und in 2z, mit einer L-Tangente miindende Kurve unter
den Voraussetzungen des Lindeldfschen Satzes wiederum in eine in w, mit einer
L-Tangente miindende Kurve {iibergeht. Ferner gilt die oben festgestellte Tat-
sache der relativen Konformitit unter den Voraussetzungen des Lindeléfschen
Satzes sogar, wenn &, und 2, in K, allseitig gegen z, gehen. ‘

Und diese Tatsachen lassen sich auch auf den Fall ausdehnen, dass nur
einer der in w, zosammenstossenden Randzweige von G dort eine L-Tangente
besitzt. In diesem Falle bleibt die relative Konformitidt erhalten, wenn z; und
2z, beliebig nahe an den entsprechenden Bogen des Kinheitskreises herankommen
— wir sagen dann, sie streben halbsertrg an diesem Bogen gegen z,.

Bekanntlich braucht f(z) nicht einmal unter den Voraussetzungen des
Lindelofschen Satzes fiir 2— ¢, eine von o und o verschiedene Ableitung zu
besitzen.® Der Frage nach der Existenz des Grenzwertes von f'(z), sowie von

f(zzijgi’) wurde in den letzten Jahren viel Aufmerksamkeit gewidmet.® Hs
— %
handelt sich in diesen Arbeiten — bis auf die Arbeiten von LavereNTiEFF, WaR-

scuawskr und Worrr — um die Frage nach der Existenz der Winkelderivierten

von f(2), d. h. des Grenzwertes A?;')z:@ fii
]

r aus K, gegen 2z, im Winkel stre-
bendes z. Und es wurden hierfiir verschiedene notwendige und hinreichende
Bedingungen aufgestellt. .

Fiir die relative Konformitit der Abbildung in z, stellt sich aber, wie oben
erwithnt, bereits die Winkeltreue in z, als notwendig und hinreichend heraus.
Fir die Winkeltreue der Abbildung ist andererseits im Falle allgemeiner Gebiete

G, G, auf jeden Fall hinreichend, wenn G, G in den betreffenden Randpunkten

® Dies zeigt KELLOG (1), pp. 122 durch Betrachtung der Abbildungsfunktion w = z logz.

¢ Vgl. Wor¥F (1), (2), (3), (4); CARATHEODORY (3), sowie (2), pp. 94—97; LANDAU und Va-
LIRON (1), VALIRON (2) und (3); LAVRENTIEFF (1) und (2); AHLFORS (1); WARSCHAWSKI (1) und
(2); SEIDEL (1); VIsser (1), (2); M. Riesz (1); VAN DER CORPUT (I}; SMIRNOFF (1); R. NEVAN-
LINNA (1) und (2).

Fiir die ersten Ansitze in dieser ‘Richtung vgl. man PAINLEVE (1) sowie LICHTENSTEIN (I).
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Heken gleicher, von Null verschiedener Offnung besitzen. Haben allgemeiner die
Gebiete G, G, in w, baw. z, Ecken von den Offnungen y,y,, wo y >0, 7, >0
ist, so ist, wie Hr. Cararutovory l. ¢. bewiesen hat, die Abbildung in 2, wenkel-
proportional, d.h. zwei von z, ausgehende und ins Innere von &, weisende Linien-
elemente, die in G, einen Winkel » miteinander bilden, gehen in zwei Linien-

elemente iiber, die in G den Winkel -77—7. einschliessen. In diesem allgemeineren
1

Falle bleibt fiir y £y, die Tatsache der relativen Konformitit natiirlich nicht
mehr richtig, es gilt aber auch in diesem Falle die Relation

7
(b) wy = Wy (21 Z\"
Wy — W, 2y — 2,

wenn das Verhiltnis

e)

|22 — 2|
‘ gy — & |

zwischen festen positiven Schranken bleibt. TFiir arg /() aber gilt im allgemeinen
Falle, dass der Ausdruck

(@ arg )= (7~ 1) ang e =2

1
einem festen Grenzwert zustrebt, wenn z aus G, im Winkel gegen 2, konver-
giert. Aus (b) folgt ferner die Relation

Besitzen aber die vier in gz, und w, zusammenstossenden Randstiicke von
G4 bzw. G dort L-Tangenten, so gilt (b) und die iiber (d) angegebene Tatsache
auch, wenn 2, 2, baw. 2 aus G, all&eitig gegen z, streben. Allgemeiner, ist C;
einer der beiden in z, zusammenstossenden Randzweige von ¢, C der entspre-
chende Randzweig von G und besitzen C; und C in 2, bzw. w, L-Tangenten, so
bleiben die obigen Tatsachen richtig, wenn z, 2, bzw. 2 halbseitig an C; gegen
2, streben.

Die Existenz des Grenzwertes von (d) erschliessen wir nun aus einem Grenz-
wertsatz, den wir als den Randverzerrungssatz bezeichnen mochten. Er besagt
im allgemeinen Falle, wenn w = f(2) G, anf G abbildet, wo G, und G in den
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einander entsprechenden Randpunkten z, bzw. w, Ecken von den Offnungen y,,y
besitzen, dass

Sy
(e) J (e ) — Wy N
z2-—z,

gilt, wenn z im Winkel gegen 2, konvergiert, wobei y; > 0, ¥ = 0 vorausgesetzt
wird. Und diese Formel bleibt auch dann richtig, wenn iiber die Gebiete G,
und G nur vorausgesetzt wird, dass die konforme Abbildung von G; auf G im

Punkte £, winkelproportional mit dem Proportionalititsfaktor 71> o ist.”
1

Der Randverzerrungssatz ergibt sich nun seinerseits sehr leicht aus einem
Satz von LicarenstEIN iiber die ersten Ableitungén des Poissonschen Integrals,
wonach, wenn P(r,9) der Wert eines Poissonschen Integrals im Innern des Ein-
heitskreises F, ist,

" B e e B R G

gilt, wenn der Punkt (r, 9) im Winkel gegen einen Stetigkeitspunkt des Inte-
granden des Poissonschen Integrals strebt.®

Nachdem in § 1 der vorliegenden Abhandlung einige Bezeichnungen und
Definitionen eingefiihrt werden, geben wir in § 2 einen neuen Beweis des Lichten-
steinschen Satzes, wobei sich dieser Satz in einer insofern schirferen Fassung
ergibt, als die Formeln (f) sogar fiir den Fall, dass (r, ) allseitig aus dem In-
nern von I, gegen einen Stetigkeitspunkt des Integranden konvergiert, nach-
gewiesen werden. Daraus wird nun im § 3 der Randverzerrungssatz (Sitze
IV, IV®) hergeleitet, und sodann die oben iiber den Ausdruck (d) angegebene
Tatsache gefolgert (Satz V). ‘

Der § 4 ist dem Lindeléfschen Satz gewidmet. Es werden verschiedene Fol-
gerungen aus diesem Satz entwickelt, namentlich auch fiir den Fall der halbse:-
tigen Konvergenz. Im § 5 wird fir y =y, die relative Konformitit der Abbildung
bewiesen, und es wird fiir y = y, die Relation (b) hergeleitet. (Sdtze VIII—X).
§ 6 bringt endlich einige vereinzelte Folgerungen aus den bisherigen Ergebnissen;

" In zwei spiiter im § 3 genau angegebenen Spezialfillen findet sich (e) bei VISSEr (2).

® LICHTENSTEIN (2), pp. 20—22. Wie in LicHTENSTEIN (I), p. 22 angegeben wird, findet
sich der Satz fiir eine durchweg stetige Randwertfunktion bereits bei ZAREMBA (1) sowie HOBORSKI
(1). In unserer Darstellung werden allerdings die Relationen (f) und #hnliche Relationen als auf
die zur Potentialfunktion P gehérende analytische Funktion beziigliche Relationen formuliert.

12—-34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 30 octobre 1934.
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so gestattet uns die Relation (b) zwei wichtige von Herrn S. WarscHAWSKI in
der ersten der oben (Fussnote 6) zitierten Abhandlungen hergeleitete Unglei-
chungen in einer bestimmten Richtung zu verschirfen. Ebenso ergeben sich
Grenzrelationen fiir hohere Ableitungen von f(2), wenn z im Winkel aus G,

gegen z, konvergiert, wie z. B. die folgende (32, 3):

(.Z —.zo)”ﬂé{(v—)(‘j’—)(a—)%(% - 1) (»j/’l»_w 1), » > 0.

Die im § 3 gegebene Herleitung des Randverzerrungssatzes gestattet noch
nicht, den Lindeléfschen Satz mitherzuleiten. Hierzu ist es vielmehr erst nétig,
den Randverzerrungssatz auf den Fall auszudehnen, dass die Rénder der abzu-
bildenden Gebiete zwar nicht mehr notwendig Tangenten in 2, bzw. w, besitzen,
dass aber die Sehnenrichtungen in der Néhe von z, bzw. w, in relativ schmalen
Winkelintervallen osgzillieren. Die hier vorgenommene Erweiterung des Begriffes
der Tangente zu demjenigen der Gremsstiitze einer Kurve ist ganz analog zu der
in der Theorie der reellen Funktionen vorgenommenen Erweiterung des Begriffs
der Ableitung zu demjenigen einer derivierten Zahl.® Wenn die Grenzstiitzen
der Rinder von G wund G in w,, 2, von den Schenkeln gewisser Winkel mit

den Offnungen y, y, relativ wenig abweichen, weichen auch die Unbestimmtheits-

grenzen der linken Seite von (e) nur wenig von 7 ab. Aus dieser Tatsache,

71
verbunden mit einer auf die Gleichmissigkeit der Grenzrelationen beziiglichen

Erginzung (verallgemeinerter Randverzerrungssatz, Satz XIX) lisst sich sodann
der Lindelofsche Satz unmittelbar herleiten (Nr. 61).

Zur Herleitung des verallgemeinerten Randverzerrungssatzes ist nun eine
entsprechende Hrweiterung des Lichtensteinschen Satzes (Satz I) vorzunehmen.
Wir nehmen sie in drei Schritten vor. Das allgemeinste Resultat wird im Satze
XVI nebst Zusitzen zu diesem Satz zusammengefasst. Auch ein Teil dieses
verallgemeinerten Resultats ist bereits in der oben (Fussnote 8) zitierten Lichten-
steinschen Abhandlung enthalten, nimlich der Fall der Durchschnittsstetigkeit
von z(%), (Satz XIII, fir »n=1).

Wir haben allerdings in den §§ 7—o, in denen diese Erweiterungen des
Lichtensteinschen Satzes vorgenommen werden, die Entwicklungen zum Teil wei-

ter durchgefithrt als fiir den unmittelbaren Zweck dieser Abhandlung notwendig

® Implizite findet sich der Begriff der Grenzstiitzen bereits bei W. GRross (2), pp. 276 ff.
Gross spricht an der betreffenden Stelle (p. 278 unten) von »Richtungsgrenzen der Berandung».



Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 91

gewesen wire, um Wiederholungen bei spiteren Untersuchungen zu vermeiden.
Bs sei hier noch auf den Satz XIV sowie den Zusatz 3 zum Satze XVI ver-
wiesen, in denen eine, wie es scheint, bisher unbemerkt gebliebene Schwankungs-
eigenschaft der konjugierten Funktion zum Poissonschen Potential angegeben
wird. Der verallgemeinerte Randverzerrungssatz, sowie die sich daran anschlies-
senden Entwicklungen finden sich im § 11 der Abhandlung.

Der § 12 ist aber der Betrachtung des Falles y — o (Spitzenabbildung) ge-
widmet. Die vorhergehenden Entwicklungen sind nédmlich nur zum Teil fiir y=o0
giiltig, wibrend die weiteren an den Randverzerrungssatz anschliessenden Be-
trachtungen nicht mehr in gleicher Weise durchgefithrt werden kénnen. Trotz-
dem bleiben einige KErgebnisse auch fiir y = o richtig, einige andere allerdings
erst, wenn vorausgesetzt wird, dass die in der Spitze zusammenstossenden Rand-
zweige dort L-Tangenten besitzen. Die Beweise dieser Tatsachen benutzen zum
Teil das in § 10 entwickelte Kriterium fiir die Darstellbarkeit eines Potentials
durch das Poissonsche Integral, ein Kriterium, das hier noch besonders hervor-
gehoben sein moge, da in ihm ein neues und fiir manche Zwecke wichtiges
Moment — Beschrinktheit gewisser Flichenmittelwerte — benutzt wird.

Zum Schluss dieser Einleitung sei noch besonders auf eine kiirzlich erschie-
nene Abhandlung von Herrn C. Visser'® hingewiesen, die einige Beriihrungs-
punkte mit der vorliegenden Abhandlung aufweist, worauf ich allerdings erst
unmittelbar vor dem Abschluss des Manuskripts aufmerksam wurde. In der
Abhandlung von Herrn Visser findet sich nidmlich der Randverzerrungssatz fiir
den Fall, dass G; mit dem Innern des Einheitskreises identisch und y = n ist,
ferner fiir den Fall, dass G, wiederum mit dem Innern des Finheitskreises iden-
tisch ist und die Abbildungsfunktion w = f(2) in 2, eine endliche und von o ver-
schiedene Winkelderivierte besitzt, so dass also die Abbildung im Punkte 2z,
absolut konform bei Anniherung im Winkel ist. Aus seinem Fall des Rand-
verzerrungssatzes hat Herr Visser den Satz XI dieser Abhandlung fiir den ent-
sprechenden Fall gefolgert. Die auf arg f'(z) beziiglichen Folgerungen und die
sich daran anschliessenden Entwicklungen enthilt dagegen die Vissersche Ab-
handlung nicht. Ferner ergibt sich aus seinen Betrachtungen die obige Rela-
tion (b), allerdings unter der recht speziellen Annahme, dass die Punkte z,
und z, auf einem zu 2z, symmetrischen Orthogonalkreise zum Einheitskreis der
z-Ebene liegen.

10 VigsER (2).
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Endlich hiéingen auch die allgemeinen analytischen Hilfssiitze, die Herr
Visser benutzt, naturgemiss mit unseren Entwicklungen iiber den Lichten-
steinschen Satz zusammen. An den betreffenden Stellen des Textes wird darauf

jedesmal in den Fussnoten ausdriicklich hingewiesen werden.

Teil I. Der Hauptfall des Randverzerrungssatzes.
§ 1. Bezeichnungen und Definitionen.

1. Gleichmdssighkeit bes Lim und Lem. Wir werden im Folgenden vom
Begriff der Gleichmissigkeit nicht nur bei der Konvergenz Gebrauch machen,
sondern auch vom analogen Begriff bei Gleichheits- und Ungleichheitsbeziehungen,
in denen neben den Grenzwerten auch Lim und Lim vorkommen. Wenn wir

z. B. von der Relation

Lim £,(3) = p(9)
sagen, dass sie auf einer J-Menge M gleichmissig gilt, so bedeutet dies, dass
zu jedem ¢>o0 ein solches N(¢) > o0 angegeben werden kann, dass fiir alle
n > N und fiir alle 9 auf M

(9= 99 + ¢
gilt.

2. - Konvergenz aus dem Innern des FEinhettskresses. Unter E werden wir
in allen weiteren Ausfithrungen die Peripherie des Einheitskreises |z]|= 1 ver-
stehen; handelt es sich dabei um den Einheitskreis in der z- bzw. w-Ebene u.s. w.,
so werden wir, wenn es sich aus dem Zusammenhang nicht unmittelbar ergibt,
auf welche Ebene F zu beziehen ist, die Bezeichnung E,, bzw. F, u. s. w. be-
nutzen. Ebenso verstehen wir unter K das Innere des Einheitskreises und
schreiben dafiir, je nach der Ebene, in der K zu betrachten ist, K., K, u. s. w.

Ist die Variable ¢ auf das Innere von FE, beschriinkt und ist ¢'% ein Punkt
von E., so sagen wir, z konvergiere »em Winkel> gegen ¢'% wenn 2z gegen e’
strebt, dabei aber zwischen zwei vom Punkte ¢'% ausgehenden Sehnen von F,
bleibt. Wird aber das gegen ¢% aus dem Innern von E, konvergierende z
keinerlei derartigen Bedingungen unterworfen, so sagen wir, z konvergiere »all-
seiteg>» gegen €%,

Endlich werden wir sagen, z konvergiere gegen €% »halbseitig>, genauer
halbseitig an einem in €% endenden Kreisbogen C von E., wenn z dabei zwischen



Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abhildungsbereiches. 93

dem Bogen C und einer von e'% ausgehenden Sehne von F. bleibt. Analoges
gilt fiir allgemeinere Gebiete. '

3. Konvergene aus dem Innern eines allgemeinen Gebietes. Es bestehe der
Rand eines einfach zusammenhingenden Gebietes & in der Umgebung eines Rand-
punktes P aus einem freien Jordanbogen. Es seien S;, S; zwei von P aus-
gehende geradlinige Strecken, die bis auf P in G liegen. Es sei 4 ein Dreieck
mit der Spitze in P, das, bis auf den Punkt P, in G und zwar im Winkel
zwischen den Strecken S, S, liegt, so dass es mit diesen Strecken nur den Punkt
P gemeinsam hat. Ein solches Dreieck bezeichnen wir als eine Dreiecksumgebung
von P innerhalb G. ZFine Vereinigungsmenge von endlich vielen Dreiecksum-
gebungen von P innerhalb G bezeichnen wir als eine Winkelumgebung von P
innerhalb . Strebt ein Punkt 2 so gegen P, dass es dabei in einer Winkel-
bzw. Dreiecksumgebung von P innerhalb G bleibt, so sagen wir, z strebe aus
dem Innern von G #m Winkel bzw. ¢m Dreseck gegen P. Tst aber z— P und
keinerlei solchen Bedingungen unterworfen, bis auf die Forderung, dass # in &
bleibt, so sagen wir, z konvergiere aus dem Inunern von G allsertiy gegen P.

Es sei endlich C ein in P miindender Randbogen von G. Hs seien R,, R,
zwei von P ausgehende und bis auf P innerhalb G liegende Strecken. Hs moge
R, zwischen R, und C liegen. Man verbinde einen inneren Punkt von R, mit
einem von P verschiedenen Punkt von C durch einen Jordanbogen, der bis auf
seinen Schnittpunkt mit ¢ ganz in @ liegt. Durch diesen Jordanbogen wird
ein Teilgebiet von G abgegrenzt, das zwischen R, und C liegt und P als Rand-
punkt besitzt. Ein solches Teilgebiet bezeichnen wir als eine an C liegende halb-
seitige Umgebung von P innerhalb . Konvergiert nun ein Punkt 2 gegen P und
bleibt er dabei in einer solchen halbseitigen Umgebﬁng von P, so werden wir sa-
gen, er konvergierve aus dem Innern von G halbseitzg am Randbogen C gegen P.

4. L-Tangenten. Bs sei I' (¢=2z(), o=¢=1) ein Jordanbogen. Wir
sagen, er besitze im Punkte {=o0 eine Tangente (eigentlich Halbtangente) 7,
wenn jedem noch so schmalen Winkel um den Halbstrahl « mit der Spitze in
z(0) ein solches d > o zugeordnet werden kann, dass alle Punkte z(¢) mit o <¢ << ¢
in diesem Winkel liegen. Liisst sich jedem positiven ¢ ein positives d = d(e) derart
zuordnen, dass die Richtungen simtlicher Sehnen des Teilbogens o = ¢=d von I’
mit der Richtung 7 einen Winkel = ¢ einschliessen, so werden wir sagen, I’

besitze 1m Punkte t = o eine L-Tangente. !

I Der Begriff ohne Benennung kommt anscheinend zuerst bel LINDELOF (1), p. 87 unten
vor. CARATHEODORY (2), p. 94 sagt, die Kurve sei an den betreffenden Stelle gla#t (smooth).
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Wird ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in z(0) gelegt, in dem der
Richtungstangens 0, von = endlich ist und das in 2z(0) einmiindende Stiick von I’
»zuletzt> etwa in der rechten Halbebene liegt, so besitzt I' in der Umgebung
von z(0) die Gleichung y = @(z), und unsere Bedingung fiir die L-Tangente liuft
dann auf die Bedingung hinaus, dass

(4, 1) P P

gegen 0, konvergiert, wenn x;, und x, unabhingig voneinander, aber ohne zu-
sammenzufallen, gegen 0 abnehmen. )

Man kann diese Bedingung noch anders fassen, wenn man den in der
Theorie der reellen Funktionen gebriuchlichen Begriff der derivierten Zahlen
benutzt. Nach einem Satz von Du Bois-Reymownp fillt nimlich das Wertintervall
des Differenzenquotienten (4, 1) fiir ¢ =z, < z, = b mit dem kleinsten Intervall
zusammen, das simtliche Werte irgendeiner der vier derivierten Zahlen von ¢(x)
fiir ¢ = x =< b enthilt. Daher lduft unsere Definition fiir die L-Tangente darauf
hinaus, dass irgend eine (und damit jede) der vier derivierten Zahlen von ¢(x)
fir z | o gegen 6, strebt.

5. Grenestiitzen. Um unabhiingig von der Orientierung des Koordinaten-
systems die entsprechende Bedingung formulieren zu konnen, fithren wir den
Begriff der Grenzstiitzen ein. Es sei I' (z=2(t)) ein Jordanbogen, und man be-
trachte fir ¢>¢, die von 2z(f) nach z(¢{) gezogenen gerichteten Sehnen, deren

analytische Richtungen!?

sich fir ¢>{, stetig mit ¢ #&ndern und nach Fest-
legung einer von diesen Richtungen fiir jedes ¢ >, eindeutig bestimmt sind.
Wird die analytische Richtung der -Sehne von z(t,) nach 2z(¢) mit 6(¢) bezeichnet,

und ist

6+ = Lim (), 6— = Lim 6(t),

Lty i1t

so nennen wir, falls 8, 6= endlich sind, die von z(f,) ausgehenden Halbstrahlen
mit den analytischen Richtungen 6+, 6= die rechtsseitigen Grenmzstittzen des ent-

sprechenden in z(f,) endenden Bogens und den Winkel zwischen den analytischen

2 Unter der analytischen Richtung eines Vektors verstehen wir seinen Winkel mit einer
festen Richtung, wobei aber zwei um ein von o verschiedenes Vielfaches von 27 verschiedene
Winkel werschiedene analytische Richtungen festsetzen — die Richtungen werden also eigentlich
auf der Riemannschen Fliche des Logaritmus aufgetragen.
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Richtungen 6+, 6— den (rechtsseitigen) Stitzenschwankungswinkel in z(t,). Er ist
also gleich 6+ — 6~ '

‘Offenbar kann man 6%, 6~ auch anders definieren. Man denke sich zwei
Kurvenbdgen O+, C—, die in z(f,) einmiinden und dort bestimmte Tangenten be-
sitzen. Haben diese Tangenten die analytischen Richtungen 6% 4+ &, 6~ —¢,
mit ¢ >0, g >0, so liegt »zwischen» C*, C— das gesamte Stiick von I' mit
t, <<t<t,+ d fiir hinreichend kleine J. Sind aber die Tangentenrichtungen
von Ct, C— etwa 07 —¢&, 6+ ¢, mit ¢ >0, & > 0, so gibt es fir jedes noch
so kleine positive d Punkte z(¢) mit ¢, < t < ¢, + d, die nicht »zwischen» C*, C~
liegen. Und es ist unmittelbar klar, wie die entsprechenden Formulierungen
lauten, wenn 6%+ = + o oder 6§~ = — o ist. Ganz analog werden die lenks-
seitigen Grenzstiitzen und der linksseitige Stiitzenschwankungswinkel in z(¢,) mit
Hilfe des zweiten in z({,) miindenden Bogens definiert.

Aus dem Gesagten geht aber nunmehr unmittelbar hervor, dass bei einer
konformen Abbildung einer Umgebung von z(f,) auch die Grenzstiitzen von I" umn
den gleichen Winkel gedreht werden, wie die direkt vorgegebenen Linienele-
mente, und daher insbhesondere die beiderseitigen Stiitzenschwankungswinkel un-
verindert bleiben. Und das Gleiche gilt natiirlich auch dann, wenn nur eine
Teilumgebung von z(f,) winkeltreu in z(f,) abgebildet wird, wie dies z. B. bei
konformer Abbildung in der Nihe des Randes der Fall sein kann, sofern die
beiden Grenzstiitzen des betrachteten Teilbogens von I" in der entsprechenden
Winkelumgebung liegen. Endlich ist es klar, wie diese Formulierungen abzu-
indern sind, wenn die in Frage kommenden Abbildungen nicht mehr winkeltreu,
sondern nur winkelproportionel sind. Auch dann werden die Richtungen der
Grenzstiitzen in gleicher Weise transformiert, wie die Richtungen gewd&hnlicher
Tangenten, und die Stiitzenschwankungswinkel mit dem gleichen Proportiona-
litdtsfaktor multipliziert, wie die Winkel zwischen gewohnlichen Linienele-
menten,

6. Eckendefinition <m IFall der allgemeinen Berandung. Man pflegt bei der
Betrachtung der Tangente oder Ecke in einem Randpunkt eines einfach zusam-
menhingenden Gebietes G in der Regel stillschweigend vorauszusetzen, dass der
Rand des Gebietes in der Umgebung des betreffenden Randpunktes einen Jordan-
bogen bildet. Man kann nun mit Hilfe der Theorie der Randelemente (der
Carathéodoryschen Primenden) eine Parameterdarstellung fiir den Rand von G

erhalten, an Hand deren in vielen Fillen sowohl der Begriff der Tangente und
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Hecke als auch der Begriff der Grenzstitzen verallgemeinert werden kann.'* Es
mag indessen fir das Folgende geniigen, wenn wir eine auf einen hinreichend
allgemeinen Fall anwendbare Definition einer Ecke geben.

Wir werden sagen, der Rand von & bilde in einem Randpunkt P eine
Ecke, wenn es zwei von P ausgehende Halbstrahlen 7, z, gibt, derart, dass
wenn man beliebig schmale Winkel um diese Halbstrahlen bildet, alle Rand-
punkte von &, die hinreichend nahe bei P liegen, sich auf diese beiden Winkel
verteilen. Die Halbstrahlen 7,7, werden als die beiden Halbtangenten an den
Rand von G im Punkte P bezeichnet. Hat einer der beiden Winkel, die durch
7, und 7, gebildet werden, die Offnung y7 und die Eigenschaft, dass es in ihm
Kreissektoren mit der Spitze in P gibt, deren Winkel bei P beliebig nahe an
den Winkel zwischen 7, und 2, herankommen und deren Inneres ganz in G liegt,
so werden wir sagen, dass der Rand von G von der betreffenden Seite eine Ecke
von der inneren Offnung yn besitzt. Bs kann natiirlich auch der andere Winkel
27?—;% zugleich ein innerer Winkel »von der anderen Seite» sein, wenn der
Punkt P ein Doppelpunkt des Randes ist. y kionnte allerdings auch den Wert
0 haben; in diesem Falle ist der Punkt P von der betreffenden Seite lings eines
Jordanbogens L erreichbar, es gibt aber kein Dreieck mit der Spitze in P, dessen
Inneres ganz in G liegt und zugleich beliebig an P benachbarte Punkte von L
enthiilt.

§ 2. Erste Ableitung der Poissondarstellung einer analytischen Funktion.

7. Verhalten in einem Stetigkeitspunkt der Randfunktion. Satz I. Es sei
1) eine sm Intervall (— 7, ) beschrinkte messbare Funktion, die fiir & = 3, ste-
teg st.  Denkt man sich y(9) dwrch die Forderung der Periodizitiit mit der Periode
27 fiir alle Werte von 3 fortgesetzt, so moge

(7, 1) '%(‘9)“‘1(190)|<2'(‘9—“90)

sein, wo die gerade Funktion A(x) zwischen o und m monoton ist, fir x -0 Alx) ] o
gilt, Mr)=C und fiir x> n Mx)= C ist. — Offenbar kann fiir unser y(9) stets
eine solche Funktion Alx) gefunden wnd insbesondere so gewdihlt werden, dass C
gleich der oberen Grenze von |x(9) — x(9)| 2st. — Bildet man mit Hilfe des Pois-
sonschen Integrals eine zu x(9) gehirende analytische Funktion

* Vgl. hierzu W. GRross (1), pp. 276, 277.
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(7.2 Vf®=hijfxifﬂ)d0+ia

wo ¢ eine reelle Konstante ist, so gilt fiir die Ablestung

I3

(7, 3) f@zlj}JTMWM3

¢~ )"
—T

von f(2), wenn z allseitig aus K, gegen €9 strebt.

(7, 4) (1 —lz)f"(e)—o,
und dariiber hinaus, z = r&@+% g =@ = — w gesetzt,
, c
(7, 5) =D @I<ac—nk+lgh+37 1>r>7,

wo fiir k eine beliebige Zahl > 1 eingesetzt werden kann.
8. Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf ¢, =0 vorausge-
setzt werden. Aus (7,3) folgt, da man x(9) durch x(9) — %(J,) ersetzen kann,

7T
(8,1) Jddg 1 M9+ @)dd
) |Z ez&lz 7T 7’2—27‘008'3‘—}-1

—7

Hier ist der Nenner gleich

. I
(1 —7)? + 47 sin? = (1—7r)?+ ;?27”192»

9
so dass nach der Einfithrung der neuen Integrationsvariabeln x = ;(I =) aus (8, 1)

(1 —7)

IrEl<—! fl(zw +fhx

T Lt

folgt. Setzen wir zur Abkiirzung 1 — 7 = und beachten, dass A(x) gerade und

monoton ist, so folgt weiter
13—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 30 octobre 1934.
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(57 1)
(5, 2) Vielril= [ %""}/ﬁ”——‘dx— f f

wo K vorliufig beliebig, aber > 1 sei. Hier gilt aber, wegen der Monotonie

/
/

von A(x):

1A

l(ﬂgK—l— |(p|) arc tg K,

Il/\

(~—arcth)= Carctg%-

Nun gilt fiir o<z < 1: aretge < . Daher ergibt sich schliesslich fiir ¢|f(2)|
aus (8, 2) die Abschiitzung durch

K C
. }, qgl -+ +
V1 (2 Vr Iy I) VrK

2Vrk

oder, wenn # > _ vorausgesetzt und K = k> 1, gesetzt wird, (7,5),

oy

w. z. b. w.
9. Bemerkungen zum Satz I. Je nach dem Typus der Funktion A(z) kann
man % in (7, 5) verschieden spezialisieren. Ist z. B. A(x) =< C|z]*, o<ae <1, s0

24

setze man k= g_ 1+e und es ergibt sich

————— 7T
elf (e |<l(1+“+|90|)+309””, e=1- -

Der Satz I liefert eine Abschiitzung von f'(z), sobald f(z) sich in der Form
(7,2) darstellen lisst. Dies ist z. B. bekanntlich immer der Fall, wenn R f{¢)
in K, absolut beschrinkt ist. Ist von einer Funktion f(2) bekannt, dass sie in
K, reguldr und dass ihr Realteil auf K, + E, stetig ist, so folgt daraus erst recht,
wenn N f(e%) = x(9) gesetzt wird, dass

. 7T
1 e“" + &

( )d-9 + ic
27 | €7

fle) =
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gilt, wo ¢ eine reelle Konstante ist. Daher gilt fiir jede solche Funktion die
Formel (7, 4) fiir allseitig aus K, gegen E, konvergierendes 2.
1+2

10. Die Hilfsfunktion g,(2). Satz II. Wird unter g,(z)=lg P Jiir
|z < 1 diejenige Bestimmung des Logarithmus verstanden, die fiir z=o0 wver-
schwindet, so gult
(10, 1) : 1800l <7 fir || <1,

(10, 2) Jgole) —w—o fir [z]<1, 2>1,

126 , o< I <,
(10, 3) 3g0(€'%) =

7T

—=, 0> %> —-m,
2
. . 7T 7T . L, 1 .

wo W= —arg(1—2z) ist mit — SSv<s. Ferner ist " 90(2) durch das Pois-

sonsche Integral (7,2) mit Jgo(¢?) als Belegungsfunktion x(9) darstellbar. End-
lich gilt:

gvﬂ_(i)___“ . S\ pgn) _ |
_lgII_Zl'_)I) (I. Z)go (Z)_)(n I)':

(10, 4)

wenn ¢ aus dem Innern von E. allseitig gegen z =1 konvergiert.
. 1+2
(10, 1), (10,3) ergeben sich daraus, dass w = —— das Innere von E, auf

die Halbebene fw >0 so abbildet, dass dabei z==-—1 in w=o0 iibergeht.
(10,2) folgt aus

arg %—i—z—:— arg (1 + 2) + ¢ wegen arg (1 + 2) = o(1)

fiir #— 1. (10,4) endlich ergibt sich direkt aus

(n—1)! n—1)!
g4 (e) = ! I—*)*n

(
- 4 (— 1)yt
(AN (R
Sate I1II. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von Satz II gilt, 2 =re?
geselet, fir o<r <1 und $—o0
1—|z|
|1 —z|

(10, 5) = cos Y + O(3),
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(10, 6) 1—|z]l=(1—2)e*cosy + O(I).

Denn wendet man den Sinussatz auf das Dreieck z¢91 der Fig. 1 an, so er-
gibt sich

Fig. 1.

2 8i 2 \ (Q—l- )
S2 sin (O + ) 1 —r  9%\2 v
(10,7) .. ’ _ =
11— 9 |1 —2] 3
cos ;-l—w cos;

und aus der zweiten Formel (10, 7) folgt wegen cos%=1+ 0 (9% und

cos (1;; + %) — cos Y = (cosg — 1) cos iy — sin % siny = 0(J) die Behauptung un-

mittelbar.

§ 3. Der Randverzerrungssatz.

11.  Formulierung des Randverzermngssatzés. Satz IV. Es mige w = f(2)
etn schlichtes einfach zusammenhdngendes Gebiet Gy in der z-Ebene auf ein schlich-
tes Gebiet G in der w-Ebene konform abbilden. Der Rand des Gebietes G, mige
in einem Punkte z, eine Ecke von der Offnung y, (0 <y, < 27) nach dem Innern
von G, bilden. Im entsprechenden Punkte w, moge der Rand des Gebietes G gleich-
Sfalls eine Ecke von der Offnung y (0 <y =< 2n) bilden. Dann gilt



Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 101

(11, 1) ﬁy@wo =1+ e—a)g'e) gle) =g f——f)_‘“zj"%
z— 2z,
(11, 2) e—2)ge) -T2
| O
(Ilas) f;(i);—i(;ﬁg,
22—,

wober die Formeln (11,2) wnd (11,3) fiir 2— 2, gelten, wenn z aus dem Innern
von Gy im Winkel gegen z, strebt.'®
Die Randverzerrungsformel (11, 1) ergibt sich in allen Fillen unmittelbar aus

fle) = wy + (& — 2p) 9@

durch Differentiation. Andererseits sind offenbar die Formeln (11, 2) und (11, 3)
dquivalent.

12. Beweis wunter zwei speziellen Annahmen. Wir nehmen zuerst an,
dass G, identisch mit K, ist und dass die Funktion

Sle) — w,

(12, 1) arg c—7,

bei stetiger Fortsetzung im Innern von ( gleichmiissig beschrinkt bleibt. Unter
diesen beiden Annahmen soll der Beweis des Satzes IV in dieser Nummer er-
bracht werden.

Offenbar darf dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vorausgesetzt
werden, dass g,= 1, w,=0 ist und die innere Winkelhalbierende des Rand-
winkels von G bei w, in die negative reelle Axe weist, so dass die beiden Tangenten
an den Rand von G im Nullpunkt, vom Nullpunkt aus durchlaufen, mit der

positiven reellen Axe die Winkel 7 —% bezw. 7 +g bilden.

Nun folgt aus der Voraussetzung iiber y, dass bei geeigneter Wahl der
Bestimmung von (12, 1) in K, fiir 9 | o baw. 9 To

S1e'?) —w,

ar,
g g—1

% Fir y=y,=n, G;=K, findet sich die Formel (11, 3) in VISSER (2), p. 34, (Satz 7).
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gegen die Werte PP R L n+z~§£=—(7£—z).konver-
2 2 2 2 2 2 2 2

giert. Daher ergibt sich, dass bei geeigneter Wahl der Bestimmung von g(z)

die Randfunktion x,() von %%g(z) in der Nihe des Nullpunktes fiir 9 —o0

rechtseitig gegen —725-—% und linkseitig gegen — (g - g) konvergiert.

Andererseits besitzt nach Satz II die Funktion

-— 7T

(12, 2) Re? ~ 90l2)

eine Randfunktion, die fiir 4|0 bzw. 1o die gleichen Grenzwerte %—% bzw.

— (g — 72/) wie ER%_()(Z) hat. Daher besitzt der Realteil der Funktion

(12, 3) )= ol — it

90(2)

eine fir z=1 stetige und in K, absolut beschrinkte Randfunktion, sodass nach
Satz I (vgl. die Bemerkungen in Nr. 9) (1 — |2|) ¢*'(¢) gegen o konvergiert, wenn
z allseitig in K. gegen 1 strebt. Daher folgt nach (10, 5), wenn 2z im Winkel
aus dem Innern von K, gegen I strebt,

gle)=""2 g (5) + O(IJ_ )

7T

oder endlich nach (10, 4) fiir » =1

(12, 4) g'(z):E_ZE_L__+O( I )

13. Zuendefiihrung des Beweises von Satz IV. Es sei nun noch immer G,
identisch mit K., dagegen mdge (12, 1) nicht mehr bei stetiger Fortsetzung ins
Innere von K, gleichmissig beschrinkt bleiben. Es sei dann G* ein einfach
zusammenhiingendes Gebiet, das auf K, abbildbar ist, G enthilt und den beiden
folgenden Bedingungen geniigt:

Irstens: Ist w= H(z) die Abbildungsfunktion von G* auf K., so bleibt

H{z)—w
e
0

bei stetiger Fortsetzung in K. absolut beschriinkt.
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Zuweitens: Ist U eine hinreichend kleine Umgebung von 2, auf F., und
sind M, M* die bei unseren Abbildungen von G, G* auf K, der Randmenge U
von K, resp. entsprechenden Folgen von Randelementen von G bezw. G*, so
sind M und M* identisch und werden im gleichen Sinne durchlaufen — mit
andern Worten, die Rinder von G und G* fallen in der Umgebung des betref-
fenden Randpunktes w, zusammen. '

Bei der Abbildung w = H (¢) mdge G auf ein Teilgebiet K’ von K, abge-
bildet werden. Der Rand von K’ enthiilt offenbar den Kreisbogen U. Es sei
nun w, der Punkt von G, der bei der Abbildung w = f(z) dem Mittelpunkt von
K. entspricht, und es sei z; der Punkt von K', in den w; durch die Abbildung
w=H(z) ibergefilhrt wird. Es sei nun @(2) die in K, regulire Funktion, die
K, auf K’ so abbildet, dass z=o0 in 2, iibergefiihrt wird und z, in sich iiber-

geht. Dann gilt offenbar

Nun ist bekanntlich ¢@{z) im Innern des Kreisbogens U reguliir und hat dort
eine von O verschiedene Ableitung. Daher gilt

@' (2)
13,1 LIy I’
(13, 1) p(2) — 2

z— 2z,

wenn 2z aus K, im Winkel gegen z, strebt. Setzt man aber {= ¢(z), so strebt
dann auch { aus K. im Winkel gegen ¢,. Dann gilt aber nach dem in Nr. 12

bewiesenen
H'({) y
5.2 HU=%
{—2

Multiplizieren wir nun die beiden Formeln (13, 1) und (13, 2), so ergibt sich offen-
bar (11,3), womit also der Satz IV fiir G, = K, bewiesen sein wird, sobald die
Existenz eines Gebietes G* mit den obigen Eigenschaften feststeht. Hin solches
Gebiet G* kann man aber z. B. wie folgt herstellen: Es sei U eine hinreichend

kleine Umgebung von 2, auf E.. Zeichnet man nun in der w-Ebene zwei Winkel-

riume von der Offnung g, deren Winkelhalbierende resp. die Halbtangenten an
den Rand von G in w, sind, so folgt aus der Existenz dieser Halbtangenten in
w,y, dass, wenn U klein genug ist, die den Punkten von U entsprechenden Rand-
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elemente von & innerhalb dieser Winkelriume enthalten sind. Ist daher V die
Menge der dann den Punkten von U entsprechenden Randelemente und ist G
das G enthaltende einfach zusammenhingende Gebiet, das aus der w-Ebene nach
Entfernung aller Punkte von ¥V entsteht, so geniigt G* allen unseren Forderungen, da
die Schwankung von arg (w — w,) auf V bei stetiger Fortsetzung absolut hichstens

gleich % ist. — Damit st nunmehr der Satz IV unter der Annahme G,= K,

bewresen.

Es ist noch von Interesse hervorzuheben, dass in einem sehr allgemeinen
Spezialfall das Gebiet G* gleichmdssig fir alle Punkte eines Randbogens von G
gebildet werden kann. Denn es sei I' ein im Rand von G als freies Randstiick
enthaltener Jordanbogen, inklusive seiner Endpunkte, der die Ebene nicht zerlegt;
I sei der offene Jordanbogen, der aus den inneren Punkten von I' besteht und
es sei endlich I” ein abgeschlossener Teilbogen von I'. Es seien M, M’ die
Bogen von E. die I', I’ entsprechen. Durchliuft nun z, alle Punkte von M’
und w, die entsprechenden Punkte von I'') so kann man jedesmal als das Ge-
biet G* das Gebiet annchmen, das aus der w-Ebene nach Entfernung von I’
entsteht, sofern man iiber das Verhalten der Funktion f(z) auf E. die Zusatz-
voraussetzung macht, dass das Argument von f(z) — f(z,) fiir alle 2z, auf M’ und
z auf M gleichmissig absolut beschrinkt bleibt, sobald z > z, hinreichend nahe
an 2, liegt. Das heisst also, sofern es zwei positive Konstanten €, d < 1 gibt,
derart, dass

(13,3) larg (f(e) — Fle)| < €

gilt, sobald z, auf M’ und z auf I liegen und |z — z,| < ¢ ist. Dabei muss
natiirlich arg (f(z) — f(z,) stetig in die beiden in z, aneinanderstossenden und
in diesem Punkte offenen Teilstiicke von M fortgesetzt werden bei geeigneter,
von einem 2z, zum andern eventuell variablen Festlegung des Zweiges. (Mit an-
dern Worten: es handelt sich um die Schwankung von arg (f(2) — f(z,) auf den
beiden Stiicken von M)

Um nun zu beweisen, dass unser Gebiet G* die erste beim obigen Beweis
postulierte Higenschaft besitzt, geniigt es zu zeigen, dass unter unseren Voraus-

setzungen es eine positive Konstante C* gibt, derart, dass
(13,4) larg (f(2) — flz)) | < €

gilt, fiir alle z, auf M’ und alle z # 2z, auf M, wenn auf jedem der Teilstiicke
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von M die gleiche Bestimmung des Arguments angenommen wird, wie in der
Formel (13, 3).

Wiire dies aber nun nicht richtig, so miisste es zwei Punktfolgen 2, 2™,
n=1,2,... geben, wo 21 in M’ 2™ in M liegen und |arg (f(z™) — fz™))| > n
ist. Wir konnen dann offenbar ferner voraussetzen, dass ¢ —{, 20— [, gilt,
wo £, &, in M bzw. M’ liegen. Es sei nun N>2C und so gross, dass fir n>N
bereits
d

d
I gl 4 I 0 COI 4

gilt; dann liegt kein 2™ fiir »> N im Bereich |Z—-§ol<g, da sonst

|arg (£(¢™) — f(z")| < C <n wire. Entfernt man daher aus M die g—Um-

gebung von {;, so miissen alle Punkte 2™ mit » > N auf einem und demselben
der beiden Kreisbdgen M,, M, liegen, in die M zerfillt, etwa auf M,, wobei
)

derjenige der beiden Punkte Coeiig, der auf M, Hegt, mit [, bezeichnet sei.
Es sei nun der Bildbogen von M, in der w-Ebene mit I'; bezeichnet und es
seien die Bildpunkte von §,, §, &, 2%, 2 in der w-Ebene
o> 1, 71, i, w®.

Dann folgt aus der Ungleichung (13, 3), dass die Ordnung des zwischen 5, und w!™
enthaltenen Bogens von I, in bezug auf w(” grosser als » — C ist und daher
ins Unendliche konvergiert, wenn n iiber alle Grenzen wichst, wihrend dabei
w® gegen den Punkt 7, geht, der ausserhalb I', liegt. Dies ist aber unméglich,
wie aus dem folgenden Hilfssatz folgt:

Hilfssatz. Es sei J (w=¢(t), o=t=1) esn Jordanbogen in der w-Ebene,
w, exn nicht auf J liegender Punkt. Dann gibt es zwer positive Zahlen D, &, derart,
dass dze Ordnung jedes in J enthaltenen Jordanbogens in bezug auf einen beliebigen
Punkt aus der e-Umgebung von w, absolut genommen wunterhalb D bleibt.

Beweis des Hilfssatzes. Xs sei d die Distanz des Punktes ), von der ab-

geschlossenen Punktmenge der Punkte von J. Wir wihlen azg. Wegen der

gleichmissigen Stetigkeit von @(f) fiir 0 < ¢ =1 gibt es ein positives J, so dass
fiiro<t<t =1 und ¢ —¢t<d stets

d
’
o) — @] <-
4
ist.
14—34472. Acia mathematica. 64. Imprimé le 30 octobre 1934,
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Ist nun
o=t <t < <lph=1,¢L,—t1<d, v=1,2,...,n,
so ist der ganze Bogen von J zwischen #,—; und #, im Kreise um den Punkt

@(ty—1) mit dem Radius a enthalten. Da aber die Distanz von ¢ ({,—1) von jedem
4
Punkt der g~Umgebung von w, nicht kleiner als g ist, hat dieser Teilbogen in

Bezug auf jeden Punkt dieser Umgebung héchstens die Ordnung %, und da
dasselbe auch fiir jedes Teilstiick eines solchen Teilbogens gilt, ist die Ordnung

jedes in J enthaltenen Jordanbogens in Bezug auf jeden Punkt der g—Umgebung

7—‘ B
6
Um uns endlich von der Annahme G;= K, zu befreien und damit den

von w, hochstens » D, w.z.b.w.

Satz IV unter den allgemeinsten Voraussetzungen zu beweisen, ist zu beachten,
dass nach dem bereits Bewiesenen der Satz IV sowohl auf die Abbildungsfunk-
tion von K, auf G, als auch auf die Abbildungsfunktion von K, auf G ange-
wandt werden kann. Aus der Gestalt der Formel (11, 3) ergibt sich aber dann,
dass diese Formel auch fiir die Abbildungsfunktion von ¢, auf G gilt — sofern
noch bewiesen wird, dass bei der Abbildung von K, auf ; eine Winkelumge-
bung von ¢, in K, in einen Bereich iibergeht, der eine Winkelumgebung des
entsprechenden Punktes von (G, enthilt und in einer solchen Winkelumgebung
enthalten ist — und umgekehrt. Diese Tatsache wird aber in Nr. 15 als eine
unmittelbare Folgerung des Randverzerrungssatzes erkannt werden. Und zwar
wird dabei fir den Fall, dass eines der Gebiete mit K, identisch ist, auch der
Randverzerrungssatz nur in diesem Falle gebraucht werden, der ja dann im Obigen
bereits vollstindig bewiesen ist. Damit wird aber auch der Beweis des Satzes IV

im allgemeinen Falle erbracht worden sein.

14. Dre Winkelstetigkeit der Drehung am Rande. Satz V. Unter den Vor-
aussetzungen des Satzes 1V gilt fiir y, > o0, y > o: '

(14, 1) argfﬁ);:ﬂ = (—Z — 1) arg (z —2o) + ¢ + ez — 2),

(14, g )= (L) argle—2) 4 o+ e — 20,
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fl&)—wy

¢ — 2, & (2 — 2,),

(14,3) arg f'(2) — arg
wo die Konstante ¢ dadurch festgelegt werd, dass die Richtung der Winkelhalbie-
renden der Ecke von Gy bei 2, tn die Richtung der Winkelhalbierenden der Ecke
von G ber w, dibergeht, und e(z—z(;), e(z—2y), &5 —2) gegen Null konvergieren,
wenn 2z aus dem Inmern von G, im Winkel gegen 2z, strebt; e(z — z,) konvergiert
gegen Null auch bei allseitiger Konvergenz von z aus G, gegen z,. — (14, 1) gilt
auch fiir y = o.

Beim Beweis der obigen Behauptungen darf ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit vorausgesetzt werden, dass erstens y, =7 und G, = K, ist, da man
wiederum die Abbildung von G, auf G »auf dem Umwege tiber K,» durchfiihren
kann; dass zweitens z,=1, w,=o0 ist und die Winkelhalbierende der Ecke
(bzw. die entsprechende Spitzentangente fiir y = 0) von G bei w, in die negative
S (&) —w,
(¢ — o)™’

2, =1 lings FE, geht, bei geeigneter Wahl der in K, stetigen Argumente

reelle Axe weist. Dann gilt fiir das Argument von wenn ¢ gegen

S —w v v v _ 37y _
(14, 4) =y 2 2 Tty T
b . i fle)—w, . . _ .
a aber die Funktion arg ————(Z pATE in K, in der Umgebung von 2, = 1 eine
%0

beschriinkte Potentialfunktion ist, gilt (14, 4) auch, wenn z in K, allseitig gegen
2, =1 konvergiert. Dabei ist aber

7 T
rg (2 —2,), > < arglz—z) < 32—

QA=

:-Za

arg (2 —2o)

3!

Daraus folgt erstens, wenn z aus K. allseitig gegen 1 strebt,

arg (F(e)—wo) = Larg (e—2) + m — 7 + ele—2,),
wo &(¢ —2,) nach o konvergiert. Danach gilt (14, 1) fiir y = 0. Zweitens aber
liefert die Formel (11, 3) des Randverzerrungssatzes fiir y > o, wenn dort rechts

und links die Argumente verglichen werden,

JS(2) — w,

z—2,

--)O,

arg f'(¢) — arg
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wenn eine geeignete Bestimmung von arg f’(¢) festgelegt wird und 2 aus K,
im Winkel gegen 1 geht. Dies ist aber gerade (14, 3), und aus (14, 3) und (14, 1)
folgt (14, 2) unmittelbar.

Fiir y =y, ergibt sich aus (14, 2) insbesondere, dass arg /() bei Anniherung
im Winkel an 2z, einem Grenzwert zustrebt, eine Tatsache, die deshalb besonders
interessant ist, weil ein Grenzwert von f(z) selbst bekanntlich nicht einmal zu
existieren braucht, wenn die in 2z, und w, zusammenstossenden Randstiicke dort

stetige Tangenten besitzen.

15. Bemerkungen diber die Bedeutung des Satzes V. In der Formel (14, 1)
steckt die » Winkelproportionalitdt> bei unserer Abbildung im Punkte 2, bzw. w,.
Dies bedeutet: Sind L,, L, zwei in (G, verlaufende und in 2, einmiindende
Jordanbogen, die in 2z, Tangenten besitzen, so sind die Bilder von L,, L, ganz
analog beschaffene Kurven L, L,, und der Winkel, den L, L, in w, mitein-
ander bilden, ist gleich dem Winkel der Kurvenbogen L,, L, in 2,, multipliziert

mit yl Fiir y = y; haben wir die Winkeltreue.

1

Wir haben zwar beim Beweis des Randverzerrungssatzes von dieser Winkel-
proportionalitiit bereits Gebrauch gemacht, indessen nur um den allgemeinen Fall
auf den Fall G,= K, zuriickzufiihren. Daher enthilt unsere Herleitung der
Winkelproportionalitit fiir G,= K. sicher keinen Zirkelschluss. Beim Beweis
des Randverzerrungssatzes wurde aber von der Winkelproportionalitit nur fiir
den speziellen Fall G, = K, Gebrauch gemacht. — Aus der Winkelproportionalitit
bei der Abbildung von G, auf G folgt nun unmittelbar: Konvergiert eine Punkt-
Jolge 2z, aus G, im Winkel gegen z,, so konvergiert auch die Bildpunktmenge w,
aus G im Winkel gegen w,; liegen alle 2, von einem » an in einer Dreiecksum-
gebung von 2,, so liegen auch alle w, von einem » an in einer Dreiecksum-
gebung von w,.

Nach dem Obigen wird die Drehung eines vom Punkt z, ausgehenden und
tnnerhalb des Tangentenwinkels der Ecke bei g, liegenden Linienelements durch
(14, 1) geliefert. Aus (14, 3) folgt, dass auch arg f'(z) denselben Grenzwert wie

rw&—g besitzt, wenn 2 in G, lings einer, jenes Linienelement tangierenden
5 . s 1 g )] g
1]

Kurve gegen z, strebt. Durch arg f'(¢) wird aber die Drehung der Linien-
elemente in &, und daher insbesondere lings jener Kurve geliefert. Daraus
folgt, dass eine in 2, einmiindende Kurve C,, die in 2, eine stetige Tangente



Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 109

besitzt und deren Tangentenrichtung in 2, innerhalb des Tangentenwinkels liegt,
wiederum in eine solche Kurve (), iibergeht.

Machen wir nun allgemein die Annahme, dass die Kurve (., im Punkte
z, eine L-Tangente besitzt, und liegt die Tangente an C. in z, innerhalb des
Tangentenwinkels der Ecke in z,, so folgt nunmehr aus dem am Schluss von
Nr. 5 Gesagten, dass auch die Bildkurve O, im Punkte w, eine L-Tangente
besitzt.

Fir y=y, kann der Inhalt von (14, 3) folgendermassen geometrisch um-
schrieben werden: Man betrachte eine Winkelumgebung D von 2, in G4, und es
seien ¢, 2z, zwei Punkte aus D, w,, w, ihre Bildpunkte in . Man betrachte die
Dreiecke .= z,2,2,, 4w = w,w,w,, und es seien «y, o, ay, F, 81, B ihre Beken
bei 2y, 2(, &3, wy, wy, wy. Dann erfihrt die Ecke von . bei z, die durch
S (e} — w,

z—z,

Lim arg gegebene Drehung, wihrend die Drehung der Winkel bei

2z
22

2y, 2, durch arg f'(z,), arg f'(z,) gegeben ist. Und aus der Formel (14, 2) folgt,
wie wir zeigen werden, dass fiir innerhalb D gegen z, konvergierende ¢,, z, die
Dreiecke ., A4, in bezug auf die Winkel »in der Grenze» dhnlich sind, d. h.

(15, 1) 50_0‘0—’Oa_131_0’1"’0, By —ay—0

ist. Dies ist namentlich dann wichtig, wenn die Winkel bei z,, 2z,, z, oberhalb einer
positiven Schranke bleiben. Den Beweis von (15, 1) filhren wir hier zuniichst
unter der speziellen Voraussetzung, dass D eine Dretecksumgebung ist, so dass
das Innere von ., bzw. 4, in G, bzw. G enthalten ist, sobald 2z, und 2, nahe
genug bei z, liegen. Der Beweis im allgemeinen Falle wird spiiter in der Num-
mer 25 (Satz IX der Nr. 24) erbracht werden.

In der Tat: entsprechen den Strecken 2,2, 2,2, 22,, in der w-Ebene
die Kurvenbégen C,, C,, C,, so folgt aus dem Rolleschen Satz, dass die Strecken
Wy Wy, Wy Wy, wyw, parallel sind zu den Richtungen von Tangenten an C,, 0y, C,
in gewissen Punkten, die etwa (,, {,, {, innerhalb der Strecken z,2,, 2,2,, 232,
entsprechen. Nach (14, 2) ergeben sich daher. die Richtungen der drei Seiten
von 4, aus den Richtungen der entsprechenden Seiten von 4. durch Drehungen
um Winkel, die sich von der Konstanten ¢ in (14, 2) jeweils um ¢ (£, — 2,),
&1 (8o — 20), 1 (L, — 2,) unterscheiden. Daraus folgt aber (15, 1) unmittelbar.

Es sei noch bemerkt, dass, wenn die Punkte z,, z,, 2, auf einer Geraden
liegen und etwa 2z, zwischen 2z, und 2z, liegt, die Winkel «,, ¢, ¢, die Werte

0, #, 0 haben. Analoges gilt in der w-Ebene.
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16. Der Randverzerrungssatz wnter der Annahwme der Winkelproportionalitdt.
Wir haben in Nr. 11 vorausgesetzt, dass G und G, in w,, 2, Ecken besitzen.
Nun lisst sich bekanntlich die Winkelproportionalitdt -— bei Ann&herung im
Winkel — auch unter gewissen allgemeineren Voraussetzungen herleiten.'® Es
ist daher von Interesse zu zeigen, dass der Randverzerrungssatz und die Be-
hauptungen des Satzes V bereits dann in einem bestimmten Umfang gelten,
wenn nur bekannt ist, dass die Abbildung von G, auf G im Punkte ¢, bei An-
niherung im Winkel winkelproportional ist. Wir behaupten nimlich:

Satz IV°®. Es mige w=f(z) ein Gebiet Gy wn der z-Ebene mit esnem erreich-
baren Randpunkt z, und dem Rand R, auf ein Gebiet G in der w-Ebene mat dem
Rand R abbilden, wobei z, einem gleichfalls erreichbaren Randpunkt w, entsprechen
moge. Es seien Ly, Li zwer auf G, + R, verlaufende Jordanbogen, die in z, ein-
miinden wnd dort Tangenten sy, s| besitzen, derart, dass ¢n der Ndhe von 2, zwischen
L1, L nur Punkte von G, liegen. Der innere Winkel zwischen s; und si sei y;>o0.
Es migen Ly, LY durch w=f(2) auf zwei Jordanbogen L', L"” abgebildet werden,
die in w, einmiinden und dort Tangenten s',s” besitzen, die miteinander den tnnern
Winkel y bilden. Ist dann D eine Winkelumgebung von 2z, wn G, die zwischen
L1, LY liegt, deren Begrenzung jedoch mit sy, s{ nur den Punkt z, gemeinsam hat,
so gelten, wenn z gegen 2, durch das Innere von D strebt, die Formeln (11,1), (11, 2),
(11,3), (14, 1) und, wenn y >o 7st, (14,2), (14,3). Die Formel (14, 1) gilt dabe:
auch dann, wenn z gegen z, strebt und dabei nur der Bedingung unterworfen ble:bt,
zwischen L}, L7 zu bleiben. Insbesondere besitzt also arg f’ () fiir y=1y, einen Grene-
wert, wenn z iiber D, d.h. im Winkel, gegen z, strebt.'®

Zum Beweis verbinde man einen von ¢, verschiedenen Punkt von L; mit
einem von 2, verschiedenen Punkt von L; durch einen Jordanbogen C, der, bis
eventuell auf seine Endpunkte, ganz innerhalb von G, verliuft und weder mit
Li noch mit L] Punkte gemeinsam hat. Durch  wird aus dem zwischen Ly, Ly
liegenden Stiick von G, ein Gebiet GT herausgeschnitten, dessen Berandung aus
C und Teilbogen von L; und Li besteht und in 2z, eine Ecke mit der innern
Offnung y, besitzt. Gf wird nach unserer Voraussetzung durch w = f(z) auf ein

18 Es lisst sich sogar in gewissen Fillen, wo der Rand von & in w, nicht einmal eine Tan:
gente besitzt und G, =K, ist, die Existenz einer von o und © verschiedenen Winkelableitung
beweisen. CARATHEODORY (3), pp. 4, 17—18, (2), p. 97; AHLFORS (I), p. 40.

" Im Fall G, =K,, wenn fiiber die Voraussetzungen von Satz IV°® hinaus f(z) in z, eine
(eventuell auch unendliche) Winkelderivierte besitzt, findet sich die Formel (11, 3) bei VISSER (2),
pP. 35. (Satz 8).
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Teilgebiet G* von G abgebildet, dessen Berandung im Bildpunkte w, von z, eine
Ecke der Offnung y hat. Wendet man nun die Sitze IV, V auf die Gebiete
Gi, G* an, so ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar.

§ 4. Bemerkungen zum Lindelofschen Satz.

17. Der Lindelifsche Satz. Die in der Formel (14, 2) fiir y=1y, enthaltene
Existenz des Grenzwertes von arg f'(¢) bei Konvergenz im Winkel gegen z, ist
fiir den speziellen Fall, dass G;=K, ist und der Rand von G in w, eine L-Tan-
gente besitzt, bereits von Herrn E. Lindelof festgestellt worden, und zwar hat
sich in diesem Falle die Existenz von Lim arg f'(z) sogar bei allseitiger An-
niherung an g, aus K, ergeben. Offenbar ist hier die Beschrinkung G, = K,
unwesentlich, da man ja die Abbildung von G, auf G immer auf dem Umwege
iiber K. ausfilhren kann. Wir kionnen daher den Lindelofschen Satz folgender-

massen formulieren:

Satz VI. (Der Lindelifsche Satz,) Es mége w=f(z) ein-schlichtes einfach
zusammenhdngendes Gebiet G, der z-Ebene auf ein schlichtes Gebiet G in der
w-Ebene konform abbilden. Der Rand R, von G, moge in einem Randpunkt z, mit
ezner L-Tangente versehen sein, und dasselbe moge fiir den Rand R von G im Bild-
punkt w, von z, gelten. Dann strebt arg f'(2) gegen einen endlichen Grenzwert,

wenn £ aus dem Innern von G, allsettig gegen z, konvergiert.

Der Lindelofsche Satz gilt insbesondere, wenn die Rénder von G,, G in
2z, bzw. w, stetige Tangenten besitzen. Fiir diesen Fall lisst er sich mit der
gleichen Methode herleiten wie oben (14, 2), wenn man beim Beweis des Satzes I
auf die 'ériéiréﬁméssigkeit der Konvergenz auf geeigneter -3-Menge achtet. Um
indessen den Lindelofschen Satz fiir den Fall einer L-Tangente mit herzuleiten,
muss die ganze Grundlage der Untersuchung erweitert werden, und er wird sich
daher bei unserer Methode erst im zweiten Teil dieser Abhandlung (Nr. 61) er-
geben. Um aber Wiederholungen zu vermeiden, sollen bereits im ersten Teil
dieser Abhandlung verschiedene Folgerungen aus diesem Satz mitentwickelt wer-
den, und wir wollen daher zuerst einige Verallgemeinerungen des Lindelsfschen
Satzes angeben. ,

Es sei zu allererst bemerkt, dass im Falle, wo G; und G in 2z, bzw. w,
L-Tangenten besitzen, die in Nr. 15 angegebene Folgerung aus der Existenz
von Lim arg f'(z) itber die Abbildung von Kurven mit L-Tangenten offenbar
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sogar bei allseitiger Konvergenz gegen g, gilt. Ist also C. eine auf der Menge
G, + B, verlaufende Jordankurve, die in 2, mit einer L-Tangente miindet, so
miindet auch ihre auf G + R verlaufende Bildkurve in w, mit einer L-Tangente.
Uber die Formel (13, 1) in diesem Fall vgl. den Satz IX.

18.  Ubertragung des Lindelifschen Satzes auf L-Tangentenecken. Die Be-
hauptung des Lindelofschen Satzes besagt einfach, dass (i4, 2) und daher alle
drei Formeln (14, 1), (14, 2), (14,3) bei allseitiger Konvergenz von z gegen z,
gelten, und in dieser Formulierung lisst sich der Lindel6fsche Satz auch auf
den Fall iibertragen, dass G und G, in w, bzw. £, zwar nicht notwendig L-Tan-
genten, wohl aber Ecken von den Offnungen y > 0, y, > o bilden, derart, dass
die beiden im Punkte w, zusammenstossenden Jordanbogen dort L-Tangenten
besitzen und das Gleiche fiir die in 2z, zusammenstossenden Randstiicke von G,
gilt. Beim Beweis geniigt es offenbar wiederum vorauszusetzen, dass y, = 7 ist.
Fir y, = n aber ldsst sich die zu beweisende Tatsache wohl am einfachsten fest-
stellen, wenn man durch eine gebrochene Potenztransformation die Offnung des
Winkels bei w, gleich = macht. In der Tat kdnnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass w,=o0 ist und die Winkelhalbierende der in-

neren HKcke von G bei w, in die negative reelle Axe weist. Dann wird das
E2

Gebiet G durch die Transformation ' = w? bei geeigneter Wahl der Bestim-
A

mung von w? in ein solches Gebiet G iibergefiihrt, dass bei w’ =0 eine Ecke
der Offnung 7, d.h. eine Tangente vorliegt. Und da unsere Transformation
winkelproportional ist, so folgt aus dem am Schlusse der Nr. 5 Gresagten, dass auch
die beiden im Punkte «' =0 zusammenstossenden Randstiicke von G’ dort
L-Tangenten besitzen und daher also das ganze Randstiick von G’ in v’ =o0
eine L-Tangente hat. TFiir das Gebiet G’ gilt also

’

arg =c¢+ gz —2z),

w
de
wo & (z —z,) bei allseitiger Konvergenz von z aus G, gegen z, gegen o strebt.
Daraus folgt weiter, wegen (14, 1), auf «’ als Funktion von z angewandt:

¢+ Ze(z—~zo_),

7 _
arg w = " arg (z2—2zp) + -

d =

arg /' (2) = (I—g) arg w + ¢ + gz —2,),

arg f(z) = (7% — 1) arg (z —z,) + 3/;0 + (7% — I) elz —20) + eolz—2,).
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Dies sind aber die Formeln (14, 1), (14, 2) fiir y, =z, in denen nunmehr in der
Tat, wie behauptet, die e-Glieder bei allsestiger Konvergenz von z gegen &, ge-

gen o streben.’®

Und dasselbe gilt natiirlich auch fiir (14, 3).
Die damit bewiesene Ubertragung des Lindelofschen Satzes auf L-Tan-

gentenecken ist im allgemeineren Satz der nichsten Nr. enthalten.

19. Der Lindelifsche Satz fiir halbseitige Konvergenz. Wir wollen endlich
beweisen, dass der Lindel6fsche Satz in der verallgemeinerten Formulierung der
Nr. 18 »zur Hilfte» erhalten bleibt, wenn unter obigen Voraussetzungen schon
der eine der in gz, zusammenstossenden Randbogen von G — er sei mit C; be-
zeichnet — und der entsprechende Randbogen € von G in z, bzw. w, L-Tan-
genten besitzen. In diesem Falle darf ndmlich z halbseitig am Bogen C; gegen z,
gehen. Wir formulieren den Satz wie folgt:

Satz VII. Es mége w=f(2) ein schlichtes einfach zusammenhéingendes Ge-
biet Gy der z-Ebene mit einer Ecke von der Offnung y, > 0 in einem Randpunkte
2o auf ein schlichtes Gebiet G in der w-Ebene konform abbilden, wober der Ecke
in 2, eine Ecke im Bildpunkt w, von der Offnung y > o entspricht. Es mige einer
der beiden in 2z, zusammenstossenden BRandbogen von G — er set mit C; bezeichnet —
in 2, etne L-Tangente besitzen, ebenso wie sein Bildbogen C im Punkte w,. Dann
gelten die Formeln (14, 1), (14, 2), (14, 3), wenn z halbseitig am Bogen C, aus G
gegen z, konvergeert.

Beim Beweis darf offenbar vorausgesetzt werden, dass das Gebiet G mit
dem Kreissektor identisch ist, der aus dem Einheitskreis K, durch die beiden

unter dem Winkel Z zur negativen reellen Axe geneigten Radien herausge-

schnitten wird. Der Punkt 2, sei in diesem Falle der Nullpunkt, und C; sei
einer der beiden Begrenzungsradien von G;. — In der Tat kann ja die Ab-
bildung von G, auf G »auf dem Umwege» iiber einen solchen Bereich stets durch-
gefithrt werden.

Ebenso kann auch das Gebiet G in geeignet spezialisierter Gestalt ange-
nommen werden. Denn erstens kann G durch ein Teilgebiet G’ ersetzt werden,
das zwischen den beiden in w, zusammenstossenden Randbogen und einem bei
w, verlaufenden Querschnitt vou G liegt. Denn bekanntlich — wir haben von
einer analogen Tatsache bereits oben Gebrauch gemacht — ist die Abbildungs-
funktion von G’ auf @, in der Form darstellbar f{p(2)), wo ¢(z) und ¢'(¢) in

" Der Beweis fiir den Lindelofschen Fall G, =K, , y =m ist natiirlich noch unmittelbarer.
15—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 31 octobre 1934.
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2z, und auf einer Umgebung von gz, stetig und von o verschieden sind. Ent-
spricht nimlich G’ bei der Abbildung von G auf G, das Teilgebiet G| des Kreis-
sektors G, so vermittelt u = ¢ (z) die Abbildung von G, auf G|. Dem Rand-
bogen O mdge bei G’ etwa (  entsprechen. Wir verlingern nun C’ lings
der Tangente in tw, und bilden ein einfach zusammenhingendes Gebiet G*, das
das Gebiet ' im Innern enthiilt und zu dessen Rand als freies Randstiick C’
mit einem Stiick der verlingerten Tangente gehort, so dass also der Rand von
G* in w, eine L-Tangente besitzt. Wird nun G* etwa auf die obere Hilfte des
Einheitskreises in der wu-Ebene abgebildet, derart, dass dabei w, in 4 = o iiber-
geht, so wird dabei G’ auf ein Gebiet G abgebildet, in dem das Bild C” von
(" geradlinig ist. Und man kann bekanntlich die Abbildung von G* auf jenes
Gebiet der wu-Ebene so einrichten, dass einer der beiden in der reellen u-Axe
liegenden Radien von E, das Bild von O darstellt. Es geniigt nun offenbar
unsern Satz fiir das so entstandene Gebiet G”' zu beweisen. Wir diirfen daher
von vornherein annehmen, dass das Gebiet G in der oberen Halbebene liegt, dass
ferner w,=0 und C eine der beiden Strecken zwischen w =0 und w =1 bzw.
w=0 und w=—1 ist. Wird nun aber ein solches Gebiet G durch w = f(z) auf
das vorhin angegebene Gebiet G, abgebildet, so entspricht dabei der geradlinigen
Strecke C einer der beiden Begrenzungsradien des Kreissektors G, nimlich .
Man »verdoppele» nun das Gebiet GF durch Spiegelung an C und bezeichne das
g0 entstehende Gebiet mit I'; ebenso »verdoppele» man G, durch Spiegelung
an (; und bezeichne die so entstehende Halbkreisscheibe mit I';. Aus dem
Schwarzschen Spiegelungsprinzip folgt aber nunmehr, dass die Funktion f(z)
zugleich die konforme Abbildung von Iy auf I' derart vermittelt, dass dabei 2,
in w, iibergeht. Wendet man nun auf diese Abbildung die Formeln (14, 1),
(14,2), (14,3) an, so gelten sie auf jeden Fall in einem Winkel um C,, woraus

sich unsere Behauptung unmittelbar ergibt.

20. Folgerungen aus Satz VII. Es ist nun klar, dass die am Schluss der
Nr. 17 fiir den Fall von L-Tangenten angegebene Tatsache auch unter den
Voraussetzungen des Satzes VII fiir am Randbogen C, halbseitig gegen £, kon-
vergierende 2z erhalten bleibt. Mit andern Worten: Es sei C; eine in G ver-
laufende und in z, miindende einfache Kurve, die in ¢z, eine L-Tangente besitzt
und in einer an () liegenden halbseitigen Umgebung von z, innerhalb G, ver-
lduft. Dann besitzt auch ihre Bildkurve in G im Punkte w, eine L-Tangente.
Und hier darf C. auch mit C; Punkte gemein haben.



Uber den Habitus der konformén Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 115

Ebenso gilt fiir y =y, > o die in Nr. 15 erliuterte » Winkeliihnlichkeit in der
Grenze» des Dreiecks 42,2, mit dem Dreieck wyw,w,, dessen Ecken Bildpunkte
von z,, 2y, 2, sind, wenn zy, 2, halbseitig an C, gegen z, konvergieren, d. h. die
Formel (15, 1) bleibt auch jetzt richtiz. Wir beweisen sie hier allerdings unter
speziellen Voraussetzungen und werden den allgemeéinen Fall erst im Satze IX

formulieren und beweisen.

Lemma 1. FEs set D unter den Voraussetzungen des Satzes VII eine halb-
seitige Umgebung von 2, an Oy, deren Wainkeldffnung y, bei z, positiv und kleiner
als 7 ust. 2y, 2, sei ein Paar untereinander verschiedener Punkte aus der Menge
D+ Cy, die gegen z, konvergieren, w,, w, seien die Bildpunkte von z, und z, in G.
Dann dst die Strecke wyw, gegen die Strecke z,2, wm den Winkel ¢+ &(z;, 2,) ge-
dreht, wo &lz,, 25) gegen o konvergiert, wenn z, und z, gegen z, streben, und ¢ die
Konstante der Formel (14, 2) st.

Zum Beweis beachte man vor allem, dass, sobald 2, z, nahe genug bei 2,
liegen, auch das Punktepaar w,, w, innerhalb einer Halbumgebung von w, an C
bleibt, deren Winkeloffnung bei w, beliebig nahe an y, und daher insbesondere
positiv. und kleiner als = gewihlt werden kann. Daher kann man beim Beweis
die Giebiete G und G, miteinander vertauschen. Andererseits kann man die Ab-
bildung von G auf G auf dem Umwege iiber einen Sektor des Einheitskreises
ausfithren, wobei (; einem Radius dieses Kreises entspricht. Daher darf beim
Beweis von vornherein vorausgesetzt werden, dass C, eine geradlinige Strecke ist.

Es sei nun D* eine weitere halbseitige Umgebung von z, an C,;, die D
enthilt und deren Winkel6ffnung bei 2z, grosser als y, ist. Sobald 2, und &z,
nahe genug bei ¢, liegen, bleibt dann die Strecke z,2, sicher innerhalb D* -+ (.
Liegt hochstens einer der Punkte z;, 2, auf C,, so liegen alle snneren Punkte der
Strecke 2,2, innerhalb D*. TIst I' die Bildkurve der Strecke z,z, in der w-Ebene,
so hat ihre Sehne w,w, nach dem Rolleschen Satz die gleiche Richtung wie die
Tangente an I'" in einem innern Punkt dieses Bogens, der einem innern Punkte £
der Strecke z,z; entspricht. Daher ergibt sich nach (14, 2) die Richtung von
wyw, aus der Richtung von z,2, durch Drehung um den Winkel ¢+ &(5—2,),
woraus unsere Behauptung ohne weiteres folgt.

Liegen aber beide Punkte 2,2, auf C,, so ist die Richtung von ¢z, zu-
gleich diejenige von C,. Die Strecke w,w, ist dann eine Sehne an die Kurve C;
die Richtung von w, w, konvergiert daher nach der Annahme, dass C in w, eine
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L-Tangente besitzt, gegen die Richtung der Tangente an ( in w,. In diesem
Falle aber ergibt sich unsere Behauptung unmittelbar aus dem Satze VII.
Aus Lemma 1 folgt nunmehr:

Lemma 2. Wird diber die Voraussetzungen von Lemma 1 hinaus vorausge-
setzt, dass die Punkte z,, 2, nicht nur voneinander sondern auch von z, verschieden
sind, so gelten die Formeln (15, 1), wenn 2, z, iiber D+ C, gegen z, konvergieren.

- Denn zum Beweis geniigt es, das Lemma 1 auf jedes der drei Punktepaare
£y 215 20, 29 21, & anzuwenden.

Endlich sei noch folgendes bewiesen:

Zusatz 1 eum Satz VII. FEs migen in der Formulierung des Satzes VII die
Jordanbogen C und O, durchweg mit Tangenten versehen sein, die in den Pumnkten
2y bew. wy L-Tangenten sind, und es sei y =y,. Dann bilden die lc'ingé des Bogens
C, im Winkel existierenden Grenzwerte von arg f(2) eine Funktion des Punktes
auf O, die in z, stetig ist. Ist in der Tat « der Grenzwert von arg f (2) in 2,
und & eine beliebig kleine positive Zahl, so gibt es eine halbseitige Umgebung
H von z, an O, derart, dass fiir alle z# aus H |arg f' (¢) — | < & ist. Ist dann
Ci ein an 2, anstossendes Stiick von O}, das zum Rand von H gehért, und ist
Z irgend ein innerer Punkt von C7, so liegt die Innennormale auf () in 2’ zu-
niichst in H. Daher geniigt der lings der Normalen sicher existierende Grenz-

wert arg /' (¢/) von arg f'(z) in 2’ der Ungleichung
larg /(&) — «| = ¢,
wie behauptet. Insbesondere folgt:

Zusatz 2 zum Satz VII. Haben unter den Voraussetzungen des Satzes VI
zwer exnander entsprechende Jordansche Randbogen C; und C von Gy bzw. G durch-
weg sich stetig drehende Tangenten, so ist die Grenzfunktion von arg f'(2) eine
stetige Funktion auf dem Bogen C;*°

& 5. Relative Konformitiit bei der Eckenabbildung.

21.  Die Léngentreue im Kleinen.
Satz VIII. Es sei unter den Voraussetzungen des Satzes IV y > o, y, > 0;
¢, €y seien zwer beliebige positive Konstanten mit o < c,. D ser esne Winkelumge-

bung von 2, in G,.

' Vgl. firr diese Formulierung WARSCHAWSKI (1), p. 406.
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a) Ist dann 2y, 2y, 2, # 2, ein Punktepaar aus D mit

Z] - ZO
=27 % <,
(21»1) 6l.— 32_2'0 -—017
so gelt
Y
(21, 2) Sley) — w, - (31 — Zo)y‘y
’ S(22) — w, &y — 2
, :/"—1
(21, 3) L) (Z—‘j——z—")v ,
’ S er) 29 — &

wenn zy und 2, iiber D, d. h. tm Winkel, gegen z, konvergieren.
b) Wird ¢m Falle a) die Voraussetzung (21, 1) ersetzt duwrch

2, —& 5=z
(21, 1°) : Lo, bew. 1—— 0,
2, — 2, Zy— 2,

so send die Formeln (21, 2), (21, 3) zu ersetzen durch

f(zl) — W 20

f(Zg)_wo—)oo'

f(Zl) — Wy
S(2s) — w,

(21, 29

— 0, bzw.

¢) Sind w,, wy die den Punkten z,, 2, aus D entsprechenden Puwkte aus G, so
ist Bedingung (21, 1) dquivalent mit

(2134) - dlé

Siir positive Konstanten d,, d,, wobei die Aquivalenz so zu verstehen ist, dass zu
Sesten ¢;, ¢, solche positive d,, dy gefunden werden kimnen, dass (21, 4) eine Folge
von (21, 1) ist, und wmgekehrt, zu festen positiven d,, d, positive ¢,, ¢y derart wdhl-
bar sind, dass (21, 1) aus (21, 4) folgt. Ebenso ist jede Bedingung (21, 1°) dquiva-
lent mit der entsprechenden Bedingung (21, 2°). .

20 Man kann offenbar die auf (21, 1), (21, 2), (21, 1°), (21, 2°) beziiglichen Behauptungen dahin

2,—2
zusammenfassen, dass wenn 2z, und 7z, im Winkel gegen 2, konvergieren und zl__zo—’ A ist, dann
2%
Slz1)—w, - . . . .
auch iz )—u—v_)l ' gilt. Es ist leicht zu sehen, dass hieraus die ganze Behauptung (21, 2) unter
2 0

der Voraussetzung (21, 1) unmittelbar hergeleitet werden kann.
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d) Hat ein an 2z, anstossendes Randstick C, von G, in 2, ene L-Tangente,
ebenso wie sein Bildbogen C in w, und gilt fiir z,, 2z, aus ewmer halbseitigen Umge-
bung H wvon 2, an C, in Gy (21, 1), bew. (21, 1°), so darf in den Behauptungen
a), b), e), die Formel (21, 3) ausgenommen, die Winkelumgebung D durch H ersetzt
werden. Und dabei diirfen 2, und 2, auch auf C, liegen. — Haben alle vier in 2,
und w, zusammenstossenden Randbogen von G, und G dort L-Tangenten, so darf in
dieser Formulierung die Umgebung H durch eine allseitrge Umgebung wvon 2,
in G ersetet werden, ew der dabei auch woch die Randpunkte von G, die zugleich
zum Rand dieser Umgebung gehiren, hinzugezdhlt werden konnen.

e) Gelten anstatt den Voraussetzungen des Satzes IV die Voraussetzungen des
Satzes IV° der Nr. 16, so bleiben die Behauptungen a), b), c) richitg, wenn die
Winkelumgebung D den in der Formulierung von IV° angegebenen Bedingungen

geniigt.*'

22. Beweis von (21,2) bzw. (21,2°) fiir y =y, Bs sei zunichst bemerkt,
dass (21,3) aus (21, 2) wegen (11, 3) ohne weiteres folgt, so dass im Falle a) nur
(21, 2) zu beweisen ist. Ferner ist die Relation (21, 4) offenbar eine unmittelbare
Folge aus (21, 2) und (21, 1). Beachtet man, dass nach dem in Nr. 15 Gesagten
fiir 2, <D, z,<D, sobald 2z und 2, nahe genug bei 2, liegen, auch w,, w, in einer
Winkelumgebung von w, in G liegen, so folgt aus (21, 4) umgekehrt (21, 1), wenn
man die Rollen von z und « vertauscht.

Wir haben daher nur (21, 2), (21, 2°) unfer entsprechenden Voraussetzungen
zu beweisen. — Bs seien nun wieder ag, ¢, @y; By, 8y, f; die Winkel der Dreiecke
20 2, 25, Wy Wy Wy Tesp. bei z,, 2, 2y, wy, wy, wy. Beim Beweis von (21, 2) und (21, 2°)
in den Fillen a), b) diirfen wir annehmen, dass z;, £, in einer und derselben Drezecks-
umgebung von z, in G, liegen — da man sonst zwischen 2, und z, nur endlich
viele Punkte einzuschalten braucht, derart, dass zwei aufeinanderfolgende dieser
Punkte in einer und derselben Dreiecksumgebung von z, in G, liegen. (Man
beachte, dass die zu beweisende Behauptung in dem Sinne transitiv ist, dass,
wenn sie fiir z,, 2, und z,, z; gilt, sie auch fiir 2, z, richtig ist). Daher diirfen
wir die Giiltigkeit von (15, 1) voraussetzen — fiir den Fall einer Dreiecksumge-
bung haben wir ja in Nr. 15 diese Formel bewiesen. — Ferner kann durch

Einschaltung weiterer Punkte in endlicher Amnzahl erreicht werden, dass der

® Pir G, =K, y=n und wenn z; wnd z, auf einem in Bezug auf z, symmetrischen

) Z)—w
Orthogonalkreis von E, liegen, ist die dann aus (21, 2) folgende Relation ETf'E;L)—woiﬁ I mit einer
2 [

in VISSER (2), p. 32 (Satz 4) hergeleiteten fquivalent.
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Winkel «, zwischen § und f:— bleibt, wo ¢ eine beliebig aber fest gewiihlte posi-

tive Zabl mit §<7, 9<Z ist® Dann gilt 7 —dSa +o=m— %. Nun
liefert der Sinussatz

2, — 2
2y — 2,

_ sina,

(22, 1)

sin o,

Aus (21, 1) folgt daher, dass beide Winkel a4, a, (kleiner als n—% und) grosser

als eine positive Schranke bleiben, die nur von ¢, ¢; abhingt. Daher bleiben

wegen (15, 1) auch die Winkel g, 8, oberhalb einer positiven Schranke und iiber-
schreiten n—g nicht, sobald #;, 2, nahe genug bei z, liegen, woraus wegen

(22, 1) nach dem Sinussatz folgt

Sle) — Wo
S 2s) — w,

&y — 2%
2y — 2,

sin 8, sin o
sin 8, sin e,

(22, 2)

3

w. z. b. w.
Wird aber eine der Relationen (21, 1°) vorausgesetzt, so folgt, dass entweder
@, — 0 gilt und sin ¢; oberhalb einer positiven Schranke bleibt, oder ¢; — o gilt

und sin e, oberhalb einer positiven Schranke bleibt. Dann gilt also entweder

wy — w sin
1 ol == Bs —o,
Wy — W, sin 8y
oder
W, — W sin
Wy~ Wol _Sinfy | ,
Wy — W, sin 8

womit (21, 2°) bewiesen ist. —

Offenbar fithrt nun die gleiche Uberlegung auch im Falle d) zum Ziel; wir
diirfen wiederum annehmen, dass 2, 2, in einer halbseitigen Umgebung von 2,
an O, liegen, deren Offnung kleiner ist als =, und zu der noch die inneren
Punkte von C, hinzuzuzihlen gind. Daher gelten auch hier die Relationen
(15, 1) nach dem im Lemma 2 der Nr. 20 Bewiesenen. Ebenso darf wieder an-

. ' d
* Wenn z. B. der Winkel zwischen 2,2, und 2, 2, kleiner ist als 7 wihle man fiir 2 einen

solechen Punkt (ausserhald des Winkelraumes zwischen den Halbstrahlen an 7z, dureh 2z, bzw. z,),

dass der Winkel zwischen z, 2" und 2,2, etwa gleich 5 ist.



120 Alexander Ostrowski.

genommen werden, dass ¢, zwischen ¢ und 2 filr ein geeignetes positives ¢ mit

/8

o<,
2

d < g liegt. Dann sind aber alle weiteren Schliisse unverindert anwendbar.

Und damit ist offenbar auch der Fall erledigt, in dem alle vier in 2z, und
w, zusammenstossenden Randbogen von &, und G dort L-Tangenten besitzen. —

23. Der Fall y=y,. Der Fall endlich, dass ¥ und y, untereinander (und
von Null) verschieden sind, lisst sich auf den oben behandelten zuriickfiithren,

wenn man die z-Ebene der Transformation « = (z ——zo)‘%l unterwirft. Besitzen im
Falle d) einige der in 2, zusammenstossenden Randstiicke von G, in diesem Punkte
L-Tangenten, so gilt nach dem in Nr. 5 Bemerkten das Gleiche auch fiir das
aus G, vermoge unserer Transformation hervorgehende Gebiet, so dass (21, 2)
bzw. (21,2°) auch bei halbseitiger oder allseitiger Konvergenz von 2, und z,
gegen 2, gilt, wobei 2, und 2z, auch Randpunkte von G, durchlaufen diirfen, dem
Fall d) entsprechend. Aus dem Randverzerrungssatz ergibt sich ferner, dass
gleichzeitie mit (21,2) im Falle a) auch die Relation (21, 3) gilt. Die Behaup-
tungen von c¢) ergeben sich ganz analog wie oben.

Was endlich den Fall e) anbetrifft, so ergeben sich die in diesem Falle
ausgesprochenen Behauptungen unmittelbar, wenn man das zum Beweis des
Satzes IV°® Gesagte beriicksichtigt. Damit ist der Satz VIII vollstindig be-
wiesen. —

Um nun analoge Aussagen iiber ZZ : ?%: herleiten zu kénnen, miissen wir
erst die Giiltigkeit der Relationen (15, 1) im allgemeinsten Falle diskutieren. Wir

fassen das Resultat im Satz IX zusammen, dessen Beweis auf dem Satz VIII
fiir y =y, beruht.

24. Winkeltreue ber der Dreiecksabbildung. Satz IX. KEs ser unter den
Voraussetzungen des Satzes IV y =1y, >o0. D ser ezne Winkelumgebung von z, in
Gy z,, 2y set ein Punktepaar aus D, wober z,, 2, 2, untereinander verschieden sind.
Es seien 1wy, wy die Bildpunkte von z,, 2, in G und ay, af, ¢g; By Bi, B seten die
Wenkel der Dretecke 242, 2y, woiw,w, resp. bet z,, 2, &5, wy, wy, wy. Dann gelt,

wenn 2y, 2y gegen &, konvergieren,

(24, 1) By —ay—0, fi—a—0, fy—ay—o0.
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Hat aber ein in z, mindender Randbogen C, von G, dort eine L-Tangente, ebenso
wie sein DBildrandbogen wvon G, so darf in der obigen Behauptung D durch eine
halbsettige Umgebung H von z, an C, ersetzt werden, wobei zu H noch die inneren
Punkte von C, hinzugezdhlt werden diirfen. Haben ferner alle vier in z, zusam-
menstossenden Randbogen von G, wnd G dort L-Tangenten, so bleibt (24, 1) fiir
y < 27 richtig, wenn 2z, z, gegen 2z, vber das Innere und den Rand von G, kon-
vergieren. Ist aber dann y = 27, so gilt (24, 1), wenn 2y, 2, gegen z, iiber das Innere
und den Rand von Gy konvergieren wnd wenn dabet fiir keine Unterfolge von Punkte-
2, — 2,

&3 — 2

aaren 2y, 2, Mit 2z, — 2y, 29 —>2, Gy —> 0, — 1 gilt und zugleich die Strecke
Db 15 %2 71 0, %3 0 %

2,2, beide in 2, zusammenstossenden Randbogen von G, trifft.

25. DBeweis. Wire eine der Behauptungen unseres Satzes falsch, so liesse
sich nach dem Auswahlsatz eine Folge von Punktepaaren z,, 2, mit z; — z,, 2, — 2,
finden, die der in Frage kommenden Bedingung fiir z, und z, geniigt und fiir
die eine der Differenzen 8, — @, 3, — ¢;, 8; — &, einen von Null verschiedenen
Grenzwert besitzt. Und das Gleiche wiirde dann fiir jede unendliche Unterfolge
einer solchen Folge gelten. Eine solche Unterfolge 2, 2 (v=1, 2,...) konnen
wir nun aber nach dem Hiufungsstellensatz auf jeden Fall derart herausgreifen,
dass fiir sie erstens alle sechs Winkel o/, o, ol; ), 8%, ) Grenzwerte be-

sitzen, die wir mit 4,, 4,, 4,; B, B,, B, bezeichnen wollen; dass zweitens

wt?) — w,

—q
w) — w,

41

gilt wo ¢, ¢, auch unendlich sein konnen, aber auf jeden Fall nach dem Satz VIIT
g = ¢, ist; dass drittens die Richtungen der Halbstrahlen z,2%), z,2%); w,w?,
wyw wo wy, w?), w} die Bilder von 2, 2", 20" sind, gegen die Richtungen der
Halbstrahlen o1, of in der z-Ebene bzw. o/, ¢” in der w-Ebene konvergieren. Und
wir haben dalier nur zu untersuchen, unter welchen Umstinden fiir eine solche
Folge von Punktepaaren eine der Differenzen B, — 4, B, — 4,, B, — A, von
Null verschieden sein kann.

Es sei zuforderst bemerkt, dass nach (14, 1) sicher 4,= B, ist. Ist nun
A, = B, = n, so muss offenbar B, = A, = B, = A, =0 sein. Es sei nun o< 4,=
= B, < #. Dann verschwindet von einem v an keiner der Winkel &), 8, o), g,
Der Sinussatz, angewandt auf die Dreiecke z, 2 20, w, w() w0}, liefert

16—34472. . Acts mathematica. 64, Imprimé lo 31 octobre 1934,
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¥ — 2

&) — 2

__sin ey o| _ sin By

of singY

(25, 1)

b

sin o)

Andererseits aber konnen, wegen o< A, + A, =B, + By=n— A, < m, sin 4,
und sin 4, nicht zugleich verschwinden, ebenso wie sin B; und sin B,. Daher
gilt sicher

| sind, _sinB,
(23, 2) =1

Und hieraus folgt 4, = B,, 4, = B, unmittelbar fiir ¢ = 0 oder ¢ = o. Ist aber
g von o und oo verschieden, so folgt bekanntlich aus (23, 2)

t ......... L t ,,,,,,,,,
2
et AT Bt By
2 2
Ay — A, B,—B

oder tg =2 S, =g !, Ay— A, =B,— B,, A4,=B,, A;,= B,. Es bleibt

nur noch der Fall 4, = B,= 0 zu untersuchen.
Fir 4,= B,=o0 ist der Fall ¢ 5 1 sofort zu erledigen. Wir koénnen dann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ <1 ist. Wire nun

etwa 0 < A; < w, so wiirde daraus folgen, wegen A, = — 4, — A4, nach (23, 1)

_sind, sin(m—A4,)
sin A4, sin A,

y

entgegen der Annahme. Daher muss A4, gleich o oder 7= sein, fir ¢ < 1 also,
da dann von einem » an, wegen (25, 1), die o gegeniiberliegende Seite des Drei-
ecks z,2% 20) grisser als die andere an ¢z, anstossende Seite ist, 4, = =, 4, = o.
Genau ebenso ergibt sich B, ==, B,=0, womit (24, 1) auch in diesem Falle
bewiesen ist.

Es sei 4= B,=o0, ¢=1. Fillt dann die gemeinsame Grenzrichtung o}, oY
in das Innere des Eckenwinkels von G, bei z, so folgt (24, 1) aus dem am
Schlusse von Nr. 15 Gesagten (vgl. (135, 1)). Fillt ferner die gemeinsame Richtung
o1, o in eine der beiden Tangentenrichtungen der Ecke von G, in 2, sind aber
die beiden Tangentenrichtungen dieser Xcke verschieden (ist also y, < 2 ), so
bleiben, wenn der zugehorige Randbogen von @, mit O, bezeichnet wird und H
eine Halbumgebung von z, an C ist, 2}, &%) fiir hinreichend grosse » in H + C,
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und in diesem Falle folgt die Behauptung des Satzes aus dem Lemma 2 der
Nr. 2o. ’

BEs sei nun y, = 2%, es mdge aber jede Strecke 2z) 20"} nur einen der beiden
in 2, zusammenstossenden Randbogen von (/, treffen. Ferner seien H', H”
irgendwie gewiihlte halbseitige Umgebungen von #, an den in 2, zusammenstos-

“genden Randbogen O3, C7 von G,. Dann miissen von einem » an beide Punkte
W, 2¥) in einer wnd derselben, vielleicht mit » variablen, der beiden Mengen
H' + Ci, H' + Cf liegen. Nach dem Auswahlsatz diirfen wir dann annehmen,
dass alle Punktepaare 2%, i) in einer festen dieser Mengen liegen, etwa in
H’ + (7. Dann ergibt sich aber unsere Behauptung wiederum aus dem Lemma 2
der Nr. 2o0.

Damit ist der Satz IX vollstindig bewiesen. Was aber den in seiner For-
mulierung angegebenen Ausnahmefall anbetrifft, so ist es leicht, sich an einem
Beispiel zu iiberzeugen, dass in ihm der Satz IX in der Tat nicht zu gelten braucht.

Hierzu betrachte man den Einheitskreis K, der z-Ebene, der aber lings des
nach z=1 filhrenden Radius aufgeschnitten wird. Wird das so entstehende Gebiet
K; und das analoge Gebiet in der w-Ebene mit K bezeichnet, so bilde man
K; auf K3 derart ab, dass 2z =o0 in w = o iibergeht, dass aber vom Nullpunkt
verschiedene und ihm geniigend benachbarte, einander gegeniiberliegende Punkte
auf den beiden Ufern des Einschnittes von K7 jedesmal in zwei Randpunkte von
K, iibergehen, die nicht mehr einander gegewiiberliegen. — Hierzu geniigt es die
Abbildungsfunktion so zu wihlen, dass sie nicht die Form w = 2 hat. —

Bs seien nun z,, 2z, zwei von 2, verschiedene, einander gegeniiberliegende
Punkte der beiden Ufer des Einschnittes von K:. Thre Bildpunkte in K, seien
w,, wy und es mogen 2, 2, so nahe beim Nullpunkt liegen, dass w,, w, auch auf
den beiden Ufern des Einschnittes von K liegen. BEs liege etwa w; niher zum
Nullpunkt als w, Sind dann w,’, w, hinreichend nahe bei w;, w, liegende Punkte
von K aus den entsprechenden Halbumgebungen von w,, w,, so unterscheiden
sich die Winkel des Dreiecks 0w,  w, beliebig wenig 0, 7, 0. Die entsprechen-
den Punkte z,’, 2, in der Nihe von 2z, z, lassen sich offenbar aber so wihlen,
dass die analogen Winkel des Dreiecks 02z," %, sich beliebig wenig von o, 0, 7
‘unterscheiden.

26. Seitendhnlichkeit be: der Dreiecksabbildung. Wir sind nunmehr im-
stande, die dem Satz VIII entsprechenden Tatsachen iiber das asymptotische
Verhalten der 2z, w, gegeniiberliegenden Seiten der Dreiecke z, 2 25, w,w, w, Z0

formulieren und zu beweisen.
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Satz X. Es sei unter den Voraussetzungen des Satzes IV y =1y, > 0. ¢ set
eine belvebige posttive Konstante. D ser etne Winkelumgebung von 2z, in Gy. 2, 2,
2, 7 2y, ser ein Punkilepaar aus D mit 2, — 24, 2y — 2, und

2 — %

(26, 1) e

=ec.

Es sei wy = flz)), ws = fl2y).
a) Es gilt

W — Wy & — &
Wy — W, 23 — &,

(26, 2)

b) Hat ein an 2, anstossendes Randstick O, von Gy in z, eine L-Tangente,
ebenso wie sein Bildbogen in w,, wnd ist H eine Halbumgebung von C, in G, so
bleibt (26, 2) richtig, wenn die Winkelumgebung D durch die Menge H + C, ersetzt

wird, wenn dabes fiir keine Unterfolge von Punktepaaren z;, 2, 7% gelt.

2y )

c) Haben alle vier in z, und w, zusammenstossenden Randbogen wvon G,
und G dort L-Tangenten, so darf in der obigen Formulierung die Winkelumgebung
D durch eime allseitige Umgebung von z, in G, ersetzt werden, zu der dabei auch
noch die Randpunkte von G, die zugleich zum Rand dieser Umgebung gehiren,
hineugezdhlt werden konnen, sofern fiir keime Unterfolge von Punktepaaren z,, 2,
%{Azz—el gelt.

Bemerkungen. 1) Legt mdn die Voraussetzungen des Satzes IV° zugrunde,
so bleibt fiir y=1y, die Behauptung a) des Satzes X richtig, wenn D den in
jenem Satz formulierten Bedingungen geniigt. Und ebenso bleibt die Behauptung
b) richtig, wenn unter D eine entsprechend zu definierende halbseitige Umgebung
eines der in der Formulierung von IV° eingefiihrten Jordanbogen L, L) ver-
standen wird. — In der Tat folgt aus der Formulierung des Satzes 1V°, dass
man in diesem Falle unsere Behauptungen ohne weiteres aus dem Satz X
herleiten kann. '

2) Beim Beweis von (26, 2) geniigt es in allen Fillen des Satzes X, nur die
Aquivalenz der absoluten Betrige zu beweisen (wovon in der nichsten Nummer,

beim Beweis eines Spezialfalles von a) Gebrauch gemacht werden wird):
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W, — Wy
wy — W,
(26, 3) — >,
21— %
Z3 — &

da ja der auf die Argumente der beiden Seiten von (26, 2) beziigliche Teil der
Behauptung im Satze IX enthalten ist.

27. Beweis won a) fiir eine Dreiecksumgebung. Wir beweisen zuerst a) fiir
den Spezialfall, dass D eine Dreiecksumgebung ist und iiber (26, 1) hinaus die

Voraussetzung (21, [) mit positiven ¢, ¢, gilt. Hs geniigt zu beweisen, dass

Wy — Wy
—— |Ws — Wy
(27,1) Lim | — =1
f1 "%
29— &)

ist, da daraus, wenn man die Gebiete G;; und G miteinander vertauscht, sich
eine symmetrische Ungleichung fiir den Lim und damit (26, 3) unmittelbar ergibt.

Nun ist aber die Linge der Strecke w, w, hochstens gleich der Linge des Bild-

bogens von #z, 2,. Daher folgt

%y

|w1—~wz|§f

2

dw

dz dz,

auf

wo geradlinig von 2z, nach z, zu integrieren ist. Hier lisst sich aber de

Grund des Randverzerrungssatzes (vgl. (11, 3)) durch

w — W,

(1 + &) P —z,

abschitzen, wo ¢, ebenso wie sp'a’utér &y, &, €ine Funktion von 2z, und z, ist, die mit
&y —e, und 2z, —#&, gleichmissic nach o konvergiert. Daher ergibt sich nach
dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung

’
w o~ 1w,

’
g -z,

b

le"w2|§(1 +81)|51_32|

wo 2 ein Punkt der Strecke z,z, ist und ' sein Bildpunkt.: Nun ist die Be-
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dingung (21,1) des Satzes VIII offenbar auch fiir das Punktepaar 2/, z, erfiillt,
so dass in (21, 2) 2, durch 2, f(z;) durch @’ ersetzt werden kann. Daher ergibt
sich weiter

Wy — Wo
gg — &

l”ﬁ‘wzlé(l+"31)(I+52)|Z1"59| ’

womit (27, 1) bewiesen ist.

28. Bewerss des Satzes X. Wenn (26, 3) nicht gilt, gibt es nach dem Aus-
wahlprinzip eine den entsprechenden Voraussetzungen geniigende Folge von Punkte-
paaren, fir die die linke Seite von (26, 3) einen von 1 verschiedenen evtl. unend-
lichen Grenzwert hat. Und dies gilt dann auch fir jede unendliche Unterfolge
dieser Folge. Wir diirfen daher annehmen, dass fir die Folge von Punktepaaren
2P, 2 folgendes zutrifft:

1) Sind w{, w}), die Bilder von z{, 2{), so konvergieren die sechs Winkel
o), ), al); B, gY), ) der Dreiecke 2z, 2702, wy wl) w) resp. gegen A,, A,, A,;
B,, B, By, wo nach (24,1) 4,= B,, A, = B,, A,= B, ist.

?(1v) — 2% w(lv) — Wy

— — — =
Z(;) — 2, q, w(:) — w, q1 q 41,

2) (28,1)

wo ¢ wegen (26, 1) von o verschieden ist. Dass die beiden Grenzwerte bei 2)
identisch sind, folgt aus dem Satz VIII und 4,= B,.

3) Die Richtungen der Halbstrahlen 2,20, 2, 2; w, w'?), w, w}" konvergieren
gegen die Richtungen der Halbstrahlen ¢}, 67 in der z-Ebene bzw. ¢, ¢” in der
w-Ebene.

Ist nun ¢q & 1, so folgt aus den Formeln

(v} ) (v) —

w w w 0,

v(QT b= _(15)‘ ‘=1 —q,
W — w, w) — w,

(7) — l») 20 :
A z 2

“(ﬁv')— ‘ —I_(IT)ﬁMQ_—)I_q
&y — &, gy’ — &

(26, 2) unmittelbar. Fiir ¢= 1 aber kommt nur der Fall a) in Betracht. Hier
muss dann nach 3) der Halbstrahl ¢, =06, in einer Winkel-, daher auch in
einer Dreiecksumgebung von 2, liegen, sodass in diesem Falle (26, 3) aus dem
in Nr. 27 Bewiesenen folgt. Damit ist der Beweis des Satzes X vollendet.



Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 127
29. FEine Bemerkung zuwm Satz X. Wird unter den Annahmen des Satzes X

21— 2,
29 — &y

(29, 1) —0
vorausgesetzt, so folgt, wenn man auf beiden Seiten dieser Relation 1 addiert
und den Satz VIII beriicksichtigt,

2 — &, Wy — W,

29, 2 i T D |
(9’ ) g — & Towy — w, ’

und daber, wenn von den beiden Seiten der letzten Relation 1 abgezogen wird,

(29, 3) T,

wy — W,
Dabei darf hierin das Punktepaar 2,, 2;, je nach den Annahmen iiber die Beschaffen-
heit des Randes, iiber eine Winkelumgebung bzw. eine halbseitige oder allseitige
Umgebung von z, gegen 2z, konvergieren.

§ 6. Vereinzelte Korollare zum Randverzerrungssatz.

30. Satz von der Wainkelablettung. Safz XI. Unter den Voraussetzunmgen
des Satees IV ser y > o und es mige der Grenzwert

(30, 1) Tim Sle) — w, —

) Z2 — Zo
existreren, wenn z aus dem Innern von G, im Winkel gegen z, kowvergiert, mag
daber A éndlich oder wuwendlich sein. Dann gilt

(30,2) S@=ra,
71
wenn z 1m Winkel gegen z, strebt. Umgekehrt folgt (30, 1) aus (30, 2).2
Der Satz XI ist eine unmittelbare Folge der Formel (11, 3) des Randver-
zerrungssatzes. Dass (30,2) aus (30, 1) folgt, ist fir endliche 4 und y, = 7= ein
Spezialfall eines allgemeineren Satzes von Varirow, dessen Beweis von AHLFoORS

* Fir Gy =E,, y=y,=mn findet sich dieser Satz bei VISSER (2), p. 37 unten.
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ausfithrlich entwickelt wurde.?* Fiir A = o dagegen sind die beiden angegebenen
Tatsachen neu.
Wenn 4 endlich ist, folgt aus

S —w, 1 ff (5)d

Z—go Z‘—ZO

die Giiltigkeit von (30, 2) vorausgesetzt,

TLim fle)—w, _y a.
r—z & & %1
Daher muss wegen (30, 1) fiir y £ y, entweder A =0 oder 1= « sein. Hs wird

sich iibrigens spiiter ergeben, dass (30, 1) und (30, 2) fiir y > y, stets mit A=o0
gelten und fiir y <y, stets mit A== . (Vgl. Satz XXI, Nr. 62.)
Uber den Fall y =o0 vgl. Nr. 68.

31.  Verschdrfung einer Ungleichung von Herrn S. Warschawski. Herr 8.
Warschawski hat vor einigen Jahren die folgende Tatsache gefunden?®

Es sei C emme geschlossene Jordankurve in der w-Ebene, die in einem Rand-
punkt w, eine Ecke der Offnung nw, o < v < 2, besitzt. z= @ (w) bildet das In-
nere G von C auf E, konform ab. W bezeichne den von zwei von w, ausgehenden,
symmetrisch zur Winkelhalbierenden der FEcke in w, verlaufenden Strahlen gebildeten

Winkel der Offnung 2y, o =<y < %—z - Geniigt dann C wn der Ndhe von w, einer

 gewissen Bedingung — der Bedingung der >linearen Unbewalltheit> — so gibt es
drei positive Konstanten K, K', q, unter denen K, K' von 1 unabhdngig sind, sowie
zu jedem w 7% w, auf Cmit|w—wy| = q zwei positive Zahlen R, R', die mit w — w,
gegen O konvergieren, so dass fir alle Punkte ¢ in W und G met | ¢ — wy| = R, und
alle Punkte ¢ in W und G mit | — w,|= R’ die Relation gilt:

(31, I) Kl‘;v ( lco 2w£| ( ) — @\ |£ |9’ ¢(Wo)v| I
. . =

|0—WI”’ 'T—WI lc—wol”’ ot
T

COS

Mit Hilfe des Satzes VIII sieht man nun leicht ein, dass in dieser Un-
MU

. . I
gleichung die Faktoren cos® = und —— weggelassen werden kénnen, wenn man

** Vgl. VALIROXN (2), p. 72; AHLFORS (1), pp. 28—29.
® WARSCHAWSKI (1), pp. 361, 369.




Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 129

die Konstanten K, K’ mit gewissen Faktoren multipliziert, die gegen 1 konver-
gieren, wenn ¢ und ¢’ gegen w, streben.

In der Tat ergibt sich, wenn ¢ = ¢, und ¢’ = ¢,” auf der Winkelhalbierenden
des Eckenwinkels in w, angenommen werden, da dann ja Y = o gesetzt wer-
den kann,

(31,2) glol) —glw)| _|glo) ~ glw)| _ plole) = @lwi)]

A T AL e

Andererseits folgt aus (21, 2)

I‘P Co Wo I L( )I
(31,3) Ico_wolm - |c—w0|l/’ (I + &),
und
Iq>(co')—~90 Wo Ialfp @(wy) | ’
(31) 4) . ICOI . woll/t - lc . @00 I]/t (I + 3 ))

wo & und ¢ gegen o streben, wenn ¢, ¢, gegen w, konvergieren. Setzt man
nun (31,3) und (31,4) in (31, 2) ein, so ergibt sich unsere Behauptung sofort.*®

32. Asym]ﬁtotz'sches Verhalten der hiheren Ableitungen von f(z). Unter den
Voraussetzungen des Satzes VIII lisst sich aus den Relationen (21, 2) und (21, 3)
eine interessante Folgerung ziehen. Wir setzen

z, =z, zy =12+ t(z, — 2),
so dags
2y — 2,
2__°:I-——t
ZI_ZO

ist. Strebt nun z gegen £, innerhalb eines Winkelraumes mit der Spitze in z,,
dessen Schenkel zur Winkelhalbierenden der inneren Ecke von G, in z, unter

7’

einem Winkel w <<~ geneigt sind, und schrinkt man ¢ auf den Bereich

|t|§E sinl(b——w)
2 2 \z

26 Es ist iibrigens klar, dass die Formel (21, 2) des Satzes VIII im zweiten Unterfall des
Falles d) dieses Satzes eine wesentliche Verschirfung der Warschawskischen Ungleichungen liefert,
wenn die Kurve ( in w, eine L-Tangente besitzt, bzw. wenn dies fiir die beiden in w, zusammen-
stossenden Bogen von C zutrifft. — Wie ich von Hrn. WARSCHAWSKI nach Mitteilung des obigen
Resultats erfahre, ergibt es sich auch direkt aus einem neuen von ihm inzwischen gefundenen
Beweis seines Satzes.

17—34472. Acta mathematica. 64, Imprimé le 31 octobre 1934.
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ein, so bleibt auch z, in einer Winkelumgebung von 2, sobald z nahe genug bei
2, liegt. Zugleich sind dann die Bedingungen (21, 1) erfiillt, so dass wegen (21, 2)
und (21, 3)

flet tloy—2) —Fla) 0
(3.2’ D fe) — flz0) e

fle+ tle,—2) ’Zl—l'
(32, 2) M——f'_(T__)(I -

gilt, wenn ¢ im Winkel gegen 2z, strebt, und zwar gleichmdssig in einer Um-
gebung von =0, deren Radius allerdings von der Winkelumgebung von 2, ab-
hiingig ist, innerhalb deren z bleibt. Daher miissen in (32, 1) und (32, 2) auch
die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von { links gegen die entsprechenden
Koeffizienten rechts konvergieren. Die Koeffizienten bei ¢ links und rechts sind

aber resp.
7
(eo—2)  f() (— 1y |7
vl fle) —flzo) v/’
7
(2, —2)" f00(e) " 7t
EACR -
so dass sich schliesslich fiir » > o
‘ Se) y ( 7 ) ( 7 )
2, z2—&) o5 =1 = 1),
(52,3) ( o Sl —rfle)  7n\n 71
1= G ) - ()
2, z—zf =1 =—2) =
(52,4) ( v o S (@) 71 1 71
ergibt, wenn 2z im Winkel gegen 2z, konvergiert. — Man iibersieht iibrigens so-

fort, dass die Formeln (32, 2), (32, 4) aus (32, 1), (32, 3) direkt vermoge der Formel
(11, 3) des Randverzerrungssatzes folgen.

Dabei war bisher y > o0 vorausgesetzt. Wir werden aber in der Nr. 64 be-
weisen, dass die Relation (21, 2) auch dann richtig bleibt, wenn unter den Vor-
aussetzungen des Satzes VIII o=y <<y, ist. Daher gelten die Formeln (32, 1)
und (32, 3) auch fiir y=0. Was aber die Formel (21, 3) anbetrifft, so gilt sie,
wie wir in der Nr. 68 beweisen werden, auch fiir y = 0, sofern die in 2, und w,
zusammenstossenden Randzweige von G, und G dort L-Tangenten besitzen. Da-
her gelten die Formeln (32, 2), (32, 4), sobald diese letzten Voraussetzungen er-
fillt sind, auch filr o=y < y,.
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Teil II. Ergidnzungssitze zum Randverzerrungssatz.

§ 7. Erste Erweiterung des Satzes L.

33. Formulierung des Satzes XII. Aus der Formel (7, 5) folgt sofort, dass,
wenn die Funktion x(%) des Satzes I auf einer 9, Menge M gleichmiissig stetig
ist, dann auch die Relation (7, 4) gleichmiissig fiir alle Punkte von M gilt. Denn
es ist klar, dass man dann fiir alle Punkte &, von M mit einer gemeinsamen
Funktion 4(3) — mit einem gemeinsamen »Lipschitzschen Modul> — auskommen
kann. Anderseits ist es unerheblich, dass die Funktion %(3) im ganzen Intervall
(—m,m) beschrinkt ist, da es offenbar nur auf ihr Verhalten in der Nihe der
Punkte von M ankommt. Und ebenso wenig braucht die Darstellbarkeit von
f(2) in der Gestalt (7,2) vorausgesetzt zu werden, wenn y () als Randwert im
Winkel von Rf(z) in der Umgebung der Punkte von M vorausgesetzt wird.

Wir werden daher unsere Formulierung des Satzes I in folgender Weise

erweitern:

Satz XII: Es sei f(2) eine fiir |2| < 1 regulire analytische Funktion, und es
set M eine solche Punktmenge auf E., dass R f(2) fiir ein festes ¢ > o in der &-Um-
gebung jedes Punktes von M innerhalb von K, gleichmdssig beschrinkt ist, in der
&-Umgebung eines jeden Punktes von M auf E, die Randwerte von R f(z) bei An-
ndherung im  Wainkel existieren, bis auf Punkte einer gewz'\ssen auf E, gelegenen
Nullmenge, und eime in den Punkten von M gleichmdssig stetige Funktion bilden.
Dann gilt fir f'(z) bed allseitiger Anndherung aus K, gegen die Punkte von M
glezchmdissig

(33, 1) ‘ f’(e):f)(*——l* )

1—]el

Hier kann M natiirlich auch aus einem einzigen Punkt bestehen.

34. Beweis. In der Tat folgt aus den Voraussetzungen des Satzes XII,
dass man auf K, endlich viele getrennte, etwa zyklisch geordnete abgeschlossene
Kreisbogen By, By, . .., By derart angeben kann, dass erstens die Menge M samt
ihren Héufungsstellen aus lauter innern Punkten der Kreisbogen B, besteht und
dass zweitens R f(z) in der Umgebung der abgeschlossenen Kreisbogen By, . .., Bn
innerhalb von F, gleichmissig beschrinkt ist. Bedeutet nun allgemein Bj den

zwischen B, und B,.1 bzw. B, und B, liegenden Kreisbogen von E;, so lassen



132 Alexander Ostrowski,.

sich die Endpunkte von jedem Bj durch einen bis auf seine Endpunkte ganz
innerhalb von I, verlaufenden Kreisbogen e, verbinden, auf dem R f(2) gleich-
missig beschriinkt ist. Bildet man nun das Innere des von den Kreisbogen B,
und e, begrenzten Flischenstiickes konform auf das Innere des Einheitskreises
in der w-Ebene ab, so ist die Abbildungsfunktion w = F'(z) bekanntlich innerhalb
der Kreisbogen B, regulidr, und der absolute Betrag ihrer Ableitung ist in der
Nihe der Punkte von M gleichmiissig nach oben und unten durch positive Zahlen
beschrinkt. Daher geht f(2) in eine Funktion f,(w) iiber, fiir die die Rand-
funktion von Rf (w) in der w-Ebene gleichmissig beschriinkt und auf der ganzen
Punktmenge M,, die der Menge M entspricht, gleichmiissig stetig ist. Daher
ist fi (w) in der w-Ebene evtl. nach Abzug einer geeigneten rein imaginiiren Kon-
stanten durch das Poissonsche Integral vom Typus (7, 2) darstellbar, so dass
nach Satz I die zu (7, 4), (7, 5) analogen Relationen gleichmissig in allen Punkten
von M, gelten. Nach dem iiber die Ableitung der Abbildungsfunktion Gesagten
gilt aber dann, wegen f'{¢) = f, (w) F’(2), auch die Relation (7,4) bei allseitiger
Anniherung an die Punkte von M gleichmissig auf M, wie behauptet.

§ 8. Zweite Erweiterung des Satzes I. (Durchschnittsstetigkeit).

35. Asymptotische Abschéitzungen von I, (z). Fiir das Folgénde brauchen wir
eine Abschitzung des Integrals

n
2
in 3 dJ )
(35, 1) In(z):f sin 9.4 — 2=7réY, §>¢>—-§, n = o.
¥ (1—2rcos(9—¢)+r?)?2

Fiihren wir hier ¢ — @ = 3, als neue Integrationsvariable ein, so erhalten wir

T T
379 P
in & . ) Fd
I,(z) = cos q;f sind 49 o+ smgpj o SORTET =
2o (1 —2rcosd + 172 S (1 —2rcosd + 1) 2

=cospdJ, + singd;.

Hier ldsst sich aber J; direkt ausintegrieren, und man erhilt fiir » > o

4
39
I 1 1 1 1 1
rn [ relt—z|*  rn z
(1 —27cosd + 7?2 (1—2rsing + r?)?

¢
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Fir » =o0 ergibt sich analog
-
I
'é;lg(l — 2rcosd + 77

—¢
Zusammenfassend folgt:

1+ &l(2) 1 1
(35)2) le nl |I—'Z|n’n>0; J1=(I+€1(Z))lgm, h=0,
wo &™), & (2), ebenso wie spiiter & (2), & (2), . . . gegen Null konvergieren, wenn 2z

gegen 1 strebt. Fiir das Integral J, erhalten wir

bid
— 3¢
I
cos—d -9 cosgsinzgd&*
2 2 2
(35: 3) Jy = T n+a +0 ntaf’

S (1—2rcosd + 1Y 2 = (1 —2rcosd +r?) 2

ist. Die Integrale rechts in (35,3) aber gehen, sin;:y, 1 — 7 =g gesetzt,

iber in
cos (% + i:) co8 (% + %) \
: dy 7 dy
2 b bzw. 2 — .
(V@g ¥ 4 ” 72)11,4—2 f(VQ2 ¥ 4r 72)1’L+2
~—gin ? — gin ¢
2 2

Setzt man aber hier 2V 7y =0, so verwandeln sich diese Integrale in

o Vrcos (247 Toos (£ 47
2l/reosu(2+4) 2V'r cos (2+4)
0
1 dx I 22 dx
17}_07:1 ———55 bzw. 5 —hia
(1 +2% 2 4r2ont | (1 4 2%) 2
2V rsin % 2 V;sin%

4 ¢



134 Alexander Ostrowski.

so dass fir n = o0

~ . el
insmTi s
@w ()
1+ &(2) dx dx I dz
v (1 +2% 2 5 (1+ 2% 2 i ‘
ist.
Ist nun, wie im Satz I11 (Nr. 10), ¥ = —arg (1 — 2), ZZE > > — 72r, 0 ergibt
sich unter Benutzung der Formel (10, 5)
2V1Tsinl%|
® g
cos” 1+ &2 dx dx
(35,5) " Lule)= nw+( ;())q)(f @Jrsgnwf*“@)Jr
o (14+a 2 o (1 + x?) 2

1 T 2V7 sSin ‘2
(357 6) 1, (Z) = (I + &5 (Z)) lg If—izl + g(l + & (3)) (—2— + arctg (T—)) .

In (35,5) konvergiert der erste Summand rechts sicher gegen Null, falls mit
z— 1 zugleich || gegen g strebt. Sein Lim ist aber auf jeden Fall = ;IZ Der

zweite Summand in (35, 5) und (33, 6) verhiilt sich aber verschieden, je nachdem
¢ — und damit auch ¢ — positiv oder negativ ist. Ist ¢ positiv, so liegt der
Wert der Klammer zwischen

dx d ' dx _
. 4‘?3) un 2 E—— *’7&};5 5 n = O.

0(I+$2)2 ()(I‘i‘$2)z

\

Bleibt dann |y| kleiner als eine feste Zahl <7~2K — dies liduft darauf hinaus, dass

ac

dx
2T Die Werte des Integrals f —ns sind bekanntlich

2y g
v (1 + 2%

e B B e (e | (e KRR (R

je nachdem ob » gerade oder ungerade > I ist. Fiar n = 1 ist Sein Wert = 1.




Uber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 135

z im Winkel gegen 1 strebt — so ist dann, wegen der ersten Formel (10, 7), wenn
dort ¢ durch ¢ ersetzt wird, —?:tgw + O(p), so dass

2
Y3
gs;i’u—i~’cg;wfcos"acdoc—k‘97(2), leég

—y

(35,7) o"Iule) = — 3, 6>o0, n>o0;

(35.9) L=+ alle g lwlst—d 950

wird.?® Und die gleichen Formeln gelten auch fiir negative ¢, solange 2z gegen
1 2m Winkel strebt.

Wir erhalten daher insbesondere fiir z— 1, n>o0, || = P d, d >o:

(35,9) 0" 1 (2) = yad) + & (&),

IA
S

cos"xdx.

L-—ﬁmlﬁ

(35,90) 7n(9) + ctg d

—%4—6‘

Néhert sich aber v dem Werte 7—;, so nimmt der Faktor % und mit ihm die

rechten Seiten von (35, 7) und (35, 90) beliebig grosse Werte an.
Ist dagegen ¢ negativ und kommt dann ¥ dem Werte fg beliebig nahe,
so sind die Integrale in den Klammern rechter Hand in (35, 5) und (33, 6)

n+1
0((;) ), so dass sich wegen (10, 7) ergibt:
(35, 91) O L) = Ofosy) + &), —T>y>T, w>o,

I 3

(35,92) Io(Z)Z(I‘I‘SQ(Z))lgI?Zl, ;—~d>qp>—7~;-

@

dx
% Das Integral f T "h+3 geht ndmlich durch die Substitution & = tg y in das Integral

X3 2
A (1 + 2%

7
2
feos”ydy iiber.

—y
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Fir das Integral aber

0
sin 9 |d 9 }
(35,93) f | = I, (2)

(1 —2rcos(9 — ¢) + %) 2

wid

gelten offenbar die gleichen Abschiitzungen (33, 9)—(35,92), wenn in ihnen ¢ und
Y durch — @, — ¥ ersetzt werden.

36. Punkte der Durchschnittsstetigkeit von y(9). Sate XIII. Es sei x(9) eine
im Intervall (— 7, ) nach LEneseue dntegrierbare Funktion, fiir die die Rela-
tion gelt

g

1
0

o

Bildet man mit Hilfe des Poissonschen Integrals die Funktion
1 e+ 2
(36, 2) fle)=—— | 53— x(9) a9,

so gelt fiir thre nte Ableitung, n = 1,

7 .
_n! [y (F)dd
- . (e“"— Z)n+1’
—n

(36, 3) S ()

wenn g aus dem Innern von E. im Winkel gegen z,=e'% strebi:
(36, 4) (& — zo)" [ (2) — 0.

Die Behauptung gilt gleichmdssig fir eine Punktmenge M von Punkten €%
'auf E., fir die y(9) gleichmdssig beschrinkt st und die Relation (36, 1) gleichmdissig
gilt.  Daber st natiirlich zu verlangen, dass die Winkel, innerhalb deren z jeweils
gegen €% strebt, gleiche Oeffnungen haben und dhnlich in bezug auf die entsprechenden
Radien liegen.?®

37. Beweis. Nach Voraussetzung ist das Integral —/ | x ()] -9 beschrinkt,

—_7

* Fir n =1 findet sich (36, 4) in LICHTENSTEIN (2), p. 20.
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7
und wir koénnen offenbar |x(19)|dq.9§5 annehmen. FEbenso konnen wir an-
T

nehmen, dass |x($)| = - auf der ganzen Menge M gilt. Wir denken uns nun

N |-

die Funktion y(#) iiber die ganze Zahlengerade fortgesetzt auf Grund der For-
derung der Periodizitit mit der Periode 2 und bilden die Funktion

(37, 1) ma-(,(w:fwwo)—xwowa, .

0

Dann liefert die partielle Integration

4
2 {9+ ) +
37,2 S =200 =" [ Grar Sl + 90—zl as

44
2 et 9+%) 1 9+%) 4 4
= f (oo — o D5,(9) d 3 + 2 ofTTI — Do (@ |-

—r —n

Hier ist aber das letzte Glied auf der rechten Seite gleich

(@0, () — g, (— ) =100 2 f (09 + 90) — 2 (3J) 49 =

1 et 4 g
Py gt __

I

[ 28 _ _ 1 _
_(3‘*‘30 I)x,x 2 () dI — g (F).

Daher ergibt sich durch #-malige Differentiation von (37, 2)

IT (ei & 2, — Z)n+2

(37,3) S (Z):(n - I)Wf AL @y, () dI +

—7

7T
nlni €z,
— NAdG +(— 1) )
+ 7T (613'50~z)n+1q)9o( )d +( _I> 28,0l %
—

18—34472. Acta mathematica. 64. TImprimé le 31 octobre 1934.

1
(z + zon+1
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Bs geniigt daher zu beweisen, dass aus @s,($) =o0(9) fir 9 —o

T

(=2 [ @) a9 =o()

—_7

folgt, wenn z im Winkel gegen 1 strebt. Setzt man aber @y, ()= I ¥ (3), so

folgt fiir 2 =1r¢€'v, -—1;< @ <%:

2 i
60 @y, (9)d S| _ [ L9 |# (9] do
(€7 —zpt2 | = n2
L = (r*—2rcos($ — ¢) + 1) ?
Ist nun |# (9] = fir | 9| =4, - > d > o0, und beachten wir, dass fiir alle %
nach der Annahme | @y, (9)] = 1 1st, so folgt
(9)d ’
(9 dd dJ
37 4 |f 7)/-4[»;? é 2 f e ";'»_2 +
?—27cos(F— )+ 1) 2 g (P—2rcos(3— @)+ 1)?

3 dd
+ 26‘] n+2'

o (r?—27rcos($—¢)+1)?

Da aber fiir o < 9 < g stets 9 < % sind ist und das erste Integral rechter Hand

in (37,4) fiir z—> 1 gegen eine endliche, nur von d abhiingige Konstante strebt,

folgt weiter wegen (35, 9)

w3 dI
le I‘—7 |j ( ) n+2 S?’Cé‘yn(d),

—27cos«9 @)+ 1) 2

7 _ § bleibt.
2

wenn ¢ derart im Winkel gegen 1 strebt, dass |y¢|=|arg(1 —2)| =
Und da hier & beliebig klein angenommen werden kann, folgt wegen (335, 90) die
Behauptung des Satzes.

38. Die Schwankung von f(z). Bildet man unter den Voraussetzungen von
Satz XIII die Funktion (36,2) fiir |z] < 1, so konvergiert % f(z) nach Fatou,
wenn z im Winkel gegen ¢% strebt, gegen x(J,). Dagegen braucht dann be-
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kanntlich Jf(2) keinem Grenzwert zuzustreben; es sind vielmehr fiir die Existenz
des Grenzwertes von < f(¢) weitere Zusatzbedingungen nétig. Wir wollen nun
eine Aussage beweisen, die bereits unter den Voraussetzungen von Satz XIII fiir
3 f(¢) oder, was auf das Gleiche hinausliuft, fiir f(z) selbst gilt. Sie liefert Auf-
schluss iiber die Schwankung der Werte von f(2) in der Nihe von %,

Satz XIV: Unter den Voraussetzungen von Satz XIIT gilt, wenn z,, 2y 1m
2y — 25

Winkel gegen z, == €% streben und zugleich zwischen beltebigen aber festen

P p—

gy — &

positiven Schranken bleibt,
(38, 1) f&) = fle) —o,

und die Relation (38, 1) gilt ebenso wie der Satz XIII gleichmdssig fiir eine Menge

M der Punkte 3, fiir die die Voraussetzungen iber y(9) gleichmdissig gelten.
Beweis: Bs sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Sind dann die Punkte z, 2,

bereits so nahe bei z,, dass fiir jeden Punkt 2 der Strecke 2,2z, die Relation

&

4 S —
(38, 2) lf(Z),—I_Izl
gilt, so folgt
, 2, — 2
(38,3 ) =il =| [ s |= el
wo m der kleinste Wert von 1 — |z| fiir einen der Punkte der Strecke z, 2, ist.

Nun wird aber fiir eine innerhalb von F,. gelegene Strecke die kiirzeste Distanz
von K, stets fir einen der Endpunkte der Strecke erreicht, da eine Strecke ja
stets innerhalb eines Kreises liegt, in dem ihre beiden Endpunkte liegen. Ist

daher etwa m =1 —|z/|, so folgt aus (38, 3) weiter
|20 — 2o | + | 2o — 2|

|Zo_31|

é—w(HL—%I),

|Zo_“z1|

IZO_31|+|30_22|
1~ ||

=e(C =

|f(32> ——f(zx)l =e

wo die Konstante C allein vom Winkel abhiingt, innerhalb dessen z; und 2z,

gegen 2, streben. Nach Voraussetzung iiber den Quotienten Ij"-_ji{ aber folgt
0T <1

hieraus die Behauptung, da ¢ beliebig klein gewiiht werden kann.
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Aus dem Satz XIV folgt leicht der bekannte Satz von Prinesurim, dass,
wenn die Fourierreihe von % () in & =9, konvergiert, die zu g () konjugierte
Funktion in 9 =%, keine einfache Sprungsingularitit haben kann. Sonst wiirde
nimlich f(z) lings jeder von ¢'% ausgehenden Sehne einen Grenzwert haben,
der sich linear mit dem Sehnenwinkel dnderte, was dem Satz XIV widerspricht.
— Zu einer analogen Fragestellung vgl. J. Worrr, (3).

§ 9. Dritte Erweiterung des Satzes I (Durchschnittsendlichkeit).

39. Abschitzung von f™(2) fiir einen speziellen Fall der Durchschnittsendlich-
keit. Wir wollen nun die Funktion

(39, 1) o=, [l

14

und ihre Ableitungen fiir z— 1 unter der Voraussetzung abschiitzen, dass y ()
o

zwischen — 7z und = nach Lebesgue integrabel ist und, f 1 (P dI = @ (F) gesetzt,

0

(39, 2) Lim— = = + ky, ky = o, fiir 9}o,
39,3 Lim 2 _ * k-, —=o, fir 4o
9

ist, d. h. also unter der Voraussetzung, dass die vier derivierten Zahlen von @(9)
an der Stelle =0 die Werte * k. fiir die rechtsseitigen bzw. t+ k_ fiir die
linksseitigen derivierten Zahlen haben.

Man beachte zuerst, dass, wenn wir die Integrationsgrenzen in (39, 1) durch
7 7T . . n
- bzw. > ersetzen, f(z) sich um einen an der Stelle 2z =1 reguliren Sum-

manden #éndert, so dass alle Ableitungen dieses Summanden fiir z- 1 sich end-
lichen Grenzwerten nihern. Wir diirfen daher fiir die hier herzuleitenden Ab-

schiitzungen annehmen, dass y(9) ausserhalb des Intervalls <———%, §> ver-

schwindet. Dann ergibt sich fiir f(2) und f™(¢), dhnlich wie beim Beweise
des Satzes XIII, durch partielle Integration und die darauf folgende Differentia-
tion, wenn wir zugleich @ (9) = sin & ¥ (9} setzen:
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k4
2
_ iz [¢Psin W) dI | 1 itz (m) i(—e ( d
(39, 4) f(g)—_ﬂf (€9 —2)? +27t(i——z(p(2) z'+zd) 2))’
X
2 2
77777 T iy, (€7 sin 9 E(9)dI nt €7 sin 3 ¥ (9) d-9
(39’ 5) (72 + I)'f (d) 1z (eif)'__z)n—{—Q + n+ 1 (ei\?_ Z)n+1 +

p!Q
ISR

N (g) 777777

n+ 1 \(¢ —z)"t! —(=1) (z + g)n+1

Hier sind nach Voraussetzung fiir |0 bzw. 310 die vier Unbestimmtheitsgrenzen
von ¥ (J) gleich + k; bzw. + k_. Es sei nun C eine obere Schranke von

[#(9)] in {(— g, §> Ist ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, so lisst sich dazu

nach Voraussetzung ein solches d > o finden, dass |# ()| < ks + ¢ fir o< I =0
und |F(H)| = k- + ¢ fir —J =& < o ist. Dann ergibt sich aus (39, 4), z=r¢'?,

7 : 11
|q9|<z gesetzt, wegen |z + | > ]/;>;:

o

(VCIE ',ﬂ'—ﬁ~i~—f f f f + 42,

i

2

z
2 )

7 < |sm0|d1‘} sm{}’c_lﬁ |sm19|d1‘} 4_(_7
7|f(3)|— C + lé7— 2 +(k+ + o) [¢7? le +(b—+¢) ZF‘ ’

g bd 0
2

oder endlich

L7 <0(f f)lsm&ld& (ke + L) + (ke + o)) L (3 + 25

Genau ebenso erhalten wir aus (39, 5)
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I3 n »
2 § 2
7T |sin 3|d & |sind|d &
(n) << " il AT
(W+I)'|f (Z)|—07 (f+f)|cl‘?_5llt+2 0(f+f)|613 ZI"+1+
d ) n
7 -z

B r)
n+2
s+ 8 (1 0) + Lot &) + (= + ) (Inla) + Tomala) + 2
Benutzen wir nunmehr die in Nr. 35 hergeleitete Abschiitzung (33, 8) fiir I, (2),
so ergibt sich fir z— 1, |z| <1:

—4J, d >o.

, _ 7
ﬂlf(z)|§(k++k_+2£+£10( )lglI Pt |arg1——z)|§;

Daher ergibt sich wegen der Willkiir von ¢ fiir das aus dem Innern von E, im
Winkel gegen 1 konvergierende z

- £ ()]
— k.
(39, 6) Lim 7 it 4|_k++

Ganz analog ergibt sich unter Benutzung der Relation (35, 7), wenn 2 aus F,
im Winkel gegen 1 konvergiert,

(39,7)  Tim (51 = LD L) — o B ) — b B~ ) = 0
mit
(397 8) Kn ('lp) = EO‘SZ* + tﬂ‘ lpfcos"xdx

—y

40. Beriicksichtigung der Gleichmdssigkeit und allgemeiner Fall der Durch-
schnittsendlichkert. Wir haben bei der obigen Herleitung offenbar nur benutzt,

dass
< k4 fiir 9o, lel—r@#é k— fir 310

gilt, und es ist ferner aus der Herleitung klar, dass die Relationen (39, 6) und

~ — | @(3)|
) 2]
(40, 1) Lim 5

(39, 7) gleichmdissig fiir alle Funktionen y(9) gelten, fiir die die Relationen (40, 1)
gleichmissig gelten — da dann zu einem gegebenen ¢ das zugehorige ¢ gleich-
missig gefunden werden kann —, und die dariiber hinaus gleichmiissig beschrinkt
sind, da dann auch die Schranke C fiir |¥ (9)| gleichmiissig wiihlbar ist.
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Wir wollen nun die oben zugrunde gelegten Voraussetzungen folgender-

massen erweitern: () soll wieder im Intervall (— 7z, 7) nach LeBESGUE inte-
s

grabel sein und es soll ferner, @ (J) = f 2(9)d9 gesetzt, gelten:

19

(40, 2) le, =k, fir 4}o;
9

(20, 3) 1m| @;— g I < k_ fir 91o.

Mit andern Worten, fiir 9= o0 sollen die rechtsseitigen derivierten Zahlen von
®(9) im Intervall {9y —k4+, g+ + k+) und die linksseitigen im Intervall
{g——k—, g— + k—) liegen. g4, g—, k4, k— sollen dabei endliche Zahlen sein,
die beiden letzteren nicht negativ. Es sei ferner gi — g_ == 4 gesetzt.

Da die Addition einer Konstanten zu x(J) sich nur darin iussert, dass f(2)
gsich um eine additive Konstante dndert, diirfen wir, obhne .7, b+ und %k_ zu in-

dern, voraussetzen, dass g + g— gleich Null ist, so dass g+ = — g_=24 gilt.

Nun besitzt aber nach Satz 1T der Realteil von — % 79o(¢) auf der oberen bzw.

unteren Hilfte von F. die Randwerte ;d bzw. —g- Daher gelten fiir

(40, 4) FHE) =f1e) + Ligy )

7T

die Voraussetzungen (40, 1), unter denen die Relationen (39, 6) und (39, 7) gelten.
Somit erhalten wir wegen (10, 4), (10, 35)

(40, 5) Lim|—lg (=g TSk + ke
— ) A &Y
(40, 6) Lxm{ o i1 = lelr )+ S5 cost | — ks Kaly) —k-l@(—w)} <o,

und die Relationen (40,35), (40,6) gelten offenbar gleichmiissig fiir alle Funk-
tionen x (&), fiir die die Relationen (40, 2) und (40, 3) gleichmissig gelten und die
dariiber hinaus gleichmissig beschrinkt sind.
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41. FEinfluss gewisser Variabelntransformationen auf die Durchschnittsendlich-
kert. Satz XV. FEs sei f(x) tn einer Umgebung von xz =0 fir x> o nach

LEeBESGUE tntegrierbar, und es mige fiir x| o

m;ff(m)dxza, I;i_méff(oc)dx:g
0 ]

sein.

Es sei @l(y) eine fiir y=o zweimal stetig differenzierbare Funktion mut
g(0)=o0, ¢ (0) >0, ¢y)>o0, und es mige ¢ (y) die Eigenschaft haben, dass vermoge
der Abbildung x = @ (y) in der Umgebung des Nullpunktes einer y-Nullmenge eine
x-Nullmenge entspricht und wmgekehrt. (Diese letzte Voraussetzung vst sicher erfillt,
wenn @ eine in der Umgebung von y = o reguldre analytische Funktion von y mit
@' (0) = 0 2st) Dann besitzt fiir ylo der Quotient

wiederum die Unbestemmtheitsgrenzen G, g.
Beweis: Aus den iiber ¢(y) gemachten Voraussetzungen folgt

x

1 . I ¢ ’ I I ! ’
—ff(x)dﬁc=ay~)ff(9v(?/>)qo (y)dy~m;ff(¢(y))¢ (w)dy.

x
0

Hs geniigt daher zu beweisen, dass die Differenz
y y
I I
5= "(y)dy — — d
Jio | e way— [ gy
0 0

fir y|o gegen Null konvergiert. Der absolute Betrag dieser Differenz ist aber

hochstens gleich
I ! ' ’
ﬂ;ﬂo)lflf(w(y))llgv () — ¢" )| ay,

und dies ist, wegen
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O(fylf(w(y))ldy) =o(1),

da f(¢(y)) nach Leseseue integrierbar ist.

wiederum gleich

Aus unserem Beweis ergibt sich zugleich ohne weiteres der folgende

Zusatz zum Satz XV. Es sei f(x) nach LeBescuE integrabel in einem Inter-
vall x, < x =z, und es mogen fiir jeden Punkt x, einer in {x,, z,) enthaltenen

Punktmenge M die Relationen gelten:

ff(@dw: G (o),

(41, 1) lex—xo

(41, 2) Lgl;_sz x) da = g (x,)

Sfiir x— x,, wobei fiir jeden Punkt x, entweder x|z, oder xtx, oder beides — und
dann evtl. mit verschiedenen G, g — gelten soll. Gelten nun diese Relationen gleich-

mdssig fiir alle Punkte x, von M, werden iiber die Funktion x == ¢ (y) die analogen
Voraussetzungen wie tm Satz XV gemacht wnd wird ¢ (y) dariiber hinaus als
positiv vorausgesetzt, so gelten fiir die Funktion f{p(y)) die zu (41, 1), (41, 2) analogen
Relationen gleichmdssig auf der entsprechenden y-Menge.

42. Transformation von 2= 1 auf z==¢"% Wir haben in den Nrn. 39, 40
9 von links bzw. von rechts gegen o gehen lassen. BEs ist aber klar, dass genau
analoge Resultate gelten, wenn sich die Voraussetzungen (40, 2), (40, 3) auf 9,9,
bzw. 919, beziehen, wobei dann ¢ in den Nenmern durch & ~— J, und @ ()
durch @(9) — @(9,) zu ersetzen ist, so dass also nunmehr fir 9 =9, die rechts-
seitigen derivierten Zahlen von @(9) im Intervall {g+ — %+, g+ + k+) und die
linksseitigen im Intervall (g — k—, g— + k—) liegen. Dann multipliziert sich in
(40,6) f™(z) mit ¢n%, und zum Faktor (1 —|z|)* kommt noch der Faktor ¢m%
hinzu. (46, 5) und (40,6) gelten aber nunmehr, wenn 2 im Winkel aus dem
Innern von FE, gegen ¢'% strebt. Dabei ist natiirlich unter 1 jetzt — arg (1—ze=7%)

zu verstehen, und in (40, 5) ist lg (1— 2) durch lg (1—ze¢?%) zu ersetzen.
19 —34472. Acta mathemotica. 64. Imprimé le 1 novembre 1934,
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43. Dritte Erwesterung des Satzes 1. Nunmehr ist ohne weiteres eine Er-
weiterung des Satzes XII1 auf den Fall der Durchschnittsendlichkeit moglich,
wobei wir zugleich die geometrischen Voraussetzungen des Satzes XII zugrunde
legen. Wir formulieren unser Resultat wie folgt:

Satz XVI. Es sei fle) eine fiir |2| < 1 regulire analytische Funktion, und
es set M eine solche Punktmenge auf K., dass fiir ein festes ¢ > o wn der ¢ Umge-
bung jedes Pumktes von M innerhalb K. |R f(2)| gletchmdissig beschréinkt =< C ust. Die
dann nach Fatov in der e Umgebung der Menge M auf E. bis auf eine Nullmenge
betm Grenzitbergang- tm Winkel existierende wund gleichmdssig beschrinkte Rand-

Sunktion von R f(z) sez mit y(3) bezerchnet. Fiir jeden Punkt €% von M mdigen
I

nun die vier derivierten Zahlen von f x () d9 im Intervall {g+(3y) — k+ (F),
o

g+ (%) + ki (S) fiir die rechissectigen, im Intervall {g—(%,) — k—(3,), g—(F) +

+ k—(3)> fiir die linksseitigen derivierten Zahlen liegen, und es migen diberdies

die Relationen

3
(43,1) Lim 3_‘0vfx(&>d&—g+(0o) = ki (9g) fiir 99,
0
%
.
o I . .
(43, 2) Lim | g f 2 () dF — g—(3)| = k—(9) fir 919,
Yo
o

gleichmdssig fiir alle 3, auf M gelten. Dann gilt, wenn z aus dem Innern von E.
im Winkel gegen die Punkie von M strebt, gleichmdssig fiir alle Punkte &% von M

und fiir |arg (1 —ze— )| = 721 —3,0>0, 4(9) =g+(I) — g—(3,) gesetzt:

(43, 3) Lim :10,"“(?%6:1.30) + i d (P | = k- (F) + k—(I),
0 Tm | = e ) + P oty |

- k+ (‘9‘0) K, (@U) — k- (‘(}o) K, (‘— w)}

A
o

wo P = — arg (1 — ze— %) ist und K, () die Bedeutung (39, 8) hat.
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44. Beweis: Es sei (; > C eine positive Konstante derart, dass | R f(z)| < C,
fir |z| = I——-i ist. Man bilde wie beim Beweis von Satz XII endlich viele zyk-

lisch angeordnete ébgeschlossene Kreisbogen B, ..., By auf FE., die die Menge
M samt ihren Hiufungsstellen ganz im Innern enthalten und selbst im Innern

der z-Umgebung von M enthalten sind. Ist allgemein B; der zwischen B,

und B, +; bzw. zwischen By und B, liegende Kreisbogen von E., so lassen sich
die Endpunkte jedes B durch einen Kreisbogen ¢, verbinden, der bis auf seine
Endpunkte ganz innerhalb von E. verliuft und auf dem | f(z)]| gleichmiissig
beschrinkt = (| ist. Hs moige nun die Funktion w = F(z) das von den Kreis-
bogen B, und ¢, begrenzte Flichenstiick konform auf das Innere von E, abbil-
den, etwa so, dass ein bestimmtes Linienelement im Nullpunkt wiederum in ein
solches iibergeht. Bekanntlich ist I7(z) regulir innerhalb der Kreisbogen B, und
es gibt zwei positive Konstanten ¢,, ¢, ¢, < ¢y, derart, dass der absolute Betrag
von F'(z) in einer &-Umgebung von M zwischen ¢; und ¢, liegt. Durch unsere
Transformation mége nun f(2) in f,(w) iibergehen, so dass f(z) = f, (F(2)) ist.
Die Randfunktion von Rf,(w) auf E, sei mit y, (#), w = re’?, bezeichnet. Dann
ist x4 (?) =y(@(?), wo ¢@(#) innerhalb der Bildbogen der Bogen By, ..., Bn
monoton wachsend ist und eine positive Ableitung besitzt, deren Werte auf der
ganzen Bildmenge M, von M zwischen zwei positiven Schranken ¢, und ¢,, ¢; < ¢,

enthalten sind. Entspricht einem Punkte ¢, von M ein Punkt %, von M,, so folgt
; 5

aus dem Satze XV, dass die vier derivierten Zahlen von f 2 (9) dd fiir $=39, in

. o7

den Intervallen (g (%) — &+ (o), g+ (Fo) + F+ (90, 9= (o) — k=(Fo), g—(Fo) +
+ k—(9,)) liegen. »

Andererseits ist |y, (9)| = C, auf der ganzen Kreislinie E,. Daher konnen
unsere oben hergeleiteten Resultate (40, 5), (40, 6) (vgl. Nr. 42) auf jeden Punkt
9, der Menge M, und die Funktion f;(w) angewandt werden und gelten gleich-
miissig fiir alle Punkte dieser Menge. Dabei steht allerdings in den (40, 5) und
(40, 6) entsprechenden Relationen zunichst — lg (1 — we=7%) baw. (1 — |w | €79,
wo w der Bildpunkt von # innerhalb E, ist. Nun folgt aber aus der Existenz
einer absolut nach oben und unten gleichmiissig positiv beschrinkten Ableitung
von F(z) in allen Punkten ¢'% von M und einer gewissen Umgebung von M auf
F, erstens, dass '
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(44, 1) lg (1 — we'?) ~1g (1 — z¢'%),

und zwar gleichmiissig in einer Umgebung von M gilt. Daber ergibt sich (43, 3)
ohne weiteres. Aus dem gleichen Grunde ist, wenn 2z gegen ¢'% aus K, im Win-
kel strebt,

1— |w|
1—|e]

(44, 2) — | F" (%))

Ferner folgt aus f(2) = f; (F(z)) durch n-malige Differentiation
S (2) = I ) (I (@) + O(fL () + O(f) () +- +0(fr1 (w)),
oder, wenn man mit (1 — |z|)* multipliziert und (44, 2) beachtet,
(1= lel )" (&) = (1 — Lo " f1 (o) g o0 #5040 (1 — 2]

Andererseits wird durch die konforme Abbildung w = F{¢) die zur Kreislinie E,
im Punkte ¢'% tangierende Richtung in die Richtung der entsprechend orientierten
Tangente zur Kreislinie F, im Punkte ¢ iibergefiihrt, so dass

arg I (%) = 9, — 9 (mod 27)

sein muss. Daher ergibt sich schliesslich
(1 = lwl)fiV (w) e = (1 — |e|)" /™ () €% + O (1 —|2]).

Setzen wir dies ein, so ergibt sich aus dem auf die w-Hbene beziiglichen Resultat
die Formel (43, 4).

45. Zusdatze zum Satz XVI. Wir nehmen nun an, dass die Funktion
% (#) auf einem abgeschlossenen Bogen I' von E. durchweg beschrinkt ist, und

zwar mogen ihre Werte innerhalb eines Intervalls von der Linge D liegen. Dann
D
kann man gleichmiissig fir alle Punkte %, von I" £ =7c__=~2— setzen und als

g+ = g— den Mittelpunkt jenes Intervalls annehmen, so dass o/ = o ist. Betrach-

ten wir dann nur radiale Annidherung an die inneren Punkte von I, so kann in

(43, 3), (43,4) Y = 0 gesetzt werden, und man erhiilt, da K,(0) =;12 ist,
fim /& _D
—lg(i—|e]) T w

A

Tim (1= [«|p | (o) = =2 0D,

3
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Da aber diese Relationen fiir jeden ganz innerhalb I' liegenden abgeschlossenen
Bogen I'* gleichmissig gelten, gelten sie auch gleichmaissig, wenn 2 aus dem

Innern von FE. allseitig gegen I'* strebt. So erhalten wir den

Zusatz 1 zum Satze XVI. Ist unter den Voraussetzungen des Satzes X VI
die Schwankung von y(3) auf ewnem +n M legenden Bogen I' von E, hochstens
glezeh D, so gilt, wenn z gegen einen ganz tnnerhalb von I liegenden abgeschlossenen

Teilbogen I'* aus dem Innern von L. allseilig strebt:

(45, 1) Ifm If Lll é%,
(43, 2) Tim (5 = [ | £ ()] = =) e 2 1D D

Insbesondere gelten die Relationen (45,1) und (45, 2), wenn z allseitig gegen einen
Punkt €% strebt, falls Rf(z) in einer Umgebung von €% beschrankt ist und unter
D die Schwankung von % (3) tm Punkte &, verstanden wird.

Wir betrachten andererseits unter den Voraussetzungen von Zusatz 1 ein
Punktepaar z,, z,, das aus dem Innern von E. gegen den Bogen I'* derart kon-

vergiert, dass dabei

f2a " &y
(45, 3) P
gilt. Wegen 1— |z, — |2 — 2| =1 — || = 1 —|2y| + |2, — 2, | folgt aus (43, 3)
Sl N It
(45, 4) I_lzll”"l, I_|Z2I_>O

Nun gilt, wegen (45, 2) mit n =1,

(45,5 £ = fe, |—|ff o aly)

wo Min (1 —|z|) fiir die Strecke # 2, zu nehmen ist. Offenbar wird aber die

kiirzeste Distanz eines Punktes der Strecke z,2, von E, in einem der Endpunkte
der Strecke erreicht. Aus (43, 3) und (43, 4) folgt daher f(z,) — f(z))—o0. Wir
erhalten den
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Zusatz 2 zum Satz XVI. Unter den Voraussetzungen von Zusatz 1 gilt fiir
etn Punktepaar z,, z,, das aus dem Innern von E, so gegen I'" konvergiert, dass
(45, 3) gelt, die Relation

(45, 6) fled) — flz) > o,

und zwar gleichmdssig, wenn (45, 3) gleichmdssig gilt.

Es mogen nun fiir alle Punkte €% der Menge M die drei Funktionen
ky(9), k—(9), 4(9) durchweg verschwinden. Dann liefert (43, 4) fiir » =1 die
Relation

re=o(2n)

gleichmissig fiir alle Punkte ¢'% von M. Da aber der Beweis des Satzes XIV
nur von dieser Relation Gebrauch macht, bleibt (38, 1) auch unter unseren Vor-
aussetzungen richtig, und wir erhalten den

Zusatz 3 zum Satze XVI  Verschwinden wunter den Voraussetzungen des
Satees X VI die Grissen ki(3), k—(Fy), A(Fy) fiir alle Punkte von M, so gilt,

b

wenn 2z, und 2, aus K, tm Winkel gegen einen Punkt z, = ¢'% von M so konver-

i’g_:ﬁ zwischen beliebigen aber festen posttiven Schranken bleibt,

2y — 2,

giert, dass

(45, 61) Sfles) — fley) — o,
und diese Relation gilt gleichmdssig fiir die ganze Menge M.

Lédsst man in der Formulierung von Zusatz 3 die Annahme, dass A (3)
verschwindet, fallen, so kann man die folgende Uberlegung anstellen. Der Ein-
fachheit halber sei 3, =0. Dann geniigt die Differenz

(a3, 62) f6)— Z g,

wo go(¢) die Hilfsfunktion des Satzes II ist, allen Voraussetzungen des Zusatzes

Zl_ll

3 zum Satz XVI. Es folgt, wenn

zwischen festen positiven Schranken
bleibt, wegen 1+ 2 —2, 1+ 2,— 2,

(45, 63) e -t —L g (:=2)-o.

i I—2,
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Nun wird K, durch die Transformation z=§:§ abgebildet auf die Halbebene

RL>o0. Setzen wir

(45, 64 (55) - ro,

so liefert (435, 63)

Flg) —F(E) +i% 1 2o,

wenn {; und {, so ins Unendliche gehen, dass
7T 7
I&I‘g'é]lég—d, Iargg2|§—2_—dd‘7 d>o

und o< ¢ = = ¢, < o ist.

G
4

1

Wie lauten nun die (43, 1) und (43, 2) entsprechenden Bedingungen — mit
ky = k—=o fiir F({)? Wir setzen 3, =0 voraus. Dann entspricht dem Punkt

z=¢"% von E. der Punkt 7¢ auf der imaginiren Axe mit ¢{= ctg 5 Es sei nun

uztl, RE(GH)=y(u). Wegen uztggt ist der Satz XV anwendbar, so dass

die Relationen (43, 1) und (43, 2) in

fw du—)Ing fiir | o,

g fir ufo

. . . . 1
iibergehen. Diese beiden Relationen gehen aber, wenn nunmehr t:?; als neue

Integrationsvariabie eingefithrt wird, in die Bedingungen

tf%F(it)%—>9+, t oo,

f?T‘th—~—>g_ t—
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iiber.®® Setzen wir endlich F({)== lg G({), so ergibt sich die folgende For-

. -

mulierung:

Korollar zum Zusatz 3. Bs sei G({) eine fiir R > o regulire analytische
nirgends verschwindende Funktion, fiir die im Bereich R{ > o, |{| > C, die Ge-
samtschwankung von arg G({) gleichmissig beschrinkt ist. Die dann in den
Punkten =7+t der imaginiren Axe nach Fatou fiir hinreichend grosse |¢| bis
auf eine ¢-Nullmenge beim Grenziibergang im Winkel existierende und gleich-
missig beschrinkte Grenzfunktion von arg G'({) sei mit arg G (¢f) bezeichnet.
Gilt dann fiir ¢1 % bzw. t| — o

®L —_—®

tf argG(it)%“"gh tj argG(it)dt—Jﬂg_,

t t

so gilt, g+ — g— = 4 gesetzt, wenn {; und {, so ins Unendliche konvergieren, dass
7T 7T
|arg§1|§;—-6, 'argg2|§;_6a
&y I
=171 = e
' l.Cz *

fiir beliebig aber fest gewihlte positive d, ¢,, ¢, ist, die Relation

(45,69 i~ ()

Zusatz 4 zum Satze XVI. Unter den Voraussetzungen des Satzes X VI gilt,
wenn z im Winkel gegen die Punkte ¢ von M strebt,

. % An sich involviert die Existenz des LEBESGUEschen Integrals zugleich die absolute Inte-
grierbarkeit des Integranden, so dass, um Aequivalente der Bedingungen (43, 1), (43, 2) fiir unend-
liches Integrationsintervall zu erhalten, eigentlich noch die Vor;iussetzung der absoluten Konver-
genz des betreffenden Integrals hinzugenommen werden miisste. In unserem Falle wird aber im
Satz XVI die Beschrinktheit von Rf(2) in der Niihe von z=1 vorausgesetzt. Dem entspricht
aber die gleichmissige Béschrinktheit von F'(Z) fiir hinreichend grosse {, sodass die absolute Kon-
vergenz unserer Integrale aus der Messbarkeit der Integranden folgt.

1 Pir |&, | =]C.| ergibt sich aus (45,65), wenn auf beiden Seiten die abseluten Betrige
verglichen werden, die Relation | G(&) |~ | G&,)], die in VissEr (1), p. 32, als Satz 4 formuliert

wird, unter der speziellen Voraussetzung, dass arg Gif)— * z resp. fiir t— + oo gilt, sodass 4
2 g

insbesondere = n ist.
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4+ O (k1 (30) + &= () lg j1 — ze'%| + o(lg | 1 — 26'%]),

45,7 Sfle)

7
und unter der Voraussetzung

(45, 8) | 7 (36)| > &t (3o) + F—(3)
die Formel

(45, 9) | Xf(e) = — sgn A,

wober — 1= @ =1 bleibt; (438,7) gilt unter gleichen Voraussetzungen gleichmdssiy
wie der Satz X VI, wihrend (45,9) gletcchmdssig gilt, wenn ausserdem vorausgesetzt
wird, dass | 4 (9y)| — k+ (%) — k—(F,) oberhalb einer festen positiven Schranke bleibt.

Denn aus (43, 3) folgt, wenn beide Seiten dieser Gleichung mit —lg (1 — z¢'%)

multipliziert werden,

sion) (o) = L) Ol [P+ A (90)

Ig (1—ze™) + o (g (1 — 2¢'%))

mit [@,| < 1. Hieraus aber ergibt sich (43,7) sofort, wenn die Imaginiirteile auf
beiden Seiten verglichen werden und der Imaginirteil von @, mit @ bezeich-
net wird.

(43, 9) folgt aber unter der Voraussetzung (45, 8) aus (43, 7) sofort.

Es sei endlich betont, dass der Satz XVI und die Zusitze 3 und 4 zu diesem
Satz insbesondere dann ohne Weiteres angewandt werden diirfen, wenn bekannt ist,
dass @ 1 (9) fir |3, baw. 19, im Intervall (g4 (Fo) — k+ (%), g+ (Fo) + ks (F0))
bzw. im Intervall {g—(Fo) — k— (), g—(F) + k— () liegt.

§ 10. Eine Bedingung fiir die Darstellbarkeit durch das Poissonsche Integral.

46.  Formulierung der Sdtze. Bei der Untersuchung von Spitzenabbildungen
(y = 0) werden wir vom folgenden Satz Gebrauch zu machen haben:

Satz XVII. Es sei f(z) = Ufz) + < V(e) eine fiir | 2| < 1 regulire analytische
Funktion, fiir deren Realterl U(z) das Integral

7 1
(46, 1) ff| Ulréd)|rdrdd
—rt 0

20 —34472. Acta mathematica. 64, Imprimé le 1 novembre 1934.
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existiert. Der Imagindrteil V (2) moge, wenn z allserteg aus K. gegen die Punkte
¢% des Finhettskreises konvergiert, mit eventueller Ausnahme eines - Wertes 9,
gegen eine Funktion y(9) konvergieren, die tn jedem von ¢% verschiedenen Punkte
des Einheitskreises stetig und auf E, gleichmdiissig beschrinkt sei. Dann hat f(z)
die Gestalt

et + 2

(46, 2) f(z):;—t g;’_‘;%(&)d&'%‘h@), h(Z):luei%_Z‘i"U,
wo u, v gewrsse reelle Konstanten sind. — Die Umkehrung ist klar.

" Unser Beweis des Satzes XVII reicht zugleich zum Beweis des folgenden
allgemeineren Satzes aus:
Satz XVIII: Es set é% ein Punkt, der tm Inmern eines offenen Kreisbogens
I von E, liegt. o sei eine Kreisbogensichel, deren Rand erstens aus I' und zwertens
aus einem die Endpunkte von T’ verbindenden, sonst ganz innerhalb K. verlaufenden
Kreisbogens besteht. (Fiir I'=1FE, ust 6= K..) Es sei fle)=Ule) + 7 V(2) eine
fiir |z| < 1 regulire analytische Funktion, fiir deren Realtedl U(2) das Integral

(46, 3) ffI U(ré?)| rdrdd,

iiber das Inmere von o erstreckt, existiert. Der Imagindrteil V () moge, wenn z all-
seiteg aus K. gegen die Punkte ¢’ von I' konvergiert, mit eventueller Ausnahme von
9 =9, gegen eine Funktion y(9) konvergieren, die in jedem von €’ verschiedenen
Punkte von T stetig und auf T gleichmdiissig beschriinkt ist. Dann hat f(g) die
Gestalt

i .
¢ (7t 2 N+ g
(46,4) f(Z)—;rfeijx(g)dO‘"l—h(Z), h(Z)—Z%ewb_Z‘*‘U‘FE(Z),

—7
wo x(9) fiir 9-Werte, fiir die €° ausserhalb I liegt, gleich o zu setzen und E(2)
eine in K, und auf I' regulire analytische Funktion mit E(e'%) = o ist, wober I (2)
auf I" reell ist und fir RE(2) die auf (46, 3) beziigliche Bedingung erfiillt vst.
47. Hilfssitze. Dem Beweis dieser Sitze schicken wir drei einfache Hilfs-
sdtze voraus.
Lemma 3. Ist y(9) eine wm Intervall (— m, 7wy beschrdnkte nach LeBEScUE

integrierbare Funktion mit |y (9)] = C und bildet man daraus mit Hilfe des Pous-

sonschen Integrals die zugehorige analytische Funktion
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1 ¢+ z . .
(47, 1) =3, [ —v@ - ive),
s0 sind fir —n =9 = n die Integrale

(47,2) fl |f(re') | dr, f [ Ure')| dr, fl | V(re?)] ar

hichstens gleich y C, und die Integrale
7z 1 7w 1
(47, 3) fflffe“" V| rdrdd, ff| Ure?)|rdrdd, ffl Ve |rdrdd
—r 0 - 0

hichstens y, C, wo vy, y, positive absolute Konstanten sind.

Beweis von Lemma 3: Es geniigt, die Behauptung nur fiir die ersten Integrale
(47, 2) bzw. (47, 3) zu beweisen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf € =1

angenommen werden. Dann ergibt sich aus (47, 1)

T

T
I dep 2 do
If ez())l =-— flel(p 7(52'9I = flellp — I
0

—

Hieraus folgt weiter

1 T 1
. 2 dr
reéldr==1{d .
flf( )l ”f (pr(r“cos @) + sin? @
0 0 0

Hier ergibt sich fiir das innere Integral, wenn man » — cos ¢ = z sin ¢ setzt,

tgI f;gg
f dr f =lg(Va? - +I+x/
Va——cosgo)-l—sm¢ Ve +1 °©
—ctg ¢ —ctg ¢
— ! P\ _ .
=lg go+tg2 lg(smg) ctg q))

COS —
2
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Setzen wir daher

, I+ sin%

(47, 4) ~ |l —~dp =1y,

sin *~

2
0
so folgt
1
(47, 5) f fre?) | ar < g,
0

und damit ist die auf (47,2) beziigliche Behauptung bewiesen. Aus (47, 5)
folgt aber

T

a 1
(47,6) fflf(?‘e“")lrdrd&éfyd{}:zny:y’,
—z 0

—

womit auch die auf das erste Integral (47, 3) beziigliche Behauptung bewiesen ist.

Lemma 4. Es gilt fir |2| 11

1—|e

Fods
(47, 7) @(Z):flm'i:ﬂg |’+ 0(1).

Beim Beweis darf offenbar 2z positiv =|z| vorausgesetzt werden. Dann aber

nimmt unser Integral die Gestalt

7T

) a3
Vet —2zco8d + 1

—

an. Dies ist ein elliptisches Integral, so dass man die Behauptung auch der Theorie
der elliptischen Integrale unmittelbar entnehmen kann. Sie lidsst sich aber leicht
direkt verifizieren. Es sei #=1—h, h>o0. Dann verwandelt sich (47,7) in

44

a9

] RE 4+ 4(1 —h) sinzg
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Fithren wir hier sin ;2= x als neue Variable ein, so geht (47, 7) iiber in

fVI—x2 th+4(1—h _4f+4f

Das zweite Integral ist aber offenbar O (1) fiir h | 0. Im ersten aber d&ndern wir das

Tntegral nur um O (1), wenn wir V1 — 2® durch 1 ersetzen, da 1 — V—Iﬁ = O(z?)
1—x
fiir # | 0 ist. Fiihren wir dann y :2790 als neue Variable ein, so ergibt sich
dy
gl =2 —_— 0 Ij}.
) fVI—!—(I——h)y2 )
0
Hier ist aber das unbestimmte Integral gleich
I -
loe(Vi—hy+Vi+(0—h
=l y (1 —h)y?),
so dass sich fiir das bestimmte Integral ergibt
1 Vi—h 1—h I
Vl—h].(r( A +]/T+I)—lgil+0(l)’
und daher (47, 7), w. z. b. w.
Lemma 5. Das Integral
rdddi e
(47, 8) ff'l—zl z2=1ré7,
0 —=x
konvergrert. ~— Dies folgt sofort aus dem Lemma 4, wenn man beide Seiten von

(47, 7) mit r multipliziert und nach » von o bis 1 integriert.

48. Bewers der Sdtee XVII, XVIII; Anwendung des Spiegelungsprinzips.
Es geniigt, den Satz XVIII zu beweisen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
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diirfen wir , =0 annehmen. Man bilde mit Hilfe der Randfunktion y (<) von
V(z) auf I' das Integral

T
(48, 1) re= [ i,
—

wobei x(9) ausserhalb I' gleich 0 zu setzen ist. Dann besitzt der Imaginiirteil
der Funktion f*#(2) in jedem Stetigkeitspunkt der Funktion (), d. h. nach Vor-
aussetzung in jedem von o verschiedenen Punkte ¢'* von I' den Randwert y(:3).
Andererseits ist fiir den Realteil von f*(z) wegen der gleichmiissigen Beschriinkt-
heit von 7% (&) das (47, 3) entsprechende Integral beschrinkt. Daraus folgt, wenn
Jlo)—ffe)=f(e) = U,(2) + ¢ V,(2) gesetzt wird, dass einerseits das iiber das
Innere von ¢ erstreckte Integral

(48, 2) ffl U,(ré?)| rdrdd = < o

U

ist und andererseits der Imaginirteil V,(z) in jedem von z = 1 verschiedenen
Punkt des Bogens I" den Randwert o besitzt.

Es sei o das Spiegelbild von ¢ in Bezug auf E,. Das aus 0,¢ und I
bestehende Gebiet sei mit 6% bezeichnet. Fiir I'= I, ist offenbar ¢* mit der
ganzen Riemannschen Kugel identisch. — Vermoge des Schwarzschen Spiegelungs-
prinzips ldsst sich fi(z) in das Gebiet ¢* fortsetzen, als eine in ¢* bis eventuell

auf z= 1 eindeutige und regulire Funktion, die in jedem Punkt 2 =£2 von ¢
fiir o] <1 den Wert f,(2) = U, (¢) — ¢ V,(2) besitzt. Fiihren wir aber im Integral
(48, 2) 7 :; als neue Integrationsvariable ein, so verwandelt es sich in das iiber

das 1’ ¢’%-Gebiet ¢ erstreckte Integral

»

s
(48,3) e dr 4.
p

Hier ist nach dem Obigen U, (71—, ew) = U, {r'¢®). Lassen wir nun im Integral

(48, 3) die Striche bei " weg, so ergibt sich, dass fiir unsere in das Innere von
0* bis auf 2= 1 fortgesetze Potentialfunktion U,(z) auch das Integral
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U. (re®
(48, 4) f[l——lff4e~)~|7~drd3= c
o

ist. Daraus folgt aber die Existenz zweier positiver Zahlen g, C; derart, dass die

1
Kreisscheibe |z — 1| ég) ganz in o* liegt und

(48, 5) fflU1 2| rdrdd = C,
1

|2—

=0
gilt.

I

Wir schicken nunmehr den Punkt ¢ = 1 durch die Transformation { = -

ins Unendliche. Dann geht £, (z) in f; (I -+ é) = G({), eine fiir o< g =|{|< >

eindeutige und regulire Funktion von §, tiber. Wir werden nun zuerst bewersen,
dass G (L) im Unendlichen hichstens einen Pol zweiter Ordnung hat.

Denn setzt man G ({)= U,({) + ¢ V5({), wo U,({)= U, (I + C) ist, so folgt

g — I

aus (48, 5), wegen

)

?@:?
ff|U1 7dzd3—ff|U I|C|4dr_0h-
z——l[s1 Iel=e

)

wo dr das Flichenelement in der {-Ebene ist. Hieraus folgt aber fiir beliebig

grosse positive R = 2¢

ff[Uz(@')wrgR{[flUg(g)lrg—szgR%q.

e=|il=R e=¢I=R

Es sei nun ¢({) der Hauptteil von G ({) in der Umgebung des unendlich
fernen Punktes. ¢(C)ist auf jeden Fall eine ganze Funktion von {, und es darf
g(0) == 0 vorausgesetzt werden. Setzt man nun g(§)= U*() + ¢ V¥ (L), so folgt
aus der obigen Ungleichung offenbar

(48, 6) f f | U (©)]de = €, RS,

20=]if=sR
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fiir eine positive Konstante C;, da ja die Differenz G ({) — g (§) fiir || = 20
ihrem absoluten Betrage nach beschrinkt bleibt.
Es sei nun g, eine positive Zahl = 49¢. Driickt man den Wert der ganzen

Funktion g, () = g (o, ») in den Punkten des Kreises |u| = 5 durch die Werte ihres

Realteiles U* (g, ¢'%) auf der Kreislinie |#|==1 vermsge der Formel

k4
I Y tuo
(48, 7) glecw) =g, (w)= Mfem:;U (01¢7)dd
—
1
9 I+ -
&y 4+ u 2
aus, 80 gilt =3 Daher folgt fiir alle { mit |{|=2¢ und
73
2[¢l=e
(48, 8 Ol=2 fIU* 0] 9.

Fiir ein beliebiges { mit |{]|=r > 2 ¢ integriere man die Relation (48, 8) nach g,
zwischen den Grenzen z# und 3». Dann folgt

(48,9) rlg@= 537;ff| U* (0, 6% | d9 do,.

2r —n

Hier ist das Doppelintegral wegen (48, 6) (dt = o, d 3 de,) hiochstens gleich

3r n

1 % 5
“fflU (91’93)|91d‘9d91§

279
2r —a

02 (3 ’4)4 - 0 (7.3)a

I
2r

sodass also fiir {—> o g({)= O(|{)?) gilt und daher g({) ein hochstens quadra-
tisches Polynom in { ist, wie behauptet.

49. Der Haupttesl von fi(z) fir z=1. Nach dem Obigen hat f;(z) die
Grestalt

(49 1) A=t o + e+ B, Bl)—o,
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wo E(z) in ¢® regulidr ist. Nun folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz des
Integrals (46, 3) unter Beriicksichtigung der Lemmata 3 und 5, dass das Integral

a .
. 9 dr g == ./1.‘}
(49, 2) ffl%(l_z)z|d dr, z=rée7,
|z] =1
auch konvergent sein muss. Es sei a =|a|e®. Beachtet man, dass der Kreis-
sektor ¢ — 1] <1, |arg (1 —2)| < ZE in K. enthalten ist, so folgt, 1 —z=p¢"

gesetzt, dass das Integral

wia

1
ald
o= [leose=2g)lap [l2Le

0

wige
LR

konvergieren muss, was offenbar nur fiir ¢ = o mdoglich ist.
Damit nimmt f,(¢) die Gestalt an

J)——+c+E(z),
1—2

. . . — 1
sodass filr z=¢"9, b=190¢ef, p=0, 0= < 7w, wegen o=
; 0 0= gen T

¥
o —ec 3 .
Si(e%) = 5 tot E(e?),

2 sin —
-2
sin ('—} -—ﬁ)
. 2 .
(49, 3) SAE) =] —5" + e+ JBE) =0
sin ;

fiir €%, 3 o0, auf I' gilt. Da aber hier der Nenner des ersten Gliedes fiir & — o
in der ersten Ordnung verschwindet, muss auch der Zihler fiir $= o verschwinden,
und aus sin 8 =o0 folgt, wegen 0 = 8 << =, dass f§ verschwindet, sodass ¢ b reell

sein muss. Dann aber nimmt die linke Seite von (49, 3) den Wert % + Jec+ IJE(E)

an, sodass, fiir 9 — o0, wegen FE(1)=o0,
21—384472. Acta mathematica. 64, Imprimé le 1 novembre 1934.
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b o Lo
33_:—;, ISE(¢%) =o fiir &% auf I
. . . N 3 @ b
ist. Fir diesen Wert von J¢ nimmt aber nunmehr f(z), wenn u=>=_
i

v="NRe gesetzt wird, die Gestalt an:

142z
1—z

file)=7u +v+ Kz}, E(1)=o,

womit der Satz XVIII bewiesen ist.

& 11. Erweiterungen des Randverzerrungssatzes.

50. Bemerkungen iber die gleichmdssige Giiltigkeit des Satzes IV. TUnter
welchen Umstiinden gelten nun die Formeln (11, 2), (11, 3) gleichmdssig fiir eine
Randpunktmenge M von (,? Wir wollen G, = K, annehmen, so dass y, ==
ist. Greifen wir nun auf den Beweis des Satzes IV zuriick, so sehen wir, dass
der auf die Funktion (12, 2) beziigliche Bestandteil der linken Seite von (11, 2)

y—77

sicher gleichmiissig gegen konvergiert, da y ja absolut beschrinkt ist. Es

kommt also nur darauf an, ob das Produkt (1 — |z]) g*(2) gleichmiissig gegen
Null konvergiert, wenn 2z im Winkel gegen die Punkte z, von M strebt. Um
nun (7,5) anzuwenden, geniigt es nicht, vorauszusetzen, dass der Realteil von
g9%(z) auf E, in den Punkten von M gleichmiissig stetig ist, was ja darauf hin-
ausliuft, dass fiir 2z, auf der Menge M die Funktionen

(50, 1) arg f——(i) :;:(i)

gegen ihre rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte gleichmdssig kounvergieren, wenn
z jeweils lings F. gegeh z, strebt. HEs muss vielmehr ausserdem noch vor-
ausgesetzt werden, dass die Funktionen (50, 1) in K. ¢n threr Gesamtheit gleich-
missig beschriinkt sind. Dies wird aber sicher dann gewihrleistet, wenn man
das Gebiet G* der Nr. 13 so wihlen kann, dass |¢'(2)| in allen Bildpunkten von
M zwischen festen positiven Schranken bleibt. Und dies ist nach dem in Nr.
13 Gesagten z. B. dann der Fall, wenn M ein abgeschlossener zusammenhingen-
der Bogen von FE. ist, dessen Bild ganz ¢m Innern eines offenen Jordanschen
Randbogens von G liegt. Unter diesen Voraussetzungen aber gelten die Formeln

(11,2) und (11,3) in der Tat gleichmiissig, wenn z jeweils gegen 2z, innerhalb
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eines Winkels strebt, dessen Schenkel — zwei von 2z, ausgehende Sehnen von
E, — etwa feste positive Winkel mit der Tangente an E. in 2, bilden.

51. Der Fall einer Durchschunittstangente. BEine erste Verallgemeinerungs-
mdoglichkeit des Randverzerrungssatzes wird durch die Tatsache nahe gelegt, dass
die Relation (7,4) nach Satz XIIT ja bereits aus der Durchschnittsstetighkert von
x(3), d.h. aus der Giiltigkeit von (36, 1) gefolgert werden kann. Wird bei der
Herleitung des Randverzerrungssatzes von dieser allgemeineren Tatsache Ge-
brauch gemacht, so kann man die Relationen (11, 2) und (11, 3), etwa G, = L.

gesetzt, beweisen, wenn

Se7) — w,
b p—
»im Durchschnitt» gegen r.2 bzw — (;j - ;) konvergiert, oder also, wenn die

Richtungen der von 4, a,usgehenden Sehnen der Berandung von G »im Durch-
schnitt>» gegen gewisse Richtungen konvergieren, sofern ihre Schwankung be-
schrinkt bleibt. In diesem Falle ist also sogar die Existenz der Tangenten
nicht wesentlich. Es ist indessen zu beachten, dass dabei von der Parameter-
darstellung des Randes von G Gebrauch zu machen ist, bei der der Parameter
eben erst durch die konforme Abbildung festgelegt wird, so dass man eine solche
Erweiterung des Randverzerrungssatzes erst dann als einen wirklichen Einblick
in den Zusammenhang zwischen dem Verhalten von f(z) und dem geometrischen
Charakter der Berandung von (' in der Nihe von w, ansehen kann, wenn
eine Formulierung fiir die Existenz einer »Durchschnittstangente» gegeben wird,
die von der rein differentialgeometrisch zu charakterisierenden Parameterdarstel-
lung abhiingt. Fiir gewisse spezielle Zwecke mag dagegen diese Erweiterung

von Interesse sein.

52. Spezialisierung wvon Satz X VI fiir n=1. Dagegen ist eine andere
Verschirfung unserer Sitze von Bedeutung, in der der Begriff der Tangente
durch denjenigen der Grenzstiitzen ersetzt wird.

Wir wollen zuerst den Satz XVI fiir n =1 und 2y == €% spezmhsxeren und
etwas umformen. Wegen (30, 8) ist

wiA

(52, 1) K;(y)=cosy + tg ’l/}fCOS zdxr=cos + tg (1 + sin )=

-y
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4

> ersetzt wird,

Andererseits liefert die Formel (10, 6), wenn in ihr z durch ze—*% =

<

(32,2 1—|e] = (1—ze ) ¥ cos 1 = (z2,—2) e=% &'¥ cos .
Y 0 Y

Tragen wir (52,1) und (52,2) in die Formel (43, 4) des Satzes XVI ein, so er-
gibt sich

Lim {va(zo——z) eV cos Y[ (2) + 4 (9 &V cos Y| —

2 . .
~ w[k+(1 + sin ) + k—(1 — sin ¢)) } =o,
oder aber (iiber die Bedeutung von 1 vgl. Nr. 48)
Hp) = — AP 20 ke ke e
(523 Gomels" () = A 2O ) )

wo &(z—2,) gegen O strebt, wenn z gegen z, im Winkel konvergiert, und @
eine Grosse ist, deren absoluter Betrag 1 nicht itberschreitet.

53. Die wverallgemernerten Voraussetzungen. Es sei nun P ein einfacher
Randpunkt eines endlichen einfach zusammenhingenden Gebietes G in der -
Ebene, und der Rand von G mdge in der Nidhe von P eine Jordankurve bil-
den. Entspricht P = w, bei der konformen Abbildung auf das Innere von FE,
dem Punkt z=z,=¢%, so sind damit die beiden Randbogen C_, C., die in
P zusammenstossen, gewissen Halbumgebungen von 2=z, auf E. mit z = ¢,
3 < 9y bzw. & >3, zugeordnet, so dass man bei positivem Umlauf um das In-
nere von G von C_ auf Cy tbertritt. Es mogen nun die Bogen C_, C; im
Punkte w, Grenzstiitzen besitzen, die in den Winkeln |arg (w—1w,) — h—| = k—
bzw. |arg (w—w,) —h+| < &+ mit endlichen h—_, hy, k—, ks liegen. Dabei sollen
die Winkelbestimmungen insbesondere so gewiihlt werden, dass sie auch lings
eines in der Umgebung von 4w, liegenden, C— mit . verbindenden Querschnit-
tes von G stetig bleiben. Sind insbesondere h— + £, by * k. die Winkel der
Richtungen der vier Grenzstiitzen selbst mit der positiven reellen Axe, so ist
hy — h—= — y eine negative Zahl; denn die beiden Grenzstiitzen an C_ werden
in die entsprechend gelegenen Grenzstiitzen an (; durch Drehung um s, in
negativer Richtung iibergefiihrt (nimlich durch das Iwnere von G}, und daher
bildet die Winkelhalbierende der beiden Grenzstiitzen an C; einen kleineren
Winkel mit der positiven reellen Axe als die Winkelhalbierende der beiden

Grenzstiitzen an C-. Im allgemeineren Fall kann aber y==h_—h, auch o oder
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negativ werden. Endlich soll |arg (w — w,)| bei stetiger Fortsetzung unterhalb
einer festen Schranke bleiben, wenn w den ganzen Rand von G durchliuft.

54. Anwendung des Satzes XVI. Strebt nun <J monoton wachsend gegen
3y, so folgt '

(54, 1) he— k- < Lim arg (/(¢) —wp) Sh_ + &,

und da dabei arg (¢ — z,) — 3y — —725 gilt, folgt

(34, 2) l@ arg LEL =0y 90—1;[ Sk, z=¢7 315,

Da anderseits fiir 9 | 3, arg (¢ —z) > 3 — 37—; ist, folgt analog

(54, 3) lfi?riarg‘]:gl:g—%—m+0o—3%l§k+,z=em,&l&o.
- — %0

Daher ist fiir g+=h+——z‘}0+3—7§, g_:h_ﬁ30+ga d="hy —h— + n die

Formel (52, 3) auf die Funktion

LR SN ) Rk
lg(Z)_— 7 lg 2—2,
anwendbar, und wir erhalten
I ; . h '—h_ +
(54, 4) 7 (Zo—z) g (z) == — z—i—-—;-—-— +
ﬂ( ke k:‘“”) &z — 2o),
7T I—sinYy 1+ s8inyY

oder fir A — by =y,

S vy 7 20 k. h o
03 =1+ el @=L+ 22 (e e ),
3‘_‘30

und diese Relation gilt gleichmiissig auf einem J,Bogen M, auf dem die Vor-
aussetzungen iiber arg (w — w,) gleichmissig gelten und die Grossen h—, &y,

k—, k4 gleichmissig beschrinkt sind, sofern dabei [y|= g— d, 0 > o bleibt. —
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Schalten wir nun, genau wie in Nr. 13 beim Beweis des Satzes IV ein Gebiet
G* dazwischen, so ergibt sich endlich, dass die Voraussetzung der Beschrinkt-
heit von |arg (w—uw,)| fiir alle Randpunkte « von G unwesentlich ist. —

Es seien nun z. B. lings eines J,-Bogens M auf E. gleichmiissig die Re-
lationen (54, 2) und (54, 3) erfiilllt mit festen, von &, unabhiingigen Werten von
k+ und k— und mit gleichmissig beschrinkten hy und h_, fiir die durchweg
lings M h——h, = = gilt; ist dann Ml'ein abgeschlossener, ganz im Innern von
M liegender Bogen, so folgt aus (54, 5) fiir v = o die Relation

e ) B + ke
(54, 6) » Lim M —I|=2 T»,
z — 2,

gleichmissig, wenn z radial gegen die Punkte 2z, von M, strebt.

55. Der wverallgemeinerte Randverzerrungssatz. Wir fassen unsere obigen

Ergebnisse im folgenden Satz zusammen:

Satz XIX: FEs bestehe der Rand eimes einfach zusammenhdngenden Gebietes
G der w-Ebene in der Ndihe eines Randpunktes P = w, aus zwei Jordanbogen
C—, Cy, wober man tn w, beim positiven Umlauf um das Innere von G von C_ auf
Cy dibertritt. Die Randbogen C—, C+ migen in P Grenzstiitzen besitzen, die in den
Wenkelrdumen

(55, 1) | arg (w—wy) — h—] =< k— baw. |arg (w—wy) — h4 | < k4

mit endlichen h_, hy, k—, k. liegen, wenn die Winkelbestimmungen lings eines in
der Umgebung von w, liegenden Querschnitts von G stetig bleiben. Bildet dann
w=f(2) das Innere von K. konform auf das Innere von G ab, und entspricht da-
bei zy=¢'% dem Punkte w,, so gilt, wenn z aus dem Innern von K, im Winkel
gegen &, strebt, ]

(35,2)  (e—zlg'(e)=" ~ *

7 20k k-
T (I—Sinw+1+sinw

(55, 3) m)z
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wo y=h_—hy, Y= —arg (1—ze ), |O| = 1 ist und & (2 — 2,) gegen o konvergiert,

wenn z so gegen z, strebt, dass daber || = g— d, 0 > o blesdt.

Zusatz zum Satz XIX: Sind fiir feste ky, k— die Voraussetzungen dieses
Satzes ldngs eines freien abgeschlossenen Jordanbogens C des Randes von G gleich-
mdssig erfullt, sind dabei hi, h_ gleichmdssig beschrdnkt wund gilt durchweg
h——hy =z, so gilt, wenn M, der Bildbogen von C ust, gleichmdissig auf M,

e 'f,(Z) ]C+ + k_
(55, 4) Lim M_I =2——",
z—2,

wenn 2 aus dem Innern von K, radial gegen z, auf M, strebt.
Endlich folgt unter den Voraussetzungen des Satzes XIX fiir

(s5,5) y > 2 (ks + k)

nach (55,3) aus dem Bestehen einer der beiden Relationen

(55,6) f’(z)a—>.oo, f;(;.):;ggo__,oo

das Bestehen der anderen, solange Y auf einen Bereich

2ky 2k_

- : =y—4d,d>o0
I—sin I+ siny 4 B

(55,7)

beschrinkt bleibt. Besitzt aber fiir (535, 5) /' (2) oder f—'(:l_:_%@ bei Konvergenz

0
im Winkel einen Grenzwert oder endlichen Limsup. bzw. Liminf., so folgen

aus (535, 3) entsprechende Schranken fiir Limsup. bzw. Liminf. des anderen Aus-
drucks, solange 1 auf einen Bereich (55, 7) beschrinkt bleibt. — Und genau das
Gleiche gilt offenbar fiir die drei Relationenpaare

(55,8) &) o f—(”):_“*
(55, 9) Lim |f (&) < =, r:mifi(i_:ﬂ <.
(55, 99) Lim | (z)| > 0, Lim f(/a):w -
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56. Der Fall eines allgemeinen Gebietes Gy. Wir haben im Satze XIX die
Abbildung eines Gebietes G auf das Innere von Z. betrachtet, anstatt, wie im
Satze IV, auch das Gebiet G, allgemein zu wihlen. Man kann nun in einem
gewissen Umfang auch den Satz XIX auf den Fall ausdehnen, dass das zu-
grunde gelegte Gebiet in der z-Ebene nicht das Innere von FE. ist, sondern ein
Gebiet G, von dhnlicher Beschaffenheit wie (/. Sind dann die entsprechenden
Konstanten fiir das Gebiet G, etwa y, >0, ¥, k., so kann man die Abbildung
von (, auf G durch »Vermittelung» der Abbildung auf das Innere von F; in
der [-BEbene ausfithren. Wird der Winkel 1 auf die {-Ebene bezogen, so ergibt
sich durch Division der beiden (54, 5) entsprechenden Relationen

. k+ o k_ - j J—
(56, 1) I (e) :y+2@(1—sin1p+ I+Sinw)+€(u wo),
a fle) — o 7 s

y1+2(9,( )+el(z—zo)

. + p
Z2— 2, 1—sinYy I+ siny

wo |@| =1, |@| =<1 ist. Ist nun y, > 2(ks + &), so kann man fiir die Werte

von v, fiir die

2kt 2k
(56.2) e 1—sin ’; * I+ sin Y d, §>o0
ist, die obige Relation auf die Form bringen:
by . y f)
(6. 3) va,(g)w_?’ + 2@(1—sinw "1+ sin ele—z0)
z— 2z 71 ‘N\i—siny 14 siny

Die Hauptschwierigkeit bei der Anwendung dieser Formel besteht darin, dass
der Winkel ¢ ja nicht in der z- sondern in der {-Ebene gemessen werden muss.
Nun besteht, wie wir bald zeigen werden, auch im Falle, wenn %} und %_
nicht verschwinden, noch eine gewisse angeniherte Winkelproportionalitit bei
der Abbildung von G, auf das Innere von F:, die allerdings um so weniger aus-
gesprochen ist, je grosser die Werte von k%, ¥ sind. Immerhin lassen sich
wenigstens im Falle relativ kleiner %’;, k& Schranken fiir ¥ aus den Werten des
entsprechenden Winkels in der z-Ebene ermitteln, mit deren Hilfe dann der

Anwendungsbereich der Formel (56, 3) abgegrenzt werden kann.
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37. Der Fall eines Gebiets Gy mit einer Ecke in z,, In dem Falle aber,
wo ki.=1%k_=o0 ist, wo also G, im Punkte z, eine Hcke der Oeffnung y, > 0
bildet, ergibt sich aus der Formel (56, 3) ohne Weiteres

_SE) ﬁ(__h k= ) _
(57, 1) f(z)—w0~y1+ 2 I~sinw+1+sin1p +ele—a),
z—z,

solange |y <7 — g ist. Hierbei ist allerdings unter ¥ noch der in der {-Ebene
Y= 7 Y

zu messende Winkel zu verstehen. Nun wird aber (vgl. Nr. 15) bei der kon-
formen Abbildung von G, auf das Innere von E: jeder innerhalb G, gelegene
Winkel mit dem Scheitelpunkt in 2, beim Ubergang zur {-Ebene im Verhiltnis

72 vergrossert — es besteht die sogenannte Winkelproportionalitit bei der Ecken-
. .
abbildung — und es wird die ins Innere von G, weisende Richtung der Winkel-

halbierenden des Eckenwinkels von G, bei gz, in die radiale Richtung beim ent-
sprechenden Punkt [, auf F; iibergefithrt. Versteht man daher unter 1 nun-
mehr den Winkel des Vektors z—z, mit der »inneren» Winkelhalbierenden
des Eckenwinkels von G bei z,, so muss in der zuletzt hergeleiteten Formel v

darch gﬂp ersetzt werden, und v ist nunmehr der Bedingung zu unterwerfen
1

|1,U|§22l—6, d>o.

Wir formulieren das Ergebnis als

Satz XX: Wird das Gebiet G des Satzes XIX 2w der w-Ebene auf das
Gebiet G, des Satzes IV in der z-Ebene mat Hilfe der Punktion w = f(z) kon-
Jorm abgebildet und versteht man wunter v den Winkel, den die Richtung von z,
nach z mit der inneren Winkelhalbierenden des Eckenwinkels von G bei z, bildet,
so gilt

fle) 7,20 by k—
fE—w, » ay Y
A t U Vi—sin — I+ sin —~
&— 2, 71 71

(5772) +£(Z—'ZO>1 |Q|§_1,

wo ez —z) gegen o konvergiert, wenn z so aus dem Imnern von Gy tm Winkel
gegen z, strebt, dass || é%— d, 6 > o ble:bt.

22—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 1 novembre 1934.
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58.  Gleichmdssige und allseitige Stetigkeit der Drehung am Rande. Aus
dem Beweis des Satzes V ergibt sich, wenn G,= K, angenommen wird, dass die
Formeln (14, 1), (14, 2), (14, 3) gleichmdssig fiir alle Punkte ¢z, eines Bogens M
von FE. gelten, wie er in Nr. 50 charakterisiert wurde, wenn dabei z gegen z,
in der dort gekennzeichneten Weise konvergiert. Die Konstante ¢ ist dabei
natiirlich von ¢z, abhiingig.

Daraus folgt insbesondere fiir y = =, wenn der Rand G in der Umgebung
von w, eine durchweg stetige Tangente besitzt, dass die Gleichung (14, 2) fiir die
Punkte eines gewissen Bogens von FE. um 2, bei radialer Approximation etwa,
gleichmiissig gilt, Die Konstante ¢ ist dabei gleich dem Winkel zwischen den
innern Normalen in den einander entsprechenden Randpunkten von E. und G
und ist daher stetig auf einem Bogen von E. um z,, Daraus folgt, dass (14, 2)
fiir einen geeigneten derartigen Bogen um ¢, und insbesondere fiir den Punkt
2, selbst auch bei allsestiger Anniherung aus dem Innern von [ richtig bleibt.

Durch zweimalige Anwendung dieses Resultats ergibt sich ferner: Haben
unter den Voraussetzungen des Satzes IV die Rénder von G; und G in den
Punkten z,, w, stetige Tangenten, so dass insbesondere y =y, = & ist, so bleibt
die Formel (14, 2) auch richtig, wenn z aus dem Innern von G, allseitig gegen
2z, konvergiert. Dies ist ein Spezialfall des Lindelofschen Satzes (Satz VI).

59. Das Amalogon von (14,3) wunter den Voraussetzungen des Satzes XIX.
Wir legen nunmehr die Voraussetzungen des Satzes XIX zugrunde. Um dann in
der Formel (55,3) dieses Satzes die Argumente rechts und links vergleichen zu

konnen, miigsen wir voraussetzen, dass
(59, 1) y> 2 (ke + k)
ist. Dann gibt es positive 4, fiir die die Menge der ¥ mit

2k - 2k_
1—siny 14 sinyY

(39, 2) \ Y= +4, 6>0

nicht leer ist. Fiir entsprechende # gilt dann (bei geeigneter Argumentfestlegung)

arg f (e)—arg&)—ﬂ:arg (I+ "27(1—52—111[} + T sin @U)) + & (2 —2).

Nun gilt fiir [§] <1
arg (1 + {) =< aresin |{]
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(dies ergibt sich sofort, wenn man vom Nullpunkt aus eine Tangente an den
Kreis um den Punkt 1 mit dem Radius |Z| legt). Hieraus folgt weiter

. 2 ]C+ k.
<Z —_ —
= aresm (y (I — sin Y + 1+ sin 'P)) +ele—2)

ﬁz) — Wy

z—g,

(39, 3) |arg f'(e) —arg

wo ¢&{z — 2,) gegen o konvergiert, wenn z so nach gz, strebt, dass dabei

Y == — afg(l —Zﬁ) im Bereich (59,2) bleibt. Hier ist der arcus sinus auf je-

0
(=)
arcsin {1 ——] -
4

den Fall héchstens gleich

Die Formel (59,3) gilt also jedenfalls, wenn z gegen g, innerhalb eines
hinreichend schmalen Winkels um den in 2z, miindenden Radius konvergiert.

Ferner gilt die Formel (59, 3) gleichmdssig, d. h. (2 — z,) konvergiert gegen
o gleichmiissig fiir einen z,-Bogen M, auf E, der den Voraussetzungen des Zu-
satzes zuom Satz XIX geniigt, wenn fir ein festes \-Intervall die Relationen (59, 2)
mit festem & > o erfillt sind, und z gegen z, jeweils <nmerhalb des entsprechenden
W- Winkels konvergiert.

60. Das Analogon von (14,1) unter den Voraussetzungen des Satzes XIX.
Andererseits gelten unter den Voraussetzungen des Satzes XIX die Formeln (54, 2)

und (54, 3). Beachtet man nun, dass fiir jedes z, = ¢%

(60, 1) =len, )= — arg (1= 2) = = 31 (1 - £)

0 0

eine innerhalb und auf E. beschrinkte Potentialfunktion von z ist, die auf E,
fir 9 | 9, bzw. 3 1 9, die Grenzwerte g bzw. —7—: besitzt, so ergeben sich fiir

die Funktion _

(60,2) Pl =arg” D0 Pt e Yy 0,y =,

die Relationen

(60, 3) Lim |P()] = &, bzw. Lim |P()] < k.
19 913
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Aus (60, 3) folgt aber weiter, dass die Potentialfunktion

I S Ty .
2 T

P (z) = D) Y (2, 2)

nach oben beschrinkt ist und fiir ¢ —9; auf E, einen nicht positiven Limes superior
besitzt. Ist daher @,(2) eine innerhalb E, regulire Funktion mit dem Realteil
P,(z), so bleibt ¢7® im Innern von E, beschrinkt, und die Randwerte von
|er@] auf E. haben fiir ¢ — ., einen Limes superior, der =< 1 ist. Daher gilt,

und daher

ket ke =k
2 7T

Lim (P(z) W (2, Z)) <o.

(Genau ebenso ergibt sich

LRt b ke — ko
2 T

Iﬂ(P(z) W (2o, z))zo.

Dies bedeutet aber, dass man P(z) in der Form schreiben kann

(60, 4) P(z)=@(’”+ S S 1 z>) (e —2,),

2 7T

wo |®| =<1 ist und &(¢ — 2, gegen o konvergiert, wenn z aus dem Innern von
E, allseitig gegen 2z, strebt. Da andererseits nach Definition von

z
Y A A
0
wegen arg (z — z,) — arg (2, — 2) = — 7%, arg ¢, = 9,
(60, 5) Y (e, &) = 9y — 7 — arg (2 — 2,)

gilt, folgt aus (60, 2), dass unter den Voraussetzungen des Satzes XIX

¥ Man beachte, dass diese Formel dann richtig ist, wenn arg (z,—2), arg (z—2,) so festge-

13 .
legt werden, dass arg (z,—2) im Intervall (—%+ Bos 3 + 1‘}0) und arg(z — 2,) im Intervall

(— 32—76 + % — g + 30) bleiben. Offenbar sind bei diesen Festlegungen unsere Argumentfunk-

tionen fiir alle z aus K, stetig.
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(60, 6) arg é‘j{%ﬂ = (% — I) arg (¢ — z,) + ¢ + P(2)
¢
ist, wo ¢=>""+—" — ;30 ist und fiir P(¢) die Relation (60, 4) gilt. Und die

2
Relation (60, 4) gilt hier gleichmdssig fiir einen z-Bogen M, auf FE., wenn fiir
ihn die Voraussetzungen des Zusatzes zum Satze XIX erfiillt sind und die Re-
lationen (54, 2) und (54, 3) gleichmiissig gelten.
Es sei noch hervorgehoben, dass bei der Herleitung der Formeln (60, 4),
(60,6), weder von der Annahme (59, 1) noch iiberhaupt von der Annahme, dass
y > o ist, Giebrauch gemacht worden.??

61. Herleitung des Lindelifschen Satzes. Damit sind unter den Voraus-
setzungen des Satzes XIX die zu (14, 1) und (14, 3) analogen Formeln aufgestellt,
aus denen offensichtlich sich ohne weiteres die zu (14, 2) analoge Formel ergibt.
Wesentlich ist an diesen Formeln, dass die von %4 und %— abhingigen Glieder-
aggregate etwa fiir 1 = o0 gegen o konvergieren, wenn dies fiir 4+ und %_ der
Fall ist. Daraus folgt, dhnlich wie in Nr. 38, dass, wenn der Rand von G unter
den  Voraussetzungen des Satzes XIX im Punkte z, eine L-Tangente besitzt, die
Formel (14,2) fiir allseitig gegen z, konvergierende z gilt — der Lindelofsche
Satz. —

62. Grossenordnung von f(z) und f (2).

Satz XXI. Unter den Voraussetzungen von Sate IV gilt, wenn 2 gegen z,
im Winkel konvergiert,

lg |f(e) — o] _ 7
62, 1 =0 L, v =0,
( ) lg |2 — 2| 71 v
und fiir y > o
lelff@l 7y
62, 2 e T T Bl PV
( ) lgle — 2] » 4
Fir y =o0 aber gilt
(62, 3) Gim g6 _

1
lglz_zol

% Das Hauptresultat (6o, 4), (60, 6) dieser Nummer findet sich im Prinzip bei W. Gross (1)
pp. 273—279.
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le I f I )] do
B

L P

v

(62, 4) Lim 0.

Beweis: Beim Beweis von (62, 1) geniigt es, G, = K., y, = = anzunehmen,
da, wegen y, >0, (62,1) sich durch Division der beiden analogen Formeln er-
gibt, die sich auf die Abbildung von G und G auf das Innere des Einheits-
kreises beziehen. Dann aber folgt (62, 1) unmittelbar aus dem Satz XXI°, der
weiter unten in dieser Nummer bewiesen wird.

(62, 2) ergibt sich fir y > 0, wenn man die Formel (11, 3) logarithmiert:

Ig |7 @ —1g [£(2) — wo + 1g |2 — 2] — 1g —77 ~o,

durch lg |z — 2,| dividiert und (62, 1) beriicksichtigt:

Jelr@l v o

lg lZ_Zol—Vl

Fir y = o aber folgt aus (11, 3)
lg | £/ (@)= lg|f(e) = wol + lgle — 2] = — .

Dividieren wir aber die linke Seite durch lg ﬁ so bleibt auf jeden Fall
]

der Lim der linken Seite nicht positiv. Wegen (62, 1) folgt dann (62, 3).
Um aber (62, 4) zu beweisen, gehe man von der Formel

(62, 5) S(e) — w, = j S () du

mit geradlinigem Integrationsweg aus und beachte, dass, wegen (62, 1), fiir y=0

|f(e) — wol = IE — z|°

fir beliebig kleine positive & gilt, sobald z, in einer festen Winkelumgebung
von 2, in G, bleibend, nahe genug an £, herankommt. Daher liefert (62, 5) fiir
hinreichend kleine |z — z,|:
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woraus, da & beliebig klein angenommen worden kann, (62, 4) ohne weite-
res folgt.

' Aus (62, 1) folgen die am Schlusse der Nr. 30 ahgegebenen Tatsachen iiber
(30, 1) und (30, 2) ohne weiteres.

Satz XXI°. Unter den Voraussetzungen des Satzes XIX gilt, wenn z ge-

gen z, vm Winkel konvergiert,

(62, 6) Tim | W =l | et R
’ 1 g e =2zl | = 7T

Zum Beweis wende man auf die Funktion —i.-lg (fle) —w,) den Satz XVI

an. Fiir diese Funktion ist #/= —y. Dann ergibt sich aus (43, 3)

I ET I B
__Zlg‘ll _“2—0_

woraus die Behauptung des Satzes unmittelbar folgt.®*

§ 12. Ergiinzungssitze zum Randverierrungssatz fiir Spitzenabbildungen.

63. Allgemeine Charakterisierung der Resultate. Wihrend der Randverzer-
rungssatz auch fiir y = o0 gilt, lassen sich aus ihm in diesem Falle nicht die

gleichen Folgerungen ziehen, wie sie fiir y >0 in den §§ 5, 6 und 11 gezogen

5 Die Relation (62, 1) findet sich fiir G, = K, in W. GRoss (2) p. 61, wo sich zugleich (p. 60)
auch der Satz XXI° findet, mit etwas anderen Bezeichnungen, aber sogar unter etwas all-
gemeineren Annahmen iiber den Rand von (. Fiir den Spezialfall G, = K,, y = ist (62, 1) mit
dem Satz 3 in VISSER (2) p. 3I aequivalent.
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worden sind. Dennoch bleiben verschiedene der oben hergeleiteten Tatsachen
auch fiir y==o0 richtig, zum Teil unter geeigneten einschrinkenden Vorausset-
zungen. '

Dies gilt erstens fiir die Formel (14, 1), die ja in der Nr. 14 auch fiir y=o0
bewiesen wird. Ebenso bleibt auch der im § 5 hergeleitete Satz iiber den Quo-
les) = wo bei Approximation im Winkel, fiir y=o0 <y, spezialisiert,
Sley) —w,

richtig, wie in Nr. 64 bewiesen werden wird.

tienten

Wird ferner vorausgesetzt, dass einer der in der Spitze zusammenstossenden
Randzweige von & dort eine L-Tangente hat, ebenso wie der entsprechende Rand-

zweig in G, so gilt der Satz iiber den Quotienten Mi% auch bei halb-
Sler) — w,

seitiger Konvergenz gegen z, an jenem Randzweig von G, (Nr. 64, Satz XXII).

Wird aber endlich vorausgesetzt, dass die beiden in der Spitze zusammen-

stossenden Randzweige von (&, ebenso wie die entsprechenden Randzweige von

Gy in w, bzw. 2, L-Tangenten besitzen, so bleibt nicht nur der Satz iiber den

f(Z‘_)) —w

~———2 bei allsestiger Anniherung an 2z, richtig, sondern es gelten

Sfle) — w,
auch die Formeln (14, 2), (14, 3) bei allseitiger Approximation (Nr. 65—67), und

Quotienten

es bleibt dann ferner auch der im § 5 hergeleitete Satz iiber den Quotienten

S (2)
S ey)

bei Approximation im Winkel, sowie die Formel (62, 2) giiltig.

64. Relative Schwankung der absoluten Verzerrung am Rande. Sate XXII.
Es mogen die Voraussetzungen des Satees VIII gelten, es ser aber jetet o=y <y,.
Dann gilt, wenn z, und 2y iiber esne Winkelumgebung von 2, wn Oy derart nach z,

streben, dass dabet fir feste positive c,, o

|31'_Zol

64,1 o< =
(4 ) 1 |32_Zo‘

o<
bleibt,

(64, 2) fle) =fle) _ fle) —flz)

fle—Fle) 7 fle) — flz)

Wird ferner vorausgesetzt, dass einer der beiden in w, zusammenstossenden Rand-
zwetge von G — er set mit C bezeichnet — in w, eine L-Tangente besitzt, ebenso
wie der entsprechende Randzweig O, von Gy, so blesbt die Formel (64, 2) richtig,
wenn z,, z, gegen 2, halbseitig am Randstick C, streben. — DBesitzen endlich die
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beiden in w, zusammenstossenden Randzweige von G in w, L-Tangenten, ebenso wie
die entsprechenden Randzweige von G in z,, so bleibt (64, 2) richtig, wenn z,, 2,

gegen z, aus Gy allseitig konvergieren.

Bewers. Bs darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit G = K., z,=1
vorausgesetzt werden. In der Tat kann ja die Abbildung von @, auf G auf
dem Umwege iiber K. ausgefiihrt werden, wobei die Bedingung (64, 1) wegen
der Aussage ¢) des Satzes VIIL in eine analoge Bedingung iibergeht.

Man betrachte nun die Funktion A(z) = ZI—.lg (f(e) — w,), deren Realteil in

(, irgendwie normiert sein mdge. Aus der Formel (14, 1), die ja auch fiir y = o0 in

Fig. 2.

Nr. 14 bewiesen wurde, folgt, dass R%(z) in der Umgebung von z = 1 stetig ist.
Wendet man daher auf die Funktion h(z) den Zusatz 2 zum Satz XVI mit
J, =0 an, so folgt aus (435, 6)

(64, 3) h{zy) — 1 (2) = o,

womit die erste Formel (64, 2) bewiesen ist. Die zweite Formel folgt daraus un-
mittelbar.

Wird aber vorausgesetzt, dass die Randzweige C, C, L-Tangenten besitzen,
so verfahren wir ganz analog wie in Nr. 19. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit darf vorausgesetzt werden, dass erstens #, = o und das Gebiet G| mit
dem Kreissektor identisch ist, der aus dem Einheitskreis K, durch die beiden

unter dem Winkel g zur negativen reellen Axe geneigten Radien herausgeschnit-

23—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 31 octobre 1934.
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ten wird, zweitens, dass wy= o ist und das Randstick C von G mit einer der
beiden Teilstrecken der reellen Axe in der w-Ebene identisch ist, die zwischen
wy =0 und w,==1 bzw. wy =0 und w,=— 1 liegen, ferner, dass G vollstindig
in der oberen Hiilfte des Einheitskreises K, der w-Ebene enthalten ist. Endlich
darf angenommen werden, dass das Bild C; der Strecke C einer der beiden Be-
grenzungsradien des Kreissektors G, ist.

Nunmehr spiegele man wieder die Gebiete ¢ bzw. (; an den Strecken (
bzw. C, und wende auf die dadurch entstandenen »verdoppelten» Gebiete die
Relation (64,2) an. Sie gilt nunmehr in einem Winkel um C, mit der Spitze
in 2z, woraus unsere Behauptung ohne weiteres folgt. Damit ist zugleich auch
die letzte Behauptung von Satz XXII und daher der ganze Satz XXII bewiesen.

65. Fin Gegenbersprel. Inwiefern kann man erwarten, dass die Formeln
(14, 2) und (14, 3) fiir y =0, d. h. im Falle einer Spitze richtig bleiben?

Ein Blick auf die Figur 2 lehrt, dass die Giiltigkeit von (14, 2) und damit
auch von (14, 3) im allgemeinen Fall nicht zu erwarten ist. In der Tat wiirde
aus (14,2), auch nur fir radiale Xonvergenz von z gegen z,, folgen, dass der
nach 2, fihrende Radius von ZFE. auf eine Kurve abgebildet wird, fiir die die
Tangentenrichtung sich stetiz der Tangentenrichtung im Punkte 4, anschliesst.
Nun bildet der in der Figur 2 zwischen den beiden Zickzacklinien eingeschlos-
sene Bereich im Punkte w, eine Spitze, denn die beiden Zickzacklinien besitzen
offenbar in w, eine gemeinsame Tangente. Andererseits kann man die Breiten
der einzelnen Teilstiicke unseres Zickzackbereiches zu gegebenen Neigungen der
Teilstrecken des Randes so wihlen, dass innerhalb dieses Bereichs keine einfache
Kurve bis w, verlaufen kann, deren Tangentenrichtung sich an die Tangenten-
richtung im Punkte w, stetig anschliesst.

Man braucht hierzu offenbar nur zu verlangen, dass es in beliebiger Nihe
des Punktes w, Sehnen geben muss, deren Richtungen von der Richtung der
Spitzentangente um einen festen positiven Winkel abweichen. Hierzu braucht
man aber nur dafiir zu sorgen; dass die Winkel, die die in der Figur punktiert
gezeichneten Verbindungsstrecken der aufeinanderfolgenden Eckpunkte der ein-
springenden Ecken mit der Spitzentangente bilden, absolut genommen, oberhalb
einer festen positiven Zahl bleiben. —

Es sind daher ergiinzende Voraussetzungen nétig, um die Giiltigkeit der
Formeln (14, 2), (14, 3) auch im Falle y = 0, y, > o sicherzustellen. Eine solche
Bedingung ist nun, wie wir zeigen werden, die, dass die beiden in w, zusammen-
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stossenden Randstiicke im Punkte w, L-Tangenten besitzen, — dass also, wie
wir sagen werden, G in 1w, eine L-Tangentenspitze besitzt. Und zwar gelten
dann unsere Formeln, wenn 2z aus dem Innern von G, allseitig gegen z, kon-
vergiert, sobald auch die beiden Randzweige von G in gz, L-Tangenten haben.
Beim Beweis werden wir vom Satz XVII Gebrauch zu machen haben.

66. Vorbereitende Transformation von G. Um den Satz XVII anwenden
zu konnen, miissen wir zuerst den Bereich G des Satzes IV mit einer L-Tan-
gentenspitze in w, geeignet transformieren. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit darf G, = K., 2z, =1 vorausgesetzt werden. Nun verbinden wir die beiden
in w, zusammenstossenden Randstiicke in der Nihe von w, durch einen Quer-
schnitt des Gebietes G und betrachten das durch diesen Querschnitt abgeschnit-
tene, die Spitze enthaltende Teilstiick G’ von (. Bekanntlich lisst sich die Ab-
bildungsfunktion f;(z) von G auf K., die z,==1 in w, tberfiihrt, in der Form
darstellen f(¢p(2)), wo f(z) die Abbildungsfunktion des Satzes IV ist und ¢ (2)
im Punkte z =1 regulir ist und dort eine von o verschiedene Ableitung besitzt.
(Vgl. die in Nr. 13 iiber das Gebiet G* angestellten Uberlegungen.) Daher strebt
arg ¢’ (¢) einem festen Grenzwert zu, wenn z in K, allseitig gegen 2, =1 kon-
vergiert, und man darf sich auf die Betrachtung von G’ beschriinken. Man ver-
lingere nun das eine der beiden in ), zusammenstossenden Randstiicke C,, C,
von G', etwa (), lings der Spitzentangente und bilde ein von einer Jordankurve
begrenztes Gebiet G, das G’ ebenso wie die von w, verschiedenen Punkte von
(; im Innern enthilt und zu dessen Berandung sowohl O, als auch ein Stiick
der verlingerten Spitzentangente gehort. Dann hat der Rand von G im Punkte
w, eine L-Tangente, so dass nach dem Lindel6fschen Satz (Satz VI) bei der Ab-
bildung von G’ auf die Halbebene Ju > 0, wobei w, in den Nullpunkt iiber-
geht, das Argument der Abbildungsfunktion einen festen Grenzwert besitzt, wenn
w gegen w, strebt. Bei dieser Abbildung geht das Gebiet G’ in ein Gebiet G?®
mit der Spitze in %= o0 iiber, wobei das eine der in der Spitze zusammenstos-
senden Randstiicke ein Stiick der reellen u-Axe ist, wihrend das andere — wir
bezeichnen es mit (, — wiederum eine L-Tangente in % = o besitzt (vgl. Nr. 17).
Wir konnen also nunmehr G durch G ersetzen.

Wiederholen wir denselben Prozess mit G® und C,, so geht G® in ein
Gebiet G¥ etwa in der v-Ebene iiber, das eine Spitze etwa im Punkte v = o be-
sitzt, wobei das eine der beiden in v = 0 zusammenstossenden Randstiicke ein

Stiick etwa der negativen reellen Axe ist, das andere aber in der Nihe von 4 = o
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analytisch ist und im Punkte # = o selbst eine L-Tangente besitzt. Daher kann
man G durch G ersetzen.

Endlich konnen wir vom Gebiet G* mit Hilfe eines geeigneten geradlini-
gen Querschnitts ein Teilgebiet abgrenzen und sodann die Ecken durch Kreis-
bogen »abrunden». So gelangen wir zu einem Gebiet G in der ¢Ebene mit
der Spitze in t={,= 0. k

Nun unterscheidet sich bei jedem einzelnen Schritt unserer Reduktion das
Ableitungsargument der Abbildungsfunktion des alten Gebietes auf K. vom Ab-
leitungsargnment der Abbildungsfunktion des neuen Gebietes auf K, nur um
eine Grosse, die einem festen Grenzvx(ert zustrebt, wenn 2z in K, allseitic gegen
2, =1 konvergiert. Ist daher die Formel (14, 2) fiir die Abbildung des Gebietes
G zu beweisen, so geniigt es, den Beweis fiir das Gebiet G zu fithren.

W, 0

Fig. 3.

67. arg f'(2) ber der Abbildung einer L-Tangentenspitze. Beim Beweis der
Formel (14, 2) diirfen wir annehmen, das G, = K,, und y = & ist. Ferner darf
nach dem in Nr. 66 Gesagten angenommen werden, dass das Gebiet G von
vornherein die Eigenschaften des Gebietes G®' und daher insbesondere die in der
Figur 3 gezeichnete (festalt besitzt. Insbesondere sei w, = 0 vorausgesetzt. Bil-
det nun w = f(¢) das Innere von G so auf K, ab, dass dabei w =10 in z=1
iibergeht, so muss in jedem von z==1 verschiedenen Punkt von E. arg f’ (2) ste-
tig sein, da der Rand von G iiberall bis auf w = o eine stetige Tangente besitzt.
Ferner ist der Gesamtzuwachs, den die Tangentenrichtung an G erfihrt, wenn
man von der Spitze aus den Rand in positiver Richtung durchliuft, gleich 7.
Normieren wir nun arg f (¢2) so, dass es auf der oberen Hilfte von E, in der

Umgebung von z=1 sich wenig von g unterscheidet, und beachten, dass der

Gesamtzuwachs s der Tangentenrichtung lings des Randes von G gleich ist
dem Gesamtzuwachs 27 der Tangentenrichtung an E, plus dem Gasamtzuwachs

von arg f(z), so sehen wir, dass fiir unsere Bestimmung von arg f* (2)

arg £ (¢9) — 7, arg [ (¢/9)— —
g 2

7T
9]0 g10 2
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gilt. Und aus der Stetigkeit von arg f (¢/?) fiir o < & <2m folgt, dass
|arg /' (¢'%)| gleichmiissig beschriinkt ist. Um nun dasselbe fiir |arg £ (¢)] in K,
zu beweisen, wenden wir auf die Funktion lg /' (z) den Satz XVII an. Denn,
dass die Voraussetzungen dieses Satzes fiir J1g f'(2) erfiillt sind, haben wir
soeben bewiesen. Da andererseits der Rand von G rektifizierbar ist, ist be-
kanntlich

(@ f IF Gei®) | do

gleichmissig in » filr o =7 < 1 beschrinkt®®. Daraus folgt aber bekanntlich,

dass auch das Integral
27
(%) f|1g|f’(?f€“")||dl9
Y

gleichmissig in » beschrinkt ist®® woraus ohne weiteres folgt, dass auch die
auf den Realteil von lg /" (2) beziigliche Voraussetzung des Satzes XVII erfiillt
ist. Daher gilt

. I 4z ) e+ z o
(67, I) lgf, (Z’) =11 U ;_’_Z + v+ 27:7] 87::' argf (8Z ‘9) d -3
—n

mit reellen # und v. Nun gelten fiir die in K, schlichte Funktion f(z) die Un-

gleichungen des Verzerrungssatzes®’

1]z
(L+]z)®

sowie die Ungleichung des Drehungssatzes?®®

¥ Vgl. BIEBERBACH (1), pp. 182—183.
% Vgl. OsTROWSKI (1) u. (2). Aus der Beschrinktheit von (@) folgt zuerst nur die Be-
27

schriinktheit von f I:g—lf' (ret] d 8, wo allgemein I; b=1gd fir b=1 und Ijg_ b=o0 fiir b <1 ist.
0
Dass aber dies mit der Beschrinktheit von (b) fiquivalent ist, habe ich in (1), p. 82 angegeben und
in (2) p. 261 Fussnote ausgefiihrt.
% Vgl. z. B. BIEBERBACH (2), p. 77.
3 Vgl. z. B. BIEBERBACH (2), p. SI.
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Daraus folgt aber, wenn # im Winkel gegen 1 strebt,

lg f(2) =v0(1g AIA)'

1—|z|

Andererseits aber folgt, wegen der Beschriinktheit von arg /' (¢?%) aus (43, 3),
Satz XVI,

¢’ +z (9 — ( I
few,__zarbf(e Yd9 = 0|lg . __IZI)-

—

Daher ergibt sich aus (67, 1)

sodass u == 0 ist. Damit ergibt sich aus (67, 1)

) 1 (1 — r®) arg [ (¢'?) )
2 — e U B . ,,9. 2 =17 2(/7,
arg /" (2) 2nf1—27'cos(0—¢)+rzd PeT e

—

sodass |arg f* (¢)| in K. beschrinkt ist. Nunmehr hat man nach dem bekannten
Schema zu verfahren. Tiir die Potentialfunktion () =— arg (1 — 2) des Sat-
zes IT hat die in K. beschrinkte Potentialfunktion arg f’ (z) —y auf E. be-
schriinkte und bis auf z=— 1 stetige Randwerte, wobei der Randwert fiir =1
verschwindet. Daraus folgt aber bekanntlich fiir # — 1 bei allseitiger Konvergenz
aus K,

arg [ (&)= + o(1) =—arg(z — 1) — 7 + o(1),

womit (14, 2) (und damit wegen (14, 1) auch (14, 3)) bewiesen ist.

68. Das Verzerrungsverhdltnis im Falle von L-Tangentensprtzen. Unter der
gleichen Zusatzvoraussetzung, unter der oben die Formel (14, 2) fiir Spitzenab-
bildung hergeleitet wurde, unter der Annahme ndmlich, dass die in den Punkten
2, und w, zusammenstossenden Randzweige von G und G L-Tangenten in diesen
Punkten besitzen, lisst sich auch der Satz XXII tber das absolute Verzerrungs-
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verhiltnis fiir y =0 etwas verschirfen. Zunichst gilt bei L-Tangentenspitzen
nach Satz XXII die Formel
S &) — w,
68, 1 W —— — 1
( ) S (e2) — wo
unter der Annahme (64, 1), wenn 2z aus dem Innern von G, allseitig gegen ¢z,
konvergiert.
Dariiber hinaus gelten aber nunmehr auch die Relationen

T

"(z,) (2o — z\"
(65, 2) -Gz
2 1 0
1 "z
gle— ZOl 1
wenn fiir feste positive ¢, ¢,
2y — &
(68, 4) 6= ﬁ =0
~2 0

gilt und ¢z, 2, 2, im Winkel aus G, gegen 2z, streben.
Beim Beweis von (68, 2) und (68, 3) darf nach (21, 2) und (62, 1) vorausgesetzt
werden, dass Gy = K, und g,=1 ist. Man betrachte nun die Funktion

h(z) = — g ({2 — 2,) /" (&)

L
¢
Dann lisst sich das oben bewiesene Resultat iiber die Giiltigkeit von (14, 2) fiir
y=o0 bei allseitiger Konvergenz von 2z gegen z,=1 aus dem Innern von E. so

formulieren, dass dann

Rh(z) —e

gilt. Daraus folgt aber, dass die Randfunktion von Rh(z) in einer Umgebung
von z,=1 in K, beschrinkt ist, und dabher in der Umgebung von gz, auf
E, nach Fatou bis auf eine Nullmenge eine Randwertfunktion besitzt, die in z,
stetig ist. Daher geniigt die Funktion h(2) der Voraussetzung des Zusatzes 3
zam Satze XVI, wobei die Punktmenge M dieses Satzes aus dem einen Punkt
Zo=1 besteht. Dann liefert der Zusatz 3 zum Satz XVI unmittelbar, wegen

(45, 61),
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lg |(31 - Zo)f,(%)l - lg‘l(Zg —Zo)fl(r%)l -0,

wenn ¢, und 2z, im Winkel gegen 2z, konvergieren und (68, 4) gilt, womit (68, 2)
bewiesen ist. Andererseits aber liefert die Behauptung (43, 3) des Satzes XVI,
auf %(z) angewandt, da ja jetzt ks (9,) = k—(9) = 4 (3,) = 0 ist, die Behauptung
(68, 3) unmittelbar.

Wir fassen unsere Resultate zusammen im

Sate XXIII. Ist unter den Voraussetzungen des Satzes IV y == 0 und besitzen
die wm 2z, bzw. w, zusammenstossenden Randzweige von G, bew. G in diesen Punkten

L-Tangenten, so gult, wenn das Punktepaar z,, z, aus dem Innern von Gy so gegen

2y — &

2y kowvergrert, dass dabei zwischen festen positiven Schranken bleibt,

&y — &
(68, 5) arg f' (2) + arg (z — 20) = ¢,

Sfiir etne Konstante ¢, wenn z allseitig gegen z, geht;

T

1 (2s) (51 - 30):/;
68,6 — ~ 17—
( ) S (2) & T &y
wenn z; und z, vm Wainkel gegen 2, gehen;
lg | £ ()] g
68, it I LIDNEGI S
(68.7) ) P

wenn z aus Gy tm Winkel gegen z, geht.



