UBER DIE INTEGRATION DER LINEAREN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN DURCH REIHEN.

Von

ALFRED KIENAST

in K'SNACHT bei ZURICH.

Die Koeffizienten P;(x) der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter

Ordnung
n
(1) Ply) =D\ Pix)a'y" =0
=0
seien im Kreisring
(2) R, <|z| < R,
regulire Funktionen und P,(z) verschwinde in diesem Kreisring nicht. Dann
gibt es' ein Fundamentalsystem y,,...y., dessen Losungen darstellbar sind in
der Form

yi=a"i{ foi @)+ frs (@) lgx + - +fir (2) (g2

1=1,2,...%;

hierin bedeuten fi,(x) Funktionen, die im Kreisring (2) eindeutig und regulir
sind; sie lassen sich also, ebenso wie P;(x)[P,(x)]™' durch Laurentsche Reihen
darstellen, die im Kreisring (2) konvergieren. .

Die Aufgabe, diese Laurentschen Reihen f und die Exponenten r; wirklich
zu berechnen, ist von Helge von Koch? mit Hilfe der unendlichen Determinanten

gelost worden. Dabei ist es notig vorauszusetzen

! Fucns, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 66, 68.
2 H. v. KoCH, Acta mathematica 15, 16, I18.
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Py(x)=1; Ppalx)=o0.

Hierdurch werden in dem besonders interessierenden Falle, dass alle P;{x) ganze
rationale Funktionen von « sind, einfache Beziehungen verwischt.

Es scheint daher nicht ganz aussichtslos, zur Losung der genannten Aufgabe
noch einen anderen Weg zu suchen. In dem speziellen Falle dass R,;= o0 und
die Funktionen P; ({=1, 2, ..., n) in £ =o0 nicht unendlich werden, hat Frobenius®
ein zu dem genannten Ziele fiithrendes, sehr vorteilhaftes Verfahren angegeben.
Im vorliegenden Aufsatz werde ich dessen wesentliche Gedanken benutzen, soweit
dies die vorliegenden Resultate iiber Differenzengleichungen gestatten, um das
Problem in dem Falle zu losen, in dem alle P;(z) Polynome sind. Hierbei stiitze
ich mich auf die Sitze iiber Differenzengleichungen, die Herr Perron®*, Herr

5

Kreuser® und Herr No6rlund® bewiesen haben.

I

Ich setze in der Differentialgleichung (1) fiir y

(3 90,0 =3 goa+e

y=—n

ein und erhalte
Plg(,0) =3, g, Plar9).
Nun ist
P(at) = a2 f(x,0),

wenn

Sz, o) :9(9—1)"'(@""""I)Pn(x)"‘(’((’“’l)"'(9"”+2)PH—1>(95)+"' + Py (x)

und folglich ist
Plglx,0) = g0 f (w0 +)ae.

Die P;(x) sind Polynome von héchstens m-tem Grade und daher ist auch

3 FROBENIUS, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 76.
* 0. PERRON, Acta mathematica 34.

5 P. KREUSER, Inaugural-Dissertation, Tiibingen 1914.

¢ N. E. NORLUND, Acta mathematica 40.
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Fao=3 filo)
0
ein Polynom vom Grade m in x und vom Grade » in ¢. Somit ist

+
Plg (@ o) =2 v fole+9)+go-s filoty—1)+  +gon fulo+r—m) 2rre.
Soll die Reihe (3) die Differentialgleichung befriedigen, so miissen ihre Koeffizienten
so bestimmt werden, dass die Rekursionsformeln

(4) gvfolet9)+ g1 file+ty—1)+ -+ gy fuloe+r—m)=o0

p=:--—2,—1,0,1,2,...

erfiilllt sind. Unter diesen Gleichungen sehe ich zuniichst von derjenigen fiir
v=40 ab, wodurch die iibrigen in zwei Gruppen zerfallen, diejenigen fiir » >0
und fir v<§6.

Durch Auflsung des Gleichungssystems, das man aus (4) erhilt fir v=0+1,
6+2,...» kann man g, berechnen, ausgedriickt durch gs—m+1,...9s. Man findet

e (—1)h. (o)
"o folet0+1) fole+0+2) - fe+9)

(r=0+1,0+2,..)

wobei

haig)=| X, f,(e+60+1) 0 0 . . )
X, file+0+1) file+6+2) o . . o
0 fule+0+1) fu—i(e+0+2) . fole+tO+m+1). . . o
| o . . Solotr—m) . . . file+r—1)

und

Xi=go—mr1fnl@tO0—m+ 1)+ go—miafm—1(o+0—m+2)+ - +go fi(0+6)
X, = go—m+2 fu(@+0—m+2)+ - +go fr(0+0)

Xp= 9o fu(0+0)

h, ist daher eine ganze Fuuktion von p.
50 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 7 février 1028.
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Die Auflésung des Gleichungssystems, das sich aus (4) ergibt fir y=60—1,
60—2,..., m—» liefert g, ausgedriickt durch gs—1, go—2, ..., gs—m; man findet

- (—1)—m+0=1 , (o)
T fale—mA0—1) fnle—m+6—2) - fule ¥

r=m—b0+1,m—6+2,...)

wobei
k. (o) = o . . : o fulo—m+6—1) Y,
o . . . fulo—m+0—2) fa_ilo—m+60—1) ¥,
Solo—m+60—1) o
o o
Sm— (e—v+1) - folo+m—y). o) o o
und

Y, =0go-n fu—1(le+0—m)+ - +goafile+0—2)+go—1 fol0+0—1)
Yy =go-m fu—2(o+0—m)+ - +go— fole+6—2)

Yn=go—m fo (9 +6—m)

k, ist somit eine ganze Funktion von ¢.

Im Ansatz (3) ist der Parameter ¢ enthalten, iiber den erst spiiter verfiigt
wird. Es ist aber nicht nétig fiir ¢ andere Werte in Betracht zu ziehen, als
golche, fir die der reelle Teil von ¢ der Bedingung geniigt

(5) o=R(<1.

Die beiden Funktionen fy{¢) und fn(g), die in den Nennern von g, und
g—» auftreten, sind Polynome von ¢, deren Grad hochstens » ist. Sie haben also
je hochstens n Nullstellen: f,(o) die Stellen ¢;, fn{o) die Stellen ¢;. Zu jeder
dieser Stellen gibt es im Streifen (5) eine kongruente Stelle: ¢;1=¢;+ N;,
011 = 0;+M;, wo N; und M; ganze Zahlen bedeuten, die so beschaffen sind, dass

0= Riea)<1, o=R(g)<1.

Wenn man diese hochstens 2x Stellen ¢;1, 6;1 durch kleine Kreise ausschliesst
und ¢ auf den hierdurch iibrig bleibenden Teil des Streifens (5) beschrinkt, der
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T genannt werde, dann konnen die Nenner von g, und g_, fiir keinen Wert von
o aus T verschwinden.

Man kann aber das Verschwinden der Nenner von g, und g—, auch noch
durch passende Verfﬁgung itber die willkiirlichen Konstanten go—m.g6-m+1,. .- 9
vermeiden. Setzt man

gi =TI+ Ny fole+No) -+ folo+ Nu) fulo+ M) fulo+ Mn) Cilo)
i=0—m, 0—m+1,..., 0,

wo die C;(p) willkiirliche Funktionen von ¢ sind, so bleiben die Funktionen g, (o),
g—.(9) fiir jeden beliebigen Wert o. des Streifens (5) endlich.

Die mit den Koeffizienten g¢,, g—, gebildete Reihe (3) enthilt noch m +1
willkiirliche Konstante. Wenn man diese so bestimmen kann, dass die Reihe
konvergiert, dann ist y=g(xz,0) ein Integral der Differentialgleichung

(6) Ply)=229{gofy 0+ 0)+go—1file+0—~1)+ -+ + go—m fm [0+ 0 —m)}.

Es kommt also zuniichst darauf an die Konvergenz nachzuweisen.

II1.

Die Koeffizienten go—m+»(v=1,2,...) sind dadurch charakterisiert? dass sie
der Gleichung (4), d.h.

(7) goimfoloetv+m)+goim—rfilo+tv+m—1)+ -+ g, fule+v)=o0
v=0—m+1,0—m+2,...

gentigen. Dies ist eine Differenzengleichung m-ter Ordnung. Irgend eine ihrer Los-
ungen ist durch ihre m Anfangswerte go—m+1,go—m+2, . ..go eindeutig bestimmt.
Ebenso sind die g_,(v=1, 2, 3,...) dadurch charakterisiert, dass sie (4) oder

g—v—mfulo —v —m)+ g—r—mirfaale—v—m+1)+ - +g_,file —v)=o0
yv=—0+1, —0+2,...0,1,2,...
geniigen. Setzt man g, = G,, so geniigen diese Griossen der Differenzengleichung

(8) Gv+mfm (9 —_y — m) + Gv-{—m-—lfm-—l (Q — Yy —m + I)+ e + Gvf;)(()_v) =0
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und irgend eine ihrer Losungen ist eindeutig bestimmt durch die Anfangswerte
go-1= G911, go—2= G —g+12,...96-m = G—gim.

Um iiber die Konvergenz von (3) etwas aussagen zu konnen, muss man das
Verhalten der Losungen von (7) und (8) kennen fiir unendlich grosse Werte von ».
Hieriiber geben die Untersuchungen von O. Perron* und P. Kreuser® vollstindig
Auskunft. Perron setzt voraus, dass der Koeffizient der Funktion mit dem hichsten
Index in der Differenzengleichung den Wert 1 hat. Man muss also (7) durch
fo (e +v+m) und (8) durch f, (e—v—m) dividieren konnen. Somit diirfen f, (o -+ +m)
fir v=0—m+1,0—m+2,... und fule—v—m) fir v=—0+1, —0+2,...
nicht verschwinden. Perron setzt weiter voraus, dass der Koeffizient der Funk-
tion mit dem niedrigsten Index nie verschwindet. Somit diirfen f(o+») fiir
v=0—m+1, 0 —m+2,... und fylo—» firv=—0+1, —0+2,... nicht
verschwinden.

Unter den hier gemachten Voraussetzungen sind die Bedingungen Perrons
erfiillt, wenn man ¢ auf das vorhin angegebene Gebiet I beschrinkt, was im fol-
genden vorausgesetzt werde.

Wenn die Koeffizienten in (1) bezeichnet sind durch

Pi(x)=co+eax+ - +oimnx™,
g0 erhilt man
fild)=ele—1)..(e—n+1)eutele—1)..(e = nt2)en1,i+ - +ou
Der Grad des Polynoms f;(9) ({=o0,1,2,...m) sei h(¢) <n Dann ist

Cni = Cn—1,i = =Cp(@)+1,i = O, Cn(y,: + O und

lim f;(») v = ¢, 4.

P — O

Wenn mit Kreuser, in Anlehnung an Perron, jede fiir v=o0, 1, 2,... defi-
nierte Funktion f, fiir die

lim fyv*=1,

Y —0

bezeichnet wird durch [+¥, dann ist

(9) Sil) = eniw, s ).
Nun erfiillen die beiden Differenzengleichungen
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Sfiletv+m—i) Jole+y) _

7 L e I
: Suoile—v—m+1) L fille—r) _
(8) (Tv+m+ Gw+’m~1 'f;n (Q—"W—m) + + wam (g-—~v—m) O

die Voraussetzungen von Perron und Kreuser. Denn wenn
(10) Dyim+Dyyn d(11)+ +D;a£f,) =0
die Differenzengleichung ist, so setzt Perron voraus

(11) o = a;| ],

wo die a; von null verschiedene Konstante sind, wiithrend Kreuser, zur Vervoll-

stindigung der Perronschen Resultate, voraussetzt
(12) a = a; ().

In den hier vorliegenden Gleichungen (7) und (8) ist (12) und damit (11)
erfiillt; denn

ﬁ(g +v+m— Z): Chid),i [yh(i)ah(o)]
Solo+v+m) Ch(o), 0

Sn—iloe—v—m+14) _ erom—i,m—i [y 1) —h(m)]
fm(Q_’V‘—m) Ch{m),m

Wenn fi(¢)=o0, was nach Voraussetzung nur eintreten kann, wenn ¢ von
o und m verschieden ist, dann ist ¢y;=---=¢,;=0. In diesem Falle haben die
beiden Quotienten f; f,~! und f; f» ' fiir alle » den Wert Null und kénnen durch
das Symbol [y~*], multipliziert mit einem beliebigen, von Null verschiedenen,
Zahlenfaktor, dargestellt werden.

Die Exponenten %(z) in (11) und (12) (k& bei Perron und Kreuser) sind somit
fur die Differenzengleichung (7)

(13) k(©)=0,k() =h() — k(o) (t=1,2,...m)
und fir die Differenzengleichung (8)

(14) E(0)=0,k(@)=h(m—12) — h(m) (t=1,2,...m),
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Unter diesen ist % (m) = + (k(m) — h(0)) sicher von —o verschieden, da f,
und f» nach Voraussetzung von Null verschieden sind. Dagegen ist es moglich,
dass man fiir einen der anderen Exponenten k(i) das Zeichen —co zu setzen hat.

Um die Sitze von Perron und Kreuser aussprechen zu konnen, werden die
Punkte P;, P,,... P, mit den Koordinaten

X=14, Y=EF() (f=o0,1,2,...,m)

mit einem nach der positiven Y-Axe konvexen Newton-Puiseuzschen Polygon um-
spannt. Dieses ist bestimmt durch die Forderung, dass jede Ecke einer der
Punkte P; ist, wihrend die iibrigen dieser Punkte nicht auf der konvexen Seite
liegen diirfen.

Die Ecken dieses Polygons werden bezeichnet durch

P(o::POa I)g“...,.Pea:Pm,

deren Abszissen ¢, = 0, e, ..., ¢, =m sind.
Wenn ¢; die trigonometrische Tangente des Winkels ist, den die A-te Poly-
gonseite mit der positiven X-Axe bildet, so ist
k (6’/.) f_li(ei. -1)_

Q="
€~ €i-1

"Hierdurch sind die ¢ Grossen
41> 4:> >4

definiert; ez — e;—1 ist die Abszissendifferenz der Endpunkte der A-ten Polygonseite.

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen gilt der Perronsche

Satz’: Die Differenzengleichung besitzt ein Fundamentalsystem von Losungen, die
derart in ¢ Klassen zerfallen, dass die Losungen der A-ten Klasse und ihre
linearen Verbindungen den Ungleichungen geniigen

lg»| < C*(»")% fiir alle hinreichend grossen ,

lgs| > ¢*(#!)92 fiir unbegrenzt viele ».

C und ¢ sind von » unabhiingige Konstanten. Die Anzahl der Integrale

der J-ten Klasse ist e; — e;—;; man sagt, sie seien von der Ordnung g¢;.

" 0. PERRON, Acta mathematica 34 S. 135.
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Man hat also, ausgehend von den speziellen Werten (13) der %(:) das Poly-
gon zu bilden, das zur Differenzengleichung (7) gehért. Das Polygon besitze eine
horizontale Seite; es sei die z-te; dann ist ¢, =o0. Alle qa,A=1,2,...,7— 1, sind
positiv; die ¢, fir A =v+1,...,0 sind negativ. Die Anzahl der Losungen der
Differenzengleichung, die positiven q; korrespondieren, sei p; diejenige, die nega-

tiven g; entsprechen, sei » und zu ¢, = o gehéren e, — e,—; == s Losungen. Dann ist

prr+s=m.

Nun betrachte ich das Polygon, das zur Differenzengleichung (8) gehort.
Die Ordinaten seiner Ecken ergeben sich aus den Exponenten (14). Diese schreibe
ich folgendermassen:

k(o) =h(m) — h(o) — (h(m) — h(0)), ... k() = h(m — 3) —h(0) — (h(m) —h (0))...
. k(m)= —(h(m) — h(0)).

Man ersieht leicht, dass diese Reihe von Zahlen aus der Reihe (13) erhal-
ten wird, indem man die Reihe (13) von rechts nach links durchliuft und von
jeder Zahl die feste Zahl kh(m)— k(o) subtrahiert. Zu (14) gehort also ein Poly-
gon, das aus demjenigen der Exponentenfolge (13) erhalten wird, indem man in
Bezug auf die Y-Axe zum Spiegelbild iibergeht und dieses dann noch verschiebt,
bis sein linker Anfangspunkt im Punkte X =0, Y =0 sich befindet.

Hieraus folgt, dass die aus der Reihe (14) sich ergebenden Zahlen g, diesel-
ben sind, die aus der Reihe (13) folgen, in umgekehrter Reihenfolge und multi-
pliziert mit —1. Somit gehoren » Losungen der Differenzengleichung (8) zu
positiven Exponenten ¢;; p ihrer Losungen gehdren zu negativen Exponenten
¢: und s ihrer Losungen gehoren zu ¢, = o.

Jede Losung der Differenzengleichung (7), die zu einem negativen Exponen-
ten ¢ gehort, liefert eine Reihe i g»x*, die fir jedes endliche z konvergiert.

0+1
Ebenso liefert jede Losung von (8), die zu einem positiven Exponenten ¢ gehort,
eine Reihe i g—vx—*, die fiir jedes z 7% o konvergiert.
—6+1

Die s Losungen jeder der Differenzengleichungen, die zu ¢, = o gehoren,
liefern Potenzreihen, die innerhalb, bezw. ausserhalb, ihrer Konvergenzkreise kon-
vergieren. Thr Verhalten fiir unendlich wachsendes » ergibt sich aus einem Satz
von Kreuser (Satz VI).
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Darnach zeigen die e; — ;1 Losungen der A-ten Klasse dasselbe Verhalten
fiir jedes A=1,2,...,06. Hier interessiert uns speziell die Klasse 4= 7 und ich
werde die Eigenschaften daher aussprechen fiir die e, — €,~1 = s Losungen, die
der zten Seite des Polygons korrespondieren. Zu diesen gehort die charakteris-
tische Gleichung

(15) box® + byt + -+ bs=o0.

Wenn man die Differenzengleichung, geschrieben in der Form (10), zu grunde legt,
mit der Bestimmung (12), dann ist

bi= e, ,+i {falls der Punkt {auf der z-ten Seite

0 e+, kle—1+17) Inicht auf der z-ten Seite

des zu (10) gehorenden Polygons liegt.

Es seien ¢, @,,...q, die von einander verschiedenen und der Griésse nach
geordneten absoluten Betriige der Nullstellen der charakteristischen Gleichung
(15). m, sei die Anzahl der ihrer Vielfachheit entsprechend gezihlten Wurzeln
vom absoluten Betrag «,; dann ist

my+ Mgt My =0 — 61 =8,

Dann lautet das Ergebniss von.Kreuser:

Satz: Jede der im Satze von Perron genannten Klassen zerfiillt in w Unterklas-
sen in der Weise, dass den m, Wurzeln der charakteristischen Gleichung,
die den absoluten Betrag «, haben, m, Losungen des Fundamentalsystems
entsprechen mit der Eigenschaft, dass fiir sie und ihre linearen Verbindungen
die Beziehung gilt

lim sup V [g.]| = «, y=1,2,..0)
e
(1)

Da im vorliegenden Falle ¢, den Wert Null hat, so gilt fiir die der horizonta-
len Seite des Polygons zugeordneten Losungen des Fundamentalsystems

lim sup VW = a,.

Y B

Ich bestimme jetzt die zu ¢, = o gehdrenden charakteristischen Gleichungen
von (7) und (8). Die b; sind von der Form
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en ), [on (0, 0] " .

Da der Exponent h({z) —h(o) die Ordinate des Punktes P; ergibt, da diese den
grosst moglichen Wert haben muss, weil P; auf der horizontalen Seite des Po-
lygons sich befinden soll, und da dieser grosste Wert h(z) = n ist, so lautet die
zur horizontalen Seite des Polygons von (7) gehdrende charakteristische Gleichung

(16) Cn, B+ Cp g1V b gre =0, g=o.

Hierin haben alle diejenigen cp,; den Wert Null, fiir die der zugehorige Punkt
nicht auf der horizontalen Seite des Polygous licgt und die Gleichung beginnt
mit cn o2, wenn cno 4 0. In diesem Spezialfall sind alle Exponenten (13) nega-
tiv, mit Ausnahme von %k(0)=o0. Dann beginnt das Polygon mit einer horizon-
talen Seite.

Analog erhilt man als charakteristische Gleichung, die zur horizontalen
Seite des Polygons von (8) gehort,

(17) c"rm_ﬁxs+cﬂ-ym—ﬂ—lxs_l+ +C11,m—l?—s:0.

Diese Gleichung beginnt mit ¢n, ma®, wenn cn n # O.
Wenn ¢, s2* das wirkliche Anfangsglied von (16) ist, dann ist

Cn, 0= Cn,1 = ' = Cn, §—1-70;
dann kann man aber auch

(}n,()a:a—f—'i_*_ Cn‘lwa+‘3_‘l + + Cn, l/?-—lms_*-l

in (16) zufiigen ohne die Gleichung zu #ndern.
Wenn ¢y, 3+s das wirkliche Schlussglied ist, dann ist

Cu, 8+ 6+1 = """ = Cp,m = O,
daber kann man (16) mit z™~%~¢ multiplizieren und
Cn, Bs1 X" P4 o gy

hinzufiigen. Dadurch wird den Wurzeln von (16) nur die (m — 8 — s)-fache Wurzel
null hinzugefiigt. Ebenso kann man mit (17) verfahren und man ersieht leicht
dass (16), abgesehen von einer Potenz von z, itbereinstimmt mit

(18) amPy(x~)=o0
61 — 27377. Acta mathematica. §1. Imprimé le 7 février 1928.
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und (17) mit
(19) P.x)=o0.

Die s Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die zu ¢.= o fiir (7) ge
hért, sind demnach die von Null verschiedenen Wurzeln von (18) und die zt
q. = o fiir (8) gehérenden sind die von Null verschiedenen Wurzeln von (19).

Bezeichnen jetzt ¢, < @y < -+ < @, die von einander verschiedenen absoluter
Betriige der von Null verschiedenen Nullstellen von P,(x)= o und ist m, die An
zahl der ihrer Vielfachheit entsprechend gézi«ihlten Whurzeln vom absoluten Betrage
oy, 80 ist

my+my+ - +my=s.
Weiter sind
P e B
die der Grosse nach geordneten, von einander verschiedenen, ahsoluten Betrige
der von Null verschiedenen Nullstellen von a™ P,(x 7).

Ich fasse jetzt eine Wurzel von (18), deren absoluter Betrag o; ' ist, in
Auge. Die Differenzengleichung (7) besitzt nach dem vorangehenden

My + My—1+ - +my=1

Lésungen eines Fundamentalsystems, fiir die

lim sup V|g,| < i

y—s 0

Diesen ¢ Losungen entsprechen f Reihen

(20) 3o,

6+1

deren Konvergenzradius mindestens «; ist. Ausserdem haben, wie oben ange
geben, 7 Losungen des Fundamentalsystems eine negative Ordnung (Satz vor
Perron) und somit lisst sich durch lineare Verbindung aus diesen r + ¢ Reiher
eine Reihe (20) bilden, worin in den g, r + ¢ willkiirliche Konstante auftreten

Jetzt betrachte ich eine Wurzel von (18), deren absoluter Betrag iy ist

dann ist ;—; absoluter Betrag einer Wurzel von (19). Die Differenzengleichung
(8) besitzt
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my+mg+ - +mi_g=s8—1

Losungen eines Fundamentalsystems, fiir die

lim supV[g_—,l =ai.

y—s 0

Diesen s —t¢ Losungen entsprechen ebensoviele Reihen

+ o

(ZI) Z g‘—*'x_?y

—6+1

die mindestens ausserhalb des Kreises mit Radius e;—; konvergieren. Ausserdem
haben p Losungen des Fundamentalsystems eine positive Ordnung und ergeben
daher Reihen (21), die fiir jedes x # o konvergieren. Indem man die lineare
Verbindung dieser p + s —¢ Reihen bildet, erhilt man eine Reihe (21), worin die
g—v p + s—t willkiirliche Konstante enthalten.

Die beiden Reihen (20), (21) greifen iibereinander; die Koeffizienten go—m+1, . . -,
go—1 miissen in beiden dieselben Werte haben, wenn (20) und (21) zusammen
genommen eine Reihe (3) bilden sollen. Setzt man daher die Ausdriicke, die
man in beiden Fillen fiir die g erhilt, einander gleich, so sind dies m— 1 Glei-
chungen zur Berechnung der festgestellten

r+t)+(p+s—th=m

willkiirlichen Konstanten. Diese konnen somit, abgesehen von einem gemein-
samen Faktor, berechnet werden und damit ist dann eine Reihe (3) gewonnen,
die im Kreisring

a1 < |x| < a;
konvergiert und eine Losung von (6) darstellt, deren rechte Seite jetzt bis auf
denselben Faktor bestimmt ist.

I1I.

Der nichste Schritt besteht darin, die soeben skizzierte Bestimmung der

Koeffizienten gg—m11, . ..gs—1 durchzufiihren.
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Die in den Sitzen von Perron und Kreuser festgestellten Losungen der
Differenzengleichung bilden ein Fundamentalsystem. Dieses sei fiir (7)

Hi(g +7) (t=1,2,...m)

und fiir ¢=1,2,...7+t seien dies diejenigen Funktionen, die auf die soeben
beschriebene Weise zu Reihen (20) fithren, deren Konvergenzradius e; oder gros-
ser ist.

Das analoge Fundamentalsystem fiir (8) sei

K;(v—o) (t=1,2,...m)

und unter diesen Funktionen seien die fiir 7 =1, 2,...(p + s— ¢} diejenigen, die
zu Reihen (21) fithren, die ausserhalb eines Kreises konvergieren, dessen Radius
«;—1 oder kleiner als «;_; ist.

Perron hat in den Losungen dieser Fundamentalsysteme » auf die Folge
ganzzahliger Werte 1,2,3,... beschrinkt. Da jede Losung durch ihre m An-
fangswerte eindeutig bestimmt ist, ist es leicht, die H und K als analytische
Funktionen von » + ¢ auszudriicken, in den Fillen, in denen man fiir die Diffe-
renzengleichung ein Fundamentalsystem, bestehend aus analytischen Funktionen,
angeben kann. '

Ich setze daher voraus, die Funktionen H;(» + ¢) und K;(y—g¢) seien als
analytische Funktionen von » bekannt. Dann lassen sich die Koeffizienten der
Reihen (20) und (21) linear durch sie ausdriicken

74t

=2AiHi(g+v) (yv=0—m+1,0-—-m+2,..)
=1
(22)
p+s—t
= Z B,‘Ki(V—Q) (1':—-—0+ I, —0+ 2,...).
~ _

Da man ferner (8) aus (7) erhalten bat, indem man —» fiir » substituierte,
so sind die H;(p + ») und K;(— v — ¢) Fundamentalsysteme derselben Differenzen-
gleichung und miissen sich daher linear durch einander ausdriicken lassen. KEs sei

(23) Ki;(—v—o Z Ci Hi(v (t=1,2,...m).
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Die beiden Darstellungsarten (22) miissen dieselben Koeffizienten go—m+1 . . . gs—1
ergeben, woraus die {m — 1) Gleichungen folgen
(24) ZA,-HL-(Q+2.)—ZB,-IG(——1——Q)=0
A=0—m+1, 0—m+2,...0—1,
fir die m Unbekannten 4;(=1,2,...7r+ 1), Bif=1,2,...p + s — t}.

Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Zeile der

Determinante
Ao +0)=|H,(e+0—m) - Hrrile+0—m) K, (m—0—0¢)  Kpisi(m—06—0o)
H+60—1) Houlo+0—1) K (1—0—09) Kpei(1—0-—9)
mit 4 (A=1,2,...m), so erhilt man aus (24)
Aj= C ; (t=1,2,...7+1)
— B = CAyi44: (i—¥ 1,2,...p+s—1t)

wobei (' als willkiirliche Funktion von ¢ anzusetzen ist. Diese Werte in (22)
eingetragen, ergeben die Anfangswerte go_m...9s.

Die Reihe (3), die im Kreisring a;— < |z] < e; konvergiert, ist damit voll-
stindig bestimmt.

Man kann jetzt auch die rechte Seite in (6) berechnen; es ist

Plo)=gsfolo+0)+gorfile+O0—1)+ - +gomfmle+6—m)

r+t
=fale+0—m) {go—m— D AiH(o+ 0—m)};

denn die Differenzengleichung (7) ist auch erfiillt fiir v =6 — m, wenn man fiir
g» den in (22) angegebenen Ausdruck benutzt. Weiter lisst sich gs—n durch die
zweite der Formeln (22) ausdriicken; dies gibt

rt ps—t ]

@)= — fulo+0—m) {2 AiHile+0—m)— > B:iK; (m—a—g)I

= — Ofale+0~m){ F 2 Hi(e +6—m) + 3 isrss Ki(m—0—0) }
=— Cfulo+0—m) (e +96)
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und es bleibt iibrig, die Determinante ./ zu berechnen.
Beriicksichtigt man (23), so erhillt man

d(o+0)=|Hi(e+0—m—1+4)]] 1 o.0 o . 0
o I
o ..1 o . 0

@11 R (Sl,'v+1 .Gl,m

@;w,l .. -.@.w,'v Cu,vt1 -. é'w,n
t=1,2,...,m; A:=1,2,...,m,

wenn zur Abkiirzung gesetzt wird »+¢=v, p+s—t=w. Ferner sei

C = |Capl (@=1,2,...w; f=wv+1, v+2,...,m).

D(o+6)=|H;(o+0—m—1+A)|({,A=1,2,..., m)ist die Determinante des Funda-
mentalsystems der H;; somit ist D fiir jeden zu den singulidren Stellen der
Differenzengleichung (7) inkongruenten Wert ¢ von Null verschieden. Diese
singuldren Stellen bestehen unter den hier gemachten Voraussetzungen aus den
Nullstellen ¢; von fy(e) und o; von fr(e).

Verfiigt man tiber die Bezeichnung in (7) so, dass

Sole)=(e—e)(e—es) ... (0—0n)

Sulo) = dle~a,)(e—0a) ... (0 —an),

so ergibt sich leicht, dass D(g¢+6) einer Differenzengleichung 1-ter Ordnung
geniigt, aus der, (—1)"d = e gesetzt, folgt

et0—m—g,—1) Ie+0—m—0.—1)

e (o),
He+0—e,—1)- Il(g+0—p,—1) (e)

Die+6)="1
wo A(p) eine periodische Funktion von ¢ ist mit der Periode 1. IT ist das
Gausssche Zeichen fiir die Gammafunktion. Somit ist

H(e+6—m—a,)-- I(¢+ 6—m-—a,)
* Hle+0—e—1) (e +o—gu—r) 7@




Uber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen. 407

A(g) und € sind durch die besonderen Fundamentalsysteme H; und K; ge-
geben. Sie sind bisher, meines Wissens, nur ermittelt worden von Néorlund®
fiir eine »normale» Differenzengleichung (7) in der fm{e+%) und fylo+»+m)
Polynome des Grades n der beigefiigten Argumente sind, withrend der Grad von
Ji+.. fu—1 nicht hoher als # ist.

Ich habe nicht die Absicht, hier 4(g) und € noch fiir andere Klassen von
Differenzengleichungen zu bestimmen und nehme daher jetzt an, dass fir (7) die
Nérlundsche Voraussetzung erfiillt ist.

Dann ist die charakteristische Gleichung (15) resp. (16), nimlich

(25) a® Pale™) = (@ —ay)--(z— am),

vom Grade m und hat m von Null verschiedene Wurzeln. Norlund definiert in
§ 11 zwei Fundamentalsysteme

wi(v) und it;(v) (t=1,2,...m)

und weist fiir die , fiir ¥y — + o, das Verhalten nach, das Perron-Kreuser fir
das oben durch H;(») bezeichnete System angegeben haben, wihrend er fir die @
findet, dass sie sich fiir » —— o verhalten, wie das oben durch K;(») bezeichnete
System.

Nérlund ermittelt in § 19 4(g) unter zwei Voraussetzungen; erstens wenn
die charakteristische Gleichung (25) lauter von einander verschiedene Nullstellen
besitzt, und zweitens, wenn

2™ Pp(z™!) = (1—2x)™.

Unter diesen Voraussetzungen ist .Z(g) eine von ¢ und 8§ unabhingige Konstante.
Die Koeffizienten G;;. der Relationen (23) und folglich auch € sind periodi-
sche Funktionen von ¢ mit der Periode 1. Nérlund zeigt, dass sie rationale
Funktionen von e**ile—e:) 2 =1,2,...% sind und dass sie so viele mod. 1 in-
kongruente Pole haben, jeder in seiner Vielfachheit gezihlt, als f;(¢) Nullstellen
besitzt. Thre Anzahl ist somit #.
Setzt man

rie == @, 27tk =0, (k=1,2,...n),

so geht die eindeutige Funktion €{g} von ¢ iiber in eine eindeutige Funktion
von w; sie ist im endlichen, ausser in den Polen 8,, ... 8,, iberall regulir.
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Es sei 9 =u+7v und

lim €=y, lim €=y,

Pt o r=—o

y, und y, sind vollig bestimmt und Norlund zeigt, dass

lim €;r=o, 12k
=t
lim @ii=l, lim (S,-i=6.-;éo.
P — V=t

Hieraus folgt y,=1, 7,740 und 7. Daher ist € eine rationale Funktion von w,
die fiir w=o0 und w=c die endlichen Werte 1 und y, annimmt; somit ist

(w_wl) (w_wn)

ST =) w0

wobei
n n
n ] o] 0
k=_ 1 k=1

Setzt man

wr=e>7*" (k=1,2,...,n), yo= €27V
wodurch 7%, ¥ nur bis auf ganze Zahlen bestimmt sind, so ist
exp {2mi (ri+ - +r—)y= exp {2ni(o,+ - +eon)

oder bei passender Wahl der 7,y

n ®*
(26) Srn=y+ e
k=1 k=1
Da
W — Wi i lr— sin 75(&—1&
w—0; = % in 75(0 — k)

so folgt unter Beriicksichtigung von (26) die Darstellung
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1 o+ sin w(o—r)

D=y 1 snte—en

[

aus der die Nullstellen ersichtlich sind. Fiir € gibt es also als Funktion von w
ein Partialbruchzerlegung und eine Darstellung durch eine Summe von ctg 7 (o— o),
wie dies H. v. Koch® fir die analoge Grosse 2 ausgefiihrt hat.

Verfiigt man schliesslich iiber die willkiirliche Funktion C(g) dadurch, dass
man setzt

Clo)==[({e+0—m—q)) Ilfe+6—m—a,) II{o,—0¢—6)  Tl(n—e—0) ",
so folgt

- poe 1y Sin_mle— 1)
D(g) == Be ‘l;[l .

wo B eine von ¢ unabhingige Konstante ist.

Damit ist unter gewissen Voraussetzungen die rechte Seite von (6) ermittelt:

Nachdem im § 2 die Konvergenz der Reihe (3) nachgewiesen wurde, ersieht
man hier, dass man aus der Reihe (3) eine Losung der Differentialgleichung (1)
erhilt, wenn man fiir die bisher unbestimmt gelassene Grisse ¢ eine der n
Nullstellen #. von € einsetzt.

Besitzt €(g) » mod. 1 inkongruente Nullstellen 1+, so erhiilt man zu jeder
eine Losung der Differentialgleichung (1)

=gz, ) (k=1,2,..., n),

und diese bilden das Fuchssche Fundamentalsystem.
Man kann schliesslich annehmen, dass o=<R(r}<1; denn wenn dies nicht
der Fall wire, so konnte man in der Darstellung von €(g) leicht zu diesem Fall

iibergehen, wobei nur eine Potenz von (—1) als Faktor hinzutreten wiirde.

Iv.

Die Reihe (3), wie sie durch die Entwicklungen in § 2 festgelegt wurde, ist
Losung der inhomogenen Differentialgleichung

(6) P(y) =20+ @ (o).

8 H. v. KocH, Acta math. 15 S. 58 flg,, 16 S. 282.
52 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 7 février 1928.
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Differentiiert man hier nach z und eliminiert @, so folgt
xP' (_1/) _ QP (1/) — P" (.’E) Zntl y(n+1) +---=0

g (x,0) ist somit Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung, in
der der Koeffizient der hochsten Ableitung von ¢ unabhiingig ist, wihrend die
ibrigen Koeffizienten lineare Funktionen von ¢ sind. Nach einem fundamentalen
Satz von. Poincaré folgt daraus, dass ¢{x,0) eine ganze transzendente Funktion
von ¢ ist, wenn der von z unabhingige willkiirliche Faktor C(g) richtig gewihlt ist.

In Bezug auf x ist g(x,0) (nach § 2) regulir in der Umgebung jeder Stelle
« innerhalb des Kreisringes

(27) : a1 < |x| <.

Somit ist g (x, g). fiir jedes Wertepaar z,,¢,, wo z, dem Kreisringan gehort,
und |¢,] < G, entwickelbar in eine Potenzreihe

gx,0)=cot+eyl@—z)+eplo—e)+ -

folglich ist g(x,0) eine stetige Funktion des Paares x,¢ in dem genannten Gebiet.

Bs sei x, irgend ein Wert von x, der auf einem innerhalb des Kreisringes
verlaufenden und zu diesem konzentrischen Kreise K liegt, dessen Radius 7 sei.
Dann nimmt g (x,,¢) seinen maximalen Wert an fiir eine Stelle g,, die auf dem
Rande des Gebietes liegt, auf das ¢ beschrinkt wird. Dieses sei das Rechteck L,

bestimmt durch

o=Rg)<1 Xl <@,

wo R (o) den reellen und J(¢) den rein imaginiren Teil von ¢ bezeichnen.
Betrachtet man daher

F(xz; 92) = Ig (@3, Qz)l,

wo. jetzt z, und g, zwei beliebige Stellen des Kreises K und des Randes von L
sind, so folgt, dass F'(x,, 0,) eine stetige Funktion des Paares x,,¢; ist. Da jede
der beiden Variabeln x,,9, auf einer geschlossenen Kurve variiert, so hingt jede
nur von einem reellen Parameter ab, nimlich den Bogenlingen s,,s, der Kurven
und diese Parameter sind beschrinkt auf das Intervall o bis ganze Linge der
Kurve, 2z im Falle des Kreises, ! fiir das Rechteck.

Es ist also F(z,,0,) eine reelle Funktion der beiden reellen Variabeln s, s,;
sie ist eine stetige Funktion dieses Paares im Innern und auf dem Rande des
Gebietes
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o=s =277, 0=s =l

und folglich hat sie in diesem Gebiet ein Maximum F. Daraus folgt, dass

lg(z, 0)| <F

fiir jedes xz auf dem Kreise K und jedes ¢ aus dem Rechteck L.
Jetzt ergibt die Koeffizientenabschitzungsformel fiir die Laurentsche Reihe,
angewendet auf (3), dass fiir jedes ¢ aus L,

vy=0,1,2,...
(8) lg:| = Fr—

=—1,—2

P

Die Reihe (3) ist fiir den Kreisring (27) aufgestellt worden. Durch Ein-
fithrung der neuen Variabeln £, z=¢£ Vaiia:, wird er transformiert in den Kreis-
ring

Vai_1 o ' < HEs Va,-a,-:i ,

der die Eigenschaft hat, dass der Kreis mit Radius 1 in ihm liegt. Man kann
daher voraussetzen, dass diese Eigenschaft von Anfang an vorhanden ist, also
ai— < I <<a;.

Jetzt betrachte man im Kreisring (27) zwei Kreise K,, dessen Radius B, > 1,
und K,, dessen Radius B, < 1. Dann gibt es zufolge obiger Betrachtung zwei
Maxima F,, F,, sodass

lg (x, 0| < F, fiir jedes x auf K,
lg(@ o] <F,  fiir jedes z auf K,

und jedes ¢ das L angehort. Weiter ist nach (28)

_Ig"léﬁlel_ﬂ (7207172!"')
lg.l < F, Ry~ (v=—1,—2,...)

Hieraus folgt endlich, dass die Reihe, durch die g(z,0) dargestellt ist, gleichmas-
sig konvergiert fiir alle ¢ des Rechtecks L und alle x zwischen den Kreisen K,
und K,.

- Folglich erhilt man durch gliedweise Differentiation der Reihe g(z,0) den
Differentialquotienten der dargestellten Funktion.
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Nachdem in § 3 ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1) ange-
geben worden ist, unter der Voraussetzung, dass die Nullstellen von €(g) von
einander verschieden sind, bleibt noch der Fall zu betrachten, dass € mehrfache
" Nullstellen besitzt.

ry sei eine k-fache Nullstelle von € und somit von @ (g) und r, liege im Ein-
heitsstreifen. Das Rechteck L werde fixiert, indem man setzt G > |r;|. Dann
erhilt man .

» {0_90(:0_9)}=j_; {0 0 (o)) -

Hier_ hat die rechte Seite die Nullstelle r, fiir A=0,1,2,...k—1 und somit
gehoren zur k-fachen Nullstelle 7, als Losungen der Differentialgleichung die %

Funktionen

2

M (A=o0,1,2,...k—1).

09 0="

Sie bilden mit den zu den iibrigen Wurzeln gehérigen Losungen das Fuchssche
TFundamentalsystem,

* ®

*

Die dargestellte Losung konnte nur unter Zuhilfenahme von einigen sehr
beschrinkenden Voraussetzungen durchgefithrt werden, weil nur fiir diese die
notigen Resultate iiber Differenzengleichungen zur Verfiigung standen. Die Bigen-
schaften von @(g) entsprechen vollstindig denjenigen, die H. v. Koch fiir die
analoge Funktion gefunden hat unter Verwendung viel umfassenderer Vorausset-
zungen. Es ist daher nicht unwahrscheinlich, dass die oben gefundenen Resultate
wieder erhalten werden, wenn die erforderlichen Sitze fiir weitere Klassen von
Diﬁerénzengleichungen zur Verfiigung stehen.

Oder man kann das Interesse auch auf die fehlenden Sitze, z. B. iiber nicht
»normale> Differenzengleichungen, richten und sagen: es ist nicht unwahrschein-
lich, dass diese ungefihr so lauten werden, wie die ihnen analogen, die in diesem
‘Aufsatz gebraucht worden sind.

Kiisnacht (Ziirich), 30 Nov. 1925.



