SUR LE MOUVEMENT D’ENSEMBLE, AUTOUR DE SON CENTRE
DE GRAVITE, D’'UNE MASSE FLUIDE SOUMISE A
L’ATTRACTION NEWTONNIENNE.

PAR
PAUL APPELL

& PARIS.

1. L’hypothése que les planétes ont d’abord été fluides est aujourdhui
universellement admise. C’est ce qui donne une grande importance cosmogonique
aux travaux de tant de géomeétres sur les figures d’'équilibre relatif d'une masse
fluide, soumise a l'attraction de ses particules, tournant autour d'un axe de
direction fixe issu du centre de gravité.

En particulier, dans ces derniéres années, H. Poincark et LisPouNorF ont
étudié les figures d’équilibre relatif d'une masse liquide, de densité ¢ constante,
qui tourne autour d'un axe de direction fixe passant par le centre de gravité,
en supposant que les seules forces extérieures se réduisent & une pression con-
stante s’exercant sur la surface libre. L’objet du présent travail est de montrer
que ce mouvement est le seul possible, méme dans le cas plus général ou la
masse liquide est soumise, en outre, & des attractions Newtonniennes extérieures,
en supposant non seulement que ¢ est constant mais aussi que la densité ¢ est
fonction de la seule pression P. En prenant le cas de H. Poincaré et Liapounoft
j'al déja établi ce résultat dans le numéro 16 du quatrieme volume du Traité de
mécanique rationnelle que j'ai publié chez Gauthier-Villars.

2. Plagons nous done dans le cas préeis suivant: une masse fluide dans
laguelle la densité o est fonction de la pression P se meut tout d'une piéce, de
telle facon que ses particules restent 4 des distances invariables les unes des

autres: cette masse est soumise & l'attraction Newtonienne de ses particules et a
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l'attraction Newtonienne d'autres corps extérieurs qui peuvent d'ailleurs étre en
mouvement; sur la surface libre g'exerce une pression constante dans l'espace
mais pouvant varier avec le temps ¢; la densité ¢ peut varier au contraire dans
Vespace intérieur, mais elle reste constante en chaque point du fluide quand ¢
varie. Nous étudions le mouvement de cette masse autour de son centre de
gravité G, c'est a4 dire par rapport i des axes Guy, Gy, Gz, de directions
fixes issus de G'. Appelons Gz, Gy, Gz les axes principaux d'inertie de la masse
fluide par rapport a (; ces axes sont entrainés dans le mouvement autour de G.
Nous emploierons la notation de Lagrange en désignant par des accents les
dérivées par rapport & ¢; dans les équations nous n’écrirons pas la lettre ¢. Si
on appelle p, q,r les composantes de la rotation instantanée des axes G xyz
suivant ces axes, ces composantes pourront étre des fonctions de ¢. Désignons
par V le potentiel de la masse mobile au point «, y, z; U le potentiel des masses
extérieures au méme point; U peut dépendre de ¢, mais V est indépendant de ¢.
La masse est, & chaque instant ¢, en équilibre relatif par rapport aux axes
G xyz; pour étudier cet équilibre relatif, appelons a, b, ¢ les composantes de la
vitesse absolue du centre de gravité G suivant les axes Gxyz, a, b, ¢ étant
certaines fonctions de f; la vitesse absolue de la particule fluide placée au point
xz, 4, 2, immobile par rapport aux axes G‘xyz, a pour composantes suivant ces
mémes axes

u=a+ qz—ry,
v=b+rex—pe,
w=c+py—qx,

son aceélération absolue J a pour projections

Je=u +qu—rv+a,
Jy=1"+ru—pw+b,
J,=w'+ pv—qu+e,

c'est 4 dire

Jo=d' +a+qe—rb+p(pr+qy+ra)—(p*+ P +r)z+dz—'y,

Il faut alors, pour 1'équilibre relatif, ajouter, aux forces réelles, la force centri-
fuge ayant pour projections rapportées & l'unité de masse

_Ja:) _Jya' _QI;'-
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Appelant f la constante de l'attraction universelle on a, pour 1'équilibre relatif

de la masse fluide, les frois équations

(1) —— =X, - —=Y

oP
0z

N

ou

X=f Z—g—i-f%g——(a'nLa-i-qc—rb)—p(px—qu—k1‘z)+(p2+q2+7'2)x+r’y——q’z,

c’est & dire, si 1'on pose
(2) W=fV+fU—(d'+a+qc—rb)x—@l +b+ra—pc)y—(c +c+pb—qa)z

— L(pztayt reP+L 0 g ),

(SRR

w o, ,

X—%+7 y—q z,
aW ’ r

(3) Y&‘&‘y +p'z~1"x,
,_0W ’ I3

J—az tqx—py.

Si @ est constant ou fonction de P, Xdx+ Ydy+ Zdz est la différentielle
totale de f%lf, on a done

oY 07 0Z 0X__ 90X 0¥

dz 0Oy % o _Ty—o’ dy Ox -
c’est a dire
¢'=o0, ¢=o0, r"=o0.
Alors p, g, r sont constants et le mouvement est une rotation autour d'un axe

de direction fixe. C'est ce que nous voulions établir.

'On peut remarquer d'aprés (2) que, & l'intérieur du fluide,

AW=fAdV+[dU+2(p*+q*+7r?),

3—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 12 aoGt 1925.
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W W W,

on 4 W= o T o oy + - PR d’'autre part 4 U=o0, 4 V=—4mp, done
A W=—4mof+2(p°+¢+r?
a lintérieur de la masse. Si ¢ est constant

%41):4 W,

AP=—4mo® f+20(p*+¢*+77

o

Vintérieur; de plus P est constant sur la surface libre et nul & I'extérieur.

3. Les forces extérieures sont telles que leur travail élémentaire T, est nul
pour le déplacement réel autour de G de l'instant ¢ & l'instant {+dé. En effet
la demi force vive dans le mouvement autour de G étant

T=1(4p*+ Be*+ (¥,

ot A, B, C sont les moments principaux d'inertie, est constante. Comme le

théoréme des forces vives s’applique au mouvement autour de G, on a

comme 7T est constant, T.=o.

4. On peut, comme nous l'avons indiqué dans les Comptes rendus de
I’Académie des Sciences pour la séance du 21 juillet 1924, supposer que ¢ est
une fonction quelconque de z,y,z. Alors la forme Xdx+ Y dy+ Zdz admet

un facteur intégrant et on a
0Y 07 0Z X 0X 0Y
W (G~ (5= 25 - %)
c'est & dire
P X+qd Y++ Z=o
ou encore d'aprés (3)

W W OW_
() PH ~+q 0y+ 5, =0
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relation qui doit avoir lieu quels que soient x, y, z. Comme, dans le cas général,
it ne peut exister aucune relation linéaire et homogéne & coefficients indépendants
oW oW ow

1

Ox 03/’ oz

de «, 9, 2, entre » on a, en supposant quune telle relation n'exi-

ste pas,

r__ r_ g
» =0, ¢ =0, =0,

et la conclusion est la méme.

5. Il existe alors un cas exceptionnel qui doit étre traité a part; c'est le
cas ou il y a des quantités «, 8, y, non nulles toutes trois, ne dépendant pas de
z,y, e et telles que

o"?W 0W 0W

(©) “ou TPy 79,0
avec
(7) p'=ka, ¢=kB, ¥=ky, k+o.
Les équations
IeY) 02)
dez oy ’
donnent alors
' e_ z0¢
20p +de dy o,
r, 00 Oe __
(8) zeq' + Z5 —X o~ =o,
, do de
2907 +X7y PPl

d’'oi lon tire, en multipliant par X, ¥, Z et ajoutant la relation déja obtenue

(9) Y X+q Y+v' Z=o,

. N 1P 1 0P 1 0P
qui conduit a (6). En remplagant X, Y, Z par leurs valeurs o i o p (7_1/’ o 07 )
et p', ¢, 7 par ke, k@, ky on a

0P 0P
10 TV
(10) +ﬂ + Y570
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do do

Enfin, en multipliant les équations (8) respectivement par dg@ "9y’ Gz et ajoutant,

on a de méme,
0'9
24
dx

d 0
+8— g+7v9-:o_.

(1) oy ‘0z

Comme «, 3, y sont supposés non nuls, le déterminant des coefficients de «, 3, »
dans (6), (10) et (11) est nul:

OW oW oW
dx 0y Oz

(1) oP 9P 0P|
dx dy Oz ’
Oe 0Oe Oe
dx 0y Oe

le déterminant fonctionnel de W, P, ¢ est donc nul et ces quantités sont liées par

une relation

(13) : F(W, P, ¢)=o,

relation qui montre qu’alors la densité ¢ est fonction de W et P. On peut égale-
ment obtenir cette relation (13) par une autre voie que nous allons exposer.

L’équation anx dérivées partielles (6) en W donne

(14) W= (%,pu),

@ étant une fonction des deux variables 4 et p définies par les relations

(13) —l/ (ay—Ba), u V(a2~79&)

Bu—yi=V ak (Bz—yy),

a étant, par exemple, supposé #o0. On trouve de méme

(16) {P: ZP(Z,‘u),

e=1II(Z,p).

L’'élimination de 4 et y donmne la relation cherchée (13) entre W, P et ¢. On peut
d’ailleurs écrire I'équation d’équilibre du fluide & l'instant ¢ (¢ constant)
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IE AP=dW+(ry—q'z)dx+(p'z—rx)dy+ (g’ x—p'y) dz
en y introduisant les variables 4 et u, aprés avoir remplacé p’, ¢, v’ par ke, k8, ky:
%szdPV+udl—ldy

ce qui donne les deux équations

LoP_ow

(17) FY T
10P_ow_
edu ou

ot ¢ est une certaine fonction de 1 et p.

Dans ce cas, 1'équation

o=1II(2, u)

montre que, 4 l'instant ¢, ¢ a la méme valeur en tous les points de la masse ou

A et p ont les mémes valeurs, c'est & dire en tous les points situés sur la droite

xz%z—k C, yz%z—f—l}

N TN . N
paralléle a la direction 17=;/7=—17 qui correspond & des valeurs nulles des con-

stantes C et D
C=D=o0, A=p=0.

La densité ¢ restant la méme avec le temps en des points fixes par rapport

aux axes mobiles G z y 2, la droite§=é/—,=§ est fixe par rapport a ces axes

quand ¢ varie. Donc %et% c’est 4 dire %et% sont indépendants de ¢{. On

peut admettre que «, 8, y sont non seulement indépendants de x, ¥, £ mais indé-

pendants de ¢, et que % seul dépend de £. On a alors
o
P :? r+ Cl 3

q:§7”+1)1;
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I'extrémité de 1'axe instantané est fixe ou décrit, par rapport aux axes mobiles,

\

une droite parallele 4

Mais il semble que, dans la réalité physique, ce cas oi «, 8, y ne sont pas nuls
tous trois ne se présente pas. Car alors les surfaces

W=_Ct
geraient, a chaque instant, des cylindres paralléles 4 la direction fixe par rapport
au fluide
r_¥_ =z
a 8 7

quelle que soit la position des corps extérieurs. Si donc on considére ce fait

comme impossible on a
a:ﬂ:y:o;
7', ¢, ¥ sont alors nuls tous trois, p, ¢, sont constants et le fluide tourne autour

d'un axe de direction fixe issu de G.

6. Prenons alors le cas ot p’, ¢/, " sont nuls. On peut expliquer pourquoi
le soleil et certaines planétes qui sont & l'état fluide ne tournent pas tout d'une
piece: c’est ce que j'ai indiqué dans une Note présentée a 1'Académie le 27 octobre
1924. Prenons l'axe de rotation, dans le mouvement autour de G, comme axe
Gz, les axes Gx et Gy étant liés au fluide qui tourne d'un mouvement d’en-
semble. Alors

(18) P=q=0, r=r,.

Si on appelle G0 le moment résultant des  quantités de mouvement par rapport

3 @, les équations du mouvement sont

doy

T +qo,—roy,=L,
(19) 1+ ro,—po—

T +ro,—po,=M,

do: +poy—qo, =N,

dt
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ob L, M, N sont les moments des forces extérieures par rapport aux axes Gz,
Gy, Gz. Soient 4, B, C, D, E, F les moments d'inertie et les produits d’inertie
par rapport & ces axes

A=3m(y*+2%, B=3Im(+2%), C=3m(z*+y?)
D=3myz, | E=Zmez, F=Zmxy,
on a
o.=Ap—Fq—Er,
Gy:Bq_Df'-:Fq,
0. =Cr—Ep—Dq;

les équations du mouvement donnent alors d’aprés les valeurs o, 0, 7, de p, g, »

Dyi=1L,
(20) —Eri=M,
o=N.

Si Gz est un axe principal d’inertie pour G, L, M, N sont nuls et l'action des
forces extérieures se raméne & une résultante unique passant par G; c'est ce qui
arriverait si la masse était sphérique et homogéne ou formée de couches concen-
triques homogénes.

A cause de la variété des mouvements et la nature des masses extérieures,
L, M, N ne satisfont pas, quel que soit ¢, aux conditions (20) et le mouvement
d’ensemble est impossible.



