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I. L'hypoth~se que les plan~tes out d'abord dr4 fluides es~ aujourd'hui 

universellement admise. C'est ce qui donne une grande importance cosmogonique 

aux travaux de rant de gdom~tres sur les figures d'dquilibre relatif d'une masse 

fluide, soumise s l 'attraction de ses particules, tournant autour d'un axe de 

direction fixe issu du centre de gravitY. 

En particulier, dans ces dernigres anndes, H. PoINeAR~ et LIAPOUNOFS on~ 

~tudi6 les figures d'~quilibre relatif d'une masse liquide, de densit6 q constante, 

qui tourne autour d'un axe de direction fixe passant par le centre de gravitd, 

en supposant que les seules forces ext6rieures se r6duisent ~ une pression con- 

stante s'exergant sur la surface [ibre. L'objet du prgsent travail est de montrer 

que ce mouvement est  le seul possible, m~me darts le cas plus gdndral of 1 la 

masse liquide est soumise, en outre, s des attractions Newtonniennes ext6rieures, 

en supposant non seulement que ~ est constant mais aussi que la densit6 Q est 

fonct ion de la seule pression P.  En prenant le cas de H. Poincar6 et Liapounoff 

j 'ai ddjs 6tabli ce r6sultat dans le num6ro I6 du quatri~me volume du Trait6 de 

m4canique rationnelle que ]'ai publi6 chez Gauthier-Villars. 

z. Pla~ons nous donc dans le cas pr6cis suivant: une masse fluide dans 

laquelle la densit6 Q est fonction de la pression P se meut tout d'une piece, de 

teUe fa?on  que ses partieules restent ~ des distances invariables les unes des 

autres: cette masse est soumise s l 'attraction Newtonienne de ses particules et h 
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l 'attraction Newtonienne d'autres corps ext~rieurs qui peuvent d'ailleurs 8tre en 

mouvement; sur la surface libre s'exerce une pression constante duns l'espace 

mais pouvant varier avec le temps t; la densit~ Q peut varier au contraire dans 

l'espace int~rieur, mais elle reste constante en ehaque point du fiuide quand t 

varie. Nous ~tudions le mouvement de cette masse autour de son centre de 

gravit~ G, c'est ~ dire par rapport s des axes Gx~, Gyl, Gzl, de directions 

f ixes issus de G. Appelons Gx, Gy, Gz les axes principaux d'inertie de la masse 

fluide par rapport ~ G; ces axes sont entra~ngs duns le mouvement autour de G. 

Nous emploierons la notation de Lagrange en dgsignant par des accents les 

d~riv~es par rapport s t; dans les ~quations nous n'~crirons pus la lettre t. Si 

on appelle p, q, r les composantes de la rotation instantan~e des axes G x y z  

suivant ces axes, ces composantes pourront 8tre des fonctions de t. D~signons 

par V le potentiel de la masse mobile au point x, y, z; U le potentiel des masses 

extSrieures au mSme point; U peut d~pendre de t, mais V e s t  ind~pendant de t. 

La masse est, ~ chaque instant t, en ~quilibre relatif par rapport aux axes 

Gxyz ;  pour 6tudier cet 5quilibre relatif, appelons a, b, c les composantes de la 

vitesse absolue du centre de gravit~ G suivant les axes G x y z ,  a, b, c ~tant 

certaines fonctions de t; la vitesse absolue de la particule fluide plac~e au point 

x, y, z, immobile par rapport aux axes G x y z ,  a pour composantes suivant ces 

mSmes axes 
u ~ a +  qz - - r y ,  

v=b + r x - - p z  , 

w =  c+py - -qx ;  

son acc41gration absolue J a .pour projections 

J ~ -  u' +qw- -  rv +a, 

J y = v '  + r u - - p w + b ,  

J: =w'  + p v - - q u  + c, 

c'est ~ dire 

J: =a'  + a + qc--rb + p (px  + qy + r z ) -  (p~ + q2 + r ~) x + q'z -- r'y , 
�9 �9 o o ~ �9 �9 ~ �9 . . . . . . . . .  �9 ~ �9 �9 �9 ~ �9 , * 

II faut alors, pour l'dquilibre relat~f, ajouter, aux forces r~elles, la force centri- 

fuge ayant pour projections rapportdes ~ l'unitd de masse 



Sur le mouvement  d'ensemble d'une masse fluide. 17 

Appelan~ f la c o n s t a n t e  de l ' a t t r ac t ion  universelle on a, pour  l '6quilibre re la t i f  

de la  masse  fluide, les t rois  6quations 

I O P  i 0 1  ) i OP 
( I )  - - X ,  - - Y ,  - - Z ,  

Q Ox Q O y  Q Oz 

off 

O V+ oO U (a' 
X : f  oxx J Oxx-- +a+qc--rb)--P(px+qy+rz)+(P~+q~+r~)x+r'y--q'z 

c 'est  s dire; si l 'on  pose 

(2) W~-fK+ fU--(a' +a+qe--rb)x--(b' +b+ra--pc)y--(c' +c+pb--qa)z 

- ~- (px + q y ,  r~) ~+ ~ (p~ + q~ +,-~) (x ~ + v~ + ~), 
2 

I OW , , 
X =  ~x  +r y--q z, 

OW 
(3) y =  ~ +p'z- Ix, 

O W  , , 
Z = O z  + q x--p y 

de P, X d x + Y d y + Z d z  es~ la diff6rentielle Si Q es~ cons tant  ou fonct ion 

to ta le  de f dP ; - -  on a done 
# 

OY OZ 
Oz Oy ~o, 

c 'est  s dire 

OZ OX OX OY 
Ox Oy ~ o ,  i)y Ox ~o, 

P p 
T = o ,  q = o ,  r ' = o .  

Alors i~ q, r sont constants  et le m o u v e m e n t  est une ro ta t ion  au tour  d 'un  axe 

de direct ion fixe. C 'es t  ce que nous voulions 6tablir. 

O n  peut  r emarque r  d 'apr6s  (2) que, s l ' in t6r ieur  du fluide, 

A W- - f J  V+fA U+ 2 (p~+q~+r~), 
3--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 12 ao~t 1925. 
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0 ~ W 
off ` 4 W - -  

O x"' 
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0 ~ W 0 3 W, 
~- ~ + o Z J "  d'autre part .4 U ~ o ,  .4 V-- --4~rQ, done 

d W =  --4~rof+ 2 (p~+ qe -~-r ~) 

s l'int6rieur de la masse. Si Q est constant 

L d P = d  W, 
Q 

`4P=--4~ro* f + 2 O (.P~ + q2 + r ~) 

s l'intdrieur; de plus P e s t  constant sur la surface libre et nul ?~ l'extdrieur. 

3. Les forces extdrieures sont telles que leur travail dl~mentaire ~;~ est nul 

pour le d6placement rdel autour de G de l 'instant t ?~ l 'instant t+d t .  En effet 

la demi force rive dans le mouvement autour de G grant 

T =  I_ (Ap2 + Bq ~ + CrY) ' 
2 

~ ~  �9 ~ 

off A, B, C sont les moments principaux dmerhe ,  est constante. Comme le 

th~or~me des forces vives s'applique au mouvement autour de G, on a 

comme T e s t  constant, ~;~=0. 

4. On peut, eomme nous l'avons indiqu~ dans les Comptes rendus de 

l'Acad~mie des Sciences pour la s~ance du 2I juillet I924, supposer que Q est 

une fonction quelconque de x, y, z. Alors la forme X d x + . Y d y + Z d z  admet 

un faeteur int~gran~ eL on a 

oz rlo_z ox]+ or 
(4' X ( O ~  ~ ) +  ,Ox  Oz,  Z(O-~J X- ~ )  

e'est ~ dire 

ou encore d'apr~s (3) 

(5) 

_~' X + q' Y + r' Z = o  

, O W  , O W  , O W  

~ 0  
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relation qui dolt avoir lieu quels que soient x, y, z. Comme, dans le cas g~n~ral, 

it ne peut exister aucune relation lin~aire et homog~ne s coefficients indgpendants 

OW OW 
de x , y , z ,  entre ~ ,  Oy'  - -  

ste pas, 

et la conclusion est la m~me. 

OW 
, on a, en supposant qu'uue telle relation n'exi- 

Oz 

P P P p = o ,  q = o ,  r = o ,  

5. I1 existe alors un cas exceptionnel qui doit 8tre trait6 g part; c'est le 

cas off il y a des quantitds a, fi, 7, non nulles routes trois, ne ddpendant pas de 

x, y, z et telles que 

OW OW OW 
(6) 

avec 

(7) 

Les dquations 

donnent alors 

p '=ka ,  q'=kfl,  r '=kT, k4:o. 

o (e Y) o (Qz) 
Oz Oy o,  . . .  

2~r  + XO~y-- YO~ = o ,  

d'ofi l'on tire, en multipliant par X, Y, Z et ajoutant la relation d6j~ obtenue 

(9) p 'X+q"  Y +  r ' Z = o ,  

I O P  I OP i OP 
qui conduit k (6). En remplagant X,  Y, Z par leurs valeurs ~ 0~ '  q 0~y' q Oz-z' 

et p', q', r ' par ka, kfl, k 7 on a 

(I0) CZOq.D 63~ O 0 P  
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Enfin, en multipliant les 6quations (8) respeetivement par 0 q 0 q 0 # Ox'Oy' Oz et ajout~nt, 

on a de m4me, 

O x+ 

Comme a, fl, 7 sont suppos6s non nuls, !e d6terminant des coefficients de a, fl, 7 

dans (6), (IO) et (I I) es~ nul: 

OW OW OW 
Ox Oy Oz 

(12) (~P OP OP = o ;  
Ox Oy Oz 

0r OQ OQ 
Ox Oy Oz 

le d6terminant fonctionnel de ~V, P, e est donc nul et ces quantit6s sont li6es par 

une relation 

(I3) F(  W, P, e)=O, 

relation qui montre qu'Mors la densit6 Q est fonetion de W e~ P. On peut 6gMe- 

mcn~ obtenir eette relation (I3) par une autre vole que nous Mlons exposer. 

L'6quation aux d6riv6es partielles (6) en W donne 

(I4) W =  q) (Z,/z), 

@ 6runt une fonction des deux variables Z et /z d6finies par les relations 

a 6rant, par exemple, suppos6 =~o. On trouve de m4me 

(I 6) I P =  
W(Z, #), 

te=u(z,,). 

L'61imination de Z et te donne la relation cherch6e (13)entre IV, P e t  #. On peut 

d'ailleurs 6crire l'6quation d'6quilibre du fluide "~ l'instant t (t constant) 
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I d_P~-d W+ ( / y ' q ' z )  dx ~-(p'z--r'x) dy + (q'x--p'y) dz 
Q 

en y in t roduisant  les variables )~ e t / , ,  aprbs avoir  remplac6 p ' ,  q', r' par  ka, kfl, k7: 

I 
- d P = d  W+ ttdg--~ dtt 
Q 

ce qui donne les deux dquations 

I i OP OW 

i OP OW ~, 

off 0 est une certaine fonct ion de ~. et  ft. 

Dans ce cas, l '6quat ion 

montre  que, s l ' ins tant  t, 0 a la m6me valeur en t o u s l e s  points de la masse off 

et t t o n t  les m6mes valeurs, c'est s dire en t o u s l e s  points situ6s sur la droite 

P p 

x = P z +  C, y = q z + D  
r r 

parall~le s la direction x _  y _  
P q 

stantes C et D 

~7 
, qui correspond ~ des valeurs nulles des con- 

r 

C = D = o ,  g = t t = o .  

La  densit6 Q res tant  la m6me avec le temps en des points fixes par  rappor t  

aux axes mobiles G x y z, la droite x y z p ' - -q ' - - r "  est fixe par  rappor t  s ces axes 

' q' dp dq 
quand t varie. Donc P e t - r  c'es~ s dire d r  e t ~  r sont ind6pendants de t. On 

r r 

peut  admet t re  que a, fl, 7 sont non seulement  ind6pendants  de x, y, z mais ind6- 

pendants  de t, et  que k seul d6pend de t. On a alors 

C~ 

p = = r +  C~, 
7 

q = - f l r + D , ;  
? 
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l 'extr4mitd de l 'axe instantand est fixe ou d6crit, par rapport  aux axes mobiles, 

une droite parall~le 

x y z 

~ 7" 

Mais i l  semble que, dans la rdalit4 physique, ce cas off a,/~, 7 ne sont pas nuls 

tous trois ne se p%sente pas. Car alors les surfaces 

W =  C te 

Seraiento, g chaque instant,  des cylindres para11~les g la direction fixe par rapport  

au fluide 

x y z 

des corps ext~rieurs. Si donc on consid~re ce fair quelle que soit la position 

comme impossible on a 

a : ~  ~,=o; 

p', q', r '  son~ alors nuls tous trois, p, q, r sont constants et le fluide tourne autour  

d 'un axe de direction fixe issu de G. 

6. Prenons alors le cas off p',  q', r '  sont nuls. On peut expliquer pourquoi 

le soleil etG cer~aines plan~tes qui sont g l '~tat fluide ne tournen~ pas tout  d 'une 

pibce: c'est ee que j 'ai  indiqu6 dans une Note p%sent6e g l 'Acad4mie le 27 octobre 

1924. Prenons l 'axe de rotation, dans le mouvement  autour  de G ,  comme axe 

G z, les axes G x et G y &ant  li6s au fluide' qui tourne d 'un mouvement  d'en- 

semble. Alors 

( I 8 )  p = q = o ,  r = r o .  

Si on appelle G a le moment  r~sultant d e s  quant i t& de mouvement  par rappor~ 

g G, les 4quations du mouvement  sont 

(19) 

d~  
dt + qaz--ray=L, 

day 
d t - + r ~ - - p ~ = M ,  

d~ 
d t  -+ pay--qa~-= N, 



Sur le mouvement d'ensemble d'une masse fluide. 23 

off L, M, N sont les moments des forces ext~rieures par rappor~ aux axes G x, 

Gy, Gz. Soien~ A, B, C, D, E, F les moments d'inertie et les produits d'iner~ie 

par rapport s ces axes 

A=Y~m(y~+z~), B=~m(z~+x~),  C~-~m(x~+y ~) 

D = ~ m y z ,  E=Y. m z x ,  F ~ m x y ,  

011 a 

~ = A p - - F q - - E r ,  

ay = B q - - D r - - F q ,  

qz = Cr--E_p--Dq; 

les 6quations du mouvement donnent alors d'apr~s les valeurs o, o, r o de p, q, I" 

D ro=L,  

(20) --Ergo--M, 

O--.N. 

Si G z est un axe principal d'inertie pour G, L, M, iY sont nuls et l'action des 

forces ext~rieures se ram~ne s une r~sultante unique passant par G; e'est ce qui 

arriverait si la masse ~tait sph~rique et homog~ne ou fortune de couches eoncen- 

triques homog~nes. 

A cause de la vari~t6 des mouvements ef la nature des masses ext~rieures, 

L, M, N ne satisfont pas, quel que soR t, aux conditions (20) et le mouvement 

d'ensemble est impossible. 


