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Einleitung.

In der Abhandlung I' haben wir den Begriff einer fastperiodischen
Funktion f(z) der reellen Variablen # durch die folgende Definition eingefiihrt:

Definition. Eine fiir —oco <z << oo stetige Funktion f(x) = u(x)+iv ()
soll fastperiodisch heifien, wenn es zu jedem & =0 eine Linge | = l(g) derart gibt,
daf} jedes Intervall o <<z < 8 der Linge B —a = | mindestens eine zu & gehirige
Verschicbungseahl v der Funktion f(x) enthdilt, d. h. eine Zahl =, fiir welche die Un-
gleichung

fE+o—-f@l=e
fiir alle x besteht.

Von diesen Funktionen wurde in der Abhandlung I, die den Untertitel
,Hine Verallgemeinerung der Theorie der Fourierreihen“ trug, gezeigt, daB zu
jeder solchen fastperiodischen Funktion f(z) eine bestimmte ,Fourierreihe”
4, HAn® gehort, wo die ,Fourierexponenten® 4, als diejenigen reellen Zahlen 1
charakterisiert wurden, fiir welche der Mittelwert

a(t) = M{f@e "} =T£,20 -}fOTf(x)e—“”dx

von O verschieden ist, wihrend der zu dem Exponenten 4, gehdrige ,Fourier-
koeffizient* A, gerade den (von O verschiedenen) obigen Mittelwert a(.,) angab.
Die Theorie dieser Fourierreihen fastperiodischer Funktionen erwies sich in vieler
Beziehung als eine direkte und naturgemife Verallgemeinerung der Theorie der
gewdhnlichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen; vor allem galt auch
hier der Fundamentalsatz:

D4 = M@0,

! BoHRr [3]. (Die Angabe bezieht smh auf das theraturveuexchms am Ende der Arbeit).
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welcher auch so gedeutet werden konnte, daB die Fourierreihe 314, ¢ einer

fastperiodischen Funktion f(z) immer im Mittel gegen f(x) konvergierte.

In einem wichtigen Spezialfall, ndmlich dem der linear unabhdngigen Expo-
nenten 4,, war die Fourierreihe ZA,‘eM"x sogar konvergent im gewohnlichen
Sinne mit der Summe f(z), und zwar gleichmissig fiir —co <<z << oo, d.h. es
bildeten hier die Fourierabschnitte

N .
1A4,%
%}A”e "

eine Folge, die fiir N—>co gleichmifig gegen f(z) konvergiert. In dem
allgemeinen Fall einer beliebigen fastperiodischen Funktion f(z) gilt dieser Satz
aber nicht, wie schon aus der Theorie der gewdhnlichen Fourierreihen rein perio-
discher (stetiger) Funktionen bekannt ist. Fiir diese letzteren Funktionen be-
sitzt man aber einen anderen Satz, der, obwohl er nicht direkt mit der Theorie
der Fourierreihen zu tun hat, doch gewissermaBen den erwihnten (micht immer
giiltigen) Satz ersetzen kann, und welcher besagt, dafi es moglich ist zu jeder

rein periodischen stetigen Funktion f(z) mit der Periode p = —%’E eine Folge

N ,
. . . Inpr .
von endlichen trigonometrischen Summen der Form 3 «,c¢ A% Ju bestimmen

(deren Koeffizienten aber nicht immer als die Fourierkoeffizienten der Funktion
f(z) gewihlt werden konnen), die gleichméBig fiir alle z gegen f(x) konvergiert.
Wir sprechen diesen, Weierstrafschen, Satz in der folgenden Fassung aus,
bei der wir die evidente Umkehrung mit hinzunehmen:

Dafiir, daff die Funktion f(x) (—oo <<z << 00) eine stelige rein periodische
27” sci, ist notwendig und hinreichend, daf sie durch

irgend eine Folge von trigonometrischen Polynomen der Form

Funlktion mit der Periode p =

n

P IYV, infix
¥E) = X a,e

=

gleichmdfig approximiert werden kann.

Das Hauptresultat der vorliegenden Abhandlung ist nun die Gewinnung
des entsprechenden Satzes fiir fastperiodische Funktionen, welcher in einfachster
Weise die Klasse dieser urspriinglich durch Verschiebungseigenschaften
bestimmten Funktionen nunmehr durch Schwingungseigenschaften genau
charakterisiert:

Fiir die Fastperiodizitdt der Funktion f(x) ist notwendig und hinreichend, dafs
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sie sich iiberhaupt durch irgend welche endliche trigonometrische Summen
lzv}b Gt
1 ”

gleichmaflig approximieren lift.

Der Beweis beruht auf der Auflésung der Fourierexponenten 4, der fast-
periodischen Funktion f(z) in ihre linear unabhiingigen Bestandteile und der damit
eng zusammenhingenden Heranziehung der Funktionen von unendlich vielen
Variabeln. Hierbei wird eine Klasse von Funktionen von mehreren Ver-
dnderlichen eingefiihrt, die ,grenzperiodischen Funktionen, welche dadurch de-
finiert werden, daB sie sich durch rein periodische stetige Funktionen gleich-
mifig approximieren lassen; es wird hierbei u. a. der folgende Satz bewiesen,
welcher die fastperiodischen Funktionen f(2) von einem dritten Gesichtspunkte
auns charakterisiert:

Jede fastperiodische Funktion f (x) laft sich in der Form

flz) = G(a,+b,z,0,+b,2,...,0a,+b,2,...)

darstellen, wo G(x,,2,,...,%,,...) eine grenzperiodische Funktion von unendlich
vielen Variabeln bedeutet (und sogar in ,wesentlich® eindeutiger Weise), und umge-
kehrt wird jede Funktion f(x), welche aus einer solchen gremzperiodischen Funktion

G(x, 2, ..., %,,...) entsteht, wenn sie nur auf einer festen Geraden x, = a,+ b, x
z, = a,+b,x, ... des unendlich-dimensionalen Raumes betrachtet wird, fastperio-
disch sein.

Wie schon in der FEinleitung zu der Abbandlung I erwihnt, haben die
"Untersuchungen der vorliegenden Abhandlung II eine enge Beziehung zu einigen
interessanten Arbeiten von BomL und Escraveox iiber ,quasiperiodische® Funk-
tionen. Diese Beziehung wird im Laufe der Abhandlung genau angegeben, und
es wird u. a. — mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Abhandlung I — gezeigt,
wie die Bohl-Esclangonschen Funktionen auch in anderer Weise, als es diese
Forscher bei ibren Definitionen getan haben, charakterisiert werden kionnen, und
zwar so, daB man sie sofort als einen natiirlichen und einfachen Spezialfall der
allgemeinen Klasse der fastperiodischen Funktionen erkennt.

Obwohl das Hauptproblem, welches in dieser Abhandlung IT behandelt wird,
nidmlich die gleichmiBige Approximation von fastperiodischen Funktionen
durch beliebige trigonometrische Summen, nicht direkt mit der in der Abhand-
lung I entwickelten Theorie der Fourierreihen fastperiodischer Funktionen
zu tun hat, wird doch diese letzte Theorie die Grundlage sein, auf der die fol-
genden Untersuchungen beruhen.
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KAPITEL 1.
Beziehung der Verschiebungszahlen z(¢) zu den Fourierexponenten 4,.

§ 1
Eine notwendige Bedingung fiir die Verschiebungszahlen,

Es sei f(z) eine beliebige fastperiodische Funktion und EA,,eM"w ihre
Fourierreihe. Aus

f@) e~ 2 4,6
folgt (nach I, § 5, Satz XXII) sofort, daB, falls r eine ganz beliebige reelle

Zahl bedeutet, die Fourierentwicklung der (ebenfalls fastperiodischen) Funktion
f(z+7) so lauten wird:

f(x +1:) ~ 2 AneiA,,z . eiA,,La:,

und daB also die Fourierentwicklung der Differenz f(z+7)— f (%) durch
) fa+n)—f@)~ D4, 1)
gegeben wird. Hieraus ergibt sich der

Hilfssatz 1. Es sei f (@) ZAneM"x eine fastperiodische Funktion, & eine
positive Grofie und = eine belichige 2u & gehirige Verschicbungszahl der Funktion f ().
Dann gilt fiir jedes n die Ungleichung

I 4, (eM"f— 1) ' =
Beweis. In der Tat ist nach (1)

An(eiAnt_l) = M{(f(x'*")_f('t))e—lAnx}’

wo der Mittelwert auf der rechten Seite, wegen [f (z+1)—f (z)| =¢ fiir alle z,
offenbar numerisch =< ¢ ist.

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich sofort die gesuchte notwendige Be-
dingung: .

Satz I. Es sei f(z)~v D 4, &7 gine fastperiodische Funktion, und es sei eine
Anzahl Nt und eine ,Genauigkeit & < m belickig gegeben. Dann gibt es ein
¢ = &(N,0) derart, dafi eine Zahl v gewifS keine zu & gehirige Verschiebungszahl

! In dem speziellen Fall, wo die Fourierreihe 3 4, ¢4n® yur endlich viele Glieder ent-

halt, muB natiirlich die Anzahl N <C der Gliederzahl der Fourierreihe angenommen werden, damit

der Satz einen Sinn hat. Fine #hnliche Bemerkung gilt mehrmals im Folgenden.
Acta mathematica. 46 Imprimé le 1 avril 1925. 14
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der Funktion f(x) sein kann, ohne daf sie die N diophantischen Ungleichungen
|4,7| < d (mod. 2x) (n=1,...,N)
befriedigt 1. Mit anderen Worten: dafiir daB = eine zu & gehdrige Verschiebungs-

N .
zahl sei, ist notwendig, dafl der ,Anfang“ >; der Fourierreihe 3 4, 4% fast
‘ 1

ungeéindert bleibt, wenn z durch z 4 7 ersetzt wird, d. h. daf die Amplituden-
dnderungen 4,7, welche die N ersten Glieder dadurch erleiden, alle numerisch
<< 0 (mod. 2x) sind.

Beweis. Wir bemerken zunichst, daB die Aussage, daB eine reelle Zahl
y die Ungleichung |y| < 0 (mod.2x) erfiillt, offenbar damit gleichbedeutend ist,
daB y der Ungleichung

€Y — 1)< e —1] = o,
geniigt. Es bezeichne nunmehr ¢, die kleinste der N (von 0 verschiedenen) Zahlen
[4,], 14,], ..., |4y]. Ich behaupte, dafl die Zahl
& = Lcyd,

die erwiinschte Eigenschaft besitzt. In der Tat gilt, falls ¢ eine beliebige zu
diesem & gehorige Verschiebungszahl unserer Funktion f(z) ist, nach dem Hilfs-
satze 1 bei jedem % die Ungleichung

| 4, (" —1) <o,

also a fortiori fiir » = 1, ..., N die Ungleichung

[ o1=F <,
Cn
womit der Satz bewiesen ist.
Es ist fiir die Untersuchungen dieser Abhandlung von ausschlaggebender
Bedeutung, daB sich dieser. Satz 1 auch umkehren Iifit, d. h. daB es fir die
Eignung einer Zahl r zur Verschiebungszahl 7(¢) auch hinreichend ist, dafi

fiic ein ,groBes* N die N Produkte 4,7, ..., Ayv alle, modulo 27 genommen,

sehr  klein“ sind. Wenn die Fourierreihe 3,4, & e alle gleichmiBig

konvergent wiire, so wire es ein Leichtes dieses Resultat abzuleiten; in der Tat

hitten wir nur zunichst einen belanglosen Rest 3. der Fourierreihe abzuschneiden,
n>N
wonach es klar wire, daB ¢ als Verschiebungszahl zu ¢ gehoren wiirde, wenn

nur die N GréBen ¢4 (

m = 1, ..., N) alle sehr nahe an 1 herankdmen. Es

! Unter der Schreibweise |a] << b (mod.c), wo a, b, ¢ reell, b >0, ¢ & 0 sind, verstehen
wir, dal eine ganze Zahl g derart existiert, daB |a —gec]| <Tb ist.
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ist aber die Fourierreihe 3 4, &% im Allgemeinen nicht einmal konvergent fiir
alle xz, also erst recht nicht gleichmiBig konvergent. Wir werden jedoch sehen,
daB wir mit Hilfe der Mittelkonvergenz der Fourierreihe, d. h. mit Hilfe
des Fundamentalsatzes ans Abhandlung I, im Stande sind, den Beweis fiir eine
beliebige fastperiodische Funktion zu fiihren. Bevor wir aber diesen Satz genau
formulieren und beweisen, werden wir zunichst einen auch fiir spitere Zwecke
wichtigen Hilfssatz ableiten, welcher uns in manchen Fillen erlaubt aus dem
Erfiilltsein einfacher Mittelwertsbedingungen fiir die Funktionen einer Folge von
fastperiodischen Funktionen auf die gleichmiifiige Konvergenz dieser Folge zu
schlieBen.

§ 2.

Ein Hilfssatz iiber gleichmiifige Konvergenz einer Folge fastperiodischer Funktionen.

Wir werden im Folgenden eine Menge A von fastperiodischen — und also
gewi (I, § 1, Satz II) gleichmdBig stetigen — Funktionen ¢(z) eine ,ausgezeich-
nete“ Menge heiflen, falls sie die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Die Funktionen @ (x) der Menge A sind ,gleichartig® gleichmafig stetig, d.h.
zu jedem & >0 gibt es ein nur von ¢ und der Menge A abhingiges 0 > 0 derart,
daf fir jede Funktion ¢(z) der Menge A und jedes Punktepaar x,, x, mit
|z, —z,}] =6 die Ungleichung

lp(z)— @) =
besteht.

2. Die Funktionen ¢(x) der Menge A sind ,gleichartig” fastperiodisch, d. h. zu
jedem & >0 gibt es cine, nur von ¢ und der Menge A abhingige, Linge ! der-
art, daB jedes Intervall « <<z << der Linge ! mindestens eine Zahl r enthilt,
welche gleichzeitig eine zu & gehorige Verschiebungszahl jeder der Funktionen
o (x) der Menge ist; wir werden eine solche Zahl r eine zu & gehorige ,Ver-
schiebungszahl der Menge A“ nennen.

Als besounders einfach nennen wir das folgende

Beispiel einer ausgezeichneten Menge: die Menge A aller fastperiodischen
Funktionen @(x) von der Form

¢ (@) = f(z+k)
wo [ (x) eine gegebene fastperiodische Funktion ist, und k eine beliebige reelle Zahl
bedeutet. In der Tat ist klar, daB 1) die Funktionen g (x) dieser Menge A gleich-
artig gleichmiéfig stetig sind, da ja jede der Funktionen ¢(x) aus einer
und derselben gleichmiBig stetigen Funktion f(x) durch einfache Verlegung des

Nullpunktes der z-Achse hervorgeht, und daf sie 2) anch gleichartig fast-
14
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periodisch sind, da ja jede zu & gehdrige Verschiebungszahl der festen Funktion
{ (z) offenbar eine zu & gehdrige Verschiebungszahl der ganzen Menge A darstellt.
Es lautet nun unser
Hilfssatz 2. Es sei A eine ausgezeichnete Menge von fastperiodischen Funk-
tionen @(x); dann gibt es zu jedem «=>0 eine nur von o und der Menge A ab-
héngige Zahl B =0 derart, dafS jedes Funktionenpaar ¢, (x) und @,(x) der Menge A,
welches die Ungleichung

) M {l9,(5) ~ g, = lim -1—le @)~ g.(@)dz =p
P, P, § —T—>oo T A P, P, =

erfiillt, ebenfalls der Ungleichung

@) G{lo.(2) 9, @)} =«

geniigt, wo wir zur Abkiirzung (hier und im Folgenden) mit G |y (x)} die obere
Grenze einer reellen Funktion ¢ (x) fiir — oo < z < oo bezeichnen.

Beweis. Der Satz besagt, anders ausgedriickt, daf es zu dem gegebenen
«>0 ein = B (o, A) derart gibt, daB jedes Funktionenpaar ¢, (z), p,(z) der
Menge A, welches nicht die Ungleichung (3) erfiillt, d.h. zu welchem es eine
Zahl z, mit

l‘pl (xo) - @, (xo)l =
gibt, der Ungleichung
Mg, (z)— g, (@)} >
geniigt.

Um die Existenz eines solchen 8 >0 zu beweisen, bestimmen wir einerseits,
auf Grand der gleichartig gleichmiBigen Stetigkeit der Funktionen
der Menge A, eine Zahl y = y(«) > 0 derart, daf fiir jede Funktion ¢(z) dieser
Menge und jedes Punktepaar #/, " mit |2’ — 2’| < y die Ungleichung
[24

lo (@) — @) <5

besteht, und daB somit jedes Funktionenpaar ¢,(z), ®,(«) unserer Menge, welches
in einem Punkte £ die Ungleichung

l9,®) ~ 9, &) > 5

erfiillt, im ganzen Intervalle (¢ —y, £+ y) der Ungleichung

19.2)~9,@)| > 9.6~ 9.0 25 >

geniigt. Und andererseits bestimmen wir, nach der gleichartigen Fast-
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“

periodizitdit der Funktionen der Menge A, eine Linge I, = lo< 1

gehrige Verschiebungs-

) derart,
&

daB jedes Intervall dieser Linge mindestens eine zu 3

zahl der Menge A enthilt.
Ich behaupte, daf die Zahl

al

4
P =16 7407
die erwiinschte Eigenschaft besitzt.
Es sei also ¢, (z), @,(x) ein beliebiges Funktionenpaar der Menge A, welches
in einem gewissen Punkte x, der Ungleichung

I(Pl (xo) - (pz(xo)l >

geniigt. Wir bestimmen durch sukzessive Wahl eine Folge 7, = 0, z,, 7,

von zu % gehorigen Verschiebungszahlen der Menge A so, daB 7, im Intervalle

T+ 2y <e<<t,,+2p+1, der Linge I, gelegen ist, und bezeichnen 2,47, mit z,,

z, z, ZX,, <« (< lo) -z,

N i L —
- L

Zo,—¥ a:°+y r, =Y z, +y Tpoy =Y Lyt ¥ x,—7 Z,+y

Fig. 1.
so dafl die Folge der z, (vergl. Fig. 1) den Ungleichungen
s ty<w,—y<z,_ +y+l, n=12..)
geniigt. Dann gilt in jedem Punkte 2, = z,+ 7, die Ungleichung

o o

I(pl(a;ﬂ) - ‘pz(xn)l = l‘px(xo) _(ps(xo)l _2":’ = a—f = 9

und es ist daher, nach einer obigen Bemerkung, im ganzen Intervalle
@, —7, . +7)

I(px(x)_ (2 (x) [ > TZ“-

Weil aber die Intervalle (z, —y, z,+7) der Linge 2 nicht iiber einander greifen,
und der Abstand der Mittelpunkte zweier auf einander folgender Intervalle
<l,+2y ist, ergibt sich hierans fiir den Mittelwert M }|g,(z)— g, (z)[*} die
Abschitzung

i@ -, @ 2 (§) 35>

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
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Hierin ist das wichtige Corollar enthalten:.

Corollar (Konvergenzhilfssatz). FEs sei A eine ausgezeichnete Menge
von fastperiodischen Funktionen, und es seien ¢, (z), @,(2), ... eine Folge von Funk-
tionen dieser Menge, welche der Bedingung
) im  M{lg,@#)—g.@)} =0

m, n —> 00

geniigen, d. h. es existiere zu jedem & >0 ein @ = Q(¢) derart, daB fiir m > @,
n > @ die Ungleichung

M{I(pm(x) - (pn(x)llgg <&
besteht. Dann konvergiert die Funktionenfolge @, (z), @,(2), ... gegen eine Grenz-
funktion, und zwar gleichmifig fiir alle x des Intervalles — co << & < oo,
In der Tat folgt aus dem obigen Hilfssatze, daB eine Funktionenfolge

¢,(z), @, (), ... der Menge A, welche der Limesgleichung (4) geniigt, ebenfalls
die Limesgleichung

(5) limooG{I%(w)—%(x)lf =0

m,n—

erfiillt, und diese Limesgleichung besagt ja eben, daB die Funktionenfolge gleich-
miBig fiic alle z einer Grenzfunktion zustrebt.

§ 3.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Verschiebungszahlen.

Mit Hilfe des in § 2 aufgestellten Hilfssatzes konnen wir nunmehr — unter
Heranziehung des Fundamentalsatzes der Abhandlung I — den folgenden Satz
beweisen, welcher die am Schlusse des § 1 erwdhnte Umkehrung des dort ge-
gebenen Satzes I ausspricht.

Satz II. Es sei f(z) eine fastperiodische Funktion mit der Fourierentwicklung
> A, & Dann gibt es zu jedem &> 0 eine Anzahl N und eine Genauigkeit d
derart, dafl jede Zahl v eine zu & gehirige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist,
wenn sie nur die N diophantischen Ungleichungen

(6) |4,7] <3 (mod. 2x) n=1,...,N)

erfillt. Mit anderen Worten ist das Erfiilltsein dieser N Ungleichungen eine

hinreichende Bedingung dafiir, da r eine zu & gehdrige Verschiehungszahl ist.
Beweis. Wir betrachten die Menge aller fastperiodischen Funktionen der

Form ¢{z) = f(x+%), wo %k eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Diese Funk-
tionen bilden (nach § 2) eine ,aunsgezeichnete“ Menge, und es 148t sich daher,
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nach Hilfssatz 2, zu dem gegebenen & eine Zahl & >0 so bestimmen, daf die
Ungleichung

@ Gllfz+n)~f@)} =
besteht, falls nur die Ungleichung
(®) Milf@+n)—f@F} =

erfiillt ist, so daB also r gewiB. eine zu & gehirige Verschiebungszahl unserer
Funktion f(z) ist, falls nur die Ungleichung (8) gilt. Wir ziehen nun den
Fundamentalsatz aus Abhandlung I heran, und zwar indem wir ihn auf die
Fourierentwicklung

(49— )~ A7 1) 0

anwenden, wobei v vorldufig eine beliebige Zahl bedeutet. Dann ergibt sich

) Milf@+—f@} = 3|4 1))

Nun wihlen wir das N so groB, da8
S 4r<3
n>N

ist, und dann, nachdem N festgelegt ist, das o (< =) so klein, daB
. o N
1] S, <
1

ist. Fiir dieses N und dieses & wird dann die Forderung des Satzes erfiillt sein.
Falls néimlich die Zahl z die N diophantischen Ungleichungen (6) erfiillt, gilt ja
nach (9) die Ungleichung

|2

M{lf@+0—f@)} = 3[4, —1)]

<NA,,ia |z . & & .
=ZAL -1+ 3 24 < gHdg = &;
1 n>N

also ist auch (7) erfiillt, d.h. v eine zu & gehtrige Verschiebungszahl von f(z).

§ 4
Die ,quasiperiodischen* Funktionen von Bohl und Esclangon.

Wir schalten hier einen Paragraphen ein, in welchem wir die im Vorher-
gehenden gefundenen allgemeinen Beziehungen zwischen den Fourierexpo-
nenten und den Verschiebungszahlen einer beliebigen fastperiodischen
Funktion speziell dazu verwenden, um zu zeigen, wie die Bohl- Esclangonschen
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,quasiperiodischen“ Funktionen als ein natiirlicher und einfacher Spezialfall in
der allgemeinen Klasse der ,fastperiodischen® Funktionen enthalten sind. Hierzu
miissen wir aber zunéichst an zwei einfache Sitze aus der Theorie der diophan-
tischen Approximationen erinnern®.

Der erste dieser Sitze ist die folgende, von Bomr [2] und Wexysere [1] her-
rithrende, Verschirfung eines bekannten Dirichlet-Kroneckerschen Satzes ®.

Satz A. Es seien g, t,, - .., uy beliebige von Null verschiedene reelle Zahlen,
sowie & = O beliebig gegeben. Dann gibt es eine Linge 1 derart, dafi jedes Intervall
w<<t<f dieser Linge | mindestens eine Losung t der M diophantischen Unglei-
chungen

|gnt] << 0 (mod. 2x) m=1,2 ..., M)

enthilt. Es besteht also immer die Moglichkeit die M Produkte g,¢ mit vorge-
gebener Genauigkeit in die Ndhe des Nullpunktes (auf der Kreisperipherie be-
trachtet) zu bringen, und zwar fiir unendlich viele /, die nicht ,allzu“ sparsam
verteilt sind. :

Der zweite zn erwihnende Satz iiber diophantische Approximationen hingt

mit dem Dirichlet-Kroneckerschen Satze dadurch zusammen, dafl er die Aufgabe
behandelt, wieder M Produkte u,¢! in die Nihe des Nullpunktes zu bringen,
wihrend aber ein (M + 1)-tes Produkt A¢ so zu liegen kommen soll, daB es in
sicherer Entfernung von O bleibt, z. B in eine gewisse Umgebung von
w fallt. :
Uber die neu hinzukommende (M + 1)-te Zahl i soll nur voraumsgesetzt
werden, daB sie nicht als linear homogener Ausdruck in den g, mit
ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist. Wir fragen nach den-
jenigen Zahlen =, fiir welche die M+ 1 diophantischen Ungleichungen

' (10)  |untl<0 (mod.2x) (m=1,..., M) und |A¢t—2xy|<<d (mod.2x)

bei jedem beliebig kleinen 4 > 0 eine Losung in ¢ besitzen.. Wie aus einem all-
gemeinen Kroneckerschen Satz iiber diophantische Ungleichungen sofort abzu-
leiten 3, lautet die Antwort folgendermafen: Die Ungleichungen (10) haben (bei:
jedem 0 > 0) stets eine Losung, falls sie nicht untereinander in ,offenkundigem*
Widerspruch dadurch stehen, daf es mdglich ist ganze Zahlen g,, ..., gy, 9% SO
zu finden, daB g pu + - -+ gypuy+ gy, A = O ist, ohne daB gleichzeitig gy, 7

! Der spiteren Anwendung halber werden wir mit ,mod. 2x¢ statt mit ,mod. 1% operieren,
was ja nur eine Anderung der Liinge der gewihlten Einheit bedeutet.

? Vergl. Abhandlung I, Zusatz 2.

3 Vergl. z. B. Borr, [4].
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eine ganze Zahl wird. Mit anderen Worten: 1) Wenn die Zahl 4 von den Zahlen
#yy ..., 4y linear unabhingig ist, d. b. nicht einmal mit rationalen Koeffi-
zienten als linear homogener Ausdruck in den u, darstellbar ist, darf fiir g
iiberhaupt jeder reelle Wert verwendet werden. 2) Falls dagegen die Zahl 1
von den g, rational abhidngt, also in der Form 1 = 7, pu, + -+ + ryuy mit
rationalen »,, ..., vy darstellbar ist, gibt es eine ganze Zahl Q > 1 derart, da

die ,erlanbten® Werte von 7 genau die simtlichen Zahlen der Form 2 sind, wo

¢
P eine beliebige ganze Zahl bedeutet; hierbei ist @ iibrigens der Hauptnenner

der rationalen Koeffizienten 7, ..., ry in dem Ausdruck i = » p, +---+ rupx,
falls diese Darstellung so gewiblt wird — wenn es mehrere solche Darstellungen
von 4 geben sollte — daB der zugehiorige Hauptnenner der Koeffizienten am
kleinsten ausfillt. Es geniigt fiir unsere Zwecke zu bemerken, daB in beiden
Fillen die Zahl % so gewidhlt werden kann, daf sie nicht ,allza“ nahe an eine
ganze Zahl herankommt; es kann ja z. B. immer ein 5 auf der Strecke § =5 <3
genommen werden. Indem wir durch eine solche Wahl von % das (M + 1)-te

Produkt 1 ¢ in eine » Umgebung* (von einer Breite > 237-[—) des Punktes z bringen

konnen, haben wir das folgende Resultat gewonnen:

Satz B. Es seien pu,, ..., uy belichige reelle Zahlen ¥ 0, wund A eine Zahl,
die nicht in der Form n, gy, + -+ nypy mit ganzzahligen n,, darstellbar ist. Dann
gibt es bei jedem 0 =0 eine Zahl t, welche gleichzeeitig die M+ 1 diophantischen Un-
gleichungen

A1) |pat] <0 (mod.2x) (m=1,.., M) und |u—u|<§(mod.2x)
erfillt.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nunmebr zu unserer Aufgabe, der
Charakterisierung der Bohl- Esclangonschen Funktionen innerhalb des Rahmens
der fastperiodischen Funktionen iiber. Die Definition dieser Funktionen lautet
(wie schon in der Einleitung zur Abhandlung I erwiihnt) folgendermaBen:

Es sei eine endliche Anzahl von Zahlen u,, g, ..., ux (¥ 0) belichig gegeben.

Dann soll eine stetige Funktion f(z) quasiperiodisch mit den Perioden EE, 2z . 2=z

R "
heifien?, falls es su jedem ¢ >0 ein & >0 derart gibt, daf} jede Zahl v, welche die

! Die Benennung ,quasiperiodisch“ rihrt von Escrangow ([1], [2]) her. BoHL gebraucht

«
die Bezeichnung ,im weiteren Sinne periodisch mit den Perioden 21,. 27 .

g b
Acta mathematies. 48. Imprimé le 1 avril 1925, 15
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M diophantischen Ungleichungen
[T ]| < 0 (mod. 27) m=1,2,..,M)
erfiillt, eine su & gehirige Verschiebungszahl der Funktion f(z) ist.

Wir werden beweisen, dafi es moglich ist, diese ,quasiperiodischen Funk-
«€

tionen mit den Perioden % in wesentlich anderer Weise zu charakterisieren,
und zwar so, daB nicht, wie in der obigen Definition, den Verschiebungs-
zahlen 7(¢) gewisse einschrinkende Bedingungen mit Hilfe der vorgegebenen
Zahlen u, auferlegt werden, sondern dafl die Verschiebungszahlen ganz frei ge-
lassen werden (abgesehen von der Forderung der Existenz der ,Linge [ = I(¢)“)
und die g, vielmehr dazu dienen, einen gewissen Typus von Fourierexpo-
nenten 4, auszuzeichnen.

Satz III.  Es ist, bei gegebenen wu,, ..., un (F0), dic Menge der quasi-

periodischen Funktionen mit den Perioden —2—”—, ey 775 mit derjenigen Teilmenge der
. M

fastperiodischen Funktionen f(z)~v >, 4, ¢ identisch, deren Fourierexponenten A,
samtlich in der Form

(12) Ay = oWy G g tet ot Gn yliy
mit ganzeahligen Koefficienten g, ,, geschrieben werden konnen'.

Beweis. 1. Wir zeigen zuniichst, daB jede quasiperiodische Funk-

tion f(z) mit den Perioden 2z yeoey —ii eine fastperiodische Funktion von
M

der erwihnten Art ist. Hierzu haben wir zuniichst zu beweisen, daf die Fank-

tion f(2) iberhaupt fastperiodisch ist, also (da sie nach Voraussetzung
stetig ist) daB zu jedem ¢ eine Linge ! = I(s) existiert, derart, da8 jedes Inter-
vall dieser Linge mindestens eine zu & gehirige Verschiebungszahl enthilt. Dies
folgt aber sofort aus dem obigen Satze A iiber diophantische Approximationen;
denn nach der Definition der quasiperiodischen Funktionen kinnen wir zn dem
gegebenen ¢ ein & so bestimmen, da8 jede Zahl ¢ = 7, welche den M Ungleichungen

lte,] << 0 (mod. 2x) m=1,..., M)

geniigt, eine zu & gehdrige Verschiebungszahl ist, und nach dem Satze A gibt
es ja eine Linge ! derart, daB jedes Intervall dieser Linge mindestens eine

! In Kapitel II, § 5 wird es iibrigens moglich sein, mit Hilfe des dort eingefiihrten Begriffes
einer ,Basis® der Exponenten, die quasiperiodischen Funktionen als Teilmenge der fastperiodischen
Funktionen noch etwas iibersichtlicher zu charakterisieren.
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Losung ¢ = 7 dieser M Ungleichungen enthiilt!. Nachdem somit die gegebene
quasiperiodische Funktion f () als fastperiodisch erkannt ist, soll nunmehr ge-
zeigt werden, daB jeder Fourierexponent 4, der Funktion f(z) in der
Form (12) darstellbar ist. Wir fiihren den Beweis indirekt, und nehmen
also an, daB es einen Fourierexponenten, etwa Ar — 1, gibt, der nicht diese
Form besitzt. Nach Hilfssatz 1 (§ 1) kénnen wir das é=>0 so klein wihlen,
daf eine Zahl z, fiir welche das Produkt z1 die Ungleichung

(13) [td —=| < % (mod. 2x)

erfiillt (d. h. modulo 2« nicht nahe an Null kommt), gewiff keine zu & gehorige
Verschiebungszahl ist. Andererseits knnen wir aber nach der Definition der
Quasiperiodizitit zu diesem & ein 6 > 0 so finden, daB jede Zahl 7, welche den
M Ungleichungen

(14) [tu,| <6 (mod. 2x) m=1,..., M)

geniigt, gewiB eine zu & gehorige Verschiebungszahl ist. Hierin liegt aber ein
Widerspruch; denn nach dem obigen Satze B gibt es ja — weil 4 nach Voraus-
setzung nicht von der Form (12) ist — ein 7, welches gleichzeitig die Un-
gleichungen (13) und (14) befriedigt.

2. Danach haben wir zu zeigen, daf umgekehrt jede fastperiodische
Funktion f(z), deren Fourierexponenten 4, alle die Form (12) be-
sitzen, auch eine quasiperiodische Funktion mit den Perioden 2z ey 2z

&, oy
ist. Dieser Teil des Satzes ist, im Gegenteil zu dem obigen, ein tiefliegender,

indem sein Beweis der Heranziehung der ,hinreichenden Bedingung* (Satz II) aus
§ 3 bedarf, welche ihrerseits auf dem Fundamentalsatz der Abhandlung I beruht.
Wenn wir aber diesen Satz IT zur Verfiigung haben, kinnen wir den Beweis in
wenigen Worten filhren. In der Tat kinnen wir nach diesem Satze, falls & >0
beliebig gegeben wird, eine Anzahl N und eine Genaunigkeit o, so bestimmen,
daB jede Zahl z, welche die N Ungleichungen

(15) [t4,] <4, (mod. 2x) n=1,...,N)

befriedigt, eine zu & gehorige Verschiebungszahl ist; und ferner kénnen wir,
nachdem N und J, festgelegt sind, aus Stetigkeitsgriinden (weil ja nach Voraus-
setzung alle 4 die Form (12) haben) das 6 >0 so klein wihlen, daf jede Zahl

! Die Existenz der ,Liinge [(¢)“ bei jeder quasiperiodischen Funktion war, wie in Abhand-
lung 1, Zusatz 2 bemerkt, bereits BoHL bekannt; gerade ihretwegen hat er ja den ,Satz A% auf-
gestellt.

15*
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7, welche die M Ungleichungen
(16) [Ttta] < & (mod. 2x) (m=1,..., M)

erfiillt, ebenfalls die obigen N Ungleichungen (15) befriedigt, so daB jede Zahl 7,
welche (16) erfiillt, tatsichlich eine zu & gehdrige Verschiebungszahl ist.

Wie schon in der Einleitung zu I erwiihnt, ist BoaL dadurch zur Einfithrung

seiner quasiperiodischen Funktionen mit den Perioden —21‘—“,...,%‘- ge-
1 M

kommen, daf er sich die Aufgabe gestellt hatte, die Klasse derjenigen Funk-
tionen zu charakterisieren, welche gleichmiifiig durch endliche trigonometrische

Summen der speziellen Form e, . 4, gttt Tt M)

konnen, und als Liosung die angegebene Eigenschaft der Quasiperiodizitdt ge-
funden hat. Nun haben wir aber durch den Satz III bewiesen, daf die Menge
der quasiperiodischen Funktionen tatsichlich mit einer gewissen einfachen Teil-
menge der fastperiodischen Funktionen iibereinstimmt!, und es fragt sich
daher von selbst, ob nicht das oben erwihnte Bohlsche Resultat iiber die gleich-
miBige Approximation von quasiperiodischen Funktionen einen einfachen Spezial-
fall eines allgemeinen Satzes iiber die Approximation von fastperiodischen Funk-
tionen darstellt. In den folgenden Kapiteln werden wir zeigen, daf es in der
Tat so ist. Die Beweismethode, die wir dabei anwenden werden, stimmt in
den groBen Ziigen — dem Ubergang zu periodischen Funktionen von
mehreren Verinderlichen mit Hilfe des Kroneckerschen Approximations-
satzes ®, und danach der Anniherung dieser Funktionen durch trigo-
nometrische Summen in mehreren Variablen — mit der Bohlschen

approximiert werden

1 Beziiglich der gegenseitigen Stellung dieser beiden Charakterisierungen einer und derselben
Funktionenklasse sei zur Exrliuterung bemerkt, daB die erste (quasiperiodische) anscheinend mehr
von den Funktionen verlangt wie die zweite (fastperiodische), und die zweite daher in gewissem
Sinne ,tiefer* liegend genannt werden kann. Wie nimlich aus dem obigen Beweise des Satzes III
hervorgeht, kann man mit Hilfe einfacher Satze iiber diophantische Approximationen sofort einsehen,
daB jede Funktion der ,erstén“ Art auch eine Funktion der ,zweiten® Art ist, wihrend der Nach-
weis, daB umgekehrt jede Funktion der zweiten Art auch eine Funktion der ersten Art ist, der
Heranziehung des tiefliegenden Fundamentalsatzes aus 1 bedarf.

Uberhaupt beruht die Hauptschwierigkeit unserer ganzen Untersuchung — aber auch ihr
Hauptinteresse — darin, daB in unserer Definition der Fastperiodizitit den Verschiebungs-
zahlen gar keine Bedingungen (auBer ihrer relativen Dichte) auferlegt, sind.

$ Dieselbe Idee, wenn auch in anderer Form, liegt auch verschiedenen Arbeiten des Ver-
fassers iiber Dirichletsche Reihen zu Grunde. Bei diesen Untersuchungen, welche ihren Ausgangs-
punkt in dem Gebiete der analytischen Zahlentheorie hatten, waren mir die Bohlschen Arbeiten
tiber trigonometrische Summen noch unbekannt geblieben.
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Beweismethode iiberein. In den FEinzelheiten aber verlaufen unsere Unter-
suchungen ganz anders wie die Bohlschen und bediirfen der Ausbildung von Me-
thoden von viel schwierigerem analytischen Charakter, was ja nur zu erwarten
war, da die von uns betrachtete Funktionenklasse von weit grofierer Allgemein-
heit ist, als die der quasiperiodischen Funktionen. Vor allem miissen wir mit
periodischen Funktionen von abzdhlbar vielen (statt von nur endlich vielen)
Variabeln operieren, und kinnen nicht einmal mit den rein periodischen
Funktionen von abzihlbar vielen Variabeln auskommen, sondern miissen die (in
der Einleitung erwihnten) grenzperiodischen Funktionen einfiihren. Auch
die Art, in welcher wir zu den Funktionen von mehreren Verinderlichen kommen,
ist eine andere als bei Bohl. In der Tat liBt sich die Bohlsche Methode,
welche kurz gesagt darauf beruht, die Funktionen von mehreren Veridnderlichen,
welche zu seinen quasiperiodischen Funktionen ,gehoren®, zuerst nur in einer
fiberall dicht liegenden Punktmenge des mehrdimensionalen Raumes zu
definieren und erst danach durch einen Grenziibergang die Definition fiir den
ganzen Raum auszudehnen, nicht direkt auf die Bebandlung beliebiger fastperio-
discher Funktionen iibertragen. Unsere Definition der zu einer fastperiodischen
Funktion ,gehidrigen® Funktion von mehreren (abziihlbar vielen) Verinderlichen
geschieht mit einem Schlage, indem diese Funktion sogleich im ganzen unendlich-
dimensionalen Raume definiert wird, und zwar durch die ,Summe“ einer ge-
wissen divergenten Reihe von abzihlbar vielen Variabeln. Die formale
Aufstellung dieser Reihe hiingt eng mit Gesichtspunkten zusammen, welche der
Verfasser in fritheren Arbeiten iiber Dirichletsche Reihen! entwickelt hat. Da-
mals handelte es sich aber immer um konvergente Reihen, wihrend die hier
aunftretenden Reihen wie gesagt im allgemeinen divergieren; durch die in Ab-
handlung I entwickelte Theorie der Fourierreihen fastperiodischer Funktionen
wird es aber ermoglicht, die betreffenden Reihen in natiirlicher Weise zu ,sum-
mieren®.

! Vergl. insb. Borar [2].
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KAPITEL II

Ubergang zu Funktionen von unendlich vielen Variabeln mit Hilfe des
Kroneckersechen Approximationssatzes.

Obwohl die in Kapitel I gewonnenen Resultate als Hilfsmittel bei den
folgenden Untersuchungen eine wichtige Rolle spielen werden, so schliefen sie
sich doch ihrem Inhalte nach — dem Zusammenhang zwischen Verschiebungs-
eigenschaften und Fourierentwicklung — dem Problemkreis der Abhandlung I an.

Wir gehen nunmehr zur Behandlung der in der Einleitung erwihnten
andersartigen Fragen iiber. Wie schon dort erwihnt, besteht unser Haupt-
problem darin, die fastperiodischen Funktionen durch Schwingungseigenschaften
genau zu charakterisieren. Dazu miissen wir aber vorerst die fastperiodischen
Funktionen von einem anderen Gesichtspunkte aus kennzeichnen, indem wir sie
mit Funktionen von unendlich vielen Variabeln in Beziehung bringen.
Den Ubergang zu ihnen werden wir in diesem Kapitel mit Hilfe des Kronecker-
schen Satzes iiber diophantische Approximationen bewerkstelligen.

Es sei f (x) eine beliebige fastperiodische Funktion und EA,‘eM”ac ihre
Fourierentwicklung. Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, wie sich die Bildpunkte

der Glieder A”em"m in der komplexen Ebene bewegen, wenn die Variable z das

Intervall —oco <<z << oo durchlduft. Unmittelbar klar ist, daB sich jedes ein-

zelne Glied auf einem festen Kreise bewegt; denn 4, = |A,,|eia" gesetzt, ist ja

'-An ) 0‘"« n
A,,e’ ® _ lA”iez( +4-4 x)’

wo der Modul |4,| nicht von z abhingt. Wenn man aber die Gesamtheit
aller Glieder der Reihe ins Auge faBt, ist ihr Verhalten nicht mehr so iiber-
sichtlich, weil sie ja alle von dem einen Parameter x abhingen und ihre Be-
wegungen daher gekoppelt sind. Die den folgenden Untersuchungen zu Grunde
liegende Idee besteht nun darin, diese Koppelung dadurch aufzulosen, daf man
aus der Gesamtheit dieser Bewegungen die ,unabhingigen® Komponenten
herauszufinden sucht. Hierbei kann wohl nicht von einer ,strengen“ Unabhingig-
keit der Bewegungen dieser im Allgemeinen unendlich vielen Komponenten die
Rede sein (weil ja das ganze System von dem einen Parameter z abhingt),
sondern nur von einer ,ungefihren“ Unabhingigkeit in dem Sinne, da8 nur
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endlich viele von den Punkten des ,unabhingigen® Systems in vorgeschriebene
kleine Umgebungen beliebig gewihiter Punkte der entsprechenden Bahnkurven
gebracht werden kionnen. Die Auffindung solcher ,unabhingigen Komponenten
beruht auf dem erwdhnten Kroneckerschen Satz iiber diophantische Approxi-
mationen:

Kroneckerscher Satz. Es seien B,, ..., fu eine endliche Anzahl von linear
unabhdngigen reellen Zahlen, d. h. es bestehe keine Relation der Form

7B+ trupy =0

in rationalen wicht simtlich verschwindenden Zahlen r,,...,ry. Dann haben, bei
beliebig gewdihlten reellen Zahlen 6, ..., 0y und cinem beliebig kleinen ¢ >0 die M
diophantischen Ungleichungen

|28, —0,| <& (mod. 1) (m=1,..., M)

immer eine Lisung in z.

In dem Spezialfall, wo die Fourierexponenten 4, unserer Reihe selbst linear
unabhiingig sind, kann der Kroneckersche Satz unmittelbar anf die Amplituden
#,4 4,z der einzelnen Glieder angewendet werden!. Im allgemeinen Falle be-
liebiger Exponenten miissen wir dagegen, bevor wir diesen Satz heranziehen
kinnen, die Exponenten 4, in ihre ,linear unabhiingigen Bestandteile“ zerlegen.
Zu diesem Zwecke fiihren wir den Begriff einer Basis der Exponentenfolge ein.

§ .

Basis einer Exponentenfolge.

Definition®. Unter einer Basis B = {B,, 8, ...} der Exponentenfolge 4,, 4,, ...
soll eine (endliche oder abeihlbare) Folge wvon veellen Zahlen B, B,,... mit den
beiden folgenden Eigenschaften verstanden werden :

1. Die Basiszahlen 8 sind linear unabhingig, d.h. es besteht bei keinem M
eine Relation der Form

rBite e+ rupy = 0

mit rationalen micht simtlich verschwindenden Zahlen v , ..., ry.?

! Es war eben dieser Umstand, auf welchem die Einfachheit der Resultate der in Abhand-
lung 1, Kapitel III entwickelten Theorie der Fourierreihen mit linear unabhingiger Exponenten-
folge beruhte.

t Vergl. Bonr [2].

3 Hiermit ist speziell gesagt, daB kein § gleich O ist.
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2. Jeder Exponent A, ist in der Form
4, = rn,lﬁx + rﬂ,lﬂl +o +rn,qnﬂqn

mit rationalen Koeffizienten r, . darstellbar. Hierbei ist offenbar, nach 1, die
Darstellung jedes 4, (bis auf Glieder mit Nullkoeffizienten) eine eindeutige.

In der oben zitierten Abhandlung war — was fiir manche Zwecke natiir-
licher ist — den Begriff einer ,Basis“ etwas enger gefaSt. Dieser engere Be-
griff einer ,eigentlichen“ Basis, wie wir sie nennen wollen, ist folgender-
mafen definiert:

Eine Basis B = {,,8,,...} der Folge A, 4,, ... soll eine eigentliche Basis
dieser Folge heiffen, falls sie aufler den beiden obigen Eigenschaften 1 und 2 noch
die weitere Eigenschaft besitet:

3. Jede Basiszahl B, vst in der Form
B. = 8,, 14, + 8,5 4y + +s"anAPn

mit rationalen Koeffizienten s, , darstellbar.

Wie unmittelbar zu beweisen, g¢ibt es 2u jeder Exponentenfolge nicht nur
Basen, sondern auch eigentliche Basen. Indem wir von den speziellen Fillen ab-
sehen, wo die Exponentenfolge ,leer ist oder nur die einzige Zahl O enthilt
(d. b. wo die Funktion identisch 0 bezw. gleich einer Konstanten # 0 ist), und
wo eine eigentliche Basis durch eine leere Menge gegeben wird?, kinnen wir
durch das folgende Verfahren sofort eine eigentliche Basis der Exponentenfolge
A, 4,, ... erhalten: Als erste Basiszahl f, nehmen wir die erste Zahl 4, der
Folge 4., 4,, ..., welche von O verschieden ist (also entweder 4, oder 4,) und
streichen danach jede Zahl 4, der Folge 4, ,,, 4, ..., fiir die eine Relation
der Form r,8,+ 7,4, = O in rationalen Zahlen r,,r, mit r, 4 O besteht. Es
sei 4, die erste Zahl der Folge 4, ,,, 4, ,,, ..., die hierbei nicht ausgestrichen
wird. Dann setzen wir f, = 4, und streichen jede (noch nicht ausgestrichene)
Zahl 4, der Folge 4, ,,, 4, 4, ..., fiir die eine Relation der Form r,8, + 7,8,
+ 7,4, = 0 in rationalen Zahlen 7,, r,, r, mit r, 3 O besteht. Danach setzen wir
B, = 4,,, wo 4, die erste nicht ausgestrichene Zahl der Folge 4, .., 4y, - --
bedeutet, usw. Bricht dies Verfahren nach dem m-ten Schritte dadurch ab, daf
die simtlichen Zahlen 4, ,,, 4 gestrichen sind (oder daB keine A iibrig

Nyt2) * o

! Damit die obige Bedingung 2 auch in dem Ausnahmefall, wo die Exponentenfolge nur aus
der Zahl 0 besteht (also f(x) = ¢ % 0), erfiillt erscheint, mu8 man sie eigentlich in der Form

Ay = 041y f1 +-- '+"n.q.pqn
geschrieben denken.
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sind), so bildet die endliche Menge

{ﬂn By oo ﬂm; = {Anl’ An,v eery A'am%

offenbar eine eigentliche, ,m-gliedrige, Basis. Geschieht dies jedoch niemals,
so wird offenbar eine eigentliche Basis durch die abzihlbare Folge

{ﬁnﬁn ooy By oo } = {An,) An,: cey Anmr "-}
gegeben. -

Nachdem die Existenz einer eigentlichen Basis der 4-Folge bewiesen ist,
sieht man sofort, dal es 2u jeder 4-Folge sogar unendlich viele verschiedene eigent-
liche Basen gibt (abgesehen von den oben genannten beiden Sonderfillen, wo die
Basis leer ist). Denn ist |8, 8, ...} eine eigentliche Basis, so wird ja z. B. die
Menge |r,B,, 7,8, ...}, Wo 7,,7,,... beliebige von Null verschiedene rationale
Zahlen sind, ebenfalls eine eigentliche Basis sein.

Beispiel 1. Sind {8, 8,,...} und {,,7,,...} zwei eigentliche Basen
einer und derselben .1-Folge, so ist offenbar jedes y als ein linearer homogener
Ausdruck in endlich vielen § mit rationalen Koeffizienten darstellbar (und um-
gekehrt); denn jedes y ist ja linear in endlich vielen 4, und jedes A linear in
endlich vielen # ausdriickbar. Hieraus folgt sofort durch eine elementare alge-
braische Uberlegung, daB in dem Spezialfall, wo die 4-Folge eine endlich-
gliedrige eigentliche Basis {4, ..., B.| besitzt, die simtlichen eigentlichen
Basen dieser 4-Folge durch {y,, ..., ¥n{ gegeben werden, wo die y linear homogene
Ausdriicke in den § mit rationalen Koeffizienten sind, deren Determinante + 0
ist. Hiermit ist speziell gesagt, daf, falls die 4-Folge eine eigentliche endlichglie-
drige, etwa m-gliedrige, Basis besitzt, jede eigentliche Basis dieser A- Folge ebenfalls
endlichgliedrig, und swar genau m-gliedrig, sein muf.

Beispiel 2. Fiir die Folge 4, = n(1+\2) s =1,2,...) ist |1+2}
oder allgemeiner |{r(1+y2)}, wo r eine rationale Zahl $ 0 ist, eine eigentliche
Basis. Wenn aber nur irgend eine Basis (und nicht gerade eine eigentliche Basis)
gewiinscht wird, kann z. B. auch {1,y2} oder etwa {1,V2,V3, x} verwendet
werden.

In der vorliegenden Abhandlung werden wir iibrigens — weil dadurch ver-
schiedene Satze kiirzer und iibersichtlicher formuliert werden kénnen — immer
mit allgemeinen Basen operieren und nicht den Begriff der eigentlichen
Basen heranziehen. Dagegen wird ein ganz andersartiger Begriff, nimlich der
einer ,ganzen“ Basis!, eine wesentliche Rolle spielen.

! Vergl. Bomr [2].
Acta mathemakioa. 46, Imprimé le 1 avril 1925, 16
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Definition. FEine Basis B = {B,, 8,,...} emer Exponentenfolge 4,, 4,, ...
soll eine ganze Basis genannt werden, falls in der Darstellung jeder Zahl A, durch
Zahlen der Basis,

An d rn,lﬁl+"'+rn,qnﬂqn’

die Koeffizienten r, ,, r, . nicht nur rationale sondern sogar ganze Zahlen sind.

M X'

Beispiel 8. Fiir die Folge 4, = logn ist, nach der eindeutigen Zerleg-
barkeit jeder ganzen Zahl »>1 in Primfaktoren, die Menge

{log 2, log 3, log B, ..., log p,, - - -},
wo p, die n-te Primzahl bedeutet, eine ganze (eigentliche) Basis!,

Bemerkung. Die Eigenschaft einer Exponentenfolge eine ganze Basis
zu besitzen, hingt nicht davon ab, ob wir mit ,eigentlichen® Basen oder mit
pallgemeinen® Basen operieren. Mit anderen Worten: Falls die Exponentenfolge

A, 4d,, ... dberhaupt eine ganze Basis {ﬁl, By ...} besitzt, so wird sie auch eine
cigentliche ganze Basis {yl, Pys -} besitzen.
In der Tat konnen wir aus einer beliebigen ganzen Basis {ﬁl, B,, ...} durch

das folgende einfache Verfahren eine eigentliche ganze Basis {yl, Vs } er-
halten: Es sei §, das f mit dem niedrigsten Index, welches iiberhaupt in den
gegebenen Darstellungen der 4 durch die § vorkommt, und es sei

4, = 9,Bn, + ganzzahl. Kombin. von f, mit m > m,

dasjenige 4 mit dem niedrigsten Index, in dem f, vorkommt. Wir setzen dann

1 1
Y= “_Anl = ﬁm1+_

i m ( . )

Nunmehr eliminieren wir 8, in allen Darstellungen der 4, in welchen es auf-
tritt, und schreiben das Resultat in der Form

B
g

1

4, —h, ,y, = ganzzahl. Komb. von g, = mit m > m,

n=1,2,...; h,, ganz).

! Diese Bemerkung bildet den Ausgangspunkt der vom Verfasser entwickelten Theorie des Zu-

sammenhanges der Dirichletschen Reihen vom Typus >} % mit den Potenzreihen von uumendlich

vielen Variabeln. Vergl. Bonr [1).
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Es ist klar, daB p,, Brns11 Bupsas -+ ebenso wie B, B,, ..., linear unabhiingig sind
(weil ja B, in p, vorkommt), daf ,, 8, ,,,... eine ganze Basis der 4-Folge

bildet, und schlieflich daB y, linear mit rationalen Koeffizienten durch endlich
viele 4 ausdriickbar ist (es ist ja p, = 31—/1"1).

Wir setzen nun dieses Verfahren fort, indem wir statt von den 4, selbst
von den ,reduzierten“ Ausdriicken 4,—#h, , », ausgehen: Wir bezeichnen mit

m, > m, die kleinste Zahl, welche als Index eines ' in den Ausdriicken von
A4, —h, ,y, vorkommt, und mit #, die kleinste Zahl, fiir welche g, in

4, —h,, 7, = 9,Pn, + ganzzahl. Kombin. von g, mit m > m,

auftritt; wir setzen dann

1 , 1
Vs = .9_2 (An, - knz, 1 7"1) = ﬂm, + g_ ( : ')!
eliminieren f,, in allen den Darstellungen der 4,—4,,y, und schreiben das

Resnltat in der Form

!
4, —~h,,y,—h, v, = ganzzahl. Kombin. von g, = %”’- mit m > m,
2
n=12...; h, , b, , ganz).
Es ist klar, da8 p,, 7,, Br,s1s Bryesy -+ - €benso wie y,, B +1s Bmtar -+ linear unab-
héingig sind (weil ja 8, in y, vorkommt), da8 y,,,, Brmgs1r Brgias - -+ €ine ganze

Basis der 4-Folge bildet, und schlieflich das y, linear mit rationalen Koeffi-
zienten durch endlich viele 4 ausdriickbar ist (es ist ja p, = gi (Any =y, 1 7))
und von p, wissen wir es schon). ’ ’

In dieser Weise setzen wir fort und bekommen dadurch eine Folge y,, 7,, ...
der gewtinschten Art, d h. es bildet |y, ,,...} eine eigentliche ganze Basis.
In der Tat ist offenbar jedes y rational durch die 4 ausdriickbar und die y
untereinander linear unabhiéngig, und ferner wird auch jedes 4 durch das an-
gegebene Verfahren linear mit ganzzahligen Koeffizienten durch die y ausgedriickt,

4, = kn.l?x'*'hn.a?o_'*—"' +hn,sn7’snv

wo der letzte Index s, iibrigens, wie leicht zu sehen, kleiner oder hichstens
gleich dem groften Index eines § ist, welcher in den urspriinglichen Darstellungen
der 4 von A4, bis zu diesem 4, durch die 8 iiberhaupt auftritt.

16*
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Beispiel 4. Als ein moglichst einfaches Beispiel einer 4-Folge, die keine
ganze Basis besitzt, nennen wir die Folge 4, = % r=1,2,..). In der

Tat, falls diese Folge eine ganze Basis besifie, miifite sie nach der obigen ,Be-
merkung® auch eine eigentliche ganze Basis haben. Nun hat aber jede eigent-

liche Basis der Folge A, = —’1; die Form {r}, wo r eine rationale Zahl 0 ist,
und von diesen Basen kann offenbar keine einzige eine ganze Basis unserer Folge

sein, da ja bei festem » unmoglich sidmtliche Zahlen 4, = —71‘— ganze Multipla -

von # sein kénnen.

Bevor wir diesen Paragraphen schliefen, werden wir noch zeigen, wie der
in Kapitel I, § 4 gegebenen Charakterisierung der quasiperiodischen Funk-
tionen eine besonders iibersichtliche Formulierung gegeben werden kann, wenn
wir den Begriff der Basis heranziehen.

Einordnung der quasiperiodischen Funktionen. Es sei pu,, ..., u,
eine beliebige Anzahl von untereinander und von Null verschiedenen reellen
Zghlen, und es bestehe die Folge 4, aus lauter Zablen, welche in der Form
gitt,+ -+ + gyuy mit rationalen ganzen Koeffizienten geschrieben werden kionnen.
Dann hat die Exponentenfolge 4, offenbar eine endlichgliedrige ganze
Basis; denn die endliche Folge y,, ..., p, besitzt offenbar eine endlichgliedrige
ganze Basis |B,,..., B}, und diese wird ja zugleich eine ganze Basis der aus
den 4, gebildeten Folge sein. Man zeigt fibrigens leicht — da die Menge aller
Zghlen g,p,+---+gypy, wenn sie in der Form kB, +.--+h;f; geschrieben
und danach auf die Punkte des L-dimensionalen Raumes mit den (ganzzahligen)
Koordinaten (#,, ..., h;) abgebildet werden, ein Gitter dieses Raumes bilden —
daf8 man hier die ganze Basis {Bur -y Br} so wihlen kann, dafi die Menge aller
Zahlen der Form g, + -+ gywy nicht nur eine Teilmenge der Menge aller Zahlen
der Form h,B,+- -+ hy B, bildet, sondern dafi die beiden Menge sogar identisch sind.

Hieraus folgt, daB wir im Folgenden, wenn von einer quasiperiodischen
Funktion mit den Perioden 2z ye 2z die Rede ist — also (nach Satz III,

iy Ly

§4) von einer fastperiodischen Funktion, deren Exponenten 4, alle in der Form
918+ -+ gyuy geschrieben werden konnen — ohne weiteres annehmen diirfen,
daf} die Zahlen g,, ..., g, von einander linear unabhingig sind, da wir sonst ein-
fach die Zahlen g, ..., yy durch die Zahlen B, ..., f; ersetzen kénnen. Und
wir ktnnen alsdann unserer Charakterisierung der quasiperiodischen Funktionen
den besonders pridgnanten Ausdruck geben, daf dic Menge der quasiperiodischen
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Funktionen mit gegebenen Perioden 2z sty 2= mit der Menge derjenigen fast-

My (57
periodischen Funktionen tibereinstimmt, deren Exponentenfolge die endliche Zahlen-

menge {u,, ..., py} als ganee Basis besitst.

Hierin ist speziell der Satz enthalten:

Die Gesamtmenge aller quasiperiodischen Funktionen ist mit derjenigen Teil-
menge der fastperiodischen Funktionen identisch, deren Exponentenfolge eine endlich-
gliedrige ganze Basis besitet.

§ 6.
Einfihrung von Reihen mit unendlich vielen Variablen und ibre Summierung.

Es sei f(x) eine beliebige fastperiodische Funktion und 3} A,.e'.A"x ihre
Fourierentwicklung. Wir wihlen eine beliebige, aber im Folgenden fest zu
haltende Basis B = {8,, B,, ...} der Exponentenfolge 4, und schreiben die obige
Reihe ZA,‘e'A"ac in der Form
A7) 4 e‘("'n,xﬁx“"*"n.:ﬁa-’”+"'+"n.hﬁqnx).

Nun wissen wir aber nach dem Kroneckerschen Approximationssatz, daB sich
die GriBen e'p‘x, etﬁ’x, ..., wegen der linearen Unabhiingigkeit der g, bei Ande-
rung von 2 gewissermafen so benehmen, als wiren sie Grofen, die sich unab-
hiéngig von einander auf ihren respektiven Kreisen bewegen; es liegt daher nahe
noch einen Schritt weiter zu gehen, und diese Gréfien von einander vollstindig
frei zu machen. Wir driicken dies dadarch aus, da wir an Stelle der GriBen
e'ﬁ‘x, e'p’x, ... die GroBen e'ﬂ‘m‘, e'p’x’, ... einfiihren, wo z,,2,,... abzdhlbar?!
viele voneinander unabhiéngige reelle Variabeln bedeuten. Dadurch geht
die obige Reihe (17) in die neue Reihe

(18) EAﬁe‘.("u, 18121+ T, 21 Ba e+ -+ w, g Ban %) — z B,,(a:,, Z,,.. )

iiber.

Es ist diese, zuniichst rein formal gebildete, Reihe, welche uns auf die zn
f () n,gehorige* Funktion von abzihlbar vielen Variablen fithren soll.

Die Reihe (18) ist aber im Allgemeinen sicher divergent — sie enthilt
ja als Spezialfall fiir z, = @, = --- = z die obige Fourierreihe (17) — und mu8

! Wir gebrauchen der Kiirze halber das Wort ,abzihlbar® im Sinne von ,abzahlbar oder
endlich®,
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daher, um iiberhaupt mit einer Funktion F(z,,z,,...) in Verbindung gebracht
werden zu konnen, einem ,Summationsverfabren“ unterworfen werden. Die
allgemeine Idee des anzuwendenden Summationsverfahrens besteht darin, da8 man
voriibergehend, bei jeweils festgehaltenen z,,2,,..., einen frei veréinder-
lichen (reellen) Parameter x einfilhrt und zwar dadurch, daf man dem n-ten

Gliede der Reihe (18) einen Faktor & e hinzufiigt, wodurch eine Reihe der Form
(19) E A" e’l:(”'n, lﬁlzl + i1y, ' ﬁq,,an) . eiAna; _ 2 Bﬂ (x” z, .. .) . e':/l"x

entsteht, die also wenigstens ,duBerlich“ wie eine Fourierreihe mit dem Expo-
nenten A,, A4,, ... aussieht. Unter diesen Reihen (19) gibt es aber gewil auch
solche, die tatsdchlich Fourierreihen sind, nimlich diejenigen, die man
dadurch erhilt, daB man 2, = x, = .-+ = k setzt, d. h. die Reihen

(20) zAnei(r,.,;ﬁlk+...+r”, nBouk) Jduz _ EAneiA,LkeiAnx _ EA"e“"(“'k),

welche ja als Fourierreihen zu den fastperiodischen Funktionen f(z+k) gehren.
Von ausschlaggebender Bedeutung ist nun die Tatsache, daf nicht nur diese
speziellen Reihen (20), sondern die sd@mtlichen Reihen (19) Fourier-
reihen sind:

Satz IV. Bei jeder Wakl der veellen Griflen z,,«,,... ist die obige Reihe
(19) die Fourierveihe einer gewissen fastperiodischen Funktion ¢(z) = @(2; Z,, &y, --.)-

Beweis. Es sei also z,,z,,... eine beliebig gegebene Folge von festen
reellen Zahlen, Wir fiihren den Beweis dadurch, daf wir die Existenz einer
Folge von reellen Konstanten %,,%,, ... beweisen, derart, daf 1) die Funktion

f(x+E,) fir m—~oco gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion ¢ (z) konvergiert, und
daB 2) diese (gewiB fastperiodische) Funktion @(z) die gewiinschte Eigenschaft
hat, d. h. die Reihe (19) als Fourierreibe besitzt.

Es sei zur Abkiirzung

Tn. 1 ﬂlxl +rn,2ﬁsx! + ot + rﬂ:‘htﬁ?n x‘ln = '3'”

gesetzt. Dann folgern wir zunichst aus dem Kroneckerschen Satze, daf wir
bei beliebig gegebener Anzahl N und beliebigem 0 = 0 ein reelles % derart be-
stimmen konnen, da die N Ungleichungen

| 6% — fnE] < =1, N)

d. h. die N Ungleichungen

(21) le';(rn,lﬁlxl‘*‘" “ =+ 0, gn Bgn Tqn) _e’:(rn, lﬁlk+"‘+r”:'1nﬁq:1k)’< 3 (’ﬂ — 1’ e N)
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alle bestehen., In der Tat konnen wir, wenn M den hichsten Index eines Basis-
elementes § bezeichnet, welches noch bei der Darstellung der N ersten 4, auf-
tritt, und g den Haunptnenner aller in diesen 4, vorkommenden rationalen Koeffi-
zienten r bedeutet, aus Stetigkeitsgriinden offenbar das d, so klein wihlen, da8 die

N Ungleichungen (21) alle bestehen, falls nur jede der M Zahlen g, —;c—, . ﬁM§

von der entsprechenden der Zahlen g, %;i, ciey ﬁM%” mod. 2% um weniger als

0, abweicht; dies konnen wir aber, wegen der linearen Unabhiingigkeit der Basis-
zahlen, nach dem Kroneckerschen Satze durch Wahl von % sicherlich erreichen.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt unmittelbar, daf wir eine Zahlenfolge

ky, k,, ... derart bestimmen konnen, daB bei jedem festen n die Limesgleichung
(22) lim &Fn — %
m — 00

besteht. Hieraus folgt weiter, daf der Mittelwert

M,, = M{|f(@+k)—f(@z+E)]}

fiir p,g—>oo gegen 0 strebt, d. h. daf M, ,< ¢ ist fiir p,¢> R(e); in der
Tat ist nach dem Fundamentalsatz

id, b,

M, =|4,¢ A

3

N S VI P ]

und von der Reihe rechts gilt offenbar, da8 sie 1) fiir alle p und ¢ gleichmiBig
konvergiert, weil sie die konvergente Majorantenreihe 314|4,[* besitzt, und da8
2) die einzelnen Glieder der Reihe, wegen (22), fiir p, g— oo gegen 0 streben.

Auws M, ,—~0 fiir p,q—>oco folgt aber weiter (aus dem Konvergenzhilfs-
satz in § 2), da ja die Menge |f(z+%)} aller fastperiodischen Funktionen
f(®+Fk) eine ausgezeichnete Menge bildet, daB die Funktionenfolge

fE+k), f@+h), ..., (@+k), ...
gleichméfig fiir alle x gegen eine Grenzfunktion @(z) strebt.

Es fehlt noch der Nachweis, daB diese (fastperiodische) Funktion ¢(2) von

der erwiinschten Art ist, d.h. daB sie die gegebene Reihe 3 A4, e Tn. T alg
Fourierreihe besitzt. Dies ergibt sich aber sofort, unter Benutzong von (22),
aus der gleichmiBig giiltigen Limesgleichung ¢ () == lim f(z+%,); denn hier-

m— o0

aus folgt fiir jedes reelle 4 (vergl. I, § b, Satz XXV), daB
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Mip@e ) = lim Mif(z+k,)e "
m > o0
— Im A En fi a—a, | A,6% fir 1= 4,
0 fiir 4 4 A, 0 fir 2 4 4,

Hiermit ist der Beweis unseres Satzes beendet.

‘Wir schieben’ hier einen Hilfssatz ein, den wir wohl erst im néchsten Para-
graphen verwenden werden, dessen Richtigkeit sich aber sofort aus dem obigen
Beweise ergibt.

Hilfsatz 3. Die Menge |@ ()} aller den simtlichen Punkten (z,,z,,...) des
abzihlbay-dimensionalen Raumes entsprechenden fastperiodischen Funktionen

w(x; x” x” .. .) ~ 2 Anei(rn, lplzl + ° '+r”11np4nx<hz)_ ei'Aﬂx

bildet eine ausgeceichnete Funktionenmenge.

Beweis. Dies ergibt sich sofort daraus, daf (nach dem Beweis des Satzes
IV) jede der Funktionen ¢(z) die Grenzfunktion einer gleichmifiig konvergenten
Funktionenfolge der Form f(r+%,) (m = 1,2,...) ist, und daB die Funktionen-
menge |f(x+k)} schon (vergl. § 2) als ausgezeichnet erkannt ist. In der Tat
sind die Funktionen der Menge {(p(x)} einerseits gleichartig gleichmiBig
stetig (sogar mit demselben ,0 = & (¢)* wie die Funktionen der Menge {f(z+#%)})
und andererseits gleichartig fastperiodisch (da ja jede Verschiebungszahl
v = 7(s) der Menge {f(z+ )} offenbar ebenfalls eine Verschiebungszahl z = 7 (¢)
der Menge {p(z)} darstellt)®.

Mit Hilfe des Satzes IV sind wir nunmehr im Stande, bei beliebig fest-
gehaltenen z,,2,,..., die Reihe

(18) 2A"ei(r,.‘ 18121 - T, qn Ban Tan) — EBn(xl, z,, .. ) ‘

zu ,summieren®. Wir bestimmen einfach die fastperiodische Funktion
o(z; z,, x,, ...), welche die Reihe

B, 5,.. ) ¢ "

' In dem der Abhandlung hinzugefiigten Anhang I werden wir iibrigens die ,abgeschlossene
Hiille* H (f(x 4 %)) der Funktionenmenge {f =+ k)!, d. h. die Menge, die aus den simtlichen
Funktionen () besteht, welche als Grenzfunktion einer gleichmiBig konvergenten Funktionenfolge
der Form f(x +%,) (m =1,2,...) dargestellt werden kénnen, genauer studieren, und dabei auch
die obige Menge i(p(m)i als Teilmenge dieser abgeschlossenen Hiille H (f(x + %)) untersuchen. Da-
durch werden wir auf einige wichtige Klasseneinteilungen der fastperiodischen Funktionen
gefihrt.
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zur Fourierreihe besitzt, und setzen durch Definition fest, daf die ,Summe®
F(x,,x,,...) der Reihe (18) durch den Wert

F(xnxn o) = 9(0;2,,...)

dieser Funktion @ im Punkte x = O gegeben werden soll.

Wir heben sogleich eine entscheidende (obwohl ganz auf der Oberfliche
liegende) Eigenschaft der somit zu f(z) ,gehorigen Funktion F(z,,z,,...) her-
vor, nidmlich daB sie bei jedem reellen ¢ die Relation

FEg..0 = (@
erfiilllt. In der Tat ist unter F(§ £,...) nach Definition der Wert zu verstehen,
welchen die durch die Fourierreihe

2 Anei(rﬂ, 1 ﬁ,g-{- . -+rn, qnﬁqn g) . eiA"x

b

d. h. darch die Reihe
: 4 .
T4, N8

bestimmte fastperiodische Funktion ¢(z;§,£,...) im Punkte # = 0 annimmt;
diese letzte Funktion ist aber eben die Fanktion f(¢+2) und ihr Wert fiir
x = 0 also gleich £ (£).
Mit anderen Worten: Die Werte der fastperiodischen Funktion f (x) sind die
Werte, welche die Funktion F(x,,2,,...) auf der Geraden z, =z, z, = =, ..., d. h.
auf der , Hauptdiagonalen® des unendlich-dimensionalen Rawmes, annimmt.

Im Folgenden werden wir die zu f(z) gehdrige Funktion F(z,,z,,...) von
unendlich vielen Variabeln einem eingehenderen Studium unterwerfen, wobei
wir AnlaB haben werden, die Untersuchung in zwei Kapitel zu zerlegen, von
denen das eine den Fall einer ganzen, das andere den einer beliebigen Basis
behandelt. Wir werden aber noch diesem Kapitel einen letzten Paragraphen
hinzufiigen, in dem gewisse einfache Eigenschaften allgemeiner Art dieser Funk-
tion F'(z,,,,...) erdrtert werden.

§ 7.
Stetigkeitseigenschaften der zu einer fastperiodischen Funktion gehdrigen
Funktion F(x,,x,,...).

Der Begriff der ,Stetigkeit“ einer Fuuktion @(z,,z,,...) von unendlich
vielen Variabeln — die wir uns im ganzen abzihlbar-dimensionalen Raume

—oo<x, <00 (m=1,2,...) definiert denken — 1i#Bt sich bekanntlich in wesent-
Acla mathematica, 46. TImprimé Te 1 avril 1923. 17
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lich verschiedener Weise definieren. Allen diesen Definitionen ist wohl die
Forderung gemeinsam, daf jede Folge von Funktionswerten

! ) (n)
D(z,,x),...), D], 24y ..y o« oy @27, .00, . . .
die zu einer beliebigen Punktfolge
t, ! ] . L .
P(z,x,...), P":(z],],...), ..., P":(2"y 2% ..0) . .

gehort, welche gegen einen festen Punkt P*: (], 2;,...) konvergiert, auch ihrer-
seits gegen den festen Funktionswert @(z},«;,...) konvergieren soll. Was aber
bei dem Ausdruck ,es konvergiert die Punktfolge P™ gegen den Punkt P*“ zu
verstehen ist, ldft sich sehr verschiedenartig definieren. Fiir unsere Zwecke
werden wir immer ,Stetigkeit* im Sinne von ,Vollstetigkeit® auffassen,
d. h. wir werden von einer Punktfolge P™:(z!", z{°,...) sagen, dafl sie gegen
den Punkt P°:(2,2},...) konvergiert, wenn sie nur die (geringfiigigste) Bedin-
gung erfiillt, daB bei jedem festen Index m die Limesgleichung
lim 20 = z,
n—> 000

besteht. (Es wird also u.a. nicht die gleichmédBige Konvergenz in allen
Koordinaten verlangt). Wie unmittelbar zu sehen, ist diese Definition der
Stetigkeit mit der folgenden &quivalent:

Definition. Es soll die Funktion ®(x,,z,,...) im Punkte (z3,7;,...) stetig
heifien, falls es eu jedem & = O eine endliche Aneahl M und ein & > O derart gibt,
daf} jeder Punkt (z,,z,,...) des Raumes, fiir welchen die M Ungleichungen

€, — an|<d (m=1,2, ..., M)
bestehen, die Ungleichung
| (2, Zyy . ) — P (2}, %5y )] <
erfullt.

Wir sagen ferner von einer im ganzen Raume — d. h. in jedem Punkt des .
Raumes — stetigen Funktion ®(z,,z,,...), da8 sie iiberall gleichmiflig stetig ist,
falls es zu jedem ¢>0 ein M und ein 0 >0 derart gibt, daB ein beliebiges

"

Punktepaar («;, z,,...) und (z{,%},...), fiic welches die M Ungleichungen
|2, —a’| < & (m=1,2.., M)
bestehen, die Ungleichung
|® (2!, 25, ...) — Pz}, 2y,..)| <&
erfiillt.



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 131

Wir gehen nan zur Untersuchung unserer, in § 6 eingefiihrten, Funktion
F(z,,z,,...) iiber.

Satz V. Die zu ciner belichigen fastperiodischen Funktion f(z) (und ciner
beliebig gewdhlten Basis ikver FExponentenfolge) gehirige Funktion von abzihlbar
vielen Variablen F(x,, z,,...) ist im ganeen abzihlbar-dimensionalen Raume gleich-
mafiig stetig.

Beweis. Ganz wie beim Beweise der ,hinreichenden Bedingung® in § 3
liegt die Schwierigkeit darin, daB bei der Reihe

(18) 2 A Ci(r"' Xﬂl L R ﬁqu xq:‘)’

welche unsere Funktion F(z,,z,,...) ,bestimmt®, nicht unmittelbar ein belang-
loser Rest abgeschnitten werden kann, da sie ja im Allgemeinen nicht einmal
konvergent sein muB. Wie dort, gelingt aber der Beweis durch Heranziehung
des Hilfssatzes aus § 2 iiber ausgezeichnete Funktionenmengen und des Funda-
mentalsatzes der Abhandlung I.

Nach Definition ist der Funktionswert F(z,,z,,...) in einem beliebigen
Punkte (z,,,,...) des Ranmes der Wert, den die durch die Fourierreihe

z A" e‘l:('rn. lﬂl x, 4 -+ Tn, gn pq" xq”) eiA" x

bestimmte fastperiodische Funktion ¢ (z;z,,2,,...) im Punkte £ = 0 annimmt.
Nun bildet aber (nach dem Hilfssatz 3 in § 6) die Menge |g(z)! aller den
simtlichen Punkten (r,,x,,...) des Raumes entsprechenden Funktionen ¢ (z)
= ¢(z;2,,%,,...) eine ausgezeichnete Menge. Hieraus folgt (nach dem Hilfs-
satze 2 des § 2), daB wir zu dem gegebenen &= 0 ein y >0 so bestimmen kinnen,
daf aus der Ungleichung

(23) Milp(z; 2;,2;,...) ~p(z; 25, 27, .. '} <
die Ungleichung
G {Iw(x;xi,x;,...)—q)(x;z';, z, )I} <&
also a fortiori die Ungleichung
lp©; 2,2, .. ) —@0; 2,23, .. )| < &
d. h. die Ungleichung
(24) |El, 2}y ...)—~F(x),z;,.. )| < ¢

geschlossen werden darf.
17*
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Nunmehr benutzen wir den Fundamentalsatz aus I, nach welchem

Milp(z; 2, 2l ...) — 9@ &, 2, .. )
— 2 lAnli ei(rn,xplm{ +- "+7'm(1np4nz<;n) _ ei(rn,lplxlll"i" <t r”.?nﬁ‘lnx;’n) b

ist. Wir bestimmen das N so gro8, daf

3 4l4,r<T
n>N 2

ist und somit die gewiinschte Ungleichung
(23) Milp@; oz, .. ) —9@; ), a5, . )} <y
gewif besteht, wenn nur die Punkte (z{,2;,...) und (2}, ;,...) die Ungleichung

(25) %, R S LT A L S R LI ] z

erfiillen. Es bezeichne M den griften Index eines z, welches in den Exponenten
der N ersten Glieder der Reihe (18) vorkommt; dann bestimmen wir (was aus
Stetigkeitsgriinden moglich ist) das 6 >0 so klein, daf fiir jedes Punktepaar

”

(«!,2,,...) und (2, z,,...), fir welches die M/ Ungleichungen
(26) |z — &l <9 (m=1,2,..., M)
bestehen, die obige Ungleichang (25) gilt. Dieses M und dieses d werden dann
von der erwiinschten Eigenschaft sein; in der Tat gilt ja fiir jedes Punktepaar,
welches die Bedingung (26) erfiillt, die Ungleichung (23) und also, nach der Be-
stimmung von p, ebenfalls die Ungleichung
24 |F(z},,...)— F(a,2;,...)] <&
Hiermit ist die gleichmiBige Stetigkeit von F(z,,,,...) bewiesen.

Fiir einen spiteren Zweck wollen wir diesem Satze eine etwas weiter-
gehende! Formulierung geben:

Satz VI. Zu jedem &> 0 gibt es eine Anzahl N und ein 5> 0 derart, dafl
die Ungleichung
24) |F @2y, ..) — Fla oy, ) < e

fiir zwei beliebige Punkte (z), z.,...) und (z},,,...) des Raumes besteht, wenn nur

t Der Satz VI ist deshalb ,weitergehend“ als Satz V, als eine ,kleine* Anderung einer
»groben® Anzahl von den Variabeln «,,ax,,... gewiB (aus Stetigkeitsgriinden) nur eine kleine
Anderung einer grofien Anzahl von Gliedern der Reihe (18) bewirkt, wihrend der umgekehrte
Schluf nicht erlaubt ist.
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die N Ungleichungen
. 7 - 1 . 1 .. 14
|e1/(’rn,lplx1+ +Tﬂ,qnpqna7¢1n) _el(rn,lﬂlah + +rn,qnﬁqnan)|< 3 (n= 1’ ey N)

alle erfiillt sind.

Beweis. In der Tat haben wir ja im Laufe des obigen Beweises von
Satz V die Existenz einer Anzahl N und einer Grofe y > 0 nachgewiesen, der-
art, daf die Ungleichung (24) gewiB erfiillt ist, wenn nur die Ungleichung

(25) % lAﬂl? l ei(rn, lpl x; +- o4 Tn,qaﬂqnxq’n) _ ei(rn,lpl xy +-- -4 Tn, gn ﬁqnx;n) < %
1

besteht, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung sofort ergibt.

KAPITEL IIL

Fastperiodische Funktionen mit ganzer Basis und ihre Beziehung zm den
rein periodischen Funktionen von unendlich vielen Variabeln.

§ 8.

Fastperiodische Fanktionen mit ganzer eingliedriger Basis.

In dem Falle einer fastperiodischen Funktion mit einer ganzen ein-
gliedrigen Basis B= !B}, wo also jeder der Fourierexponenten 4, ein ganzes
Multiplum einer einzigen Zahl g ist, haben wir es, wie zu erwarten ist, einfach

mit einer rein periodischen Funktion der Periode 2—;— zu tun. In der
Tat gilt der
Satz VII. FEs sei B eine beliebige reelle Zahl 4 0. Dann ist die Menge aller

fastperiodischen Funktionen f(z)~ X4, eM"x, deren Exponentenfolge die eingliedrige
ganze Basis B = {B] besitzt, mit der Menge aller stetigen rein periodischen Funk-

tionen der Periode —2—7” identisch.

B
Beweis. 1. DaB eine stetige rein periodische Funktion mit der Periode
2z
B
Exponentenfolge die ganze eingliedrige Basis {#! hat, haben wir schon in I,
§ 8, Satz XI gezeigt; in der Tat haben wir dort bewiesen, daf unsere

als fastperiodische Funktion aufgefaSt, eine Fourierreihe besitzt, deren
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Fourierreihe fiir eine rein periodische Funktion mit der ,gewthnlichen®
Fourjerreihe zusammenfillt.

2. Und daB umgekehrt jede fastperiodische Funktion f(z)~v ZA,LeM"x,
deren Exponentenfqlge die ganze eingliedrige Basis { ﬂ} besitzt, rein periodisch

mit der Periode —2—;- ist, folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz (I, § 4).
In der Tat ist ja die Fourierreihe der Funktion g(2) =f (x +gﬁz~~> d. h. die Reihe
., 2m
>4 emnT- g4

mit der Reihe ZAneM"w formal identisch, da 4,

ist, weshalb nach dem Eindeutigkeitssatze auch die beiden Funkt ionen f(%)

und g(@) = f (x+%“—) identisch sein miissen.

Im Folgenden werden wir einen allgemeinen Satz iiber den Zusammenhang
von fastperiodischen Funktionen mit ganzer Basis {8, f,,...] und rein perio-
dischen Funktionen von abzihlbar vielen Verdnderlichen (z,,x,,...) ableiten,
welcher den obigen Satz als einfachsten Spezialfall enthdlt. Bevor wir diesen
Satz aufstellen, werden wir aber zunichst einige allgemeine Bemerkungen iiber
rein periodische Funktionen von unendlich vielen Variablen vorausschicken.

bei jedem n eine ganze Zahl

§ 9.

Rein periodische Funktionen von unendlich vielen Variabeln.

" Es sei P(z,x,,...) eine (wie immer komplexe) Funktion von abzdhlbar
vielen reellen Variabeln, die im ganzen Raume definiert ist. Wir filhren die
folgende Definition ein:

Definition. Es soll die Funktion P(x,, ,,...) yperiodisch mit dem Perioden-
system (P,, D, ...)* heiflen, wo p,,p,,... von O verschiedene reclle Zahlen sind,
falls sie ungedndert bleibt, wenn xz, durch z,~+p, ersetzt wird, d.h. falls in jedem
Punkte (z,, «,, ...) des Raumes und bei jedem m = 1,2, ... dic Gleichung

P(xu very gy oyt P ¢M1) "') = P(xn ey Lo s Ty gy "')
besteht.

Wir bemerken, daf aus der Voraussetzung, daf P(z,, %, ...) periodisch ist
mit dem Periodensystem (p,, p,, ...), im Allgemeinen nicht geschlossen werden
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darf, daB fiir eine Folge von unendlich vielen ganzen Zahlen %, #n,, ... die
Gleichung

(27) ‘P(xl +n1pl’ xz+n2pll tery xm +nmpm7 . ') = P(xl’ x!’ LS ] xm? .. ')
besteht. Z. B. ist die Funktion von unendlich vielen Variablen

0 wenn unendlich viele der Koordinaten gleich 0 sind

Py, a,..) = { 1  wenn hochstens endlich viele Koordinaten gleich O sind,

sogar bei jeder Wahl der von O verschiedenen Zahlen p,, p,, ..., periodisch mit
dem Periodensystem (p,,,,...), da ja eine Anderung von nur einer der Koordi-
naten keinen Punkt (z,,%,,...) der einen ,Kategorie“ in einen Punkt der anderen
iiberfiihren kann; dagegen erfiillt sie bei keiner Wahl der Zahlen p,, p,, ... die
obige Bedingung (27), weil ja z. B.

P(p,p,ps...) =1 wd PO,00..)=20
ist.
Im Folgenden werden wir nur stetige Fnnktionen P(z,,x,,...) betrachten,
und fiir solche Funktionen gilt offenbar der
Hilfssatz 4. Es sei P(2,,2,,...) ene stetige Funktion von abzihlbar vielen

Variablen, die periodisch ist mit dem Periodensystem (p,, p,,...). Dann gilt, falls
Nyy Ny, ... eine belicbige Folge von ganzen Zahlen ist, im ganzen Raume die Gleichung

Pz, +n,p, 2,4 0Dyy ooy Ty b N0,y ...) = P, %, ..., Ty, ...)

Beweis. In der Tat folgt ans der Stetigkeit (Vollstetigkeit), dafl in jedem
festen Punkte (z,,x,,...) die Limesgleichung

P 4+np,, ..., 20+ %,00y Ty By Doy o+ +)
= lim P@ 40D, .0, Cp+ 0Py Tpngyy +-+)
m —» oG

besteht; und der Funktionswert nach dem Limeszeichen ist ja (bei jedem m)
gleich Pz, x, ..., 2,,...).

Wir beweisen danach den folgenden

Hilfssatz 5. FEs sei P(z,,z,,...) cine stetige rein periodische Funktion mit
dem Periodensystem (p,, p,, -..). Dann ist

1. P(z,,x,,...) tim ganzen Raume gleichmifiig stetig, und

2. die Menge der Funktionswerte von P(z,, z,,...) eine beschrinkte, abge-

schlossene Zahlenmenge.

Beweis. Nach dem obigen Hilfssatz 4 konnen wir uns so zu sagen auf
die Betrachtung eines endlichen (abgeschlossenen) Intervalles beschrinken —



136 Harald Bohr.

d. h. eines Raumteiles, welcher durch Ungleichungen der Form e, <z, =8,
(m = 1,2,...) bestimmt ist — nidmlich etwa des Intervalles 0 ==z, = |p.|
(m = 1,2,...). Nun gilt aber bekanntlich, wie durch das ,Diagonalverfahren*
unmittelbar zu beweisen, der fundamentale Satz, daf jede unendliche Punktfolge

Q™ : (&, 2y ..., Ty, L) (n=12..),

die in einem solchen abgeschlossenen Intervall des Raumes gelegen ist, mindestens
eine, dem Intervall angehorige ,Hiufungsstelle* ¢": (2}, %;},...,,,...) hat, d. h.
einen Punkt Q' mit der Eigenschaft, daB aus der gegebenen Folge @™ (n =1,2,...)
eine unendliche Teilfolge Q®Y, @™, ... heraunsgegriffen werden kann, die gegen
Q" konvergiert (was immer in dem weitesten Sinne gemeint ist, daB bei jedem

festen m die Limesgleichung lim z"? = z!, besteht). Unter Benutzung dieses
q—+

Satzes ergibt sich nun sofort die Richtigkeit des Hilfssatzes b ganz wie beim
Spezialfall einer Funktion von nur endlich vielen Variabeln. Wir beweisen z. B.
die erste Behauptung (bei der zweiten geht es noch einfacher), welche die gleich-
miBige Stetigkeit betrifft: Wenn P(z,,,,...) nicht gleichmiBig stetig wiire,
konnten wir ein festes & >0 und eine Folge von Punktepaaren

L CE N W (7L VRO | SRR 1 P LA N (0 7 RV | S

wobei die Punkte (z”,z{,...) alle im Intervalle 0 =, =|p,| liegen, derart
finden, daf fiir alle » die Ungleichung

(28) [Pl 27 )= Py 5 .. ) > &
gilte, wihrend bei jedem festen m die Limesgleichung
@) - lim () —a) = 0

n—-> 00

bestiinde, und es konnte hierbei ferner — nach dem Satz iiber die Existenz
einer Hiufungsstelle — angenommen werden, daf die Punktfolge (", 2f", ...)
gegen einen festen Punkt Q":(x], ;,...) konvergierte. Dann wiirde offenbar
auch, wegen (29), die Punktfolge (¥, 4, ...) gegen den Punkt @ konvergieren,
und es stiinde die Ungleichung (28) im Widerspruch mit der Stetigkeit der
Funktion P(z,, z,,...) in Punkte Q.

Wir beweisen schlieflich noch den folgenden

Hilfssatz 6. FEs sei P(z,, x,,...) eine stetige Funktion von abzihlbar vielen
Variabeln, die periodisch ist mit dem Periodensystem (p,, p,, ...), und es seien die

Zahlen —1-, i, ... lincar unabhingig. Es bezeichne ferner M die (nach dem Hilfs-

1 2



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 137

satze 5) beschrinkte abgeschlossene Zahlenmenge, die aus den simtlichen Funktions-
werten P(xz,, 2,,...) besteht, und M’ die Menge der Werte, welche die Funktion
P(z,, x,,...) auf der ,Hauptdiagonalen* z, = %, = .-+ = x annimmt, d. h. die
Menge der Werte der Funktion von nur einer Variablen

h(z) = Pz, 2, x,...) (—oo <z << 0).
Dann liegt die Menge M', welche offenbar eine Teilmenge von M ist, in dieser Menge
M diberall dicht.

Beweis. Es sei (2}, 2},...) ein beliebiger Punkt des Raumes und &¢=>0
beliebig gegeben. Wir haben die Existenz eines # derart zu beweisen, daf

|P(z, z,...)— P(z}, 23, ...)| < ¢
ist. Hierzu geniigt es, wegen der Periodizitdt der Funktion P(z,, ,,...) in
Verbindung mit ihrer gleichmifigen Stetigkeit, zu beweisen, daB, wie gro auch

die ganze Zahl M und wie klein auch die positive Zahl 0 gewihlt werden, die
M diophantischen Ungleichungen

|# —;,| <0 (mod. p,) (m=12, .., M)
d. h. die M Ungleichungen

| 1 1, )
— L= | <Z
[ D]

| P P "

bei passender Wahl eines x befriedigt werden konnen. Dies folgt aber, wegen

(mod. 1) (m=1,2, ..., M)

der linearen Unabhingigkeit der Zahlen —1-—, ; -, ..., sofort aus dem Kronecker-
schen Approximationssatze. L

§ 10.
Fastperiodische Funktionen mit beliebiger ganzer Basis.

Wir beweisen zunichst den

Satz VIIIa. Es sei P(z,,x,,...) eine stetige Funktion von abzihlbar vielen
Variabeln, die rein periodisch ist mit dem Periodensystem (p,, Py, ...), wo die Zahlen
B, = 2% g = 2% (d. h. die Zahlen -, 1, ) linear unabhingig sind.
b, b, b D
Dann ist die Funktion

hiz) = P(w,x,z,...) (~oo< & < o0)

eine fastperiodische Funktion, deren Fourierexponenten die ganze Basis B = {ﬁ,, [N
besitzen.
Acta mathematica. 46. Imprimé ls 1 avril 1925. 18
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Beweis. 1. DaB die (offenbar stetige) Funktion % (x) fastperiodisch ist,
daB es also zu einem beliebig gegebenen & >0 eine Linge I = I(s) derart gibt,
daB jedes Intervall dieser Linge mindestens eine zu & gehdrige Verschiebungs-
zahl der Funktion % (z) enthdlt, ergibt sich folgendermafien: Zunichst bestimmen
wir, anf Grund der gleichmiBigen Stetigkeit der Funktion P(x,, z,,...) und ihrer
Periodizitit, die Zahlen M = M(s) und 0 = &(¢) derart, daB zwei beliebige
Punkte (], },...) und (27, 2,,...) des Raumes, welche die M diophantischen
Ungleichungen

|z, — ;] < & (mod. p,,) m=1,..., M)

erfiillen, ebenfalls der Ungleichung
lP(IB{, m;’ . )_P(xf; x,s,a )I <

geniigen. Hieraus folgt, daB 7 gewiB eine zu & gehorige Verschiebungszahl der
Funktion k(x) = P(x,2,...) ist, d. h. daf§ fiir alle »

|h(x+71)—h(@)| = |P(x+7,2+7,...)— P(z,2,...) <&
ist, falls ¢ die M Ungleichungen

|z] < ¢ (wod. p,,) (m=1,..., M)
d. h. die M Ungleichungen
2 2
(30) f»izi< Ip,,:l d (mod. 2x) m=1,..,M)

erfiillt. Nach dem Satze A des § 4 gibt es aber eine Liinge ! derart, daf jedes
Intervall dieser Linge mindestens eine Losung z dieser M Ungleichungen enthilt.
2. Nachdem die Funktion %(z) als fastperiodisch erkannt ist, sei ihre

Fourierentwicklung mit ZA,;eM"ac bezeichnet. Wir haben zu beweisen, dafi die
Fourierexponenten 4, die ganze Basis {8,,8, ...} = {2})%,—2;-, }
besitzen, also daf jeder Exponent 4, in der Form l '

2z 2z 2z
31 ) A _— —_— aea g
( ) n 97«,1 ?, +gn,! D, + +9' ¢ Dan

mit ganzzahligen Koeffizienten g geschrieben werden kann. Wir fithren den
Beweis indirekt, d.h. wir nehmen an, daf es unter den Fourierexponenten
4, einen gibt, étwa Ar = 1, der nicht in dieser Form geschrieben werden kann.
Nach Hilfssatz 1, § 1 kinnen wir das &, so klein wihlen, daB eine Zahl 7, fiir
welche die Ungleichung

(32) |tl—ﬂ|<% (mod. 2x)
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erfiillt ist, gewif keine zu & gehorige Verschiebungszahl der Funktion k()
ist. Andererseits haben wir ja oben gesehen, da8 wir za diesem ¢, (ndmlich zu
jedem &£ =>0) ein M und ein & so finden kinnen, daB jede Zahl z, welche den
M Ungleichungen (30) geniigt, gewiB eine zu &, gehorige Verschiebungszahl von
k(z) ist. Dies ist aber ein Widerspruch; denn nach Satz B in § 4 gibt es ja —
weil 4 nicht von der Form (31) ist — eine Zahl 7, welche gleichzeitig die
Ungleichungen (30) und (32) befriedigt.

Es ist ein Hauptsatz der Theorie, daB sich dieser Satz VIIIa auch um-
kehren ld6t:

Satz VIILb. Es sei f(z) eine fastperiodische Funktion mit der ganzen Basis
B = {ﬂl, 8., ; Dann gibt es eine stetige rein periodische Funktion P(z,, x,,...)

%’i, 2’3—7”, ) derart, daf

f(x) = P(z,2,z,...) (—o0o <2< 00)

mit dem Periodensystem (p,, py,...) = (

ist. Und ferner: Diese Funktion P(z,, x,, ...) ist durch die gegebene fastperiodische

1) "3

Funktion f (x) und die gegebene Basis {Bis By, ...} cindeutig bestimm.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB es hochstens eine solche Funktion
P(z,, z,, ...) existiert; denn wéren P, (z,,«,,...) und P,(z,, z,,...) zwei Funk-
tionen der erwiinschten Art, so wiire ihre Differenz P*(z,, s,,...) = P, (2, z,,...)
— P,(x,,x,,...) eine stetige rein periodische Funktion mit dem Periodensystem

(21, P )—(2—7‘ yd )

12 gy »o0) — ﬂxi ﬂ’7"'7
welche auf der ganzen Hauptdiagonalen z, = 2, = --- = 2 den Wert O besife,
was aber — da die Zahlen }—, i, ... linear unabhingig sind — nach dem Hilfs-

PR
satze 6 des § 9 nur dann méglich ist, wenn P*(z,,,,...) im ganzen Raume

gleich O ist, d. h. wenn P (x,, 2,,...) und P,(z,, x,,...) eine und dieselbe Fank-
tion sind. '

Um danach zu beweisen, daB es tatsdichlich eine Funktion P(z,, z,,...)
von der im Satze erwidhnten Art gibt, brauchen wir nur die in Kapitel II ein-
gefiihrte zu der gegebenen fastperiodischen Funktion f(z) und der gegebenen
Basis {B,, §,,...] »gehorige” Funktion von abzihlbar vielen Variablen F (z,,,,...)
heranzuziehen. In der Tat hat diese Funktion simtliche geforderten Eigen-
schaften. Denn, wie dort gezeigt, ist sie stetig und erfiillt die Gleichung

f@) = F(,z,z,...),
18*
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und ferner ist sie offenbar periodisch mit dem Periodensystem

(D1 Doy ) = (%—j’,i—:‘,)

weil die Reihe
D Anet(r"' 1612y ot i, g0 Bn Bg0) ,

2n
ﬁ"l

ersetzt wird, da ja die Koeffizienten » ganze Zahlen sind und z, iiberall mit
dem Faktor g, auftritt.

Indem wir die Sdtze VIIIa und b zusammenfassen, haben wir also den
folgenden Satz bewiesen, welcher die in § 8 erwihnte Verallgemeinerung des
dortigen Satzes iiber fastperiodische Funktionen mit ganzer eingliedriger Basis
darstellt.

Satz VIII. Es sei 8,,B,,... eine belichige Folge von linear unabhingigen
Zahlen. Dann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(z), deren Expo-
nentenfolge die ganze Basis B = {8,, B,, .. .} besitat, mit der Menge aller derjenigen
Funktionen h(x) identisch, welche die Form h(z) = P(w,x,...) haben, wo P(z,,%,,...)

welche F(z,, z,,...) ,bestimmt®, ungeindert bleibt, wenn 2, durch z, 4 ——

eine stetige rein periodische Funktion mit dem Periodensystem ( ;, 2; ) ist.
1 2
Und die hierdurch (mit Hilfe der gewihlten Basis) bewirkte Zuordnung zwischen
den Funktionen f(x) und den Funktionen P(x,, z,, ...) ist eine eineindeutige.

In dem speziellen Fall, wo die gegebene Folge von linear unabhingigen
Zahlen 8, B,,... nur endlich viele Zahlen enthilt, geht dieser Satz — unter
Benutzung des in § 5 gewonnenen Resultates, daB diejenigen fastperiodischen
Funktionen, deren Exponentenfolge die endlichgliedrige ganze Basis

{81y By -..} besitzt, mit den ,quasiperiodischen“ Funktionen mit den Perioden

2 o .

ﬁ—”, 213—“, . zusammenfallen — in einem zuerst von BomL in seiner Magister-
1 1

dissertation [1] bewiesenen (und spiter von EscLaneox wiedergefundenen) Satz iiber
quasiperiodische Funktionen iiber. Es ist also unser Satz VIII als eine Verall-
gemeinerung dieses Bohl-Esclangonschen Satzes anzusehen.
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KAPITEL IV.

Fastperiodische Funktionen mit beliebiger Basis und ihre Beziehung zu den
grenzperiodischen Funktionen von unendlich vielen Variabeln.

§ 11.
Fastperiodische Funktionen mit eingliedriger Basis,

Wir fiihren die folgende Definition ein:

Definition. Eine fir —oo <<z << oo definierte Funktion g(x) soll ,grenz-
periodisch® heiflen, falls sie durch rein periodische stetige Funktionen gleichmdfig
approzximiert werden kann, d. h. falls es zu jedem & >0 eine rein periodische stetige
Funktion p(x) derart gibt, daf fiir alle x

lg(@)—p@)<e
1st,

Jede grenzperiodische Funktion ist offenbar eine stefige Funktion, da sie
sich gleichmiBig durch stetige Funktionen approximieren 148t. Die Menge der
grenzperiodischen Funktionen enthilt offenbar als Spezialfall die Menge der rein
periodischen (stetigen) Funktionen, und ist andererseits (nach I, § 1, Satz VI)
in der Menge der fastperiodischen Funktionen enthalten, ist aber nicht
mit dieser letzteren Menge identisch; wir werden vielmehr in diesem Paragraphen
zeigen, dafl sie genau mit derjenigen Teilmenge der fastperiodischen Funktionen diber-
einstimmt, deren Exponentenfolge eine eingliedrige Dasis besitzt.

. Wir werden iibrigens dieses Resultat in einer wesentlich verschirften Form
ableiten, bei der nicht nur von der Existenz einer eingliedrigen Basis {ﬁ},
sondern auch von dem Wert der Basiszahl § die Rede ist. Die Moglichkeit
dieser verschirften Form hiingt mit der auch an sich interessanten Tatsache zu-
sammen, daB bei dem Grenziibergang, der von den rein periodischen zu den grenz-
periodischen Funktionen fiihrt, der Begriff der ,Periode“ nicht verloren geht;
nur ist hier die Periode nicht (wie bei den rein periodischen stetigen Funktionen)
bis auf einen ganzzahligen Faktor, sondern blof bis anf einen beliebigen ratio-
nalen Faktor bestimmt.

Satz IX. Zu jeder grenzperiodischen Funktion g(x) gibt es eine reelle Zahl
q % 0, eine , Periode“ der Funktion, derart, dafi es moglich ist, g(x) gleichmdifiig durch
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solche rein periodische stetige Funktionen zu approximicren, deren Perioden in einem
rationalen Verhilinis zu q stehen.

Hierbei ist die Periode q (abgesehen von dem trivialen Falle, wo die Funktion
g(x) eine Konstante ist und doher offenbar jede Zahl % O als Periode besitet) bis
auf einen selbstverstindlichen rationalen Faktor F O eindeutig bestimmt; ja, es gibt
sogar, bei hinreichend kleiner Wahkl von & = 0, unter den rein periodischen stetigen
Funktionen, welche g (x) bis auf & approximicren, keine eingige, derem Periode in einem
irrationalen Verhdlinis zu q steht.

Beweis. Es sei also g(z) eine beliebige grenzperiodische Funktion, die
nicht fiir alle # konstant ist, d. h. es mtge gewif zwei Punkte z, und z, (siehe
Fig. 2) mit g(x,) # g(z,) geben. Der Satz wird offenbar bewiesen sein, wenn
wir eine feste Zahl ¢, > 0 derart angeben kinnen, daf, falls p,(x) und p,(z)
zwei beliebige rein periodische stetige Funktionen mit Perioden p, bzw. p, sind,
welche beide g(x) mit der Genauigkeit ¢ approximieren, d. h. fiir die

l9(@) —p, ()| <& und [g9(z)—p, ()] <& (-0 <z < 00)
ist, das Periodenverh#ltnis p,:p, eine rationale Zahl wird. Wir werden
zeigen, daB die Zahl 5, = 82’ wo y die Zahl |g(z,) — g («,)] bedeutet, diese Eigen-
schaft besitzt. Zu diesem Zwecke wihlen wir zunichst, mit Hilfe der Stetigkeit

X x": - :P : —
xz xz P{ X
Fig. 2.

von g(x), die Zahl 8 >0 so klein, daB fiir zwei beliebige Punkte 2’ und 2,
welche den Intervallen (z,—9d, «,+9) bzw. (2,—d, 7, + J) angehoren, die U1.1-
gleichung

ly @) — 9(@)) > &

gilt. Wir fithren den Beweis indirekt, d. h. wir nehmen an, da8 es zwei mit
der Genaunigkeit &, approximierende rein periodische Funktionen p,(x) und p,(z)
gibe, fiir welche das Periodenverhiltnis p,:p, eine irrationale Zahl wire.
Dann konnten wir nach dem Kroneckerschen Approximationssatze einen Wert z
finden (siche Fig. 2), welcher den Ungleichungen

[t—z,| <0 (mod. p,) und [z—2z,|<d (mod. p,)
d. h. den Ungleichungen
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!%x——; <5 l(mod 1) und ‘—x 1.

| | (mod. 1)
geniigen wiirde, also ein z, welches gleichzeitig in der Form # = 2’ +#n,p, und
z = 2"+ n,p, geschrieben werden kinnte, wo z' und 2" den obigen Intervallen
(x,— 9, z, +0) bzw. (z,—0, ,+ 0) angehtren und =,, », ganze Zahlen sind.
Dies ist aber ein Widerspruch; denn fiir dieses » wire ja einerseits

-~

|2.@) = 1,@)| = |p,@)—n@)) > l9@)—g @) —2e>F -4 = &
und andererseits

19, - @ <l9@ —g @) + 26, = 26, = .

Wir beweisen nunmehr den folgenden wichtigen Satz, dessen Wortlaut sich
nur dadurch von dem des Satzes VII des § 8 unterscheidet, daB einerseits ,ganze
Basis“ durch ,Basis“ und andererseits ,rein periodisch“ durch ,grenzperiodisch“
ersetzt ist.

Satz X. Es sei B eine beliebige reelle Zahl F 0. Dann ist die Menge aller
fastperiodischen Funktionen f(x)~ 34, em”w, deren Exponentenfolge die eingliedrige
Basis |} besitat, mit der Menge aller gremsperiodischen Funktionen g () der Periode

27” identisch.

Beweis. 1. Wir beweisen zunichst, daB jede grenzperiodische Funk-

tion g(x) mit der Periode 2z eine fastperiodische Funktion mit der ein-

B
gliedrigen Basis {B} ist. DaB g(z) fastperiodisch ist, haben wir schon oben be-

merkt, und da8 ihre Fourierexponenten alle die Form r g mit rationalem » be-
sitzen, ergibt sich folgendermafen: Nach Voraussetzung kénnen wir zu der

gegebenen Funktion g(z) eine Folge von stetigen rein periodischen Funktionen

2, (), p,(®), ... mit Perioden r 27 2z ... (wo die r rationale Zahlen be-

1 ﬂ ) 2 ﬁ ’
deuten) derart bestimmen, daBl gleichmiBig fiir alle x
(33) lim p,(2) = g(x)

n—>0o0

ist. In der Fourierreihe der rein periodischen Funktion p,(z) der Periode 7, %‘—
i, wo m eine ganze Zahl ist, so da8

n

haben die Exponenten alle die Form -

eine Zahl 2 nicht Fourierexponent irgend einer der approximierenden Funk-



144 Harald Bohr.

tionen p,(z) sein kann, d. h. fiir jedes » der Mittelwert M { (%) e_“'xf gleich 0
sein muB, wenn sie in einem irrationalen Verhiltnis zu g steht. Nun folgt
aber aus (33) (nach I, § 5, Satz XXV), da8

Mig@e ™ = lim Mip,@e

ist; es muf daher auch M {g(x)e_”'x% = 0 sein, d.h. die Zabl 4 kommt auch
nicht als Fourierexponent der Funktion g(z) vor, womit die Behauptung be-
wiesen ist.

2. Tiefer liegt der Beweis, daf umgekehrt jede fastperiodische Funk-

tion f(x)NZA,lem"z mit der Basis {8} eine grenzperiodische Funktion der
Periode -~ ist, d.h. daB es zu jedem &>0 eine stetige rein periodische

B
Funktion p(z) mit einer Periode rgﬂ£ gibt, derart, daB fiir alle

If (@) —p(@)| < &
ist. Wir benutzen hier die ,hinreichende Bedingung“ aus § 3, nach welcher wir,
um Verschiebungszahlen der fastperiodischen Funktion /() zu bekommen, nur

einen ans endlich vielen Gliedern bestehenden Anfang der Fourierreihe zu be-
trachten brauchen. Wir bestimmen nach diesem Satze zu der gegebenen Funktion

f (@ NEA,LeM”x und der gegebenen Zahl £ eine Anzahl N und ein 6 >0

3
derart, daB jede Zahl 7, welche die N Ungleichungen
(34 j4,7] < 6 (mod. 2x) (n=1,2...,N)

erfiillt, eine zu % gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(z) ist. Nun ist

aber nach Voraussetzung jeder Exponent 4, von der Form 7, mit rationalem
v,, und wir kionnen daher hier ein 7, § 0, ndmlich

2x
(35) 7, = gT’
wo g den Hauptnenner der rationalen Zahlen #,, ..., ry angibt, so finden, daB

v = r, nicht nur die N diophantischen Ungleichungen (34), sondern sogar
die N diophantischen G leichungen (Kongruenzen)

(36) 4,v = 0 (mod. 27) n=12..,N)
erfiillt. Hieraus folgt aber, daf nicht nur 7z, selbst, sondern auch jedes ganze

Multiplum von 7z, eine zu —% gehirige Verschiebungszahl von f(2) ist;
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denn bei jedem ganzen m wird ja mz, eine Losung der Gleichungen (36) also
a fortiori der Ungleichungen. (34) sein.

Wir betrachten nun die rein periodische Funktion ¢(z) der Periode
7,, welche durch

q(@) = () (fiir 0 =2 <|z,|)

bestimmt ist. Diese Funktion g(x) erfiillt offenbar fiir alle  die Bedingung
&
la() ~ F@) =5

denn, falls z eine beliebige reelle Zahl ist und in der Form z = x,+mz, ge-
schrieben wird, wo m ganz und 0 <2, <|z,| ist, ergibt sich ja

|Q(x)_f($)‘ = lq(xﬂ_l-mro)_f(mo'*'”lto)' = |Q(x0)_f(xo+m’50)]
= (f(z) —f (@, + mz,)| = %

Diese Funktion ¢(z) wird aber im Allgemeinen nicht iiberall stetig sein,
weil ja nicht f(0) = f(r,) sein muB. Wir konnen sie aber leicht dadurch

»glitten“, daB wir fiir jedes 2 an Stelle des Funktionswertes ¢(z) den Mittel-
wert

x4
p(r) = 21—,7_[ nQ(y)dy

r—n

betrachten!, wo die Konstante 5 so klein gewﬁhlt ist, daB in jedem Intervall
der Linge 27 die Oscillation von ¢(2) kleiner als —23—5 ist, was wegen

&
FO-frEl=5

miglich ist. Die so ausgeglittete Funktion p(x) geniigt dann den gestellten
Forderungen; denn 1) ist sie eine stetige rein periodische Funktion mit einer

Periode 7,, welche nach (35) in einem rationalen Verhiltnis zu %E steht, und

! Wir hétten hier natiirlich noch einfacher vorgehen kénnen, indem wir die Funktion g(x)
nur in den Umgebungen der Sprungstellen mz, abgeandert hitten. Wir haben nur deshalb die
Mittelwertshildung verwendet, weil wir spiter eine dhnliche Ausglattung bei einer unstetigen
Funktion von mehreren Verinderlichen vornehmen miissen, wo diese Methode die weitaus ein-
fachste ist.

Acta mathematica 46, Imprimé le 1 avril 1925. 19
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2) geniigt sie fiir alle « der Ungleichung

2
If @—~p@IZ|f @) — 4@ +le@ 2@ < 5 +5 = =

Bevor wir dazu iibergehen, das fiir eingliedrige Basen gefundene Resultat

auf den Fall belicbiger Basen zu verallgemeinern, miissen wir zuniichst den Be-

griff einer grenzperiodischen Funktion von mehreren (unendlich vielen) Variabeln
einfiihren.

§ 12.
Grenzperiodische Funktionen von unendlich vielen Variabeln.
Definition. Eine Funktion G(z,,,,...) von abziklbar wvielen Variablen
Z,, Z,, ... soll ,greneperiodisch® heiflen, falls sie durch stetige rein periodische Funk-
tionen von ebenso vielen Variablen gleichmdiflig approximiert werden kann, d. h. falls
es zu jedem &> Q ecine stetige rein peviodische Funktion P(z,, z,,...) (mit frgend
einem Periodensystem) derart gibt, daff im ganzen Raume die Ungleichung

[G(x,, 2,y ..)— P, 75, ...)| <&
besteht.

Aus der Definition folgt sofort die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes:

Hilfssatz 7. Jede grenmzperiodische Funktion G (2, x,,...) ist stetig, und
sogar gleichmdfig stetig im ganzen Raume, und die Menge ihrer Funktionswerte bildet
eine beschrinkte Zahlenmenge®.

1 Es sei dagegen bemerkt, daf8 die Menge der Funktionswerte einer grenzperiodischen
Funktion nicht — wie es bei den rein periodischen (stetigen) Funktionen der Fall ist — abge-
schlossen zu sein braucht. Betrachten wir z. B. die Funktion

D1 iz

f@) =2 5¢ (— 00 << & << ©0)
1

1 . R . 1 . . . .
wo i, = i35 @n—1i) ist; da die Reihe E"ﬁ konvergiert, ist f(x) eine fastperiodische
Funktion mit der Fourierreihe ) %e'l"z, und da die Exponentenfolge 1,, 15, ... die eingliedrige
Basis %ﬁ} = ,1} besitzt, ist f(x) also (nach § 11) eine grenzperiodische Funktion der einen
Variablen z. Von der Wertmenge dieser Funktion f(x) ist aber sofort einzusehen, daB sie nicht

3
abgeschlossen ist. In der Tat enthilt sie nicht die Zahl — 2 %(: —%)’ da bei jedem

festen £ die Limesgleichung lim 1,z = 0, d. h. die Limesgleichung lim ¢*% = 1, besteht,
7n-»00 7 —>CO

. 1 . sy 1 R
und somit R(f(x)) > — E_n_* ist; dagegen ist diese Zahl — 2;,— gewi ein Hiufungspunkt
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Beweis. Dieser Satz ergibt sich einfach daraus, daf die Fanktion
G (v, Z,, ...) mit einer beliebig vorgegebenen Genauigkeit durch eine rein perio-
dische stetige Funktion approximiert werden kann, und daf die Behauptungen
fiir die rein periodischen stetigen Funktionen schon (vergl. § 9, Hilfssatz 5) be-
wiesen sind.

Wenn in einer grenzperiodischen Funktion G (z,, z,, ...) einige (endlich oder
unendlich viele) von den Variabeln festgehalten werden, entsteht offenbar
eine grenzperiodische Funktion in den iibrigen Variabeln. Mit Hilfe dieser Be-
merkung beweisen wir sofort den folgenden

Hilfssatz 8. Es sei G(z,, ,, ...) eine grenzperiodische Funktion, und m ein
solcher Index, daff G(x,,x,,...) in der Variablen z, nicht konstant ist. Damn gibt
es eine (bis auf einen rationalen Faktor § O offenbar eindeutig bestimmte) reelle Zahl
da ¥ O sowie eine Genauigkeit &, derart, daf fiir jede rein periodische Funltion
Pz, =,,...), etwa mit dem Periodensystem (p,, p,,...), welche G(z,, z,,...) bis
auf &, approximiert, d. h. im gansen Raume die Ungleichung

|G (), %,y ...) — P2y, 2, ...)| <&

erfiillt, die m-te Periode p,, in einem rationalen Verhiltnis cu der festen Zahl q,, steht.

Beweis. Da8 G (z,,,, ...) in z, nicht konstant ist, bedeutet, daB sich

solche feste Werte 22,...,2% ,,2%,,,... der von z, verschiedenen Variablen
wilhlen lassen, daf die Funktion

g(xm) = G(xg7"') xfn—” xﬂl7x:)ll+l"") (—-Oo<xm<oo)

keine Konstante ist. Diese Funktion g(z,) ist ferner, nach der obigen Be-
merkung, eine grenzperiodische Funktion in der Variablen z,, weshalb
nach Satz IX, § 11 eine (bis auf einen rationalen Faktor eindeutig bestimmte)
reelle Zahl g¢,, 4 0 und ein &, > 0 existiert, derart, daB fiir jede rein periodische
Funktion p(z,) mit der Periode p,, welche g(z,) bis auf s, approximiert, die
Periode p,, in rationalem Verhiltnis zu ¢, stehen muB. Diese Zahlen g, und ¢,
erfiillen dann offenbar die Forderung des Satzes; falls nimlich P(z,, z,,...) eine
rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (p,,p,,...) ist, welche

der Wertmenge, weil ja zu jedem N ein #, z. B. ¢ = 1.3.5--- (2 N-—1)=, so gewihlt werden
kann, da®

l,x2 = = (mod. 27x) n=12..,N)
d b

&F = 1 n=129..,N)
ist.

19*
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G(z,, z,,...) bis auf &, approximiert, wird ja die Funktion

p(Z,) = Pai, ..., 25y, Ty T s

eine rein periodische Funktion von #,, mit der Periode p, sein, welche g(x,) bis
auf &, approximiert, weshalb also p,:g, rational sein mus.

Wir stellen nunmehr die folgende Definition auf.

Definition. Von einer gremzperiodischen Funktion G (z,, %,,...) soll gesagt
werden, daf} sie das ,Periodensystem® (g, q,,...) besitst, wo die g, reelle Zahlen
+ 0 sind, falls es zu jedem & >0 mdiglich ist eine rein periodische Funktion
P(z,, z,,...) mit einem Periodensystem (p,,D,, -..), dessen Elemente p, simtlich in
rationalen Verhiltnissen zu den entsprechenden g, stehen, so zw wihlen, daff sie die
Funktion'G(xl,xz, ...) bis auf & approximiert, d.h. im ganzen Rauwme die Un-
gleichung

|G,y 2,y ...)— P(z,, 2,, .. )] <&
erfiillt. .

Es ist also speziell jede rein periodische (stetige) Funktion mit dem Perio-
densystem (p,, p,, ...) auch eine grenzperiodische Funktion mit demselben Perio-
densystem (p,, p,,...).

Satz XI. Jede greneperiodische Funktion G (x,,,,...) besitst ein Perioden-
system (q,, q,, .- -), und die m-te ,Periode“ q, ist hierbei (abgesehen von dem Falle,
wo die Funktion in =z, konstant ist) bis auf einen rationalen Faktor § O eindeutig
bestimmd.

Beweis. Es ist zunichst klar, daB, falls iiberhanpt ein Periodensystem
(4, 9y, - - .) existiert, und G (z,, z,,...) in «,, nicht konstant ist, die m-te Periode
(bis auf einen rationalen Faktor) eindeutig bestimmt sein muf; denn nach
dem Hilfssatze 8 muf ja auf dem m-ten Platze gewifi die dortige Zahl g, stehen.

Beim folgenden Beweis konnen wir uns offenbar auf den Fall beschrinken,
wo die gegebene grenzperiodische Funktion G(z,,z,,...) in keiner der Va-
riablen konstant ist!; es handelt sich dann darum zu zeigen, daf das System
(4,5 Q) - --), Wo g, die Zahl des Hilfssatzes 8 bedeutet, tatsichlich ein Perioden-
system unserer Funktion G (z,, z,, ...) darstellt. Falls die Anzahl der Variabeln
Z,, &, ... nur eine endliche ist, ist die Richtigkeit dieser Behauptung klar;
denn aus dem Hilfssatz 8 folgt ja hier sofort die Existenz einer Zahl & ¢némlich
der kleinsten der dortigen Zahlen ¢, &, ...) derart, daB .sogar fiir. jede rein

1 Falls nimlich die Funktion G (,, 23, ...) in gewissen Variablen konstant ist, kdnnen wir
sie einfach als eine grenzperiodische Funktion von den ibrigen Variabeln allein auffassen.
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periodische Funktion P(z,, 2,,...), welche G(z,, z,, ...) bis auf ¢ approximiert,
gelten muB, daf ibhre Perioden p, in rationalen Verhdlinissen zu den ent-
sprechenden g,, stehen. Im Falle unendlich vieler Variablen aber, ist nar
soviel klar, daB fiir eine rein periodische Funktion P(z,, #,, ...) mit dem Perioden-
system (p,,p,,...), welche G(z,x,,...) bis auf einen ,sehr kleinen“ Fehler
approximiert, eine ,sehr groBSe“ Anzahl von Perioden p, in rationalem Ver-
hiiltnis zu den entsprechenden g, stehen werden; wir miissen dann hier beweisen,
daB die approximierende Funktion Pz, z,,...) so gewdhlt werden kann, da8
die simtlichen Perioden p, in rationalen Verhdltnissen zu den g, stehen.
Zu diesem Zwecke verfabren wir folgendermaBen :
Es sgei

P (z,, 24 ...) (r=12..)

eine Folge von rein periodischen Funktionen mit den Periodensystemen (p(”, p;", ...),
die im ganzen Raume gleichmiBig gegen G (z,, «,, ..:) konvergiert, und wo daher
gewiB (nach Hilfssatz 8) die m-te Periode p® fiir hinreichend grofies », d. h. fiir
n> N = N(m), in rationalem Verhiltnis zu g, steht. Da G(z,, %,,...) gleich-
miBig vollstetig ist, kénnen wir zu dem gegebenen £ >0 ein M so groB wiblen,
daf im ganzen Raume die Ungleichung

[G(@,y .- Tagy Taaas Tapany o) — G (@4 -+ T3y 0,0, .. .)|<§

besteht; und nachdem M festgelegt ist, wihlen wir das n, so grof, daf emer-

seits im ganzen Raume

£
2

also a fortiori bei jeder Wahl der M ersten Koordinaten

| P (@, 2, ..)— Gz, z,,..) | <

&

[P("o)(a;,, oy Ty, 0, 0,...)—-G(.’t” vy xM,O, 0, )‘< 2

ist, und andererseits die M Perioden p™, ..., p" rationale Multipla der ent-

sprechenden Zahlen g,, ..., g5 sind. Ich behaupte, daB die Funktion
P(Z,, ..oy Tapy Tagyy --) = P™(x,, ..., 24,0,0,...)

(welche also nur von den M ersten Koordinaten abhéingt, d.h. in den ibrigen
Koordinaten konstant ist) die geforderte Eigenschaft besitzt. In der Tat ist sie
eine rein periodische (stetige) Funktion mit dem Periodensystem

(ng) (19)
(px 07 - ")pMo ’ ch-n Crsey » ");
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wo die M ersten Zahlen rationale Multipla von g¢,, ..., g, sind, wihrend die
iibrigen Zahlen cy,,, ¢y, ... ganz beliebig gewidhlt werden kénnen, also auch
etwa gleich gqy,,, 94, . ..; und andererseits erfiillt sie die Ungleichung
IG(xn Zys "')—P(xuxza '”)Ig
(G (@, ooy Zyy By -0 ) — G (g o 0oy 2y 0, ..0)]
H1G @y vy Tay 0, ) = Py, oy 2, 0, ) < g = &

In dem obigen Beweise war als approximierende rein periodische Funktion
P(z,, z,, ...) eine solche gewidhlt, die nur von endlich vielen der Variablen
abhingt. DaB die Moglichkeit einer solchen Wahl besteht, wollen wir als be-
sonderen Satz formulieren:

Hilfssatz 9. Es sei G(x,,z,,...) cine beliebige gremzperiodische Funktion
von abzihlbar vielen Variabeln mit dem Periodensystem (q,, q,,...). Dann 1ift sich
2u jedem &= 0 ein ganzes M und eine rein periodische (stetige) Funktion von nur
M Variablen I(z,,x,,..., xy) mit einem Periodensystem (p,, b,y ..., Py), dessen
Zahlen in rationalen Verhiltnissen zu den entsprechenden Zahlen gq,, q,, ..., q; Stehen,
so wahlen, daf} im ganzen abeihlbar dimensionalen Raume die Ungleichung

(G @,y @yy o ony Tay Tagygy - o o) — (@), T,y .., )] <o
besteht 1.
Aus diesem Satze ergibt sich das folgende

Corollar. Es sei G(z,, x,,...) eine belichige grenzperiodische Funktion mit
dem Periodensystem (q,, gy, -..) und & einc vorgeschriebene Genauigkeit; dann gibt

1 Aus diesem Hilfssatze ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der folgenden spiiter zu ver-
wendenden

Bemerkung: Die Differenz zweier gremsperiodischen Funktionen G,(x,,%;,...) und
G (xy, 3, ...) mit demselben Periodensystem (¢, q;,...) ist wieder eine grengpersodische Funktion
mit dem Periodensysiem (g, ¢a, - - -)-

In der Tat lassen sich nach dem Hilfssatz 9 die Funktionen @, (x;, ,, ...) und Gy(x;, 2., ...)
durch zwei rein periodische Funktionen von nur endlich vielen Variabeln (wobei wir offenbar
fir beide Funktionen dieselbe Anzahl von Variabeln schreiben kénnen)

I (2, ..., zw) und IL(xy, ..., 2w)
mit Periodensystemen der Form (rlq,,...,rkax) und (7 g, ..., 74 qy), und also auch mit einem
gemeinsamen Periodensystem (riq,..., 7 qu), bis auf % approximieren. Dann ist aber

IL (%, ..., 2u) — I (2, . . ., z,) eine rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (r, q;, ..., 74 gx),
welche G (xy, 25,...) — G (xy, 23, ...) bis auf & approximiert, woraus sofort folgt, dad Gy — G,
grenzperiodisch mit dem Periodensystem (gq,, ge, ...) ist.

Ganz ebenso ergibt sich, daf das Produkt zweier grenzperiodischer Funktionen mit demselben
Periodensystem wieder grenzperiodisch mit diesem Periodensystem wird.
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es eine Anzahl M und eine rationale Zahl r, derart, dafi die Ungleichung
(37 |Gz, &y, . 0)— G (], 2),..)]| <&

fiir zwei beliebige Punkte (z.,z,,...) und (), x,,...) des Raumes besteht, wenn nur
die M Kongruenzen

z) = x,, (mod. rgq,,) m=1..., M)

erfullt sind, d. h. wenn nur ihre Projektionen (z), ..., xy) bew. (x7, ..., 2y) auf den
M-dimensionalen Unterraum beziiglich einer, durch die Seitenlingen rq,, ..., rqy be-
stimmten, parallelepipedischen Raumfteilung ,aequivalent® liegen.

In der Tat kann man nach dem Hilfssatze 9 zu dem gegebenen % eine

rein periodische Fanktion von einer endlichen Anzahl M Variabeln II(z,, o Zy)
mit einem Periodensystem der Form (rg,, ..., 7qy) so bestimmen, daB im ganzen
abzidhlbar dimensionalen Raume die gegebene Funktion G(z,, x,,...) von dieser

Funktion II(x,, ..., ;) um weniger als —;— abweicht; hieraus folgt aber sofort,

”

daB fiir zwei Punkte (2], z.,...) und (z;, 27, ...), deren Projektionen auf den M-
dimensionalen Unterraum im obigen Sinne ,aequivalent® liegen, und fiir die also
Oz, ..., zy) = H(z], ..., «y) ist, die Ungleichung
|G, 2y ..)— Galy ..
=Gl ) =TI . |+ G (& & ) — 1 .., 23]
& &
<< "2— +'—2'~ = &

erfiillt ist’.

Fiir einen spidteren Zweck ist es niitzlich zu bemerken, daB sich dieses
Corollar auch umkehren 1d68t, was also besagt, daf die genannte Eigenschaft
fiir eine mit dem Periodensystem (g,, g,, ...) grenzperiodische Funktion ,charak-
teristisch ist:

Hilfssatz 10. Damit eine Funktion G(z,, z,,...) von abeihlbar vielen Va-
riablen grenzperiodisch mit dem Periodensystem (q,, q,, -..) ist, ist auch hinreichend,

! Wir bemerken fiir eine spitere Anwendung, daB aus dem obiger Beweise unmittelbar her-
vorgeht, daB wir das Corollar auch in einer etwas verallgemeinerten Form aussprechen kinnen,
die besagt, daB sich zu dem gegebenen & ein M, ein » und eine positive GroBe & der-
art finden 1aBt, daB fir zwei beliebige Punkte (z{, z},...) und (x7, zj,...) die Ungleichung (37)
besteht, wenn nur die M diophantischen Ungleichungen '

| &h — x| << & (mod. rg,,) (m=1,..., M)

erfilllt sind, d.h. wenn die Projektionen (z}, ..., x%) bzw. (z},..., x%) nur angenihert ,aequi-
valent* liegen.



152 Harald Bohr,

dafl sie die folgende Bedingung erfiillt: Zu jedem & =0 gibt es eine ganze Zahl M

sowie eine rationale Zahl r ¥ O derart, dafs, falls (z;,..., Ty, Thpy, -..) und
@]y oo vy Zhyy Thpyyy o 0) 2wei belicbige Punkte des Raumes sind, welche die M Kon-
gruenzen

z,, = z, (mod. rg,) m=1,2..., M)

befriedigen, die Ungleichung
. |G(x;:xsl7 ...)—-G(.’l?;', x;’l"‘)|<£
erfullt ist.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf bei erfiillten Voraussetzungen & (z,, ,, ...)
grenzperiodisch ist mit dem Periodensystem (g,,q,,...), d. h. sich durch eine
stetige rein periodische Funktion P(z , «,,...), deren Perioden p, in rationalen
Verhidltnissen zu den g, stehen, mit beliebiger Genauigkeit approximieren ldft.
Wir fithren diesen Nachweis dadurch, dafi wir zeigen, da8 es zu jedem 6 > 0
eine (stetige) Funktion IT{z,, ..., x,) einer endlichen Anzahl M = M () von
Variablen gibt, die rein periodisch mit einem Periodensystem (rq,, ..., 7rq,) ist
und im ganzen abzidhlbar-dimensionalen Raume die Ungleichung

|G @ys ey Bapy Ty o2 )= T (Zyy o, 2y)| < O
erfiillt.
Um zu dem gegebenen o eine solche Funktion II(z,, ..., ) zu finden, sei
zundchst im Sinne der Voraussetzung zu & = % ein M und ein r so bestimmt,

daB zwei beliebige Punkte des abzihlbar-dimensionalen Raumes, deren Projek-
tionen auf den M-dimensionalen Unterranm aequivalente Punkte beziiglich einer
parallelepipedischen Teilung mit den Seitenlingen rgq,, ..., 7qy sind, Fuanktions-
werte von G(,, ,, ...) ergeben, die um weniger als ¢ unterschieden sind. Aus
der gegebenen Funktion G(z,, z,,...) bilden wir dann eine grenzperiodische
Hilfsfunktion von nur M Variablen z,, ..., 2y, dadurch, daB wir z,,,, Zy,,, ...
festhalten, also etwa die Funktion

G, ..,y = G(x,,...,24,0,0,...).
Diese Funktion G (z,, ..., zy) weicht offenbar von G(z,, z,,...) um weniger als
¢ ab, d. h. es gilt im ganzen abzihlbar-dimensionalen Raume die Ungleichung
lG(Z” ooy Tary Taggy v )_' Go(xv RS xM)l <&

da die beiden Punkte (z,, ..., Zy; Zyryyy - --) U0l (Z,, ..., T4, 0, ...) sogar dieselbe
Projektion auf den M-dimensionalen Unterraum besitzen; ferner unterscheiden
sich die Werte der Funktion G, in zwei aequivalenten Punkten (2], ..., z})
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und (z}, ..., 2;) des M-dimensionalen Raumes ebenfalls um weniger als & weil ja

|Gy (@y, - vy Z) — Go(), .. ., 23)]
= IG(xi) "')xz'll, O) 07 "')_G(‘Tr’ ooy Ty, O, 01 .».)|<8

ist. Wir definieren nun eine zweite Hilfsfunktion, ndmlich eine rein periodi-
sche Funktion Q(z,, ..., zy) mit dem Periodensystem (rq,,..., rq,), da-
durch, daB in dem M -dimensionalen ,Grundparallelepiped® 0= |z,|<|7¢,]
m=1,...,M)

Q@ ..., zy) = Gy(m, ..., %)

gesetzt wird. Diese Funktion @ erfiillt offenbar in jedem Punkt (z,, ..., 2y, Zss,y .- +)
des abzihlbar-dimensionalen Raumes die Ungleichung

[G(xyy oy Ty Tagyy o) — Q24 - oy Tay)]
éIG(xn ey x)[y xdlﬂa "-)'—Go(xn ] x_M)I’}'IGo(xn A xﬂl)_’Q(ﬁu vy xM)l
0

<&t e = —2

und wire also eine Funktion IT(z,,...,2,) der gewiinschten Art (mit —g statt 6),

falls sie stetig wire; das ist sie aber nicht, weil sie, im Gegensatz zu G,, Un-
stetigkeiten (iibrigens sehr ,unschuldiger“ Art) dort aufweisen kann, wo die ein-
zelnen M-dimensionalen Parallelepipede an einander stofen. Um nun wirklich
zu einer Funktion II(z,, ..., z,) zu gelangen, miissen wir daher — wie beim
Beweise des Satzes X in § 11, wo es sich zwar nur um eine Funktion von einer
Variabeln handelte — eine Glittung der Funktion @ vornehmen. Dies ge-
schieht wie dort durch eine Mittelwertbildung, indem wir einfach fiir
jedes (z,,...,z,) an Stelle des Funktionswertes @(z,, ..., z)) den Mittelwert
I(z,, ..., 2y) der Funktion @ iiber das Innere einer kleinen Kugel mit dem
Zentrum in (z,, ..., 2,) und einem festen Radius p betrachten, wobei die Zahl y
so klein gewihlt ist, daB die Oszillation der Funktion @ fiir jede Kugel mit

diesem Radius kleiner als g ist; eine solche Wahl von p ist offenbar moglich,

da @ niemals um mehr als ¢ = % springt. Diese Funktion IT(z,, ..., z,) erfiillt

dann die gestellten Forderungen. Denn sie ist 1) rein periodisch mit dem
Periodensystem (rq,, ..., rqy), weil dies schon Q(z,, ..., z,) ist, 2) ist sie,
im Gegensatz zu @, iiberall stetig, da das Integral bei der Mittelwertbildung
iiber ein M-dimensionales Gebiet zu erstrecken ist, wihrend die ,Diskontinuitdts-

flichen“ nur (M — 1)-dimensionale Gebiete (Ebenen) ausmachen, und 3) erfiillt sie
Acta mathematica. 46. Tmprimé le 1 avril 1925, 20
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im ganzen abziéhlbar-dimensionalen Raume die Ungleichung

(G @,y .oy By Tagyy oo ) —TT(Z,, o0y )]
é IG(xu sooy Tary Targqy "')_Q(xu ey xﬂ)l'*'lQ(xu ey iL‘M)—H(iU” seey xM)I

g

)
<2+'§'=6.

Wir beweisen schlieflich noch den folgenden Satz:

Hilfssatz 11. Es sei G(z,,,,...) eine grenzperiodische Funktion von ab-

zihlbar vielen Variablen mit dem Periodensystem (q,, 4y, -..), und es seien die Zahlen

1 1 .

PR linear unabhingig. Dann liegt die Menge der Werte, welche G (z,, ,, ...)
1 2

auf der ,Hauptdiagonalen® x, = z, = ... = x annimmé, in der aus den simtlichen

Funktionswerten von G(x,, z,, ...) bestehenden Menge diberall dicht.

Beweis. Die Richtigkeit des Satzes folgt unmittelbar daraus, daB
G(z,, z,, ...) mit beliebiger Gena.uigkéit ¢ durch eine rein periodische (stetige)
Fuanktion P(z,, z,, ...) mit einem Periodensystem (p,,p,,...), dessen Zahlen p,
in rationalen Verbéltnissen zu den Zahlen g, stehen, approximiert werden kann,
und daB die Behauptung des Satzes fiir diese rein periodische Funktion
P(z,, z,, ...) gewiB richtig ist (vergl. Hilfssatz 6 des § 9), da aus der vorausge-
setzten linearen Unabhiéngigkeit der Zahlen 1 auch die lineare Unabhéngigkeit

m

der Zahlen —51— folgt.

§ 13.
Fastperiodische Funktionen mit beliebiger Basis.

Wir beweisen den folgenden Satz, der die Verallgemeinerung des Satzes X
in § 11 iiber den Fall einer eingliedrigen Basis ist, und dessen Wortlaut aus
dem des Satzes VIII des § 10 einfach dadarch hervorgeht, daf ,ganze Basis
durch ,Basis® und ,rein periodisch® durch ,grenzperiodisch® ersetzt wird.

Satz XII. Es sei §,, f,,... einc beliebige Folge von linear unabhingigen
Zahlen. Dann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(x), deren Expo-
nentenfolge die Basis |B,, B, ...} besitzt, mit der Menge aller derjenigen Funktionen
g(x) identisch, welche die Form g(x) = G(z,z,...) haben, wo G(z,,%,,...) eine
grenzperiodische Funktion mit dem Periodensystem (213—”, ~2‘—;£, ) ist.

1 2
Ferner ist die hierdurch bewirkte Verbindung zwischen den fastperiodischen Funk-
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tionen f(z) mit der Basis {B,, B, ...} und den grenzperiodischen Funktionen

Gz, =, ...) mit dem Periodensystem (%, —2;—,

einer gegebenen Funktion f(2) gibt es nur eine Funktion G(z,, z,, ...).

) eine eineindeutige, d. h. zu

Beweis. 1. Wir zeigen zunichst, daB, falls G(z,, «,,...) eine grenzperio-

dische Funktion mit dem Periodensystem (g,, ¢q,,...) = (2—”, 31, ) ist, die
. ﬁl ﬂ’
Funktion
g(x) = G(z,2,...) (—oo <z <o)

eine fastperiodische Funktion wird, deren Exponentenfolge die Basis {,,8,,...}
besitzt. Hierzu bestimmen wir, nach der Definition der Grenzperiodizitit, eine
Folge von stetigen rein periodischen Funktionen

Pz, 2, ...) n=12..)
mit den Periodensystemen (pi®, pg"’,. .) derart, da.B bei jedem # (und m) die
m-te Periode p& in rationalem Verhéltnis zu ¢, = ﬂ— steht (etwa P = q{,’,’,),

und daB gleichmifig im ganzen Raume die Limesgleichung

lim P™(z,x,,...) = G, 2, ...)

n —> 00

gilt. Wir betrachten diese Funktionen P™(x,, «,, ...) auf der Hauptdiagonalen

2, =2,= --- =z und bezeichnen die Funktion P"(z,x,...) mit ¢,(z). Dann

ist nach Satz VIIIa in § 10, die Funktion ¢, (z) eine fastperiodische Funktion
mit der ganzen Basis {i(:‘, ) i‘”“) , } = {r™B,r"B,,...}, und es gilt gleich-
3

mifig fiir alle # die Limesgleichung

g(x) = lim ¢,(2)
n-—>0o0
Hieraus folgt aber sofort die Richtigkeit unserer Behauptung. Denn 1) ist g(z)
eine fastperiodische Funktion, da sie die Grenzfunktion einer gleichmiBig
konvergenten Folge von fastperiodischen Funktionen ist, und 2) hat die Expo-
nentenfolge dieser Funktion g(z) die Basis {8, 8,, .- .}, d. h. falls 2 eine be-
liebige Zahl bedeutet, die nicht in der Form r f,4---- +r,p,, geschrieben werden
kann, kommt A gewi nicht unter den Fourierexponenten von g(x) vor; es tritt

némlich A bei keinem » unter den Fourierexponenten von ¢,(z) auf, d. h. es ist
20 *
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M {(p,,(ﬂ;)e—im} = 0, woraus sofort folgt, da ja (I, § 5, Satz XXV)

Mig@)e ) = lim |Mg,@e "
n—> o0
ist, daf auch M lg(z) e"”‘x} gleich 0 sein muB.
2. Danach haben wir zu beweisen, daf umgekehrt, falls f(x) eine fast-
periodische Funktion bedeutet, deren Exponentenfolge die Basis {8,, §,, ...} be-
sitzt, eine gremzperiodische Funktion G (z,,,,...) mit dem Periodensystem

45y 2y -++) = (EE, —2-75-, ) derart existiert, daB
B, B

f@) = G,z,...)
ist. Wir werden zeigen — ganz wie in § 10 im Falle einer ganzen Basis —
daB die in Kapitel I definierte zu der gegebenen fastperiodischen Funktion
f(#)~ S 4,6 und der gewihlten Basis {f,,,,...| ,gehorige® Funktion
von unendlich vielen Variabeln F(z,, ,,...), von welcher wir ja schon wissen
(§ 6), daB f(z) = F(x, =,...) ist, eine solche grenzperiodische Funktion dar-
stellt. Nach dem Hilfssatze 10 des § 12 geniigt es hierzu nachzuweisen, da8 es
zu jedem & eine Anzahl M und eine rationale Zahl » 4 0 so gibt, da8 F(z,, ,, ...)
fiir zwei beliebige Punkte (z!,z.,...) und (2}, ;,...), deren Projektionen
(., ..., z3) und (2, ..., z) auf den M-dimensionalen Unterraum besziiglich einer
parallelepipedischen Raumteilung der Seitenlingen rgq,,...,7gy ,aequivalent”
liegen, nur um hichstens & unterschiedene Werte annimmt. Wir betrachten nun
die Reihe

(38) 14, ¢ Bati - g Bnen)

welche unsere Funktion F(z,, z,,...) ybestimmt“, und wihlen, was nach dem
Satze VI des § 7 moglich ist, zu dem gegebenen ¢ ein N und ein 7 derart, da8,
falls (¢!, 2., ...) und (&}, #}, ...) zwei becliebige Punkte des Raumes sind, fiir
welche die N Ungleichungen

(39) | ei(rn. 1B %+ 10,90 B Z0,) _ ei(’n, 1Buxl - A Bon@gs) <
n=1,...,N)

alle gelten, die gewiinschte Ungleichung

(40) |F (), 23, ...)— Fz), 2y, ...)| <&

erfiilllt ist. Es bezeichne nun M den griBten Index eines z, welcher in den
Exponenten der N ersten Glieder der Reihe (38) auftritt, und es sei » die ra-
tionale (ganze) Zahl, welche den Hauptnenner aller hierbei vorkommenden
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Koeffizienten 7, , angibt. Dann haben diese Zahlen M und r offenbar die ge-
forderte Eigenschaft; in der Tat, falls (z;, z;,...) und (27, z;, ...) zwei beliebige
Punkte sind, welche die M Kongruenzen

[

z!, = «,, (mod.rq,) m=1,..., M)
d. h. die M Kongruenzen

L ath = Lt (mod2m)  (m=1,..., )

erfiillen, werden sie ja aunch die N Ungleichungen (39), ndmlich sogar die N
Gleichungen

. ! . " 1”
) e"(rn,l 61‘”{ + Lt +rﬂ19nﬁ9nm9n) . e"(’n, lﬁlxll + : + T, qn ﬂqnmqn) —_ O

erfiillen, und also auch die gewiinschte Ungleichung (40).

3. SchlieBlich haben wir zu zeigen, daf es zu einer gegebenen fastperiodischen
Funktion f(z) mit der Basis {8,, §,, ...| nur eine einzige grenzperiodische
Funktion G (z,, «,, ...) der erwihnten Art gibt. Dies erhellt aber sofort aus dem
Hilfssatze 11 des § 12, In der Tat wire, falls G (z,, z,,...) und G,(2, z,, ...)
zwei grenzperiodische Funktionen dieser Art sind, jhre Differenz!

Lz, 2,,...) = G, (%, 7y, ...)— G,(z,, 2,, ...)

eine grenzperiodische Funktion mit demselben Periodensystem (g,, ¢,, ...), welche

auf der ganzen Geraden #, = z, = --- = z gleich 0 wire, was aber (wegen der
linearen Unabhédngigkeit der reziproken Werte 1 ,ql, ...) nach dem zitierten

Hilfssatze nur dann moglich ist, wenn I'(z,, «,, ...) im ganzen Raume gleich 0
ist, d. h. wemn G,(z,, #,,...) und G,(z,, 2,, ...) dieselbe Funktion sind.

In dem vorhergehenden Satze ist speziell enthalten, daff jede fastperiodische
Funktion f (x) als eine auf einer geraden Linie betrachtete grenzperiodische Funktion
von abzdhlbar wvielen Variablen angesehen werden kann. Wir werden schlieBlich
noch beweisen, dafl auch dieser Satz (wo also von den Werten der Basisgrifen
nicht mehr die Rede ist) umgekehrt werden kann.

Satz XIII. Es set G(x,,x,,...) irgend eine grenzperiodische Funktion von
unendlich vielen Variablen und

z, =c+dz 2, =c+dz, ...

! Vgl. die Bemerkung von Seite 150, FuBnote 1.
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irgend eine Gerade im abzihlbar-dimensionalen Raume. Dann ist die Funktion
hz) = G(e,+d,z, ¢,+d,z,...) (o< 2z<<o0)
fastperiodisch.

Beweis. Wir kinnen offenbar annehmen, dafi die d, alle von Null ver-
-schieden sind (weil ja sonst die entsprechenden Variablen konstant gehalten
werden; vgl. S. 147). Um die Fastperiodizitit der Funktion

hiz) = G, +d,z, ¢, + dyz, ...)

nachzuweisen, haben wir zu zeigen, daB es zu jedem & >0 eine Lénge ! derart
gibt, daB jedes Intervall dieser Linge mindestens eine zu & gehdrige Verschie-
bungszahl der Funktion A(x) enthdlt. Zu diesem Zwecke bestimmen wir nach
dem Corollar za Hilfssatz 9 (in der in der FuBnote S. 151 genannten Verschirfung)
zu dem gegebenen & die Zahlen M, » und & derart, daB zwei beliebige Punkte
des Raumes, welche die M diophantischen Ungleichungen

| — 25| < 0 (mod. rg,,) (m=1,..., M)
erfiillen, ebenfalls der Ungleichung
IG((D{, x;: o ) - G(.’IJ;', x;’y . )l <&

geniigen. Hieraus folgt, daB die Zahl v gewiB eine zu & gehtrige Verschiebungs-
zahl der Fanktion A(x) ist, falls sie die M Ungleichungen

|(En + B (@4 7) = (00 + dp@)| = |dpr] <0 (mod. rq,) (m=1,..., )
d. h. die M Ungleichungen

d 8
Ilr—;;-r < ey med D m=1,.., M)

erfiillt. Nach dem Satze A von Kapitel I, § 4 gibt es aber gewif eine Linge !
derart, daB jedes Intervall dieser Liinge mindestens eine Lisung z dieser M Un-
gleichungen enthilt.

Wir bemerken ausdriicklich, daB die zuletzt besprochene Beziehung zwischen
den fastperiodischen Funktionen f(z) einerseits und den grenzperiodischen Funk-
tionen G(z,, z,,...) von unendlich vielen Variabeln andererseits einen etwas
anderen Charakter trigt als die friiheren Sitze, in welchen die Basis {8, 8,,.. 4
der Funktion f(z) und das Periodensystem (¢,, g,,...) der Funktion G (z,, z,,...)
in unmittelbare Beziehung gebracht waren. In der Tat war es eben diese Ver-
bindang, welche es uns ermiglicht hat. jeder Funktion f(z) in eindeutiger
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Weise eine Funktion G(z,,z,,...) zuzuordnen®. Der andersartige Charakter
des Satzes XIII zeigt sich anch dadurch, daB der ,entsprechende“ Satz fiir
ganze Basen, der so lauten wiirde: ,Falls P(z,,z,,...) eine beliebige rein
periodische (stetige) Funktion und z, = ¢, +d,x (m = 1,2,...) eine beliebige
Gerade des Raumes ist, so ist die Funktion ¢ (x) = P(c¢,+d,z, ¢,+d,z,...) eine
fastperiodische Funktion mit einer ganzen Basis® nicht richtig ist. In der
Tat ist z. B. die Funktion

P(z,, z,, ) = > 72'{3”:'1
n=1
eine rein periodische (stetige) Funktion, mit dem Periodensystem (2x,2=x,...),
aber die Funktion

. X

9(@) = P(x,_;.,;,,,_) _yl,w

n

die natiirlich, nach dem vorhergehenden Satze, fastperiodisch ist, hat die Expo-
nentenfolge 1,4, 1, ..., welche keine ganze Basis besitzt.

KAPITEL V.

Gleichmifige Approximation fastperiodischer Funktionen durch endliche
trigonometrische Summen.

Die in den vorhergehenden Kapiteln gewonnenen Darstellungen fastperio-
discher Funktionen mit Hilfe rein oder grenz-periodischer Funktionen von ab-
zihlbar vielen Variabeln erlauben uns nun ohne weiteres, wichtige allgemeine

1 DaB wir in diesen Sitzen gerade die ;Hauptdiagonale® z, =z, =-..- =gz« ausge-
zeichnet haben, ist natiirlich insofern unwesentlich, als wir durch eine einfache Transformation der
Form 2, = k,«;, diese Richtung in eine beliebige andere hitten iiberfilhren konnen, aber dann

1
Fm
unterwerfen miissen. (Z. B. hatten wir so das Periodensystem der Funktion statt der Richtung
der Geraden auszeichnen konnen, indem wir etwa alle Perioden gleich 27 gesetzt hitten, und
dabei die, von der Basis abhingige Gerade z, = f,, = hitten betrachten miissen). v

Wenn aber, wie in dem Satze XIII, weder die Richtung der Geraden noch das Perioden-
system der Funktion fest vorgeschrieben wird, so ist natiirlich von vornherein auf die Moglichkeit
einer eineindeutigen Beziehung zwischen f(z) und G(z,, x,...) verzichtet.

freilich gleichzeitiz auch die Perioden g,, der entsprechenden Transformation g, = q;, hatten
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Sitze iiber die gleichmiBige Approximation fastperiodischer Funktionen durch
endliche trigonometrische Summen abzuleiten. Der Ubergang geschieht durch
den folgenden bekannten Satz!:

Trigonometrischer Approximationssatz. Es sei I(z,, ,,..., Zy) eine
beliebige stetige rein periodische Funktion einer endlichen Anzahl von Variabeln mit
dem Periodensystem (p,, by, ..y by). Dann lifit sich I(x,, 2,, ..., Ty) durch end-
liche trigonometrische Summen der Form

S@yyeeey Zy) = 3 tluy, .. ,.,ei(”‘ Biy - - -+ nuPuy)

2x
(m = 7; Ry ooy "Mga‘nz>

m

gleichmifig im ganzen M-dimensionalen Raume approximieren, d.h. zu jedem & 136t
sich eine solche endliche Summe S(z,,...,x,) finden, daf im ganzen Raume

lH(.Z‘” Lay « - oy xM)_S(xn Lyy wvey x,‘}l)l <&
ist.

§ 14,
Ganze Basis.

Satz XIV. Es sei 8,,8,, ... eine belichige Folge von linear unabhingigen
Zahlen. Dann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(x), deren Ezpo-
nentenfolge dic ganze Basis |B,, f,, .. } besitzt, mit der Menge aller derjenigen
Funktionen o(x) identisch, welche sich gleichmiftig durch endliche trigonometrische

Summen S(z) = Eb,,e“'"m approximieren lassen, deren Exponenten i linear mit
ganzzahligen Koeffizienten aus je endlich vielen der f eusammengesetzt sind.

Beweis. 1. Wir zeigen zuniichst, daf jede Funktion o () auch eine Funktion
f(x) ist, also daB «(x) fastperiodisch ist mit der ganzen Basis {8y Bas ...}. Dies
folgt sofort daraus, daf nach Voraussetzung eine Folge von endlichen trigomo-

1 Dieser Satz bildet die unmittelbare Verallgemeinerung (auf M Dimensionen) des berithmten
WeierstraBschen Approximationssatzes, nach welchem jede stetige rein periodische
Funktion IT(x) der Periode p mit beliebiger Genanigkeit durch ein trigonometrisches Polynom

X ] .
%vane'"ﬂ“ <ﬁ = —21;) angenihert werden kann. Im Prinzip findet sich auch dieser verallgemeinerte

Satz schon bei WEIERSTRAsS selbst [1]; unabhangig davon ist er von BomL [1] explizite ausge-
sprochen und bewiesen worden, und zwar gerade bei seinen Untersuchungen iber die Approxi-
mation ,quasiperiodischer® Funktionen durch trigonometrische Summen. Vgl ibrigens die Ein-
leitung zum Anhang I



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 161

metrischen Summen S, (z), S,(z), ... der obigen Form bestimmt werden kann, die
fiic n — oo gleichmiflig gegen ®(x) konvergiert. Denn da jede dieser Summen
fastperiodisch ist (I, § 1, Corollar zu Satz III), wird es auch die Funktion
w(x) = lim S, () sein (I, § 1, Satz VI); und da eine beliebig gegebene Zahl 4, die
nicht in der Form », 8, +---+ n,f, mit ganzzahligen Koeffizienten geschrieben
werden kann, nach Voraussetzung bei keiner der approximierenden Summen
S, (x) als Exponent vorkommt, wird sie auch nicht Fourierexponent der Grenz-
funktion w(z) sein (I, § 5, Satz XXV).

2. Danach zeigen wir, da umgekehrt auch jede Funktlon f(x) eine
Funktion o(z) ist, sich also gleichmiBig durch trigonometrische Summen der
obigen Form approximieren 1iBt. Hierza betrachten wir die zu-der gegebenen
fastperiodischen Funktion (und der gegebenen ganzen Basis) ,gehorige rein
periodische Funktion P(z,, ,, ...) mit dem Periodensystem

2% 2=
(pnpn ) == (_ﬁl _;3—, )
fiir welche also
fl@) = Pz,z,...) (=00 < & < 00)

ist. Da P(z,, x,,...) gleichm#Big stetig ist, konnen wir zunichst in der ge-
wohnten Weise (indem wir einfach alle Variabeln von einer gewissen Stelle an,

etwa ., Ty,,, ..., konstant, z. B. gleich 0, setzen) eine stetige rein periodische
Funktion II(z,, ..., zy) von nur endlich vielen Variabeln mit dem Perioden-
gystem (p,,..., py) so wihlen, daB im ganzen abz#hlbar-dimensionalen Raume
1) PG, 20y )~ T (my, - )| < o

ist. Danach wenden wir den obigen trigonometrischen Approximationssatz an
und bestimmen zu dieser Funktion II(z,, ..., z,) eine endliche Summe

S(xn trey ‘TM) = E“m .“”.ei(”lﬁlxl—f-'--—{—‘n,,ﬁ.:c,)

derart, daB im ganzen M-dimensionalen Raume

(42) 1@, oo )= S (s oy m] <
ist. Aus (41) und (42) folgt

[P(x,, 25, ...) = S(z,, ..., 2y)| < &.
Wird hierin speziell z, = 2, = --- = 2z gesetzt, so geht diese Ungleichung in

[f (2) — S(@)]| <

Acta mathematica. 46. Tmprimé le 1 juillet 1925. 21
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iiber, wo S(z) = Za,.,,,__',,,ei(n‘p‘_*_'"+”" % oine endliche Summe der er-
wihnten Art 3 b,¢e* . ist.

In dem speziellen Falle, wo die Basis {8,, 8,, ...} aus nur endlich vielen
Zahlen besteht, geht dieser Satz — wenn die schon mehrmals erwihnte Tatsache
benutzt wird, daB eine fastperiodische Funktion, deren Exponentenfolge die end-

liche ganze Basis !8,, B, ...} besitzt, dasselbe ist wie eine ,quasiperiodische®
Funktion mit den Perioden _25”?’ Eﬁz‘ y oo
Theorie iiber, daff die Menge delr qua;iperiodisclcen Funktionen f (x) mit den Perioden
2z 2=
B By,
durch endliche trigonometrische Summen der Form 3o, ... »x
approximiert werden kinnen.

— in den Hauptsatz der Bomischen

mit der Menge der;'enigen' Funktionen identisch ist, welche gleichmdifiig

ei(‘"lﬁl + - nufa)x

§ 16.
Beliebige Basis.

Satz XV. Es sei B,,8,,... eine beliebige Folge von linear unabhingigen
Zahlen. Dann ist dic Menge aller fastperiodischen Funktionen f (z), deren Expo-
nentenfolge die Basis |B,, f,, ...} besitat, mit der Menge aller jener Funktionen
o (z) identisch, welche sich gleichmdflig durch solche endliche trigonometrische Summen
S(@) = 2 b,e*" approzimieren lassen, deren Exponenten linear mit rationalen

Koeffizienten aus endlich vielen der f zusammengesctzt sind.

Beweis. 1. DaB jede Funktion o(z) auch eine Funktion f(x) ist, beweist
man wortlich wie die entsprechende Bebauptung beim Satze XIV, indem nur
,Basis“ durch ,ganze Basis® und ,ganzzahlige Koeffizienten“ durch ,rationale
Koeffizienten“ ersetzt wird.

2. Auch der Beweis, daf jede Funktion f(z) eine Funktion o(x) ist, ver-
lduft fast genau wie der Beweis des entsprechendes Teiles des Satzes XIV. Wir

bestimmen die grenzperiodische Funktion G(x,, z,,...) mit dem Perioden-

gystem (¢,, ¢, ...) = (—2371, —%E, ), fiir welche

@) = G(z,2,...) (—oo<r<<oc)

ist; diese Funktion G (z,,z,,...) wird nach dem Hilfssatze 9 des § 12 durch
eine rein periodische stetige Funktion II(z,,...,%y) von nur endlich
vielen Variabeln mit einem Periodensystem (r,q,, ..., 7)qy) so approximiert, da8
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&

der ,Fehler® kleiner als 5 ist; danach wird diese rein periodische Funktion

II(z,, ..., xy) durch eine endliche trigonometrische Summe bis auf »;— approxi-

miert, deren Exponenten die Form nlf—”xl-i—---—knﬂ,r—z;z— xy also die Form
141 MIiM

$, 8.2, + -+ syPyxy mit rationalen Koeffizienten s besitzen; schlieflich wird

z, =z, = .- = z gesetzt, wodurch sich die Ungleichung
[f@)-S@)l<e

ergibt, worin S(z) eine endliche trigonometrische Summe der erwiinschten
Art ist.

§ 16.
Allgemeiner Approximationssatz.

Wir beweisen schlieflich noch den folgenden allgemeinen Approximations-
satz, der, obwohl er aus dem vorhergehenden viel priziseren Satz (in welchem
auch der Zusammenhang zwischen den Fourierexponenten und den Exponenten
der gleichmiBig approximierenden trigonometrischen Summen behandelt wird)
unmittelbar abzuleiten ist, doch gewissermafien als der Hauptsatz dieser Ab-
handlung angesehen werden kann, weil er die Gesamtmenge der fastperio-
dischen Funktionen in einfachster Weise abgrenzt.

Satz XVI. Die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(x) ist mit der
Menge aller Funktionen o(z) identisch, welche sich dwberhaupt durch (irgendwelche)
endliche trigonometrische Summen X b,e** gleichmdfiiy approzimieren lassen.

Beweis. 1. DaB jede Funktion w(z) eine Funktion f(z), d. h. eine fast-
periodische Funktion ist, ist klar, da ja o(x) gleichmiifig durch fastperiodische
Funktionen (ndmlich durch trigonometrische Summen) approximiert werden kann.

2. Und daB jede fastperiodische Funktion f(z) auch eine Funktion w(z) ist,
also durch endliche trigonometrische Summen gleichmiBig approximiert werden
kann, ist speziell im Satze XV enthalten.

21 *
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ANHANG I.
Klasseneinteilung der fastperiodischen Funktionen.

In diesem Anbange werden wir uns mit der Einteilang der fastperiodischen
Funktionen in Klassen beschiftigen. Die Untersuchung wird so verlanfen,
daf wir von einer beliebig gegebenen fastperiodischen Funktion ausgehen und
versuchen um sie eine ,natiirliche* Funktionenklasse aufzubauen, wobei wir als
Ausgangspunkt die (nahezu selbstverstéindliche) Forderung benutzen, daB jede
Funktion f(z+ k), also jede Funktion welche aus f(x) durch einfache Verlegung
des Nullpunktes der z-Achse entsteht, zur selben Klasse wie f (x) gehiren soll.
Bei dem weiteren Aufbau werden wir uns von zwei verschiedenen Gesichts-
punkten leiten lassen; so werden wir in § 1 vor allem dafiir sorgen, daf jede
unserer Funktionenklassen einen gegeniiber Grenziibergang abgeschlossenen
Charakter haben soll, wihrend wir in § 2 einen mehr formalen Gesichtspunkt
(unter Heranziehung des Basisbegriffes) zu Grunde legen werden. SchlieBlich
werden wir in § 3 die beiden in § 1 und § 2 gewonnenen Klasseneinteilangen
mit einander vergleichen; hierbei werden wir sehen, daB in dem Spezialfalle einer
ganzen Basis die beiden Klasseneinteilungen tatsichlich identisch sind, wahrend
in dem allgemeinen Falle einer beliebigen Basis sich die zweite als eine
,feinere“ Einteilung erweist, indem sie aus der ersten dadurch entsteht, daB
jede Klasse in Unterklassen noch enger zusammengehdriger Funktionen ge-
teilt wird.

§ 1.
Die abgeschlossene Hiille H (f(x + k)).

Wir benutzen zur Abkiirzung die folgende Terminologie: Eine Funktion
g (@) (—oo <z << o0) soll als eine Hiufungsfunktion einer vorgelegten Menge M
von fastperiodischen Funktionen ¢(z) bezeichnet werden, falls aus der Menge M
eine Folge von (gleichen oder verschiedenen) Funktionen ¢, (x), ¢,(z), ... heraus-
gegriffen werden kann, welche gleichmiBig fiir alle z gegen g(z) konver-
giert'; auws I, § 1, Satz VI folgt, daB jede Hdufungsfunktion einer Menge von
fastperiodischen Funktionen selbst fastperiodisch ist. Ferner werden wir eine

! Wir bemerken, daB nach dieser Terminologie jede der Funktionen einer Menge M selbst
eine Haufungsfunktion von M ist.
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Menge von fastperiodischen Funktionen abgeschlosser nennen, falls alle Hiufungs-
funktionen der Menge zu ihr gehoren. SchlieBlich fiihren wir den Begriff der
abgeschlossenen Hiille einer Menge M von fastperiodischen Funktionen ein; hier-
unter verstehen wir diejenige Funktionenmenge M*, welche aus sidmtlichen Héu-
fungsfunktionen der Menge M besteht. Es ist klar, daB M in M* enthalten ist,
daB M* abgeschlossen ist, und daf das Zusammenfallen der beiden Mengen M
und M* fiir die Abgeschlossenheit von M notwendig und hinreichend ist.

Es sel nunmehr
f@)~ 3,6
eine beliebig gegebene fastperiodische Funktion, und es bezeichne {f (z+k)} die

Menge aller Fuanktionen

(1) f@t+k)~ S, DF dhe (Lo < k< oo).

Bei verschiedenen Untersuchungen (z. B. bei Differentialgleichungsproblemen)
wird man dazu gefiihrt, diese Menge {f(z+%)} so auszubauen, daB sie abge-
schlossen wird. Dies geschieht am einfachsten dadurch, daB man zu der abge-
schlossenen Hiille tibergeht. Die so entstandene Funktionenmenge, welche
wir mit

H(f (z+ k)

bezeichnen, soll in diesem Paragraphen niher untersucht werden.

Wir beweisen zuniichst, daf die Bildung solcher Mengen H(f (z + %)) tat-
sichlich eine ,Klasseneinteilung® der fastperiodischen Funktionen bedeutet.

Satz 1. Wenn g(z) eine beliebige Funktion der Menge H(f(x+k)) ist, so sind
die beiden Mengen H(f (x+ %) und H(g(z+F%) identisch; es kann also eine be-
liebige Funktion einer solchen Menge H als ihr ,Reprisentant® gelten.

Beweis. Daf g(z) zu H(f (x+k)) gehirt, bedeutet, da zu einem beliebigen
& >0 die reelle Grofie k, = &, (¢) so gewihlt werden kann, daf fiir alle 2 die
Ungleichung

(@) | l9@) -+ k)| < ¢

besteht. Diese Ungleichung besagt aber auch, daB f(z) zu H(g(x+ %) gehidrt,
wie man sieht, wenn man sie in der Form

(@) —g(z—Fk)| <

schreibt. Also geniigt es, aus Symmetriegriinden, zu zeigen, daB jede Funktion
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h(z) der Menge H(f(x+%)), fiir die also bei passender Wahl von k, = F, ()
G) |h(z)—f(@+k)| <&
ist, auch zu H(g(z+%) gehort. Es folgt aber in der Tat aus (2) und (3), daB
| h(@)—g(@+k,— k) <2¢
ist.
Wir wenden uns danach der Fragestellung zu, was die Einteilnng der fast-
periodischen Funktionen in Klassen H vom Gesichtspunkte der zugehtrigen

Fourierreihen bedeutet. Hieriiber gibt der folgende Satz Aufschlub.

Satz 2. FEs sei H eine belicbige unserer Klassen und f(x) ~ ZAneM"x ein

beliebiger Reprisentant von H. Dann hat die Fourierreihe jeder Funktion ¢ (x) der
Klasse H die Form

@ 2 4,e

d. h. sie hat dieselben Exponenten und numerisch gleich grofie Koeffizienten wie die
Fourierreihe von f(z). Und ferner: Damit eine Reihe der Form (4) als Fourier-
rethe zu einer Funktion unserer Klasse H = H(f (x+k)) gehirt, ist notwendig und
hinreichend, daf3 der Punkt (0., @,, ...) des abzihlbar-dimensionalen Raumes, dessen
Koordinaten die ,Drehungen der Glieder angeben, mod. 2z betrachtet ein , Hiu-
fungspunkt® der aus den Punkten (4,k, Ak, ...) bestehenden Punkimenge ist, in dem
(weitest gehenden) Sinne, dafl es eine Folge von reellen Griflen ki, k,, ... so geben
soll, daf3 bei jedem festen n = 1,2, ... die diophantische Limesgleichung?*
lim 4,%, = 6, (mod.2x)

m = o0

10, t4,x

[

besteht.

Beweis. 1. Wir zeigen zunichst, daB die Fourierreihe einer beliebigen
Funktion ¢(z) der Menge H = H(f (¢ + %)), also einer Funktion
p(z) = lim f(z+k,),
m— oo
die Form (4) hat, wo (@,, @,,...) ein Hiufungspunkt der aus den Punkten
(4,k, 4.k, ...) gebildeten Menge ist. In der Tat ist

ik | iy
y

fE+k,)~A4,.e

! Unter der Schreibweise lim a,, = @ (mod. 27), wo @, und a reelle GroBen sind, ver-
m-—> @0
stehen wir, daB lim % — ¢i% igt.

m —>» O



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 167

also (nach I, § 5, Satz XXV)

9(@) ~ 2 B,
mit
B, = lim A ¢"Fn n=12 ...
m-— 0O
Hieraus folgt aber, daf

16,

B, = A,e

n

ist, wo der Faktor ¢! durch die Limesgleichung
ei@" = lim eM"k”'

m— oo
bestimmt ist, d. h. wo (®,, &,, ...) ein Hiufungspunkt der erwihnten Menge ist.
2. Danach haben wir zu beweisen, daB umgekehrt, falls (6,0, ..)
mod. 2x betrachtet ‘ein Hiufungspunkt der aus den Punkten (4,k, 4,%,...) ge-
bildeten Menge ist, die Reihe (4) tatsichlich eine Fourierreihe ist, welche zu
einer Funktion ¢(z) der Klasse H — H(f (x+ %)) gehort. Hierzu bedienen wir
uns ganz derselben Schlufweise wie beim Beweise des Satzes IV auf S. 127.
Nach Voraussetzung gibt es eine reelle Zahlenfolge %,, k,, ... derart, daB bei

jedem % die diophantische Limesgleichung lim 4,%, = ©, (mod. 2x), d. h die
m— oo
Limesgleichung

®) lim ¢ “nbn — O
m—> o0
besteht. Hieraus folgern wir zunichst (mit Hilfe des Fundamentalsatzes ans I),
da der Mittelwert
2 2 ) n,k ‘Ank *
My, = M{|f@+h)—f @+ k)P = 5|4, | A~ k|

P,

fiir p, g > oo gegen O strebt. Aus M, ->0 schlieBen wir dann weiter (mit Hilfe
des Konvergenzhilfssatzes in § 2 auf die ,ausgezeichnete* Menge |f(z+%)} an-
gewendet), daf die Funktionenfolge

fE+k), fz+k), ..., fl@+k,) ...

gleichmifiig fiir alle 2 gegen eine Grenzfunktion ¢(z) strebt. Diese (fast-
periodische) Funktion ¢(z) wird dann von der erwiinschten Art sein. Denn die
Darstellang ¢(2) = lim f (2 +k,) besagt, daB sie zur Klasse H(f (x+%) gehort,
and aus (5) ergibt sich, daB sie die gegebene Reihe (4) als Fourierreihe besitzt.
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§ 2.
Einteilung in Klassen K(f(a)) mit Hilfe der Basis.

Wir gehen wieder von einer beliebigen fastperiodischen Funktion

f@ o~ A
aus und bilden die Menge der Funktionen
Fath)~ S d, b dhe (— o0 <k < o0).

Es sei {B,, f,,...] eine (beliebig gewidhlte) Basis der Exponentenfolge 4,; wir
fithren die Darstellung der 4, durch die Basiszahlen,

An = rn,lﬁl+'“+r"19nﬁ9n1

in die Fourierreihe von f(z+k) ein, also

flx+k)~ EAnei(r"' Bkt rm g fuk) Jfda

Geleitet von dem Kroneckerschen Approximationssatze betrachten wir
alsdann die simtlichen Reihen der Form

(6) E An ei("n. 1 ﬁl ky 4ty ﬂ'In k'In) . ei/l"x’

wo die GroBen %, %, ... ganz beliebige (von einander unabhiéngige)
reelle Zahlen bedeuten. Diesen Reihen (6) sind wir schon friiher begegnet
— in der Tat waren es gerade diese Reihen, welche uns in § 6 von der Fanktion
f(z) zu der zugehdrigen Funktion von unendlich vielen Variablen fithrten — und .
wir haben in § 6, Satz IV bewie sen, daf jede der Reiken (6) die Fourierreihe einer
gewissen fastperiodischen Funktion @ (x) = @ (x;k,, k,, ...) ist, und iiberdies, daB ¢(z)
durch Fanktionen f(z + k) gleichméfig angendhert werden kann, d. h. in unserer
jetzigen Sprachweise, daf (%) su der abgeschlossenen Hiille H(f (x + k) gehort.
Gelegentlich wird es bequem sein, zur Abkiirzung

c Bk =0y Bty =0y -ty Bulin = 0m; <.
zu setzen, also die Reiken (6) in der Form
(7) E A e':("n. 101+ Tnqn 00n) | eiA,,.’c

zu schreiben; hierbei sind die GroBen o,, ,, ... (ebenso wie die GriBen %, %,, ...)
ganz beliebige von einander véllig unabhingige reelle Zahlen.

Definition. Zur ,Klasse K(f (x))* soll jede fastperiodische Funktion gehbren,
deren Fourierreihe unter den obigen Reihen (8) (oder (7)) vorkommt. Diese Klasse
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K(f () enthilt offenbar die Funktionenmenge |f(2 + k)|, ist aber andererseits (nach
einer obigen Bemerkung) in der abgeschlossenen Hiille H (f(x 4 k)) enthalten.

Bevor wir zeigen, daB die Bildung solcher Mengen K tatsiichlich zu einer
»Klasseneinteilung® der fastperiodischen Funktionen fiihrt, werden wir zunichst
den folgenden Satz beweisen, durch welchen die obige Definition erst einen
eigentlichen Sinn bekommt.

Satz 3. Die Menge aller Reihen (7), und damit die Klasse K(f (x)), hingt
nur von der gegebenen fastperiodischen Funktion f(x) ab, d. k. sie ist von der spe-
ziellen Wahl der benutzten Basis |8,, 8, ...} unabhingig. Hierbei interessiert es
uns nicht, ob eine Reihe vielleicht mehrmals d. h. fiir verschiedene Werte-
folgen (g,, 0,, ...) vorkommt, und wie ,oft* dergleichen geschieht.

Beweis. Es seien {f,,6,,...| und {y,,7,, ...} zwei verschiedene Basen
der Exponentenfolge 4,, 4,, ..., und es sei
(8) An = rn,1ﬂ1+rn,1ﬂ:+"'+r"-¢1nﬂqn
bezw.
(9) An = sn, 171 + sn, 2¥s + ot + s":Pn Von

die Darstellung von 4, durch Zahlen der Basis {8,, 8,, ...} bezw. {7,,7,...}.
Die Behauptung lautet, daB die Menge aller Reihen

(10) E A ei(’rn, 101+ Ty, 202 + e gn QQn) eiA,,x
wo die o, beliebige reelle Zahlen bedenten, mit der Menge aller Reihen

(11) E-Anei(s”' 191+ 8y, 302 +- - +S"rl’n°'pn) ei'/l,.x’

wo die 6, ebenfalls beliebige reelle Zahlen bedeuten, iibereinstimmt. Aus Sym-
metriegriinden geniigt es offenbar nachzuweisen, daB jede Reihe der Menge (11)
auch in der Menge (10) vorkommt, da8 also, wemn o,, q,, ... beliebig gewihlte
feste Zahlen gind, die abzéhlbar vielen Kongruenzen

(12) rn,lyl + tet +r":'ln y‘]n = S’n,ldl + e +sﬂ1Pn6Pn (mOd' 27‘) (” = 1’ 2’ . ‘))

WO ¥Y,, ¥y, - .. abzéhlbar viele Unbekannte bedeuten, mindestens eine simultane
Losung (y,, ¥, -.-) = (@) 0, ...) haben. Wir werden iibrigens zeigen, da8 nicht
nar die Kongruenzen (12), sondern sogar die Gleichungen

(13) Tar¥yt ot TignYan = Sp 16, + Sn,pn Ops r=12..)

mindestens eine Losung (v, 4,,...) = (o,, @,, -.-) besitzen.

! Hitten wir nur mit eigentlichen, statt mit beliebigen Basen operiert, so wire die Exi-
Acta mathemailsoa. 48. Imprimé le 1 jnillet 1925. 22
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Damit ein solches System (18) von abzihlbar vielen linearen Gleichungen
mit abzihlbar vielen Unbekannten, wo in jeder einzelnen Gleichung nur eine
endliche Anzahl der Unbekannten auftritt, eine Lisung besitze, ist bekannt-
lich (TorpLiz [1], vergl. auch Bomr [5]) nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend — ganz wie in dem Spezialfall nur endlich vieler Gleichungen mit
endlich vielen Unbekannten — daf kein ,offenkundiger® Widerspruch zwischen
den Gleichungen besteht, d.h. daB es fiir kein N moglich ist N Konstanten
¢, -+, Cy S0 zu bestimmen, daB in der Gleichung, welche aus den N ersten
Gleichungen des Systems durch Multiplikation mit den respektiven Konstanten
¢,, .., ¢y und darauf folgende Addition entsteht, die auftretenden Unbekannten
simtlich die Koeffizienten O bekommen, wihrend auf der rechten Seite eine Kon-
stante % O zu stehen kommt. Um nachzuweisen, daf bei unseren Gleichungen
(13) keine derartigen Multiplikatoren ¢, ..., ¢y existieren, konnen wir uns, da
die Koeffizienten der Unbekannten in den vorgelegten Gleichungen (13) simtlich
rational sind, auf die Betrachtung von rationalen Konstanten ¢ beschrinken;
denn aus der elementaren Algebra geht sofort hervor, daB es moglich sein wird,
falls N lineare Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten und rationalen
Koeffizienten einen Widerspruch in unserem Sinne enthalten, allein unter Be-
nutzung von rationalen Multiplikatoren c,, ..., cy diesen Widerspruch zu Tage
treten zu lassen.

Wir bezeichnen nunmehr zur Abkiirzung die Gleichungen unseres Systems
(13) mit [1],[2], [3], - .. und die aus (8) und (9) folgenden numerischen ldentitéten

(14) rn,1ﬂ1+"'+rn,q" ﬁqn = 311,17’1+"'+szz.pn7p" ("’ - 11 2; )

stenz einer Liosung (y;, ¥a,...) = (@1, 03,~..) der abzihlbar vielen Gleichungen (18) klar ersicht-
lich. Auf Grund der Bedingung 3 auf S. 120 kann nimlich dann jedes Element der einen Basis
{81, Ba - - .| durch endlich viele Flemente der anderen Basis {71, 72, ...} linear mit rationalen
Koeffizienten ausgedriickt werden:

B = dn, 71+"'+dm,tm7tm-
Setzen wir diese Ausdriicke in den Ausdruck
-An - rﬂ. 1 ﬁl +' ) '+r”.q"ﬁ'1.
formal ein, so muB wegen der linearen Unabhingigkeit der y dabei gerade der Ausdruck

Sn,] 71 + b + Sn, pu Ypu

herauskommen. Also sind, wie durch einfache Ersetzung der Buchstaben y durch die Buchstaben
¢ hervorgeht, die Zahlen

om == Gy, 6+ + dm,tm Gy,

eine Losung der Gleichungen (13).
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mit {1}, {2}, {3}, .... Es seien ¢, ..., cx beliebige rationale Zahlen derart,
daf die Koeffizienten der Unbekannten auf der linken Seite der durch den ProzeB

(15) e-[1]+e6-[2]+--+ev[N]

gebildeten Gleichung sdmtlich O sind; wir haben zu beweisen, daf die auf der
rechten Seite dieser Gleichung (15) stehende Konstante ebenfalls 0 ist. Zu diesem
Zwecke bilden wir aus den Identitidten {1}, {2}, {81, ... durch denselben Proze8,
d. h. mittels denselben Faktoren ¢, ..., cy, die neue Identitit

(16) ¢, {1} + ¢, {2} + -+ cx- | N},

In dieser Identitdt (16) steht gewiB auf der linken Seite die Zahl O, da die linke
Seite von (16) aus der linken Seite von (15) durch das Einsetzen von y, = j,,
Y, = B, ... hervorgeht. Es mufl daher auch die rechte Seite der Identitit (16)
gleich O sein. Da aber die auf der rechten Seite der Identititen {1}, {2}, ...
eingehenden Grofen y nach Voraussetzung linear unabhingig sind, wird
dies nur moglich sein, wenn bei der Ausrechnung der rechten Seite von (16)
jede der auftretenden GréBen p,,4,,... fiir sich den Koeffizienten
0 bekommt. Hieraus folgt aber das erwiinschte Resultat, daB auf der rechten
Seite von (15) die Zahl O steht, da ja die rechte Seite von (15) aus der rechten
Seite von (16) durch Ersetzen von p, durch o, entsteht.

Wir beweisen danach den folgenden Satz, aus welchem die Berechtigung
des Wortes ,Klasse“ fiir unsere Menge K(f (z)) hervorgeht.

Satz 4. Es sei f(x) eine beliebig gegebene fastperiodische Funktion und g (x)
irgend eine fastperiodische Funktion, welche der Menge K(f (x)) angehort. Dann ist
die Menge K(g (x)) mit der Menge K(f (z)) identisch.

Beweis. Es sei EA,LeM"ac die Fourierreihe von f(z) und {8,, 8,, ...} eine
Basis der Exponentenfolge 4,, und es sei die Fourierreihe von g(x) durch

g@)~3 B, ¢ In®
mit
(17) B = A 85(7'»1, 105 - 4 T, g 000)
gegeben, wo ¢, ¢;,... eine Folge von konstanten Zahlen bedeutet. Da die
Fourierreihe von g(z) dieselben Exponenten 4, 4,,... wie die Fourier-

reihe von f(2) besitzt, konnen wir fiir g(z) auch dieselbe Basis wie fiir /()

benutzen, und es wird daher die Menge K(y(2)) durch die Menge aller derjenigen
22 *
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Funktionen gegeben, deren Fourierreihen durch

(18) 2 Bn ei(fnl 10 —|.-. .. + ™, qn gqn) eiAn,x,

bestimmt werden, wenn (g, @,,...) alle moglichen reellen Zahlenfolgen durch-
lduft. Es handelt sich darum zu beweisen, daB die Menge der Reihen (18) mit
der Menge der Reihen

(7 4, ei (Fra @1 4+ T, 05 000) ei 4,2

iibereinstimmt. Dies ist aber unmittelbar klar; denn aus (17) folgt ja, daB die
Reihen (18) auch in der Form

>4 e‘("n,; (e, + o) -+ -+ n, g (@gn + €22)) eiAn:z:

geschrieben werden konnen, wo (g, + @}, @, + 03, . . -) zugleich mit (o, o,, ...) alle
reellen Zahlenfolgen durchliuft.

Wir betrachten nun eine bestimmte (beliebig gewihlte) Klasse K und werden
die Zusammengehorigkeit der Funktionen dieser Klasse vom Standpunkte der
Funktionen von unendlich vielen Variablen erdrtern. Die Funktionen
der Klasse K haben alle dieselben Fourierexponenten 4,; wir werden eine be-
stimmte (beliebig gewihlte) Basis {f,, B,, ...] dieser Exponentenfolge 4, her-
ausgreifen und sie im Folgenden festhalten. Mit Hilfe dieser Basis gehtrt dann
(vergl. § 6) zu jeder Funktion unserer Klasse K eine eindeutig bestimmte Fank-

tion von abzihlbar vielen Variablen, welche grenzperiodisch mit dem Perioden-

system (—2&71, zﬁ—", ) ist. Wir beweisen zunichst den
1 2

Satz 5. Es sei
f@)~ B 4,
ein beliebiger Reprisentant der Klasse K und

g(x) ~ 2 A e’i(’rﬂ_ 1Bk g Bq.. kar) eiAna: (= 2 B eiAnx)

eine beliebige andere Funktion dieser Klasse, wo also k,, k,, ... eine Folge von reellen
Konstanten bedeuten. Damn sind die zu f(x) und g(x) gehérigen Funktionen von
abzihlbar vielen Variablen F(z,, z,,...) und G(x,,x,,...) im ganzen abzihlbar-
dimensionalen Rauwme durch die Gleichung

G(z,, z,, 2, ...) = Fl@,+k, 2, +k, 2, +k, ...)

verbunden.
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Beweis. In der Tat sind in jedem Punkte (z,, z,,...) des Raumes die
beiden Reihen, welche G (z,, «,,...) und F(z,+%,, ,+ %, ...) ,bestimmen¥, d. h.
die Reihen

B ei(r"' 18020+ -+ n, 4 Bon Tgn)
und
"nlll kl n, ¢n Pan e n
ZAne'(r, B.@ k) 4+ -+ n, gn Bgn (g +kq))’

? ’n,lﬂlkl I ' l ’”,qnﬁanQn
.Bn —_— Ane ( )’

mit einander identisch, und es miissen daher auch ihre ,Summen® G(z,, z,,...)
und F(z,+Fk,, z,+k, ...) gleich grof sein, da die Reihen durch dasselbe Sum-
mationsverfahren summiert werden.

Mit Hilfe dieses Satzes kinnen wir nun sofort den folgenden wichtigen
Satz beweisen.

Satz 8. Es sei f(x) ein beliebiger Reprdsentant der Klasse K und F @,y @,y .. )
die 2u [ (x) gehorige Funktion von abedihlbar vielen Variablen. Dann besteht die
Klasse K einfach aus allen Funktionen der Form

g(x) = Fla+k,z+k,z+k,...),

wo (k,, ky, ks, ...) einen beliebigen festen Punkt des abzdhlbar-dimensionalen Raumes
bedeutet. Es entsteht mit anderen Worten die ganze Klasse K ans der einen
Funktion F(z,,,,...) dadurch, daf diese letztere auf allen Geraden

2, =2+k, 2, =2+k, r,=2z+k,...

betrachtet wird, welche der Hauptdiagonalen 2, = 2, =2, = ... = 2
parallel sind.

Beweis., Es sei
g (:v) ~ 2 A"ei(rn,lﬁlkl 4+ n, 00 Pon kqn)eiAnw

eine beliebige Funktion der Klasse K = K(f (x)). Dann ist nach Satz 5 die zu
g (z) gehorige Funktion von abzihlbar vielen Variablen G (z,, z,,...) durch
Gz, Zyy gy ...y = Fx,+k, 2,4+, 2,4+ K, ..0)
gegeben. Aus der bekannten Relation
g(z) = G, x, z,...)
folgt also, dafl
g(@) = Fz+k, z+k,z+kg,...)
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ist. Und wenn hier der Punkt (%,,%,, ...) den ganzen abzihlbar-dimensionalen
Raum durchliuft, wird gleichzeitig die Funktion g(z) die ganze Klasse K durch-
laufen .

Wir bemerken noch, daB schon BomL [2] bei der Unfersuchung seiner spe-
ziellen ,quasiperiodischen® Funktionen sich mit einer Klasseneinteilang derselben
Art wie der in diesem Paragraphen betrachteten beschéftigt hat. Hierbei nahm
Bohl scinen Ausgangspunkt in der Beziehung der quasiperiodischen Funktionen
zu den rein periodischen Funktionen von mehreren Verinderlichen, d. h. er ging
von einem Gesichtspunkte aus, das demjenigen entspricht, welches bei uns dem
Satze 6 zu Grunde liegt. Unser Aufbau der Klasse K(f(z)), welcher von der
Fourierreihe der Funktion f (z) ausgeht, ist nach dem Vorbilde einer &hn-
lichen Klasseneinteilung bei den Dirichletschen Reihen vorgenommen, welche
der Verfasser in einer mehrmals zitierten Arbeit [5] angegeben hat.

§ 3.
Beziehung der Klasse K(f(a)) zu der abgeschlossenen Hiille H (/' (ac + k))-

In den Paragraphen 1 und 2 haben wir von zwei verschicdenen Gesichts-
punkten aus die Menge der fastperiodischen Funktionen in Klassen eingeteilt.
In beiden Fillen hatten die Funktionen einer und derselben Klasse alle die-
selben Exponenten 4, (und iiberdies waren entsprechende Koeffizienten von
gleich grofiem numerischen Betrage). Wenn wir jetzt dazu iibergehen, die beiden
Klasseneinteilungen mit einander zu vergleichen, brauchen wir daher nicht die
simtlichen fastperiodischen Funktionen gleichzeitiz vor Augen zu haben, sondern

! Aus diesem Satze 6 in Verbindung mit dem Hilfssatze 11 in § 12 folgt speziell, dafl die
abgeschlossene Hille der Wertmenge W, einer fastperiodischen Fumktion f (x) nur von der Klasse
K abhingt, in welcher f(x) liegt. In der Tat, falls F'(z,, x,,...) die zu f(x) gehérige Funktion
von abzihlbar vielen Variablen bezeichnet und W, die Wertmenge dieser Funktion, so ist nach dem
angefihrten Hilfssatze die abgeschlossene Hitlle der Wertmenge W, mit der abgeschlossenen Hiille
der Wertmenge W, identisch. Und der Ubergang von f(z) zu einer beliebigen anderen Funktion
derselben Klasse K bedeutet ja, vom Gesichtspunkte der zugehorigen Funktion von unendlich vielen
Variablen, nur eine Verlegung des Anfangspunktes des Koordinatensystems im abzahlbar - dimen-
sionalen Raume (durch welche die Wertmenge der Funktion natiirlich ungeéindert bleibt).

Diese spezielle Folgerung der angegebenen Sitze liBt sich iibrigens auch ohne weiteres daraus
ableiten, daB die Klasse K (f(z}) in der abgeschlossenen Hiille H (f(x + k)) enthalten ist. In der
Tat sieht man sofort, dal zwei Funktionen f(z) und g(x), welche zu derselben Menge H (f (x 4 k)
gehoren, Wertmengen W, und W, mit derselben abgeschlossenen Hille besitzen, weil ja f(x) durch
Funktionen g(x-+ k), und umgekehrt g(x) durch Funktionen f(x -+ k) gleichmiBig angenihert
werden kann.



Zur Theorie der fastperiodischen Fuunktionen. 175

kinnen uns offenbar aunf die Betrachtung solcher Funktionen beschrinken, welche
zu einer festen (aber beliebig gewihlten) Exponentenfolge 4, gehoren.

In §2 haben wir schon gesehen, daf bei einer beliebig gegebenen fast-
periodischen Funktion f(z) die Klasse K(f(z)) einerseits die Funktionenmenge
i (+%)} enthilt, andererseits aber in der abgeschlossenen Hiille H(f (z+k))
dieser Menge enthalten ist. Hieraus ergibt sich sofort der

Satz 7. Falls eine Klasse K und eine Klasse H eine Funktion f () gemein-
sam haben, ist K ganz in H enthalten, und es ist H gleick der abgeschlossenen Hiille
der Menge K.

Beweis. In der Tat kann die gemeinsame Funktion f(z) als ,Reprisen-
tant sowohl der Klasse K wie der Klasse H angewendet werden, d. h. es ist

K=K({f(@) und H = H(f(@+k)

Somit ist K in H enthalten, und da H die abgeschlossene Hiille von |f @+ k)]
ist und {f (z+%)} in K enthalten ist, muB H offenbar auch die abgeschlossene
Hiille von K sein.

- Es ist also eine Klasse H entweder mit einer Klasse K identisch, oder es
zerfillt H in mehrere Klassen K und ist alsdann eine gemeinsame abgeschlossene
Hiille jeder dieser Unterklassen. Wir gehen nunmehr dazu iiber, zu untersuchen,
wann eine vorgelegte Klasse H = H(f (x-+£)) mit der Klasse K(f(z)) zusammen-
fillt, und wann K eine echte Teilmenge von H bildet. Hierbei werden wir die
Fourierentwicklungen der Funktionen in den Vordergrund riicken und
daher eine bestimmte Basis {8, B, ...{ der Exponentenfolge 4, festlegen,
welche wir der Bequemlichkeit halber unter den eigentlichen Basen der Ex-
ponentenfolge wihlen werden; wie immer bezeichnen wir die Darstellung von
4, durch die Basiszahlen § mit

An = T-n,lﬁl + rn,!ﬁz +-eet Tn, qn ﬂ(In'
Es sei nunmehr f(z) eine beliebige fastperiodische Funktion mit der Expo-

nentenfolge 4, und es sei 3 4, ¢41® ihre Fourierentwicklung. Wir bezeichnen
mit Ty die Menge aller Punkte (®,, @,,...) des abzihlbar-dimensionalen Raumes,
fiir welche die Reihe

2 A ei@n ez'Anx
n

die Fourierreihe einer Funktion der Klasse H = H(f (z +k)) ist, und mit TTx die
Menge aller Punkte (6,, 6,, ...), fiic welche die Reihe

2 4 eien eiA,La:
n
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die Fourierreihe einer Funktion der Klasse K = K(f (z)) bildet. Aus den Re-
sultaten in § 1 bezw. § 2 geht hervor:

I. Damit (®,, @,,...) ein Punkt der Menge TTy ist, ist notwendig und hin-
reichend, daf bei jedem N und jedem & die N diophantischen Un-
gleichungen

|4,k —6,] < & (mod. 2x) r=1,2..,N)
eine Losung in % besitzen.

II. Damit (9,, 6,, ...) ein Punkt der Menge Tk ist, ist notwendig und hin-
reichend, daB die abzdhlbar vielen Kongruenzen

Vo By To o kgt 4 7 g g, = 0, (mod. 27) (r=12,...

eine simultane Ldsung in (k,, k,, ...) besitzen.

Die Charakterisierungen I und II der Punkte der Mengen Ty bezw. Tk
scheinen beim ersten Anblick recht verschiedenartig zu sein. Mit Hilfe eines all-
gemeinen Kroneckerschen Satzes iiber diophantische Approximationen kdnnen wir
aber leicht von I aus eine Briicke zu II schlagen. Wir gehen hierbei schritt-
weise vor.

1. Zundchst bemerken wir, daB die in I ausgesprochene Forderung, daB bei
festem N und jedem gegebenen & die N diophantischen Ungleichungen

(19) |4,k — @8, < & (mod. 2x) n=12...,N)
eine Losung in % besitzen sollen, damit gleichbedeutend ist zu verlangen, da8
(bei festem N) die N diophantischen Ungleichungen

(20) (7 i By 7 kg oot P kg, — 0,] < & (mod. 2m) (n=1,2,..,N)
bei jedem gegebenen ¢ eine Liosung in (%,, ,, ..., kz) besitzen, wo L den grofiten
Index eines % bezeichnet, welches in den Ungleichungen (20) vorkommt. In der
Tat besagt ein Kroneckerscher Satz (vgl. z. B. Bomr [4]), da die notwendige

und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine beliebige endliche Anzahl N von
diophantischen Ungleichungen der Form

lot, &, + &, &+ + e, ,2,— f,| <& (mod. 2x) =12 ..,N)

bei jedem gegebenen & eine Losung in (z,, ,, ..., 2,) besitzen, darin besteht,
daB fiir jedes System von ganzen Zahlen g,, g,, ..., g, fiir welches der Aunsdruck

N
zlgn(an.lxl'*'“n,sxz'*'"'+a”.PxP)
n—
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ideuntisch in den z verschwindet, die Zahl
N
2 9B
n=1

eine ganze Zahl sein soll. Und wenden wir diese Bedingung sowohl auf die
N diophantischen Ungleichungen (19) mit der einen Unbekannten % als auch anf
die N diophantischen Ungleichungen (20) mit den L Unbekannten %, ..., k; an,
so sehen wir, daB die Bedingung in den beiden Fillen auf genau dasselbe
hinauslduft, indem diejenigen Systeme von N ganzen Zahlen g, ..., gy, fiir
welche der Ausdruck

N N
2 9n (An k) = Z [/ (rn,x ﬁl +eet Tn, g ﬂihl)k
n=1 n=1

in % verschwindet, wegen der linearen Unabhingigkeit der g, genau dieselben
sind, fiir welche der Ausdruck

A?
n§ 1gn (rn. 1 kx +--- + P, qn an)

identisch in %,, ..., k; verschwindet.

2. In den N diophantischen Ungleichungen (20) (im Gegensatz zu den
diophantischen Ungleichungen (19)) sind alle Koeffizienten rationale Zahlen.
Hieraus folgt aber, da8 die Forderung, daB diese Ungleichungen bei jedem &
eine Losung haben sollen, damit gleichbedeutend ist zu verlangen, daf die N
diophantischen G-leichungen (Kongruenzen)

(21) Poi By + 7o by 4 Tn 0, kg, = 0, (mod. 27) =12 ..,N)
eine Losung haben sollen. In der Tat, falls die N Ungleichungen (20) bei jedem
¢ eine Losung haben, etwa bei ¢ = 71; (m=1,2,...) die Losung

gy Fogy ooy Bir) = (B, B, ..., ™),

konnen wir offenbar diese Losungen so wihlen, daB alle Koordinaten k,, ..., &;
zwischen 0 (inkl) und 2z G (exkl.) liegen, wo G den Hauptnenner der (endlich
vielen) rationalen Koeffizienten » bezeichnet; es ist alsdann die aus den Lisungen
(B™, ..., kf”) (m =1, 2,...) bestehende Punktmenge eine beschrinkte Punkt-
menge des L-dimensionalen Raumes, woraus folgt, daf sie mindestens einen
Héufungspunkt (%], ..., k) besitzt, und dieser Hiufungspunkt wird offenbar

eine Losung der diophantischen Gleichungen (21) sein.
Acta wathemation. 46. Imprimé le 1 juillet 1925. 23
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Zusammenfassend haben wir also gefunden, daf die in I gegebene Cha-
rakterisierung der Punkte (6, 6,,...) der Menge TTy damit #quivalent ist, daB
bei jedem festen N die N Kongruenzen (21) eine Lisung in k,, %,, ... besitzen.

Die gestellte Frage, wann K(f (z)) mit H(f (z+£)), d. h. wann Tk mit TTy
zusammenfgllt, ist hiermit auf ein Problem iiber unendlich viele Kon-
gruenzen mit unendlich vielen Unbekannten zuriickgefiihrt. In der
Tat besteht ja nach dem Obigen die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB jeder Punkt der Menge Ty auch der Menge TTx angehort, darin, daf
die (aus den Darstellungen der 4, durch die Basiszahlen B hervorgehenden)
rationalen Zahlen 7, ., so beschaffen sind, da es, bei beliebig gegebenen Werten
6,, ,, ..., fir die simultane Losbarkeit der simtlichen abzihlbar vielen-
Kongruenzen

Vo Ky 7, kg + o+ Y gu g, = 0, (mod. 27) =1,2..)

nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist, daB bei jedem festen
N die N ersten dieser Kongruenzen eine Losung besitzen. Mit dem so ent-
standenen Problem hat sich der Verfasser in einer im Druck befindlichen
Arbeit (Bomr [B]) beschidftigt und als Losung den folgenden allgemeinen Satz
gefunden :

Es sei

(22) rn,lxl'*'rn,ixg+"‘+rn.qn'x9n (n = 1) 29 "')

ein System von abzihlbar vielen linearen Ausdriicken in den abzihlbar vielen Variablen
x,, &, ... mit konstanten rationalen Koeffizienten, von dem nur angenommen wird,
dafl jede der Variablen z,, z,, ... jisoliert* werden kann'. Dann besteht die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi eine simultane Losung der abzdihlbar
vielen Kongruenzen

(23) Vi@ F 7 s Byt oo F Vg, B, = O, (mod. 27) »=1,2,..)
immer dann vorhanden ist, wenn bei jedem festen N die N ersten dieser Kongruenzen

losbar sind, darin, daff eine lineare Substitution

(24) Ly = 9m,1y1+9m.2y2+"'+9mmmyum (m = 1; 21 )

! Hierunter verstehen wir, daB es bei jedem festen m moglich sein soll, durch lineare Koms=
bination endlich vieler der Ausdriicke (22) mit rationalen Multiplikatoren einen Ausdruck zu er-
halten, welcher z,, allein enthalt. Diese Forderung der ,Isolierbarkeit* der Variablen bedeutet
keine eigentliche Einschrankung der Allgemeinheit und besagt nur, daf z. B. , und x; nicht éberall
in einer festen Kombination (etwa 2z, 4+ {as) auftreten dirfen (in welchem Falle wir ja einfach
diese Kombination durch eice einzige Variable ersetzem konnen).



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen; 179

mit rationalen Koeffizienten @ ewistiert, welche die gegebenen Ausdriicke (22) in neue
Ausdriicke

(25) Sn,1y1+sn,2y2+"' +SM,PnyP-n (n = 17 2: )

itberfiihrt, deren Koefficienten s simtlich gance Zahlen sind .

Hierbei verstehen wir unter einer linearen Substitution ein System
von Gleichungen der Form (24) (wo also in jedem der Ausdriicke auf den rechten
Seiten nur endlich viele ¥ vorkommen), welche eine ein-eindeutige Abbil-
dung des abzdhlbar-dimensionalen Raumes z,, z,, ... auf den abzihlbar-dimen-
sionalen Raum y,, y,, ... bewerkstelligt. Es 148t sich alsdann umgekebrt, wie
leicht zu zeigen, jedes y durch endlich viele z linear ausdriicken; wir bezeichnen
die so entstandene inverse Substitution mit

Yn = 0, %, +6m,zwz+"'+6ﬂ1,ﬂmxvm (m’ = 11 27)

Falls die Koeffizienten ¢ in der urspriinglichen Substitution alle rational sind,
werden die Koeffizienten 6 in der inversen Substitution ebenfalls rational sein.

Der angefiihrte Satz 1i6t sich unmittelbar auf unsere Frage, wann Ty
mit TTy zusammenfillt, anwenden. In der Tat, dadurch daB wir als Basis
{B,, By ...| eine eigentliche Basis gewihlt haben — und daher jede Basis-
zahl B, durch eine lineare Kombination vor endlich vielen 4, mit rationalen
Koeffizienten dargestellt werden kann — haben wir offenbar schon im Voraus
dafiir gesorgt, daB aus unseren Ausdriicken 7, %, +--:+74 4,k jede der Va-
riablen %, isoliert werden kann. KEs ergibt sich das folgende #uBlerst einfache
Resultat: V

Satz 8. Fir das Zusammenfallen der beiden Mengen K(f () und H(f (x +%))
ist notwendig und hinreichend, dafi die Exponentenfolge A, eine ganee Basis besitet,

Beweis. Wir gehen von den Darstellungen der Exponenten 4, durch die
beliebig gewihlte (eigentliche) Basis |{8,, B,, ...} aus,

(26) A, = r@,,‘ﬁl+---+rn,qnﬂqn r=1,2,...).

Nach dem oben angefiihrten Satze iiber abzihlbar viele Kongruenzen mit ab-
zihlbar vielen Unbekannten besteht die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB die Punktmengen Tlx und TTy zusammenfallen (d. h. das K(f (z)) und

! Wir bemerken zur Orientierung, da8 man sofort zeigen kann, daB die angegebene Be-
dingung hinreichend ist, und da8 die ganze Schwierigkeit beim Beweise des Satzes darin be-
steht, ihre Notwendigkeit darzutun.

28 *
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H(f (x + %)) zusammenfallen) darin, daB das System von linearen Awusdriicken

@n o1 ®yd oo Poygn Zg, n=1,2,..)
durch eine lineare Substitution mit rationalen Koeffizienten

(28) Ty == Q1 Yt " T Cmom Yuem. m=1,2 ..)
in ein neues System

(29) Sun Y S Ui (n=1,2..)

mit lauter ganzen Koeffizienten s iibergefiihrt werden kann. Es handelt sich
also darum zu beweisen, -dafi die Existenz einer solchen linearen Substitution
mit der Existenz einer ganzen Basis (p,, 7., ...) der Exponentenfolge 4, dqui-
valent ist.

1. Wir beweisen zuniichst, daB aus der Existenz einer linearen Sub-
stitution (28) der erwihnten Art die Existenz einer ganzen Basis |y, 7y, ...}
gefolgert werden kann. Hierzu ersetzen wir in der Substitution (28) die Va-
riablen z,, durch die gegebenen Basiszahlen B,. Das so entstandene System von
linearen Gleichungen in den Variablen y,,¥,,... hat nach Voraussetzung eine
und nur eine Lisung; wir bezeichnen diese Losung mit {y,, 9,,...} und be-
haupten, daB dadurch eine ganze Basis der Folge 4, gewonnen ist. Es ist klar,
daf falls wir in den Darstellungen (26) der 4, durch die § die Ausdriicke

Bn = 9m,171+"'+9m,um7um (m=17 2’)

einfiihren, eine Darstellung mit lauter ganzen Koeffizienten, némlich die Dar-
stellung

An=3n,17’1+"'+3n,pn7pn (n=112a"')

erhalten wird. Es handelt sich also nur darum zu zeigen, daf die y linear
unabhingig sind, also daf bei jedem System von endlich vielen, nicht simt-
lich verschwindenden rationalen Zahlen R, R,, ..., Ry die Zahl

(30) R171+R272+"'+RM7M

von O verschieden ist. Hierzu betrachten wir den mit denselben Koeffizienten
R gebildeten Ausdruck

R1y1+R2yz+"‘+RMyM

in den Variablen y,,, und schreiben diesen Ausdruck mit Hilfe der zu (28) in-
versen Substitution

Y = Gm,lxl + o0t G, o Top
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zu einem Ausdruck in den z,,
Sz, +S,2,+---+ Spxp,

um, so daB fiir zwei beliebige durch die Substitution verbundene Punkte (,, z,,...)
und (y,, Y, ...) die Gleichung

(31) Rly,+---+ Byyy = 5,2+ +Spar

besteht. Da der z-Punkt zugleich mit dem y-Punkt den ganzen abzihlbar dimen-
sionalen Raum durchliuft, und ‘die Zahlen R nach Voraussetzung nicht alle O
sind, kinnen die Zahlen S offenbar auch nicht alle O sein. Hieraus folgt aber
sofort, daB die Zahl (30) von O verschieden ist; denn es ist ja nach (31) diese
Zahl gleich der Zahl

Slﬂl+"'+SPﬁP’

und diese letzte Zahl ist gewiff $ O, da die g nach Voraussetzung linear unab-
héngig und die (rationalen) Koeffizienten S nicht alle 0 sind.

2. Wir haben danach zn beweisen, daB aus der Existenz einer ganzen
Basis (y,,9,,...) der Folge 4, (welche Basis wir, nach der Bemerkung auf
S.122, als eigentliche Basis annehmen diirfen) die Existenz einer linearen
Substitation der erwihnten Art gefolgert werden kann. Da {§,, f,,...} nach
Voraussetzung eine eigentliche Basis bildet, lassen sich die Zahlen g durch die
neue Basiszahlen y linear mit rationalen Koeffizienten ausdriicken, etwa

(32) Bn = Om, 1¥1F T Om, i Vum (m=1,2..),
und die Voraussetzung der Ganzzahligkeit der Basis {y,,7,, .- .} besagt, daB
durch Einfithrung dieser Ausdriicke (32) in die gegebenen Darstellungen

An: lrn,lﬁ1+'“+rﬂ:Qnﬁ'Iu (n___l) 2)"')

neue Darstellungen
4, = sn,171+"'+sﬂ.?n7’pn (n=1’ 27“')

mit lauter ganzen Koeffizienten s erhalten werden. Wir ersetzen nun in den
Formeln (32) die Buchstaben f und y durch # bezw. y, und behaupten, daB das
so entstandene Gleichungssystem

(33) Ly = 9m,1y1+'“+9mnumy“m (m = 17 2! . ’)

eine lineare Substitution der gewiinschten Art ist. Es ist von vorneherein klar,
daf, wenn diese Ausdriicke (33) in die gegebenen Ausdriicke

rn,lxl + T + Tn, Gn x?u (n = 15 2’ . ')
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eingefithrt werden, Ausdriicke in den y mit lauter ganzen Koeffizienten ent-
stehen, nimlich die Ausdriicke

sn,l yl + e + s"-Pn ypn‘

Es handelt sich also nur darum zu zeigen, daB (33) tatsichlich eine Substi-
tution bildet, d.h. eine ein-eindeutige Abbildung des z-Raumes auf den
y-Raum vermittelt. Mit anderen Worten: es soll gezeigt werden, daf die ab-
zdhlbar vielen Gleichungen (33) bei beliebig gegebenen festen Werten der
%, &, ... eine und nur eine Lésung (v,, %,, ...) besitzen. Wir behaupten,
daB eine solche Ligsung durch

(34) ym = 611;, 12y + T + I, om x'lm (7” =1 ? 2’ v ')
gegeben wird, wo die Koeffizienten ¢ aus den Darstellupgen der y durch die B,
(35) Vm = 6m,1ﬁl+”'+6m19mﬂl‘m ("” == 1) 2’ )?

geholt sind. In der Tat, weil die Ausdriicke (35) bei Einsetzung in die Gleichungen
(32) diese befriedigen, und die § linear unabhidngig sind, folgt in ge-
wohnter Weise, daB die Ausdriicke (34) bei Einsetzung in die Gleichungen (33)
diese ebenfalls befriedigen miissen, d. h. daB (34) tatsichlich eine Liosung dieser
Gleichungen (33) ist. TUnd daB (33) bei gegebenen # nur eine Losung be-
sitzt, folgt aus der linearen Unabhingigkeit der y. In der Tat, durch
Multiplikation der v, ersten Gleichungen (32) mit den rationalen Faktoren
6oty -+ +y Omu, und darauf folgende Addition kommt, nach (35), auf der linken
Seite die Zahl p, heraus, und es mufi daher bei der Ausrechnung der rechten
Seite jedes y auBer y, den Koeffizienten 0 bekommen. Hieraus folgt aber, daf
durch Multiplikation der v, ersten Gleichungen (33) mit denselben Faktoren
G 15 -+ s Omv, und folgende Addition, auf der rechten Seite alle Unbekannten
auBler y, wegfallen, d. h. aus diesen Gleichungen (33) jede Unbekannte y, ,iso-
liert“ werden kann, womit natiirlich gezeigt ist, daB es hichstens eine Lisung
(Y. ¥y, -..) dieser Gleichungen geben kann.
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ANHANG IIL
Eine Verschiirfung des gleichmissigen Approximationssatzes.

Im Kapitel V haben wir den ,gleichméfigen Approximationssatz¢
bewiesen, welcher besagt, daf jede fastperiodische Funktion

f@) o~ B 4,0
mit beliebiger Genauigkeit ¢ im ganzen Intervalle —oo <z <<oco durch eine
endliche Summe

N i,z
Sla.e
1

approximiert werden kann; hierbei konnten die Exponenten 1,, falls die Folge
der Fourierexponenten 4, die Basis {B,, B,, ...} besitzt, so gewiblt werden, daB
sie alle die Form

(1) A, = 9151+9252+"'+9mﬁm
mit rationalen Koeffizienten ¢ haben (also so, daffi die Menge der Zahlen 4, auch
die Basis {8,,8,,...] besitzt), und in dem Fall einer ganzen Basis {,,8, ...}

der Exponentenfolge 4, konnte man die 1, sogar so wihlen, daf in den Dar-
stellungen (1) die Koeffizienten ¢ alle ganze Zahlen sind.
In dem klassischen Spezialfalle einer rein periodischen (stetigen) Funktion

f@) e~ Se, e

mit der Periode p = Eﬂﬁ, wo die Fourierexponenten 4, die ganze eingliedrige

Basis {ﬂ} besitzen, liBt sich aber bekanntlich noch etwas mehr beweisen; in

12, .
** nicht nar

der Tat konnen hier die endlichen Approximationssummen >ja,e
so gewdhlt werden, daB alle Exponenten 1, ganze Multipla von g sind, sondern
sogar 80, daff nur solche Multipla np als Exponenten verwendet werden, welche tat-
sdchlich unter den Fourierexponenten der gegebenen Fumktion vorkommen, d. h. fiir

welche die entsprechenden Fourierkoeffizienten ¢, 4 0 sind .

! Die Richtigkeit dieser verschirften Form des WEIERSTRAsSschen Approximationssatzes
folgt sofort aus dem Satze von FEsEr (1] iiber die gleichmaBige CEsARo-Summabilitit der Fourierreihe
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Bei der Ubertragung der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf
analytische Funktionen einer komplexen Variabeln — worauf ich in einer
spdteren Arbeit eingehen werde — zeigt sich nun die Frage von prinzipieller
Bedeutung, ob der gleichmifige Approximationssatz auch bei einer beliebigen

fastperiodischen Funktion f(z)~ 3 4, ¢4 einer analogen Verschirfung
fihig ist. In diesem Anhange wird diese Frage erledigt, und zwar im bejahenden
Sinne, indem wir den folgenden Satz beweisen.

Verschérfter Approximationssatz. FEs sei f(x) eine beliebige fastperio-

dische Funktion und EAneM’_'x thre Fourierentwicklung. Dann lifit sich eu jedem
&> 0 eine endliche Anzahl unter den Fourierexponenten A,, etwa Ayu, Apy, ..., Ang,
und zugehirige Konstanlen a,, a,, ..., a, so wihlen, daf} fiir alle z die Ungleichung

q .
f@— 3 a,e™®|<s
=1
besteht.

Der Beweis dieses verschérften Approximationssatzes beruht, wie der Be-
weis des urspriinglichen Approximationssatzes, auf dem in den Kapiteln III und
IV dargelegten Zusammenhang einer fastperiodischen Funktion f(#) mit einer
rein- bezw. grengperiodischen Fanktion F(x,, z,,...) von unendlich vielen Va-
riabeln. Das neu Hinzukommende besteht darin, daf dieser Fanktion F(z,, z,, ...)
eine Fourierreihe in unendlich vielen Variabeln zugeordnet wird,
von welcher gezeigt werden kann, daf sie in enger Beziehung zn der Fourier-

reihe X1 4, 4% Jer gegebenen fastperiodischen Funktion f () steht. Bei unserem
damaligen Beweise des gleichmiBigen Approximationssatzes hatten wir als einen
wesentlichen Baustein des Beweises den WriErstrassschen Approximationssatz
fiic eine rein periodische Funktion von einer beliebigen endlichen Anzahl
von Variabeln benutzt. Bei dem folgenden Beweis des verschirften Approxi-
mationssatzes werden wir diesen WelerstraBschen Satz in der folgenden schiirferen
Formulierung zu benutzen haben. (Vgl. die obige Bemerkung, wo von einer
rein periodischen Funktion in nur einer Variablen die Rede war.)

einer stetigen rein periodischen Funktion f(z) ~v Y ¢, %, In der Tat besagt dieser Satz, daB,

n I
s = Y e
V=—n
gesetzt, die endliche Summe

1 A=t ¥t n . )
Sw(@) == X s,(@&) =¢+ 3 [1— -—) (¢, €% 4 ¢, e787)
N n=0 n=1 N

fiir N - co gleichmaBig in x gegen f(zx) strebt.
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Verschérfter Weierstrassscher Approximationssatz. Jede rein perio-
dische stetige Funktion P(z,, ..., 2y) von M Variablen mit dem Periodensystem
(Dyy -+, Py) Waft sich gleichmiflig im ganzen M-dimensionalen Raume durch endliche
trigonometrische Summen der Form

anndhern, und zwar derart, daf} in diesen Summen nur solche Ewzponentialausdriicke
it ey -+ n z . . .
e (mfi2y 4 -+ nufuzy) vorkommen, welche in der Fourierreihe
A
O oo .
v Br@y + - nyfuzy)
2 e X Cum®

N =—00 Ny=— 00

der Funktion P(x,, ..., xy) tatsichlich auftreten, d. h. fiir welche die entsprechenden
Koeffizienten

D1 P, ;
Cuyyoony = 1—f dz, f MP(xl, . x,,)e_z(”‘ﬁ‘x‘_*- + B ) dzy,
Dy Py 0 0 .

nicht gleich 0 sind .

Wir teilen den Beweis des verschérften Approximationssatzes in vier Para-
graphen ein, von denen die zwei ersten den Fall einer ganzen Basis behandeln,
wo die Untersuchung iibersichtlicher verliuft, wihrend in den beiden letzten der
allgemeine Fall einer beliebigen Basis erledigt wird.

Schlieflich werden wir in einem fiinften Paragraphen einen — ebenfalls fiir
die Theorie der fastperiodischen Funktionen einer komplexen Variablen nitigen
— Satz iiber die gleichzeitige Approximation von mehreren fastperiodischen Funk-
tionen beweisen.

! Wie im Falle M = 1 (vgl. Note auf Seite 183) folgt auch im Falle eines beliebigen
M die Richtigkeit dieses verscharften WeierstraBschen Satzes sofort aus einem bekannten Satze
iiber die gleichmaBige Summierbarkeit der Fourierreihe einer rein periodischen stetigen Funktion
P(z,,...,xy). In der Tat gilt der Fejérsche Satz — wie durch dieselbe Methode wie im Falle
nur einer Variablen sofort zu beweisen — auch fiir die Fourierreihe einer rein periodischen
stetigen Funktion P(z,... xy) von M Variablen, und besagt hier, daB,
Snynyy .o utn(Tyy Xy ooy ) = ”21“ E ver ”2" v, ¥3y e ¥u & (1f1e1tve fezat- - -+ vu Suzn)
V== V9=—ng VM= -——NN
gesetzt, die endliche Summe
N—1 N—1 N—1
Sy (@, oy ..y X3r) = NE 3 Yoo 3 Snpnmye..nu @y Tey .. Tap)
n=0 ng=90 ny=0
fir N -»oco gleichmiiBig im ganzen M-dimensionalen Raume gegen P(z,, 2y, ..., @) strebt.
Acta mathematica. 46. lmprimé le 1 juillet 1925, 24



186 Harald Bohr.

§ 1.
Fourierreihe einer rein periodischen Funktion von unendlich vielen Variabeln.
Es bezeichne durchweg in diesem Paragraphen F(z,, x,,...) eine rein pe-
riodische Funktion von abzdhlbar vielen reellen Variablen z,,2,,...
mit dem Periodensystem (p,, p,,...), welche im ganzen unendlich-dimensionalen
Raume stetig (vollstetig), also nach § 9 anch gleichméBig stetig ist; wie immer
werden wir zulassen, daf F'(z,, z,, ...) komplex ist, also

Fz,z,...)= Ug,z,,2)+iV(z,, ,, ...)

wo U und V reelle rein periodische Funktionen sind.

Wir zeichnen eine der Variablen, etwa z,, aus und bilden bei beliebigen
festgehaltenen Werten der iibrigen Variablen z,, z,,... den Mittelwert

1 b2
ra A F(z,, 2, ...)dz,,
welchen wir zar Abkiirzung mit

M|F(z,, z,,...)}

(%)
bezeichnen. Dieser Mittelwert stellt offenbar eine Funktion der Variabeln
Z,, &y, ... dar, welche in diesen rein periodisch mit dem Periodensystem

(Py) D5y - ) ist, und welche iiberdies im ganzen Raume stetig ist; denn wegen
der Stetigkeit der urspriinglichen Funktion F(z,, ,, ...) kinnen wir ja zu einem
gegebenen s die Zahlen N und 0 so bestimmen, daB die Differenz der Werte
der ¥unktion F(z,, ,, ...) in zwei beliebigen Punkten (2, z!,...) und (z}, z}, ...)
numerisch << ¢ ist, wenn nur

z, = z{ und |z, —x,)<<d n=2..,N)

ist, wonach a fortiori die Werte des Mittelwertes M in zwei beliebigen
(=)
Punkten (zj, z},...) und (z}, z;,...) um hochstens ¢ von einander abweichen,

falls die obigen N—1 Ungleichungen [z, —z]<d (n=2,...,N) alle erfiillt
gind. Diese Mittelwertbildung wird fortgesetzt, indem wir nun den Mittelwert
in bezug auf z,, dann in bezug auf z,, usw. bilden. Nach m Schritten gelangen
wir zu dem Mittelwert

P D2 D1
L dx,,,..-if dz,if Fls,, a,...)dz,
pm 0 pﬁ 0 pl 0
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welchen wir durch

@) M |F(z,, 2,,...)}
@, &2y .00y Ty)
bezeichnen. Dieser Mittelwert ist dann cine stetige rein periodische Funktion in den

. . . 1
Variablen z,,,, ®,,,, ... mit dem Periodensystem (D,,., Pmrar -+ ) &

In dem speziellen Falle, wo F(z,,,,...) in allen Variablen von einer ge-
wissen Stelle, etwa der M-ten, an konstant ist — also tatsichlich nur von den
M ersten Variablen z,,...,z, abhingt — ist offenbar fiir jedes m = M der
Mittelwert (2) gleich einer festen (von m unabhiingigen) Konstanten. Im allge-
meinen Falle einer beliebigen fastperiodischen Funktion gilt der folgende

Satz 1. Es strebt der Mittelwert (2) fiir m — oo gegen einen festen Grenzwert
g, welchen wir mit

M ({F@ Ix,,...)}

1)
@y Tayvnens )

bezeichnen werden, in dem Sinne, daf es zu jedem & ein M derart gibt, daf} fiir
m > M die Ungleichungy

M {F(xnxn"')z"gl<£

@y, ..oy Tp)
im ganzen unendlich-dimensionalew’ Raume der Variablen z,,,, Z,,,,, ... besteht.

Beweis. Wir kionnen offenbar beim Beweise annehmen, daB F (z,, ,,...)
eine reelle Funktion ist, da wir sonst nur

F(z,z,..) = U, z,..)+iV(e,z, ...

zu setzen und U und V einzeln zu betrachten haben. Es bezeichne G, bezw. g,
die obere bezw. untere Grenze der Funktion

M |F@,a,..)]

(xn'-wmm)

oder, da die Wertmenge einer rein periodischen stetigen Funktion, nach § 9,
eine beschrinkte abgeschlossene Menge bildet, ihr Maximum bezw. Minimum).

! Wir bemerken, daB — wie aus der Gleichung

1 Pm P4
o Fz )y = - Az ... F(x,, 2,,..)dx
(Z],...,xﬂ){ (l,zi, )‘ [ JRRXY . 0 m »[ (1 2) ) 1

sofort hervorgeht — die Reihenfolge, in welcher die Mittelwertsbildungen in bezug auf den
Variablen «,, ..., ,, ausgefithrt werden, gleichgiiltig ist.
24 *
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Hierbei ist

gmégﬂﬂ-léG = Gm7

m+1 —

weil M durch Mittelwertbildung aus M  hervorgeht. Um die Exi-
(.’D,, reey xm+l) (xlv cery xm)

stenz des Grenzwertes g zu beweisen, geniigt es daher nachzuweisen, daf

lim (G,—9, =0
m — OO
ist. Dies folgt aber sofort aus der gleichméBigen Vollstetigkeit von F(z,, z,, ...).
Denn nach dieser kénnen wir zu jedem & ein M so groff bestimmen, daB in zwei
beliebigen Punkten (z,, ..., Zy, Zhy,, Tire, ---) und (2, ..., oy, Tigyy, Lo, .- -)y deren
M erste Koordinaten iibereinstimmen, die Ungleichung

IF(xl’ M x”’ xAI‘(-H’ xl’}l-ﬂ’ "')—F(xl’ et Zyry x:;ﬂ-l’ x{,”+27 "')l <&

besteht, woraus sich sofort durch Mittelwertbildung ergibt, daB bei jedem m = M
die Werte der Funktion( M ){F (z,, %,,...)} in zwei beliebigen Punkten
Ziy -y T
(Thsrs Tongyy ---) und (o,,, Zo,s, -..) um hochstens ¢ abweichen, d. h. daB G, —g,,
=c¢istl
Wir ordnen non unserer Funktion F(z,, z,,...) eine Fourierrethe in den
unendlich vielen Variablen z,, z,,... zu. Hierunter verstehen wir (indem wir von

! Wir bemerken, da8 auch bei der unendlich oft wiederholten Mittelwertbildung die Reihen-
folge der Variablen gleichgiiltig ist, d. b. falls »,, %, ..., 7, ... eine beliebige Permutation
der natiirlichen Zahleoreibe 1,2, ... bedeutet, der Mittelwert

gleich dem Mittelwert
M gz«’(x,,x,,...)}

[CTTE "R )

ist. Dies folgt sofort aus dem obigen Beweise des Satzes 1, bei dem wir uns wieder auf den Fall
einer reellen Funktion F(x,, x,, ...) beschranken konnen; denn, falls I', bezw. y, die obere bezw.
untere Grenze des Mittelwertes

M P,

(z"'l' ey znp)
bezeichnet, und m die groBte Zahl angibt, fir welche die Zablen 1,2,...,m samtlich unter den
Indexzahlen n,, ..., n, vorkommen, gelten ja nach dem Obigen die Ungleichungen

gméypérpéGm:

und m strebt mit p gegen co.
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der Reihenfolge der Glieder ganz absehen) die wnendliche Reihe
26‘” " ei(nlﬁlxl'*‘ o +”mﬁm‘zM)

3 oo : oo o0 :
= ¢+ E’ Cng e“'xﬁl-z'x + E zr Cogy g e'("xﬁxxx +”2ﬁn-’52)+ _____ L

n, = —00 Ny = —00 %ig=—00

wo %ﬁ durch B, bezeichnet ist, und der Koeffizient cy,,... nm Ourch die Mittelwert-
bildung
(4) Cugy et = M {F(.’E . ) e—i("lﬁlzl +-.. .+nmﬁmxm)}

(g, 2y . .0

bestimmt ist. Dieser Mittelwert existiert bei jeder Zahlenmenge (n,, ..., #,,); denn

die Funktionen F(z,, z,, ...) und ¢TI BT Ban) Gng peide stetige rein
periodische Funktionen der unendlich vielen Variabeln z,, z,, ... mit dem Perioden-
system (p,, ,,...), und somit ist auch ihr Produkt eine Funktion dieser Art>.

Wir werden nunmehr die Funktion F(z,, #,,...) darch eine rein periodische

Funktion P(z,,..., %,) von nar endlich vielen Variablen z,, ..., z,, mit dem
Periodensystem (p,, ..., p,) approximieren, und zwar so, daf die Fourier-
reihe der approximierenden Funktion P(z,,...,«,) nur solche Glie-

der enthidlt, welche schon in der Fourierreihe der Funktion
F(z,, z,,...) selbst vorkommen? Zu diesem Zwecke definieren wir bei be-

@®
1%/  bedeutet, daB bei der Summation iiber die ganzen Zahlen » die Zahl 0 iber-
n=—uPO

sprungen werden soll.

2 In dem speziellen Falle, wo die gegebene Funktion F(z,,2;,...) in allen Variablen von
einer gewissen Stelle an, etwa in xy,,, 23, ..., konstant ist, also tatsichlich eine Funktion
P(z,, ..., 23), von nur M Variablen ist, geht unsere Fourierreihe (3) offenbar in die gewobnliche
Fourierreihe der Funktion P(z,, ..., £y) ilber. Denn falls unter den Zahlen #,, ..., n, mindestens
eine Zahl n; § 0 mit I > M vorkommt, ist der Mittelwert (4) offenbar gleich 0 (weil ja das Integral
% f"’e‘”‘f”""dxl = 0 ist), und falls dies nicht der Fall ist (also auch der Exponentialfaktor

L
()
e'.(”l Provctss ot tm fin o) nur von &,,..., £y abhingt, ist ja der Mittelwert (4) gleich dem Mittelwerte

M {P(a:x, cens a:y)e—‘(nlﬂlzl-i-' ' '+”"9'z")}.
(%1 ooy )

3 Man sieht schon durch eine ,formale“ Betrachtung, daB das auf S. 161 benutzte Approxi-
mationsverfahren — wo es uns nur darauf ankam, die Funktion F(x,, 25, ...) durch eine periodische
Funktion von endlich vielen Variablen zu approximieren, wihrend von den zugehorigen Fourier-
reihen nicht die Rede war — fiir unseren jetzigen Zweck unbrauchbar ist. Das damalige Verfahren
bestand ndmlich einfach darin, daB alle Variablen von einer gewissen Stelle an konstant, etwa
gleich 0, gesetat wurden; falls aber die Fourierreihe der Funktion F(z, xs, ...) z. B. kein Glied
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liebigem festen m >0 eine Funktion ¢,(z,, z,, ..., z,) durch den Mittelwert

‘pm(xn ce xm) = M {‘F(xu Loy o+ )}

Lont1y Tmery - )

Zun#chst ist klar, dafl dieser Mittelwert existiert; denn es ist ja bei beliebig
festgehaltenen z,, ..., z,, die Funktion F(z,, x,,...) eine stetige rein periodische
Funktion der Variabeln z,,,, #,,,,... mit dem Periodensystem (p,..,, Pusss---)-)
Ferner ist ¢,(z,, ..., z,) offenbar rein periodisch mit dem Perioden-
system (p,, ..., p,), und auch stetig im ganzen m-dimensionalen Raume; denn
bei vorgegebenem & gilt ja (wegen der Stetigkeit von F(z,, z,, ...)) fiir ein hin-
reichend kleines 0 und |2, —a]|<<d (!=1,...,m) im ganzen Raume der Va-
riabeln z,,,,, #,,.,, ... die Ungleichung

[ F @y oony Tpyy Tppyyy - o) — F (2], ooy Ty Zppgy -+ )] < &
woraus sofort durch Mittelwertbildung die Ungleichung
1Pn @1y ey #0) — P (2, o TR S8
hervorgeht. Es ist ferner klar, daff die Funktionenfolge
(pl(xl)7 ‘¢2(x1’ xﬂ)’ MRS q”m(xl) MR ] xm)l e

gleichmiiffig im ganzen unendlich-dimensionalen Raume gegen die Funktion F(z,, z,, ...)
als Grenzsfunktion konvergiert; d.h. zu jedem & gibt es ein M = M () derart, daB
fiir jedes m = M die Ungleichung

lF(xl’ xﬂ’ * ")_ q)m(xl7 tty xm)] é é

in jedem Punkte (z,, z,,...) des unendlich-dimensionalen Raumes besteht. Wir
brauchen offenbar nur das M so groB zu wihlen, daB in zwei beliebigen Punkten

’ ” ”
@1y oo o5 Tay Tiprs Thiyas "') und (xn--'yxM, Lirvrs Tarras "')
mit denselben M ersten Koordinaten die Ungleichung
! g ”
[F (@, oy Zay Biges Tipaay -+ ) — F &y« oy Bay By Tia -+ )| < 8

besteht; denn hieraus folgt ja sofort, daB fiir m = M in jedem Punkte (z,, z,,...)

mit dem Faktor ¢/@*+53) aber ein Glied mit dem Faktor ¢'(#2--5%—4%100) enthalt, wird ja,
wennn ., gleich 0 gesetzt wird, ein Glied mit dem Faktor ¢(®et573) sufranchen. Vom formalen

Gesichtspunkte ist offenbar die ,richtige Methode um ein Glied wie ¢ %2+ 57— 45100 ;ygleich mit
der Variablen x,,, wegzuschaffen die, daB man (statt z,,, konstant zu halten) den Mittelwert
1

Pioo
Approximationsverfahren beruht.

P . . . .
f wodxwo nimmt. Es sind solche Mittelwertsbildungen, auf denen das oben anzugebende
°
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die gewiinschte Ungleichung
[F(zy, 25y ..) — M {F(x,,x,,...)“és

(Torgrs Brngs oo o-
giiltig ist.

Wir betrachten nun bei einem festen m die (gewdhnliche) Fourierentwickelung
der Funktion ¢, (z,, ..., z,) und werden beweisen, daB unser obiges Desideratum
erfilllt ist, ndmlich daf die Fourierentwickelung dieser Funktion @, (z,, ..., x,) ein-
fuch aus der Fourierentwickelung der Funktion F(z,, x,, ...) entsteht, wenn in dieser
letsteren alle Glieder, welche mindestens eine der Variablen z,,,,, %,..,, ... enthalten,
gestrichen werden. Es handelt sich darum zu zeigen, daB bei beliebiger Wahl

der m ganzen Zahlen n,, n,, ..., n, die beiden Fourierkoeffizienten

(5) M {(p (®,, ..y )e—i(n‘plml'*'""*‘"mpmxm)}
@irooer ) "

und

(6) M {F(xn Z,, -..)e—i(nlﬁ‘x‘_f_"'+”mﬁm-"3m)}
@, 2y onn .t )

gleich grof sind. Die Zahl (5), d. h. die Zahl

M ie—’i(”xﬁxxl'f‘-.-+”mﬂmmnl). M {F(x” z,, ._')H
@y ...y 2) @ity Tmans oo o )
kénnen wir auch in der Form
Q) M M (|, ) hato ot by

(x,, veey xm) (x,,.ﬂ, Lpggy ro0er )

schreiben, weil der Exponentialfaktor ¢ ‘A& T +%nfun) bt von den

Variablen z,,,, 2,,,, ... abhingt und daher in das Zeichen M
(xm+hx7n+21 ---- )
binein gesetzt werden darf. Bei dem Nachweis, da8 die beiden Zahlen (6) und

(7) gleich grof sind, diirfen wir uns offenbar aof den Fall beschrinken, wo
n =..-=mn, = 0ist, d.h. wo es sich um die konstanten Glieder der
beiden Fourierentwickelungen handelt; denn sonst haben wir ja nur statt der
gegebenen Funktion F(z,,,,...) die, ebenfalls mit dem Periodensystem (p,, Dayers)
periodische, Funktion G(z,,2,,...) = F(z,, ,,...)e  "hi@t- 4 nfnzn)
betrachten. Unsere Aufgabe ist also, die Richtigkeit der Gleichung

zu

® M| M {Fa,z,. )} = M |[F@,z,..)}

(@1« « o9 Tiy) @mpss Tonggy - oo (@, gy e )
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darzatun. Dies schlieBen wir durch den Grenziibergang ¢ — co aus der bei festem
g offenbar (vgl. Note Seite 187) giiltigen Gleichung

M | M LF(Z,y ooy gy 0,0,..)}

(9) (xly [RRT] xm) (xm+1) L] mm+q)
= M VF(Z,, vy By 0,0, .. ).
(mly M xm+q)
Wir wissen, daB fiir g—> oo die rechte Seite von (9) gegen die rechte Seite von
(8) strebt; es handelt sich darum zum zeigen, daB auch die linke Seite von (9)
gegen die linke Seite von (8) konvergiert, also daf es zu jedem ¢=>0 ein
@ = Q(¢) so gibt, daB fiir ¢ > @ die Ungleichung

| M M VF (2, 24y .. )}

(@1 - Tm) g (Tmtry Ty -+ ) , }

- M | M LF @4y ooy Tpagy 0,0, )| [ S e
@1y o0y Bm) Erry - Tmigq

besteht, d. h. die Ungleichung

M | M {F@y @y ) = M [ F@ye s By 0,0, =6
(s -y Ton) @y Tgay oo ) ZLmtrr » 0 Tmig
besteht. Diese Ungleichung kionnen wir offenbar auch in der Form

M| M VF (2, @y oo ) = F(@yy 000y @01, 0,0, . )] =&

(mly ey xm) (xm+b Longgy oo e- )

schreiben, und hieraus geht sofort hervor, daB sie erfiillt ist, falls im ganzen
unendlich-dimensionalen Raume z,, z,, ... die Ungleichung

IF(.’L‘” Zyy '--)_F(xn co0y Tnggs 0, 0, )l <é

besteht; diese letzte Ungleichung ist aber gewif fiir hinreichend grofies g, d. h.
fiir ¢ > @, erfiillt.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun sofort den folgenden Satz be-
weisen, welcher das Ziel dieses Paragraphen bildet.

Satz 2. Die belichig gegebene rein periodische Funktion F(x,,x,,...) ldft
sich im gangen unendlich-dimensionalen Raume mit einer vorgegebenen Genauigkeit &
durch eine endliche Summe der Form

2“ ei("xﬁx-‘"x + A N B Tn)
1y 00y By

anndhern, wobei nur solche Expomentialausdriicke BBt 0 f mn) auftreten,
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welche tatsdchlich in der Fourierreihe der Funktion F(z,, z,,...) vorkommen, d. h.

fiir welche die entsprechenden Fourierkoeffizienten cn,, ... n, nicht gleich O sind.
Beweis. Wir wihlen zunichst ein festes M derart, daB die obige Funktion

®x(Z,, ..., Zy) die gegebene Funktion F(z,, z,,...) bis anf % approximiert, also

daB in jedem Punkte des unendlich-dimensionalen Raumes die Ungleichung
IF(.’I?” Lgy oo -)—‘ (p,,(xl, ceey {L‘”)I < _2€_

besteht. Danach wihlen wir nach dem ,verschiirften Weierstrafischen Approxi-
mationssatze eine endliche Summe

(10) S(xn tey xM) = E Ay, o oynn ei(nl G G (ﬁm = _i’,t_)’

welche @y (z,, ..., 2y) bis auf = a roximiert, und wo nur solche Kombinationen
Par (2, g PP

(m,, ..., ny) auftreten, fiir welche der entsprechende Fourierkoeffizient der
Funktion @, (z,,...,2y) von O verschieden ist. Diese Summe (10) ist dann von
der erwiinschten Art; denn einerseits gilt im ganzen unendlich-dimensionalen
Raume die Ungleichung

IF(xn Loy v+ D)= S(.’IJ“ ) ‘ZM)I < §,
und andererseits treten in S(z,,..., x),) nur solche Exponentialausdriicke auf,
welche in der Fourierreihe der Funktion F(z,, #,, ...) tatsichlich vorkommen, weil
ja nach der Bestimmung der Funktion ¢ (z,, ..., 2)) jedes Glied der Fourierreihe

von @y (%,,..., *y) zugleich ein Glied der Fourierreihe von F(z,, z,,...) ist.

§ 2.
Beweis des verschirften Approximationssatzes bei einer ganzen Basis.

Es sel f(z)~v EAneiA"x eine beliebige fastperiodische Funktion, deren Ex-
ponentenfolge 4, die ganze Basis {8, 8,, ...} besitzt, und F(z,, x,,...) die
zugehtrige Funktion von unendlich vieler Variablen, die stetig und rein periodisch
2z 2z ) ist. Hierbei ist nach § 6
B, B
(11) f(#) = F(x, z, ...)

Wir beweisen den folgenden Satz, der einen Zusammenhang zwischen den

Fourierreihen von f(r) und F(z,, z,, ...) darstellt.
Acla mathematioa, 46. Imprimé le 1 juillet 19235. 25

mit dem Periodensystem (p,,p,,...) = (
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Satz 3. Die Fourierreihe EA,,eM"z der fastperiodischen Funktion f(z) ent-
steht aus der Fourierreihe

ZC e ei(”lﬁlxl+"'+nmpmxm)
nyy ooy Unm

der rein periodischen Funktion F(z,,x,,...) einfach dadurch, daf} in dieser letzteren
T, =&, ==--- =2z gesetzt wird (und natiirlich Glieder mit den Koeffizienten
Cny,...nm == 0 weggelassen werden). Hierbei kinnen, wegen der linearen Un-
abhingigkeit der §, keine zwei Glieder nach der Einsetzung von z, = z,
= ..+ = z zusammengezogen werden; denn es kénnen ja keine zwei GriBen der
Form n,8,+-- - +n,p,, welche zwei verschiedenen Wertesystemen von (#,, ..., N,)
entsprechen, gleich grof ausfallen.

Beweis. Wir wissen, daB jeder Fourierexponent .4, der Funktion f(2) in

der Form n,8, +- - - + 0,0, mit ganzen n, ..., n, darstellbar ist, und es besagt
daher der Satz, daB fiir jede Kombination n,, ..., n, die Gleichung

T ,
lim [ @) A g
T 0

T — oo

= M {F(x ) Xy, . .)e—i(nlﬂlah—}—- . .+’nmﬁmxm)}

T )

besteht, also (indem wir fiir f(z) den durch (11) gegebenen Ausdruck einsetzen)
die Gleichung

T .
lim —1—f F(z, z, ...)e_'("‘p‘_*" L
T—>o00 T 0

= _M {F(x , xg, ..-)e—‘i(’hﬂ1$1+.. ..*.”mpmxm)}

besteht. Es geniigt hierbei offenbar (wie in einem &dhnlichen Falle in § 1) den
Fall zu betrachten, wo es sich um die konstanten Glieder der beiden Ent-
wickelungen handelt, d. h. wo der Faktor

e—i(”lpl +- "‘.{'”mﬁm)x — i p %+ -+ By B n)

bezw. e
fehlt .

! Sonst haben wir nur statt der Funktion F'(z,, «,, ...) die ebenfalls mit dem Periodensystem
(p1, Po, ...) periodische Funktion

Gy, 3, ...) = F(zy, T3, ...) e MAZT -t 0 fa)

zu betrachten.
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Um nun die Richtigkeit der Gleichung

(12) lim %fTF(x, 2. )iz = M |F@,z,..)

T—>oo 0 )
zu beweisen, also zu zeigen, daB der Mittelwert der Funktion F(z,,z,,...) iiber
den ganzen Raum mit dem Mittelwerte der Funktion auf der Hauptdiago-
nalen des Raumes iibereinstimmt, brauchen wir nur zu benutzen, daB die
Fanktion F(z,, z,, ...) bis auf eine beliebig vorgegebene Genauigkeit im ganzen

unendlich-dimensionalen Raume durch eine endliche Summe der
Form

i(”l pl £y + Tt + nmﬁmzm)
2 Ay, ..., " €

angendhert werden kann'. Denn fiir jede ¥unktion F(z,,z,,...) der spe-
ziellen Form

ei(”'l iz +--- + "mﬁmzm)

(und also auch fiir jedes endliche Aggregat von solchen Exponentialaunsdriicken)
ist die Gleichung (12) gewif richtig; in der Tat reduziert sie sich im Falle
n,=-+--=mn, =0 auf 1 =1, wihrend sie sich in dem Falle, wo mindestens
eines der » (und damit wegen der linearen Unabhédngigkeit der § auch
die Zahl n,8,+ - +n,f,) von O verschieden ist, auf 0 = 0 reduziert, weil ja
sowohl der Mittelwert

M {ei("x Bz +--- +"mﬂmxm)% - M éei"x ﬁx%% e M te':"mﬁmxmg
(x,, Loy vuens ) (131) (xm)

als auch der Mittelwert

lim fTei(nlﬁl+---+nmﬁm>xdz

T'—o0 gy

hier gleich 0 wird.

Wir kiénnen nunmehr den Beweis unseres Approximationssatzes in wenigen
Worten fiihren.

Beweis des verschirften Approximationssatzes (fiir den Fall einer

ganzen Basis). Es f(z)~ zAneM"x eine fastperiodische Funktion mit einer
ganzen Basis |8, §8,,...} aud F (z,, z,, ...) die zugehorige rein periodische Funk-

! DaB wir hierbei mit solchen Kombinationen (»,,..., n,) auskommen kénnen, fir welche
die entsprechenden Fourierkoeffizienten der Funktion F(z,, Z,,...) von O verschieden sind, ist fir
unseren jetzigen Zweck belanglos.

25*



196 Harald Bohr.

tion von unendlich vielen Variabeln mit dem Periodensystem (p,,p,,...) =
(&f_ 2z
B, B,

trigonometrische Summe finden, welche die Ungleichung

) Nach Satz 2, § 1 kionnen wir zu dem gegebenen ¢ eine endliche

(13) |F(x1) Lyyoon) = Ean,,...,,.,ei("‘ﬁlxl*" "+”mpmzm)|< R

im ganzen unendlich-dimensionalen Raume erfiillt, und wobei nur solche Kombi-
nationen (n,, ..., #,) vorkommen, fiir welche der Fourierkoeffizient ¢, ... .. der
Funktion F(z,, #,,...) von O verschieden ist. Wir haben nun in (13) einfach
2, =&,=---=21a zu setzen; dann geht F(z, z,,...) in f(z), und die Summe
Zam:---yﬁmei(nlﬁlxl +"'+"mﬁmxm)

. . td, T ..
in eine Summe der Form Y a,e ™" iber —

denn im Satz 3 ist ja speziell enthalten, daB bei jeder Kombination (n,, ..., n,),
fiic welche der Fourierkoeffizient c,,, ... s, der Funktion F(z,, z,,...) von O ver-
schieden ist, die Summe »,8,+ - -+ #,8, einen der Fourierkoeffizienten 4, der
Funktion f(z) liefert — womit wir eine gewiinschte Ungleichung

q .
f@—3 e <
y=1

erhalten haben.

§ 3.

Fourierreihe einer gremzperiodischen Funktion von unendlich vielen Variabeln.

Die Uberlegungen in diesem Paragraphen haben eine groBe Ahnlichkeit
mit den Uberlegungen in § 1, wo von einer rein periodischen Funktion von
unendlich vielen Variabeln die Rede war, und verschiedene Sitze lassen sich
von dort direkt iibertragen; nur an einer Stelle — wo es sich um eine besondere
Art von ,Glattung® einer grenzperiodischen Funktion zu einer rein periodischen
Fanktion handelt — tritt eine neuartige Betrachtung hinzu.

Es bezeichne im Folgenden durchweg F(z,, 2,,...) eine grenzperiodische
Funktion von abzihlbar vielen reellen Variabeln z,, z,,... mit dem
Periodensystem (g,, ¢,, ...). Bei beliebig festgehaltenen Werten von z,, z,, ...
ist F'(z,, z,,...) eine grenzperiodische Funktion von z, (also a fortiori eine fast-
periodische Funktion von z,), und es existiert somit der Mittelwert

1 rh
lim T-f Flz,z,,..)dz;
1Y

T, - o0
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wir werden die durch diese Mittelwertbildung bestimmte Funktion von z,, z,, ... mit

(14) (M){F(x.,x,y )

bezeichnen'. Diese Funktion ist wieder eine grenzperiodische Funktion,
und zwar mit dem Periodensystem (g,, ¢,,...); denn wenn P(z,z,,...) eine
(stetige) rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (7, q,, r,q,,. ) ist,
welche I"(z,, z,, ...) bis auf & approximiert, wird ja der Mlttelwert(M Pz Y

eine rein periodische Funktion von z,, z,, ... mit dem Periodensystem (r,4,, 7,4, - - -)
sein, welche den Mittelwert (14) bis a.uf ¢ approximiert, womit die Grenzperio-
dizitit dieser letzten Fuanktion, und zwar mit dem Periodensystem (q,, g, -..),
nachgewiesen ist. Wir kinnen also die Mittelwertbildung fortsetzen, und gelangen
nach m Schritten zu einer grenzperiodischen Funktion in z,,, Z,,,, ..

mit dem Periodensystem (g,,,, ¢nis) --.), Welche wir mit

Tw
a5 M |F@,z,.) = lim ~1_f iz, ... lim i,-f Flo, o, .. )ds,
(xly“':mm) Tm-POO T"' 0 Tl*"’OO 21 0
bezeichnen.
Satz 4. Es strebt der Mittelwert (15) fiir m — oo gegen einen festen Grenz-
wert g, welchen wir mit
(16) M (F(,,..)
(xy,y 2ay..... :
bezeichnen, in dem Sinne, dafl es zu jedem & ein M derart gibt, daff fiir m > M
die Ungleichung
I {F(zx,:v,,...)}—y|<s
@1y ..y Tm) !
im ganzen unendlich-dimensionalen Raume der Variablen z,,,,, Z,,,,, ... besteht.
Beweis. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus seiner Giiltigkeit
fir den Fall einer rein periodischen Funktion (Satz 1, §1). Denn falls
P(z,,z,,..) eine rein periodische (stetige) Funktion ist, welche die gegebene
Funktion F(z,, z,, ...) im ganzen Raume bis auf & approximiert, gilt ja bei jedem
m im ganzen Raume der Variablen z die Ungleichung

met) c e

M {F(.'IJ” e — M {P(Z,,E,,---)‘iéf,

(xl’ ey xm (x” M xm)

' In dem speziellen Falle, wo F(z,, x,...) in a:l reinperiodisch ist, stimmt dieser

Mittelwert hm— f dz, mit dem in § 1 betrachteten — f de, iberein.
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und es gilt somit fiir m, > M und m, > M, falls M so groB gewihlt wird, dafi

bei jedem m = M der Mittelwert M iP% im ganzen Raume z,,,,... von
(xl! ety xm)
dem Grenzwerte M  {P} um weniger als ¢ abweicht, daf die beiden Mittel-

werte
M |F! und M |F}

(@, ..y Zmy) (@1, -+ .5 Tmy)

"

in zwei beliebigen Punkten @re s o) und (7, 4, ...) UM weniger als 4¢ von ein-
ander abweichen, womit die Existenz des Grenzwertes (16) nach dem allgemeinen

Konvergenzprinzip bewiesen ist .

Fiir die folgenden Anwendungen erinnern wir an den Satz (vgl. die SchluB-
bemerkung in der FuBnote aunf S.150), daB das Produkt zweier grenzperio-
discher Funktionen F(z,, z,,...) und G(z,, %,, ...) mit demselben Periodensystem
(1, 4,, -..) wieder eine grenzperiodische Funktion ergibt (und zwar ebenfalls mit
dem Periodensystem (¢,, g,, ...)), so daB wir z. B. von dem Mittelwerte

M )zF(xnxn"')'G(xnxn'“)}

gprechen kinnen.

Bevor wir unserer grenzperiodischen Funktion F(z,, z,,...) von unendlich
vielen Variabeln eine Fourierreihe zuordnen, werden wir zundichst den Begriff
der Fourierreihe einer grenzperiodischen Funktion G(z,,..., 2y von
nur endlich vielen Variabeln mit dem Periodensystem (q,,..., qx)
einfilhren. Hierunter verstehen wir eine Reihe der Form

(17) PIDIRETD . e‘i(flplib'x+f2ﬂ2xl+-..+fMﬁMxM) (ﬁ _ 2_7!)’
T 3 il n q,,.
WO (r,, 7y, ..., 7y) unabhingig von einander alle Systeme von rationalen

! Wir bemerken, daB bei der Bildung des Mittelwertes M {F(zl, 3, )! die Reihen-
(Z1, 2850000 )

folge der Variablen gleichgiiltig ist. Dijes ergibt sich sofort durch gleichmiBige Approxi-
mation der Funktion }'(z,, 2., ...) mittels reinperiodischer Funktionen, fir welche ja die Behaup-
tung (vgl. Note 8. 188) richtig ist.

Wir figen hinzu, daB hier und im Folgenden die Moglichkeit, einen Satz iber die Mittel-
wertbildungen grenzperiodischer Funktionen F(x,, x,,...) aus seiner Giltigkeit fir rein-
periodische Funktionen P(x,, x,,...) abzuleiten, einfach darauf berubt, da8, falls P(z, x5, ...)
im ganzen Raume um hochstens ¢ von ¥'(2,, &3, ...) abweicht, a fortiori auch jede auf P an-
gewandte Mittelwertbildung von der emtsprechenden Mittelwertbildung fir F' um hichstens
¢ abweichen wird.
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Zahlen durchlaufen, und wo der Koeffizient ¢,,,, ..., durch den Mittelwert

Crprannno vy = M { G(x” z,, ..., xﬂ) e_":(rl Bix, -+ 122z - '+7'1llprM)}

(), Xz, ...y Tag

bestimmt ist. Dieser Mittelwert existiert bei jeder Wahl der rationalen Zahlen
—i(r iz, +rafata - -+ TuPyxy)

Y,y 7y ..., 7y, weil der Exponentialfaktor e offen-
bar eine grenzperiodische Funktion mit dem Periodensystem (g,, g,, ..., ¢x) ist;
er ist ja sogar eine rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (p,q,,

03y -y 94 Qy), WO @, den Nenner der rationalen Zahl r, bezeichnet®.

In ganz &hnlicher Weise ordnen wir unserer grenzperiodischen Funktion
F(x,x,...) von unendlich vielen Variablen eine Fourierreihe zn, nimlich
die Rethe

2 ¢ . e': (rifrr +- -+ P ®m)
1o ¥m

(oo s ™)

=c+ e, LA + Sy cr”zei("l Br s + 13 f220) g 2
Lt

T T2

(18)

wo 2z durch B, bezeichnet ist, und der Koeffizient c,, .y, ....rn Qurch die Mittelwert-

"

bildung
(19) Crprrm = M {F(z”x“ _.)e""i(’lﬁle‘*'"'+Tmﬂma7m)}
(ac,, Loyeoons
bestimmt ist. Auch hier existiert bei jeder Wahl der rationalen Zahlen r,, ..., 7,

der Mittelwert (19), weil ja der Faktor ¢ Bt A TabnTn) e grenzperio-
dische Funktion mit dem Periodensystem (g,, gq,, ...) ist >

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes, welcher

! Falls G(z,, ..., xy) speziell, reinperiodisch mit dem Periodensystem (g, ..., gy) ist,
fillt die Fourierreihe (17) mit der ,gewohnlichen* Fourierreihe von G (z,, ..., £y) zusammen, denn
es verschwindet alsdann (wie durch Approximation von G (x,, ..., xy) durch endliche trigometrische
Summen leicht zu sehen) jeder Koeffizient ¢y, ..., ry, fir welchen mindestens eine der Zahlen r,...,7y
nicht ganz ist. Eine adhnliche Bemerkung gilt fiir die nunmebr einzufithrende Fourierreihe einer
Funktion von unendlich vielen Variablen.

2 3’ bedeutet, daB bei der Summation iiber alle rationalen Zahlen r die Zahl 0 zu iber-
=

springen ist.

3 In dem speziellen Falle, wo F(x,, x;,...) in den Variablen zp,, Zar,q, ... konstant ist, also
tatsichlich eine grenzperiodische Funktion G (z, ..., £3) von nur endlich vielen Variablen x,, ..., £y
mit dem Periodensystem (g,, ..., ¢5) ist, geht die Fourierreihe (18) in die Fourierreihe (17) iber,
was mit Hilfe der Gleichung M {e""’; = 0 fiir ¢ 4 0 unmittelbar zu sehen ist.
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das genaue Analogon (oder vielmehr die natiirliche Verallgemeinerung) des in
§ 1 bewiesenen Satzes 2 iiber rein periodische Funktionen bildet.

Satz 5. Die belicbig gegebene gremzperiodische Funktion F(x,,z,,...) ldft
sich im ganzen unendlich-dimensionalen Raume mit einer vorgegebenen Genauigkeit
& durch eine endliche Summe der Form

Za'r ei(rx Byt 4 T Tm)
Leeotm

anndhern, wobei nur solche KExponentialausdriicke g bimt st Tnbna) auftreten,
welche tatsichlich in der Fourierreihe der Funktion F(x,,z,,...) vorkommen, d. h.

fiir welche die entsprechenden Fourierkoeffizienten cv,, ..., s, nicht gleich O sind.

Bevor wir aber zu dem Beweis dieses allgemeinen Satzes iibergehen, werden
wir zunidchst den Spezialfall erledigen, wo die betrachtete grenzperiodische
Funktion nur von endlich vielen Variablen abhingt. Dies geschieht durch
den folgenden Hilfssatz, welcher das Analogon zu dem ,verschirften Weierstraf-
schen Approximationssatze“ iiber reinperiodische Funktionen von endlich vielen
Variablen bildet.

Hilfssatz. Es s G(z,, ..., xy) eine greneperiodische” Funktion von M Va-
riablen mit dem Periodensystem (q,, ..., qy). Dann lifit sich zu jedem & >0 eine
endliche Summe der Form

1By 4 - Ty By 2n
2“0'1.u-, ra € ( ﬁx 1+ MV M) (ﬂm —_ _Z_)
finden, welche im ganzen M-dimensionalen Rawme die Funktion G(z,, ..., zy) bis
auf & approximiert, derart, daf in dieser Summe nur solche Kombinationen r,, ..., vy

auftreten, fiir welche die entsprechenden Fourierkoeffizienten c,,,...,rn Ader Funktion
G, ..., zy) von O verschieden sind.

Beweis. Der Beweis verliuft so, daB wir den Satz auf den oben ge-
nannten verschirften WeierstraBschen Approximationssatz zuriickfiihren. Dies
geschieht dadurch, daB8 eine besondere ,Glittung® der grenzperiodischen Funktion
G (2, ..., Zy) zu einer rein periodischen Funktion P(z,, ..., Zy) vorgenommen
wird; hierbei miissen wir aber dafiir Sorge tragen, daf die Fourierreihe der ge-
gldtteten Funktion P(z,, ..., 2;) nur aus solchen Gliedern besteht, welche schon
in der Fourierreihe der grenzperiodischen Funktion G(z,, ..., z,) vorkommen
(damit bei der Glattung keine ,neuen“ Exponenten auftauchen kinnen)l.

! Den Ausgangspunkt der verwendeten ,Glattungsmethode“ bildet die folgende einfache Be-

merkung: Falls aus einer endlichen Summe der Form S(x) = S a, e diejenigen (eventuellen)
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Wir bestimmen zuniichst (nach dem Corollar des Hilfssatzes 9 auf S. 150)
die rationale Zahl R 4 0 so, daf die Werte der grenzperiodischen Funktion
G(z,, ..., 2y in zwei beliebigen Punkten (z), ..., zy) und («}, ..., z}), welche in
bezug auf eine parallelepipedische Raumteilung mit den Seitenldngen (p,, ..., py)

= (Ryq,, ..., Rqy) dquivalent liegen, um weniger als ;— von einander abweichen.

Danach bilden wir bei festem ganzen positiven L den Mittelwert

1 L L L
(20) ¥, (z,,z,,..., Ty = TE , 21 ZE l---z > 1G(acl-}-plll,.1r:,,+p,l2, e Lot Darlay)
1= 2 — M=

und bilden schlieBlich den Grenzwert

(21) hm qu,(xnxw-"lxnl) = P(xnxn"'yxﬂ)'

Lo
Dieser Grenzwert existiert in jedem festgehaltenen Punkte (z,,z,,...,%y), und
sogar gleichmiéfig im ganzen Raume. Dies folgt daraus, da8 1) die grenz-

periodische Funktion G (2,,...,z,) durch eine endliche Summe von Gliedern der

Form ae'®®+ "+ s aut eine beliebig vorgegebene Genauigkeit approxi-

miert werden kann, und daB 2) der betreffende Grenzwert (21) offenbar gleich-

méfig existiert fiir den Fall einer einfachen ,Schwingung gt hmt A,
der Tat konnen wir hier die iterierte Summe (20) direkt ausrechnen, da sie sich

in das Produkt von M geometrischen Progressionen auflost:

ei(z'lxl 4+ Ayzy) . (_1_ § 6“'11‘111) . (l é ei}.zpzlz) . (1_ § e“MPMlM)
' L;,<, - L, L,

=1

=1
und wir finden als (gleichmifBigen) Grenzwert entweder die Schwingung

Fh@t T Inmn olhet oder identisch 0, je nachdem die sdmtlichen Zahlen

2,0,y <., Aypy ganze Multipla von 2z sind oder nicht.

Glieder herausgegriffen werden sollen, deren Exponenten o, ganze Multipla einer gegebenen reellen

2 . .
Zahl T” simd, hat man nur den Mittelwert

L
lim % Y S + 1)
I=1

L—>w
zu bilden. In der Tat gilt bei festem «, daB der Mittelwert
lim _1 EL gataHE) . oz, 1im 1_ § eialk
Isw L 1= 1o L £

gleich ¢®* bezw. 0 ist, je nachdem «k ein ganzes Multiplum bezw. kein ganzes Multiplum von
2 ist.
Acta mathematica. 46. Imprimé lo 1 juillet 1925, 26
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Da bei jedem L die Funktion #,(z,,...,zy) stetig ist, und der Grenziiber-
gang (21) gleichmiiBig stattfindet, ist die Grenzfunktion P(z,,...,zy) im ganzen
Raume stetig. Ferner ist sie rein periodisch mit dem Periodensystem
(Pyy - -+, Py), da unter den L¥ Gliedern in der Summe in (20) nur L*~ geéndert
werden, wenn z,, durch z,+p,, ersetzt wird (also eine Anzahl, welche fiir L — oo
von geringerer Ordnung ist als L¥), und die Funktion G beschrinkt ist. Weiter
gilt, daB die Funktion P(x,,...,z,) von der gegebenen Funktion G(z,, ..., zy)

um hdochstens ; abweicht, d.h. es gilt im ganzen Raume die Ungleichung

22) |G (@,, -y Ta) = P&y, ooy 20)| S 5

denn es kann ja die Differenz G(z,,...,zy) — P(z,, ..., Zy) in der Form

. 1 L L L
hm IET E 2 2 (G(xn"'1zﬂl)—G(z1+p1ln"-;my‘*‘pulﬂ))

L-—>o0 1=11;:,1 l};:l

geschrieben werden, wo jedes der L¥ Glieder <-% ist. Und schliefllich ent-

steht die Fourierreihe von P(z,,...,x,) aus der Fourierreihe von
Gz, ...,xy) einfach dadurch, daf in dieser letzteren Reihe alle

ei(ﬁ Bizy + -+ rafar)

Glieder ¢, ...y gestrichen werden, fiir welche die

m

M rationalen Zahlen r, nicht simtlich die Form % mit ganzem n,

haben, d. h. es werden einfach alle Glieder gestrichen, von welchen von vorn-
herein klar ist, daB sie nicht zur Fourierreihe einer rein periodischen Funktion
mit dem Periodensystem (p,,...,py) = (Rg,, ..., Rqy) gebtren kinnen, weil

der Exponentialfaktor ¢ " P F - ™afu®a) piopt gio Fopm o 7@+ =+ mayyea)

mit y,, = % besitzt. Die Behauptung lautet, daB bei jedem System ganzer
Zahlen n,, ..., ny die Gleichung
M (P, ... xM)e‘—i(”l')'xxx+"'+nM)’MxM)%
(@gy oy -’EM) Y ’

= M {G‘(x” - xﬂ)e—‘i(‘”x')’x-h +-- .—{—nM'yMa:M)}

(wh [ERS} mM)

besteht. Hierbei konnen wir uns offenbar auf den Fall beschrinken, wo
n, = n, = . = n, = 0 ist, d. h. wo von der Gleichung

(23) M (P, ...z2)l= M |G@,... 2

(@ - (45 oy Zar
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die Rede ist!. Die Richtigkeit dieser Gleichung (23) folgt aber sofort daraus,
daf einerseits (bei jedem L)

1 L L
M To(2, ..., Ty = - M G +lp, ..., eyt
o g T E = T B B W AR st )
= M {G(wl,...,xﬂ)}
@1y )
ist (da natiirlich bei jeden festen I,,..., 1,
M G@+Lp, Tyt ) = M {G(z, ..., zy)]
(Z‘l, ooy xy) Ly« ey $M)

gilt) und daB andererseits

M {P@,...,2y)} = lim M W, ..., 5
(45 ..y Zar) . L—>oco (21,..., Ty)
ist, weil ®i(z, ..., 2y) flir L oo gleichmiifig gegen P(z,, ..., ;) strebt.
Wir konnen nunmehr den Beweis des aufgestellten Hilfssatzes in wenigen

Worten zu Ende fiihren. In der Tat haben wir nur, nach dem verschirften

P . . ; A S x
WeierstraBschen Satze, eine endliche Summe Zam,...,,.,ez("‘ A

bestimmen, welche die rein periodische Funktion P(z,,..., Zy) bis auf ;— approxi-

miert und nur solche Exponentialausdriicke enthiilt, welche tatsichlich in der
Fourierreihe von P(z,, ..., zy) auftreten. Denn diese Summe wird ja dann von
der gewiinschten Art sein; in der Tat approximiert sie, wegen (22), die Funktion
G(x,, ..., zy) bis auf &, und enthdlt nur Exponentialausdriicke, welche in der
Fourierreihe von G(z,, ..., ;) tatsichlich vorkommen, da jedes Glied, das in
der Fourierreihe von P(z,,..., #y) vorkommt, auch in der Fourierreihe von
G(z,, ..., zy) auftritt.

1 In der Tat steht die Funktion P*(x,, ..., zx) = P(z,, ..., ay)e ‘1ot tnxynzn)
in ganz derselben Beziehung zu der Funktion G* (z,,..., zy) = G (, ..., @y) e ‘&t -+ auyuzs)
wie die Funktion P(z,, ..., %y) zu G(xy, .., Ly). Denn es ist P*(x, ..., Zy) cine stetige rein
periodische Funktion mit dem Periodensystem (p,, ..., py), welche G*(zy, ..., ) bis auf % approxi-

miert, und es gilt die Limesgleichung

. 1 & Lo
P (Zyy -0y wM) = lim i 2 AN Z G (a:l + b, .,z +p1}1 Z}[),
Lo L

h=1 lx=1

weil der Exponentialfaktor ¢~ ‘M1 71%1+-- -tnuywcn) periodiéch mit dem Periodensystem ( py, ..., pa)
ist und daher einfach aus den Summationszeichen (und dem Limeszeichen) herausgezogen werden kann.
26*



204 Harald Bohr.

Beweis des Satzes 5. Wir approximieren zunéichst die gegebene. grenz-
periodische Funktion F(z,, #,,...) durch Funktionen von endlich vielen Va-
riablen, indem wir (ganz wie in § 1) bei einem festen m den Mittelwert

M {F(xnxzs‘“)%;‘ q’m(xu-'ﬂwm)

(Tms1) gy oo )

bilden. Durch Approximation von F(z,x,,...) mittels rein periodischer
Funktionen von unendlich vielen Variablen schlieBt man sofort aus den ent-
sprechenden Resultaten in § 1 (unter Beriicksichtigung der Bemerkung in Note 1
Seite 198), erstens daf ¢, (2,,...,2,) grenzperiodisch mit dem Perioden-
system (g, ..., ¢,) ist, und zweitens dafl die Funktionenfolge

(pl(xl)) (pZ(xll x2)7 R | ‘pm(xl, LA x’m)’ M

fir m—>oo0 gleichmédflig im ganzenunendlich-dimensionalen Raume
gegen F(z,,x,,...) konvergiert. Wir konnen alse ein M so wihlen, daf
im ganzen unendlich-dimensionalen Raume die Ungleichung

&
l‘F(xv Loy "')_‘pM(xn [RRS) xM)l <”2_

besteht. Danach wihlen wir, nach dem obigen Hilfssatze, eine Summe

2 Oryyeneyru Gi(nﬁ‘x‘ + - +"’M§MxM),

&

welche @y (z,,...,2;) bis auf 5

approximiert, also die Ungleichung

| P2, 400 ) = D, pye P8t T rubumn |

erfiillt und von solcher Art ist, da8 nur solche Kombinationen (r, ..., #y) ver-
wendet werden, fiir welche der entsprechende Fourierkoeffizient der

grenzperiodischen Funktion ¢u(#,...,%y) von O verschieden ist.
Es ist somit (wie'in § 1) der Satz 5 bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daB
die Fourierreihe der Funktion g@u(z,, ..., %y) einfach aus der Fou-

rierreihe der Funktion F(z,,,,...) durch Weglassung derjenigen
Glieder entsteht, welche mindestens eine der Variablen xﬁ+1,...
enthdlt. Wir haben also zu beweisen, daf bei jeder Wahl der M rationalen
Zahlen r,, ..., ry der Fourierkoeffizient

M iF(wnxz:-.-)e—i(rlﬁlw‘+"'+rMﬁMxM)}

(zly By oveee )
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mit dem Fourierkoeffizienten

M oy , Ta7) PG i rMﬁMxll)}
TR

@y, - s T27)

d. h. mit der Zahl

O R R I TR S
(xly very xﬂ) (xM+)yxM+,, .... 1
M M 1F(z,, z,, ...)e-i(r“s“”l+"'+"Mﬁumu)% |

@y ..y wM) (‘rM+1: Tifagy «ooe

zusammenfillt. Hierbel k@innen wir uns offenbar auf den Fall beschrinken, wo
der Exponentialfaktor fehlt, d. h. wo es sich um die konstanten Glieder der
beiden Fourierentwickelungen handelt, also um die Gleichung

M| M | F(#, 20, .. )} = M )gF(x,,x,,...)}.

@1y ooy Zar) T4y Tagpny -ooe- ) (@1, gy o0vn

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergibt sich aber sofort aus ihrer (in § 1 be-
wiesenen) Giiltigkeit fiir rein periodische Funktionen, wenn F(z,,z,,...)
durch solche Funktionen gleichmifiig angenihert wird.

§ 4.

Beweis des verschirften Ai)proximationssatzes bei einer beliebigen Basis.

Satz 6. Es sei f(z)~ D4, &M ine beliebige fastperiodische Funktion mit
der Basis {B,, B,,...], und F(z,, z,,...) die zugehirige gremzperiodische Funktion

mit dem Periodensystem (q,, q,,...) = (—2'31, %—, ), deren Fourierreihe wir mit
1 S
(24) S, e’:(’l Bty + -+ mfnnm)
1ressytom

bezeichnen. Dann entsteht die Fourierreihe ZA,,eM"m aus der Fourierreihe (24)

einfach dadwrch, dafi z, = x, = --. = x gesetzt wird. Hierbei konnen, wegen der
linearen Unabhingigkeit der B, keine zwei Glieder nach der Einsetzung
von %, = x, = ..+ = & zusammengezogen werden.

Beweis. Es ist f(z) = F(x,2,...), und es handelt sich also — da jeder
Fourierexponent 4, gewiB in der Form »,g8,+ -+ r,f, darstellbar ist — darum
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zu beweisen, daB bei jeder Wahl der rationalen Zahlen r,..., r, die Gleichung

T ,
lim L F(z, =, ...)e_t(r‘ﬁ’+""+r”'ﬁ”’)xdx
T 0

T—>o0

—— M {F(x”x,,...)e—i(rlﬁlml+"'+Tmﬁmxm)§

besteht. Wie immer geniigt es den Fall zu betrachten, wo es sich um die kon-
stanten Glieder der Entwickelungen handelt, also am die Gleichung

T—oo

T
25) lim 1T—f0 Fla,a,..)dz = M ){F(x,,x,,...);.

Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aber sofort daraus, daB F(z,, z,,,...) gleich-
mifig im ganzen Raume durch rein periodische (stetige) Funktionen angenihert
werden kann, fiir welche die reziproken Werte der Perioden linear unabhingig
sind, und daB ja die Gleichung fiir solche Funktionen nach § 2 richtig ist.

Beweis des verschirften Approximationssatzes (fiir den Fall einer
beliebigen Basis). Der Beweis verlduft ganz wie im Falle einer ganzen
Basis in § 2. Wir approximieren, nach dem Satze b in § 3, die zu der ge-
gebenen fastperiodischen Funktion f(z)~ 3 A,,e“l"ac .gehorige grenzperiodische
Funktion F(z, «,,...) mit einer Genauigkeit ¢ durch eine endliche Summe
der Form

(26) Dt . P E b,

in welcher nur solche Kombinationen (»,, ..., r,) vorkommen, fiir welche der
Fourierkoeffizient ¢, ... ., der Fanktion F(z,,%,,...) von O verschieden ist. Wir
haben danach nur die Funktion F(z,,z,,...) und ihre Anniherungssumme auf
der Hauptdiagonalen », = z, = --- = z zu betrachten. Dann erhalten wir
die Ungleichung

lf(x)_zan . ei(rlﬁ1+"'+fmﬁm)xl<£1
welche die gewiinschte Form

q .
f@) - 3 4,6 Mm% | < ¢
ye=1

besitzt, weil ja jede Summe der Form 7 8,4+ :-- + 7, ., fiic welche der Fourier-
koeffizient ¢,,,... . ¥ O ist, nach dem Satze 6 gewif einen der Fourierexponenten
4, ergibt.
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§ b.
Gleichzeitige Approximation mehrerer fastperiodischer Funktionen.

In diesem letzten Paragraphen werden wir — mit Hinblick auf die spitere
Ubertragung der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf Funktionen einer
komplexen Variablen — eine an sich nicht sehr interessante Verallgemeinerung
des verschidrften Approximationssatzes von § 4 beweisen, welche die Moglichkeit
einer ,gleichartig® gleichméfigen Approximation mehrerer (durch gewisse
gemeinsame Eigenschaften verbundenen) fastperiodischen Funktionen besagt.

Es bezeichne im Folgenden M eine Menge von fastperiodischen Funktionen
f(x)NZAneM"x, welche alle zur selben Exponentenfolge 4,, 4,,... ge-
horen, und auBerdem die folgenden Eigenschaften besitzen:

1. Die Menge M ist eine ,ausgezeichnete® Funktionenmenge (vgl S. 107),
d. h. die Funktionen f(z) der Menge sind gleichartig gleichmiBig stetig und
gleichartig fastperiodisch.

2. Die zu den einzelnen Funktionen f(z)~ 3 A4, g Mn® gehorigen konver-
genten Reihen 3|A,[® besitzen eine konvergente Majorantenreihe, d. h. es
gibt eine (nur von der Menge M abhingige) Folge von positiven Zahlen A, A, ...
mit konvergenter Quadratsumme >;A?, derart, daB fiir eine beliebige Funktion
fl@)~ 24, ¢ % unserer Menge und jedes » = 1,2, ... die Ungleichung
[4,| <A, besteht.

Es lautet alsdann der zu beweisende Satz:

Gleichzeitiger Approximationssatz. Zu jedem &= 0 gibt es unter den
Exponenten A, der Menge M eine endliche Teilmenge

/1,.1, .4,,,, e Aﬂo
und zugehirige reelle Zahlen

oy gy - -y U@

tA,%

derart, daf fir jede Funktion f(x)~ 3 d,e der Menge M die Ungleichung

Q .
F@— 3 g, dn ™ <e
y=1

fiir alle x besteht,

Beim Beweige dieses Satzes kommt kein eigentlich neuwer Gedanke hinzu;
wir haben nur den friiheren Beweis des verschirften Approximationssatzes wieder
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vorzunehmen und ihm eine leichte Erweiterung in bezug auf ,Gleichartigkeit®
der Approximation zu geben. Bevor wir aber zum Beweise dieses gleichzeitigen
Approximationssatzes iibergehen, werden wir zunichst der Ubersicht halber die
dabei bendtigte gleichartige Approximation von grenzperiodischen Funk-
tionen von unendlich vielen Variablen als besonderen Hilfssatz formu-
lieren.

Wir bezeichuen mit I eine Menge von grenzperiodischen Funktionen
F(z,, x,,...) von unendlich vielen Variablen, welche alle dasselbe Perioden-
system (g,, g,, ...) besitzen und iiberdies den folgenden Bedingungen geniigen:

1. Sie sind gleichartig gleichmidBig stetig, d.h. zu jedem & gibt
es eine Anzahl M und ein & > 0O derart, daB fiir jedes Punktepaar (x},z,...),
(=}, z3,...), welches den M Ungleichungen

|z, — | << @ m=1,2...,, M)
geniigt, und jede Funktion F(z,, z,,...) der Menge I' die Ungleichung
|F(z), 2,,..)— F(z],2;,..)] <&
erfiillt ist.

2. Sie sind gleichartig grenzperiodisch mit dem Periodensystem
(44 Gy --), d. h. zu jedem £ >0 gibt es eine Anzahl M und eine rationale Zahl
R # 0 derart, dafi jede Funktion F(z,, #,,...) der Menge I in zwei beliebigen
Punkten (2}, z},...) und (27,27, ...), deren Projektionen (x],..., 2%) und (27, ..., x%)
auf den M-dimensionalen Unterraum beziiglich einer parallelepipedischen Raum-
teilung der Seitenlingen Rgq,, Ryq,, ..., Rqy &dquivalent liegen, Werte annimmt,
die um weniger als ¢ von einander abweichen.

Es lautet dann der betreffende

Hilfssatz. Es sei [ eine Menge von grensgperiodischen Funktionen der obigen
Art. Dann gibt es zu jedem festen & >0 eine endliche Anzahl @ von Kombinationen
von (je endlich vielen) rationalen Zahlen

. » )
(ris 7oy - m)y (71’7”- o Fa)y ooy ((10)7 7'50)"" Sv?("))

und sugehirigen reellen Faktoren

Wy by sy ke
derart, daf fiir jede Funktion

F(x x )NZC , ei(rxﬁlmn'*'ﬁﬁawz—{----+'r,,,ﬂ,,,xm)
1y Lay + oo 1y s s Tn
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unserer Menge T die Ungleichung
ci (rif2 +rafode + -+ 1 )

!F(xl)xw"')_2*!"/'('"1,72.--,Tm <&

im ganzen unendlich-dimensionalen Raume besteht, wobei 2* bedeutet, dafi nur dber
die obigen Q Kombinationen (r,, 7y, ..., 7,,) Summiert wird, und der angeheftete Faktor
p jedesmal den ,entsprechenden® Faktor aus der obigen Reihe u,, ..., wq bedeutet.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor, indem wir mit der Betrachtung
rein periodischer Funktionen von nur endlich vielen Variabeln
anfangen, und dann iiber grenzperiodische Funktionen von nur end-
lich vielen Variablen zu den im Hilfssatze behandelten grenzperiodi-
schen Funktionen von unendlich vielen Variablen aufsteigen.

I. Es sei [, eine Menge von rein periodischen (stetigen) Funktionen
P(z,, ..., xy) von endlich vielen Variablen z,, ..., 7, mit demselben Perioden-
system (p,, ..., py), welche gleichartig gleichmidfig stetig sind. Dann
gibt es zu jedem &> 0 eine Anzahl ¢ von Kombinationen von M ganzen Zahlen

ot / now ” @ (@ (@
(’ﬂ” "ﬂ Y n&l)r (nn "2) ceey Nar)y ooy ("1 b) Ny ooy ”M)

und zugehorigen reellen Faktoren

My Joge SRR} ie
derart, daB fiir jede Funktion

v(n By e foty + - NPy
P(.Z'”x” e xﬂl)Nzcﬂhﬂz,..-,nuc( lﬂl 1o e fazy B )

unserer Menge I, die Ungleichung

‘ F(@,, @y -y Tag) — ¥ U Cupong o ei(”xﬁxﬂ?l + na oy + - +71Mﬂﬂx11)! <

im ganzen M-dimensionalen Raume besteht, wo 3}* bedeutet, dafl nur iiber die
obigen ¢ Kombinationen (n,, #,, ..., 7)) summiert werden soll (und g jedesmal
den entsprechenden Faktor aus g, ..., ug angibt).

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt unmittelbar durch Betrachtung
des Beweises des Fejérschen Satzes iiber die gleichmiBige Cesaro-Summabilitdt
einer rein periodischen Funktion von M Variablen; in der Tat verlaufen alle
hierbei zu verwendeten Abschitzungen gleichartig fiir Funktionen mit dem-
selben Periodensystem, welche gleichartig gleichmifiig stetig sind.

0. Aus I ergibt sich weiter, daB, falls [, eine Menge von grenzperio-
dischen Fuanktionen G(z,, z,, ..., z,) von M Variablen ist, welche alle das-

selbe Periodensystem (g,,4,, ..., gy) besitzen und auferdem gleichartig
Acta mathematica. 46. Imprimé le 4 juillet 1925. 27
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gleichmidfBig stetig und gleichartig grenzperiodisch sind, zu jedem &
eine endliche Anzahl @ von Kombinationen von M rationalen Zahlen

. ” ” " ()
(rly Thy ooy )y (0 7y oy Pa)y ooy (RO, 79 ¥

und zugehorigen reellen Faktoren

&y fhgy < e

derart existiert, daf fiir jede Funktion

G(Z i(rlﬁxmx'f‘ﬁpﬂ’z‘*'""f"'ﬂﬁ)[xﬂl)

11 Tgy v oy «’UM)NE"'u.m ----- ru €
unserer Menge I, die Ungleichung

| G(.’E” Loy ooy Byy) — z*y Crprann ‘. ei(rlﬁlxl+r2ﬁ8x2+"' + 7B azn) I <

im ganzen M-dimensionalen Raume besteht, wobei 3* bedeutet, daB nur iiber
die obigen ¢ festen Kombinationen (r,, 7,, ..., y) zu summieren ist (und p wie
immer den entsprechenden Faktor bedeutet).

In der Tat kinnen wir nach der gleichartigen Grenzperiodizitit der Funk-
tionen G(z,, ..., zy) zu dem gegebenen ¢ ein rationales R 4 0 so bestimmen,
daB fiir jede Funktion G der Menge I', gilt, daf ihre Werte in zwei beliebigen
Punkten (z;, ..., z}) und (2, ..., z}), welche in bezug auf eine parallelepipedische
Raumteilung mit den Seitenliingen (p,, ..., px) = (Rq,, - . » Bqy) dquivalent liegen,

um weniger als von einander abweichen. Bilden wir dann den auf S. 201

£
2
betrachteten Mittelwert iiber das J{-dimensionale Raumgitter mit den Seiten-
lingen p,, ..., py

. 1 L L
Pz, ..,zy) = lim 7, 2 - X G Al oyt pyly),

so erhalten wir zu jeder Funktion G(z,, ..., #;) der Menge I', eine rein perio-
dische Funktion P(z,,...,2,) mit dem Periodensystem (p,,..., py), welche

. & . . .
von G(z,, ..., ;) um weniger als 0l abweicht, und deren Fourierreihe aus der

Fourierreihe von G einfach dadurch entsteht, daf diejenigen Glieder, welche
Kombinationen (r,, ..., r;) entsprechen, fiir welche die M Zahlen 7, nicht simt-

m

. n . . . . . .
lich von der Form & mit ganzen =, sind, gestrichen werden. Diese rein perio-

dischen Funktionen P(z,, ..., z,) bilden ferner eine Menge I', der in I betrach-
teten Art, weil sie ja alle dasselbe Periodensystem (p,,...,p)) besitzen und
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offenbar (als Mittelwerte von gleichartig gleichmiBig stetigen Funktionen) gleich-
artig gleichmiBig stetig sind. Wir haben jetzt nur den Satz in I auf diese

Funktionen P(z,, ..., ;) (mit % statt s) anzuwenden, um die erwiinschte gleich-

artige Approximation der Funktionen G(z,, ..., z,) zu erhalten.

III. Um nun schlieflich die Behauptung des Hilfssatzes selbst zu beweisen,
haben wir nur die Mittelwertbildung von S. 204 auf die grenzperiodischen
Fanktionen von unendlich vielen Variablen F(x,,z,,...) der Menge [ anzu-
wenden. Nach der gleichartig gleichmiBigen Stetigheit der Funktionen der
Menge I folgt zunidchst, daB es zu dem gegebenen ¢ eine (nur von der Menge,
d. h. nicht von den einzelnen Funktionen abhiingige) ganze Zahl M so gibt, daf
fiic jede Funktion F' der Menge I der Mittelwert

G, ..., 0 = M Fx,x,...)

(®3t415 Targgy .- - )

von der Funktion F(z,=,,...) selbst um weniger als - abweicht. Diese

2
Funktionen G(z,,...,2y) von nur endlich vielen Variablen sind alle grenz-
periodisch mit dem Periodensystem (g,, ..., ¢,), und ihre Fourierentwicklungen

entstehen aus den Fourierentwicklungen der entsprechenden Funktionen F(z,, z,, ...)
einfach dadurch, daf alle Glieder, welche mindestens eine der Variablen z,,,,
Ty - - - enthalten, gestrichen werden. Ferner bilden diese Funktionen G (z,, ..., 2y)
eine Menge I', der in II betrachteten Art; denn weil sie durch Mittelwertbildung
von gleichartig gleichmifig stetigen und gleichartig grenzperiodischen Funktionen
hervorgegangen sind, werden sie offenbar a fortiori selbst gleichartig gleichmiBig
stetig and gleichartig grenzperiodisch sein. Hiermit sind wir aber mit dem
Beweise des Hilfssatzes zn Ende; in der Tat haben wir ja nur den Satz in II

auf die Funktionen G (z,, ..., #,) der Menge [, anzuwenden (mit ; statt e) um

Approximationssummen der gewiinschten Art fiir die gegebenen Funktionen
F(z,, z,, ...) zu bekommen.

Wir gelangen nunmehr zum
Beweis des gleichzeitigen Approximationssatzes. Zu der gegebenen
Menge M von fastperiodischen Funktionen f(z) ~ 3 4, &% bilden wir mit Hilfe

einer Basis {f,, f,,...] der (gemeinsamen) Exponentenfolge 4, die Menge der

zugehorigen grenzperiodischen Funktionen von abzihlbar vielen Variablen

F(z,, ,,...) mit dem gemeinsamen Periodensystem (q,, g,, ...) = (}n 2; )
2

a7*
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Der Beweis wird offenbar gefiihrt sein, wenn es gelingt zu zeigen, daf diese
letzte Menge eine Menge I' im Sinne des obigen Hilfssatzes bildet;
denn wir brauchen ja alsdann nur diesen Hilfssatz auf die Funktionen F'(z,, ,,...)
anzuwenden und danach z#, = », = -.- = 2 zu setzen, um trigonometrische
Approximationssummen der gewiinschten Art zu erhalten.

Hierzu miissen wir das Verfahren niher betrachten, durch welches wir in
Kapitel II von einer fastperiodischen Funktion f(z) ~ 3 A4, ¢
hiérigen grenzperiodischen Funktion F(z,, z,,...) gelangten. Wir gingen von
der formal gebildeten Reihe

zu der zuge-

(27) 2 A ei(rn, 1 ﬂ[ x, + Tn, ] 62"172 + v + n, gn ﬁqann)

aus, und ,summierten* diese Reihe dadurch, daf wir Faktoren ¢t a® anhéngten;
die so entstandene Reihe

' 4 (1 B1® Ao Bes+ o A n,0n PrnTgn) T4
24 2 € €

ergab sich als die Fourierreihe einer gewissen fastperiodischen Funktion ¢ (z) =
o(z;z,x,...) (die iibrigens zur abgeschlossenen Hiille H(f (x+ %)) gehort), und
wir definierten die ,Summe“ F'(z,, x,,...) der obigen Reihe (27) als den Wert
dieser Funktion ¢ im Punkte # = 0. Wir bemerken nun zunichst, daf die
Menge 2 simtlich hierbei verwendeter Funktionen g (z) (wo also f(z) die ganze
Funktionenmenge M und (z,, ,, ...) den ganzen Raum durchlduft) eine ausge-
zeichnete Menge von fastperiodischen Funktionen bildet; in der Tat ist nach
Voraussetzung die ans den Funktionen f(x) bestehende Menge M eine ausgezeich-
nete Menge, und da die Menge Q eine Teilmenge der aus den sidmtlichen abge-
schlossenen Hiillen H(f (x +%)) zusammengesetzten Menge bildet, muB offenbar
L ebenfalls ausgezeichnet sein. Hieraus folgt (vgl. S.131-—182), daB es zu einem
gegebenen ¢ >0 ein (nur von ¢ und der Menge & abhiingiges) » >0 so gibt,
daB fiir jede unserer Funktionen F(z,, 2,,...) die Ungleichung

(28) V(225 - ) = Fa), 2y, - )| <e

"

fiir jedes Punktepaar (z, 2;,...), (#;,%;, ...) besteht, welches die Ungleichung

e [ . 4
z |4, | e”("n,lﬁlz{ + g Ben %) e (rn,1 Byl + -+ + 70,00 Ban Tgn) <y

erfiillt. Wir benutzen nunmehr die Voraussetzung der Existenz der Majoranten
A, und bestimmen (indem wir uns wieder dem Gedankengang auf S. 132 an-
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schliefien) das N so grof, daf§

S 4Ar<L
n=>.N 2

ist, und dafi somit die Ungleichung (28) fiir jede der Funktionen F(z,, «,, ...)
erfiillt ist, wenn nur die Punkte (z], !, ...) und («{, 27, ...) der Ungleichung

N N [ 3 "
2| tn 1 B2l -+ =+ n, gn Bon an) - S(Tn, 1 Pr2y oo A T 00 PenZan) P Y
@) ALl ¢ (<2

geniigen. Aus dieser letzten (fiir das Erfiilltsein der Ungleichung (28) hin-
reichenden) Ungleichung (29), wo alle vorkommenden Buchstaben nur von der
Menge der Funktionen F'(z,, #,,...) und nicht von den einzelnen Funktionen
abhiingen, folgt aber unmittelbar, daf diese Menge sowohl gleichartig gleich-
mifig stetig als anch gleichartig grenzperiodisch mit dem Perioden-
system (g,, g,, ...) ist, also daB sie tatsichlich eine Menge I' im Sinne des obigen
Hilfssatzes ist. 4
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