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Introduction.

Un certain nombre de problémes d’Analyse conduisent a considérer simul-
tanément un nombre fini de fonctions holomorphes ou méromorphes dans un
méme domaine. Par exemple, 1'étude de 1'uniformisation d'une relation algébrique
introdnit des couples de fonctions méromorphes; 1'étude des fonctions algébroides
4 » branches introduit l'ensemble des » fonctions, coefficients de 1'équation qui
définit I'algébroide. Le but du présent travail est la recherche de quelques pro-
priétés générales appartenant aux familles composées de systémes de » fonctions
holomorphes ou méromorphes dans un domaine et l'application de ces propriétés
a différentes questions d’Analyse.

Dans le premier Chapitre, nous examinons le rdle joué par les combinaisons
linéaires 4 coefficients constants qui sont exceptionnelles dans le domaine (D)
considéré. Soit
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une combinaison linéaire des fonctions holomorphes f;, f;, .../, qui ne s'annule
pas dans (D)); c’est ce que nous appelons une combinaison exceptionnelle. Ces com-
binaisons jouent, vis-d-vis des systémes de fonctions, un rdle analogue & celui des
valeurs exceptionnelles pour une fonction unique f{z): une telle valeur exception-
nelle correspond d’ailleurs a une combinaison exceptionnelle de la forme 4,+4, f.
Nous verrons que, lorsque les fonctions f), f;,...,f, sont des fonctions entieres,
le nombre des combinaisons exceptionnelles ne peut dépasser 2v—1, et nous
introduirons certaines familles de systémes qui sont normales dans un domaine
(D) ou elles admettent 2» combinaisons exceptionnelles.

Dans le Chapitre II sont étudiés les systémes de trois fonctions holomorphes
ou de quatre fonctions méromorphes telles que deux d'entre elles ne soient jamais
égales en un point du domaine. Les propriétés de ces systémes se traduisent par
des théorémes tout a fait analogues & ceux qui appartiennent au cycle du théo-
réme de M. Picard sur l'indétermination d’une fonction uniforme autour d'un
point essentiel isolé. Ces théorémes ont des formes simples et symétriques et se
réduisent aux propositions classiques dont nous venons de parler lorsque certaines
des fonctions considérées se réduisent a des constantes.

Le Chapitre IIT est relatif aux couples de fonctions méromorphes dans un
cercle et uniformisant une relation algébrique. Lorsque le genre de la relation
est supérieur 4 l'unité, on doit 4 M. Picard un théoréme fournissant une limite
supérieure du rayon du cercle aussitét que les deux premiers coefficients de I'une
des fonctions uniformisantes sont fixés. Lorsque le genre est égal 4 un ou a
zéro, il est nécessaire d'introduire un point exceptionnel de la surface de Riemann
dans le premier cas, trois points exceptionnels dans le second. On obtient alors
des propositions fixant une limite supérieure du rayon du cercle, ainsi que diffé-
rentes extensions.

Les fonctions algébroides sont étudiées au Chapitre IV dans lequel on fait
l'application des résultats du premier Chapitre aux systémes formés par les coeffi-
cients des équations définissant les algébroides. Nous sommes ainsi conduits a
la notion' d’involution exceptionnelle. Bornons-nous, pour en donner une idée,
aux algébroides 4 deux branches. Pour une telle fonction, il existera en général
une infinité de valeurs de la variable z pour lesquelles les deux déterminations de
la fonction seront conjuguées par rapport & deux nombres fixes a et b. S'il existe
dés couples a et b pour lesquels les valeurs correspondantes de z sont en nombre
fini, nous dirons que (@, b) est un couple exceptionnel, ou encore que l'algébroide
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admet une involution exceptionnelle. Lorsque les nombres a et b sont égaux,
la valeur a n'est autre qu'une valeur exceptionnelle au sens habituel du mot.
Nous verrons que les involations exceptionnelles jouent, pour les algébroides, un
role analogue & celui des valeurs exceptionnelles pour les fonctions uniformes.
Les propositions relatives aux familles de fonctions uniformes admettant des
valeurs exceptionnelles correspondent ainsi a4 des propositions concernant les fa-
milles de fonctions multiformes admettant des involutions exceptionnelles.

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans différentes Notes
publiées dans les Comptes-Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris et dont
voici la liste:

Sur les relations de genre un ou zéro (Comptes-Rendus, t. 176, p. 1687,
1923). — Sur les familles complexes (Comptes-Rendus, t. 179, p. 660, 1924). —
Sur les involutions exceptionnelles des fonctions algébroides (Comptes-Rendus,
t. 179, p. 803, 1924). — Sur quelques familles complexes particuliéres (Comptes-
Rendus, t. 179, p. 1385, 1924).

CHAPITRE 1.

Systémes de fonetions admettant des combinaisons exceptionnelles.

1. On dit que la fonction f(z), holomorpbe dans un domaine (D), admet
une valeur exceptionnelle @ dans ce domaine lorsqu’elle ne prend la valeur a
pour aucune valeur de z correspondant i un point intérieur au domaine (D). Cela
revient 4 dire que l'expression f(¢)—a, ou encore que la combinaison linéaire &
coefficients constants 2,+2 f(z) dans laquelle A4y==—ai ne s'annule pas dans (D).
Nous dirons aussi que la fonction f(¢) admet la combinaison exceptionnelle

Ao+ Af(2) A%o.

Considérons maintenant un systéme (f) de » fonctions

Sile) fole), ..., file),

holomorphes dans un domaine (D), et formons une combinaison du premier degré
4 coefficients constants

Felothfithfyt -+ fi;
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nous dirons que le systéme des » fonctions admet la combinazson exceptionnelle F,
si cette fonction F ne s’annule pas dans (D).
Le systéme f admettra v combinaisons exceptionnelles distinctes
b+ AL fit AL fot A o,
RAR[AR St S,
LA i+ 2 ot A0 fo

lorsque le déterminant

LAl
s— Aaral
Ay Ay

est différent de zéro.
Dans le cas d'une fonction unique f(2), deux combinaisons exceptionnelles:

htifd), wmotufle

sont distinctes lorsque le déterminant A,u—Ap, n'est pas nul. Nous dirons que
v+ 1 combinaisons exceptionnelles

MAA it fot o+ fo)
ha+AL fi+AL fut -+ A S,

MR UL Ty AL,
sont distinctes pour un systéme de » fonctions, lorsque le déterminant

LA A
P A AR
Ar¥ipvei. At

est différent de zéro.

En résumé, pour que » combinaisons exceptionnelles soient distinctes, il
ne faut pas que l'une d’elles soit une combinaison linéaire des autres, & coeffi-
cients constants. Pour que »+1 combinaisons exceptionnelles soient distinctes,
il faut qu'aucune d’elles ne soit une combinaison linéaire et homogéne des autres.
Les lettres f,f;,...,/» jouent ici le role de variables indépendantes,



Sur les familles complexes et leurs applications. 119

2. Supposons que le domaine (D) comprenne le plan tout entier: les fonc-
tions fi,f,,...,/v sont des fonctions entidres, et il en est de méme de toute
combinaison linéaire de ces fonctions.

Une combinaison exceptionnelle n’admettra pas de zéro; si elle en a un
nombre fini, elle sera exceptionnelle & l'extérieur d'un cercle contenant tous ses
zéros: elle se réduira & un polynome P (z) ou au produit d'un polynome P (z) par
une fonction entiére dépourvue de zéros 9% @Q(z) étant une fonction entiére.
Nous dirons que la combinaison exceptionnelle est du premier type lorsque c'est
un polynome, et qu'elle est du second type lorsqu'elle est transcendante.

Si toutes les fonctions fy,f;,...,/v ne sont pas des polynomes, il existe au
plus »—1 combinaisons exceptionnelles du premier type. Car, §'il existait » com-
binaisons distinctes du premier type, on aurait

Ayt i+ +d f,=P;(2),
BAAfit ot =P (2),
M+ fit+ -+ fi=P,(2),
P, (2), Py(e),..., P.(¢) étant des polynomeés et le déterminant § des coefficients
de fi,fe,...,f» n'étant pas nul. En résolvant le systéme des équations précé-
dentes par rapport & f,f;,..., /i, on en déduirait que toutes ces fonctions sont
des polynomes ce qui est contraire & 1'hypothése.
Je dis maintenant que le nombre des combinaisons exceptionnelles du second

type ne peut dépasser ». Supposons en effet qu'il éxiste »+ 1 combinaisons ex-
ceptionnelles distinctes du second type

Fi=l,+4 fi+ -+, f,=DP (2) 2@,
Fo=Al4Al fi+ A fi=P, (2) e0®

Fop =Tt 204 f 4 - BT o =P le) e +1(2)’

P, (2), Py(2),..., Pyy1(2) étant des polynomes; @, (z),..., Qv+1(2) étant des fonc-
tions entiéres dont aucune n'est une constante. Les combinaisons étant supposées
distinctes, le déterminant o+ est différent de zéro; en éliminant £}, fs, ..., /v entre
les égalités précédentes, on obtient
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| Py (e) et
By Qe

L P,(2) e

» L4 Ql’
ML P (2)e 416

ou

Al P16Q1+A2 Pz GQ’+ e +Av+1Py+ler+1:d;

A, A, ..., 4,4, étant des constantes. Comme 7 n'est pas nul, une telle identité
est impossible d’aprés un théoréme établi par M. Emire BoreL.! Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante:

Théoréme. Soient v fonctions entiéres dont l'une au moins n'est pas un poly-
nome. le nombre total des combinaisons exceptionnelles ne peut dépasser 2v—1. Il
ne peut exister plus de v—1 combinaisons du premier type, ni plus de v combinaisons
du second type.

Supposons que les »+ I combinaisons du second type ne soient pas distinctes,
c'est-d-dire que o soit nul. Si les » premidres sont distinctes, c’est-a-dire si d est
différent de zéro, l'élimination de fi,f;,...,/r» conduit i l'identité A4, P, e%+
Ay Pyed + -+ 4,41 Py e¥+1=0 et le nombre Ayy1, égal & t 0, est différent de
zéro. Cette identité est impossible & moins que l'une des différences @i— @.+1 ne
soit constante, c'est-d-dire que le quotient de deux combinaisons exceptionnelles
ne soit une fraction rationnelle.

Le théoréme précédent comporte des extensions que l'on peut établir en
suivant la’ méme voie, lorsqu'on fixe l'ordre maximum des fonctions entiéres
supposées d'ordre fini. Supposons.que les fonctions f;, f;, - .., /> soient d'ordre
¢ au plus et que l'une d’elles soit effectivement d’ordre ¢. Nous pouvons re-
prendre les raisonnements qui précédent, en désignant par Py, Py, ..., P,y des
fonctions entiéres dont l'ordre apparent est inférieur i o.

3. Substituons aux fonctions f, (2), f;(2), - . - ,.f» (¢) les fonctions g, (2}, g5(2),. ..,
g»(¢) définies par une substitution a coefficients constants

! E. BogEL, Sur les zéros des fonctions entieres (Acta mathematica, t. XX, 1896—9q7, pp.
357—396).
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gi=c,te fit - teafs,
=0, +ei fi+ - tayfs,

gr=ayte fit - +alf,

dans laquelle le déterminant

1 1

o, a0,

2 2 2
p— %o

Y YV Y

a)ayal

est supposé différent de zéro. Nous dirons que les deux systémes f,, f;,...,/s et
91,985 - - - »g» appartiennent i la méme classe. Une classe de systémes de » fone-
tions holomorphes dans un domaine (D) est formé par 'ensemble des systémes
déduits de 1'un d’entre eux par une substitution linéaire quelconque i coefficients
constants dont le déterminant n'est pas nul.

Si dans une combinaison exceptionnelle

Aot A fit +4, fy

relative au systéme (f), on remplace f;, f;, ..., J» par leurs valeurs en fonction
de g,,9s,...,9, tirées des équations précédentes, on obtient une combinaison

Hotp g+ tun gy

relative au systéme (g) et qui est aussi exceptionnelle. Donc:

Le nombre des combinaisons exceptionnelles demeure le méme pour tous les systé-
mes appartenant & une méme classe.

Supposons en particulier que l'un des systémes admette » combinaisons ex
ceptionnelles distinctes I\, F,,...,F,. Les fonctions F|, F,,..., I, appartien-
nent 4 la méme classe et n'ont pas de zéros dans le domaine considéré.

4. Un cas particulidrement important pour les applications que nous avons
en vue est celui ou le systéme admet 2 » combinaisons exceptionnelles dans le
domaine (D), ces combinaisons ponvant &tre disposées suivant deux tableaux

triangulaires. Soient:
16—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 12 avril 1926.
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Fi=A,+2 f1, Gi=p,+u, f1,
Fy=i;+A fi+2 /s, Go=u; +u; fi+p; fs,
B+ Bt ISt f Gemmtul f e fit o,

ces 2» combinaisons. Nous supposons que les » combinaisons de chaque tableau
triangulaire soient distinctes: il en résulte qu'aucun des nombres A;,4;,...,47;
K1y My, ..., 4, n'est nul: on peut les supposer tous égaux 4 l'unité. Nous suppo-
sons aussi que deux combinaisons situées sur la méme ligne horizontale ne sont
pas identiques, a un facteur constant prés. Dans ces conditions, nous conviendrons
de dire que le systéme (f) admet 2» combinaisons exceptionnelles formant deux
tableaux triangulaives distincts.

Nous écrirons désormais les combinaisons de ces tableaux en affectant du
coefficient un la derniére fonction qui figure dans chaque combinaison. Dans ces
conditions, pour chaque valeur de z, nous appellerons écart des deux tableaux le
plus petit des modules des nombres

F,—G, Fy—G,,...,F.—G,.

Si nous effectuons sur les fonctions f;, f;, ..., /> une substitution linéaire
réversible a coefficients constants et de forme triangulaire

glza:; +./;)
gzza: +af.f1+f2’

g=ca,+el fitealfit o tel_ fimitfo

le systme (g) ainsi obtenu admettra 2» combinaisons exceptionnelles formant
aussi deux tableaux triangulaires distincts.

En particulier, la substitution qui fait passer de f,, f5,..../» & F,, Fy,..., I,
conduit & un systéme (F) dont les fonctions n'ont pas des zéros dans (D) et
admettent » combinaisons exceptionnelles formant un tableau triangulaire. Dans
ce cas, tous les coefficients A dont les indices sont différents sont égaux & zéro.

8. Considérons une famille comprenant une infinité de systémes (f) de »
fonctions f,f,,...,/fv, holomorphes dans un domaine (D). On dira que cette
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famille de systémes (f) est normale dans le domaine (D) lorsque la famille des
fonctions f,, qui correspondent & un indice fixe (u=1, 2,...,7) est normale dans
ce domaine. Nous dirons aussi que cette famille normale de systémes est une
Jamalle complexe normale dans le domaine.

Soit (g) le systéme déduit de (f) par une substitution linéaire réversible &
coefficients constants: 4 la famille des systémes (f) correspond ainsi une famille
de systémes (g). Comme les systémes (f) et (g) appartiennent i la méme classe,
on dira que les familles de systémes (f) et (g) sont des familles de systémes
appartenant 4 la méme classe: ces familles sont évidemment normales en méme
temps lorsque les fonctions de l'une de ces familles sont bornées. Mais il n'en
est plus de méme lorsque certaines des fonctions f, augmentent indéfiniment.
Prenons par exemple le systéme des deux fonctions

Jl‘l=zn+2n’ f‘2:____2n;

lorsque 7 prend toutes les valeurs entidres et positives, nous avons une famille
de systémes qui est normale pour |z|<2 puisque chacune des suites des fonctions
Jfi ou f; augmente indéfiniment.

Si nous formons la combinaison
g=f1 +.f:z:3nv

la famille des fonctions g n’est pas normale pour |z|<2 car z” tend vers zéro
pour |z|<1 et angmente indéfiniment pour |z|>1.

Lorsque »=1, la notion de famille complexe normale se confond avec la
notion habituelle de famille normale. Dans ce cas particulier, toute famille de
fonctions f qui admettent, dans le domaine (D), deux combinaisons exceptionnelles
distinctes, c'est-a-dire deux valeurs exceptionnelles, est une famille normale.
Lorsque » est supérieur a 1, I'existence d’un nombre quelconque ou méme d'une
infinité de combinaisons exceptionnelles ne permet pas toujours de conclure que
la famille des systémes est une famille normale. Il suffit de le montrer sur un
exemple.

Prenons »=2, et la famille complexe définie par f,=2",f,=2" dans le

domaine |z|£%, pour toutes les valeurs de l'entier positif n. Cette famille n'est

pas normale dans le domaine considéré. Cependant, il existe une infinité de
combinaisons exceptionnelles de la forme
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Ati 2"+ 2",
Cherchons en effet les racines de 1'équation

Ayt 2 2"+ 2"=0

en supposant

lil<;»  o<ltl<s;
on a I
2"+ 2 2™+ 4, A
Z":———ll 0, IZ"l:———————I I,lllo >|2n+j'0|:2'n I+;‘: 5
or,

_ o33y A |>(3)" 3,
> 2M>4>(4), et |z |>(2),|z|>2

i+
2

Mais nous pouvons énoncer un théoréme permettant d’affirmer que la famille
complexe est normale lorsqu'il existe 2» combinaisons exceptionnelles d'un type
particulier.

6. Théoréme. Une famille de systémes (f) de v fonctions holomorphes dans
un domaine (D) est normale dans ce domaine lorsqu'elle admet 2 v combinaisons ex-
ceptionnelles formant deux tableaux triangulaires distincts si

1°) les fomctions sont bornées en un point de (D);

2°) lécart des tableaux en wun point de (D) reste supérieur & un nombre positif.

Supposons =3 pour simplifier I'écriture et soient

’2'0+.f;a ["0+.f1’
}':)+)"1f1+f21 .”':y+.u'1f1+f2,
Ao+ i+ A [+ s o+ fitus it s

les combinaisons exceptionnelles. Posons
Ao:q’u )‘:) +}"lj‘l:¢2’ }',o'_*_)"lr‘fl +2"2’.f2:q)8a
o=, ﬂ:)‘*' F"1f1:1/’2: I‘:+!"’x,f1+!‘;f2:w:s-
Les combinaisons peuvent s'écrire:

@ +/1, v +1,
Wﬂ-hfs’ 1/}2+.f.2’
®s+fs, Y+ /s
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L'écart est le plus petit des modules des différences: @, —Y,, @s—Y;, Ps—1Y;
dont aucune n'est identiquement nulle puisque, au point fixe 2, cet écart est
supérieur 4 un nombre positif .

Les fonctions f, forment une famille normale puisqu'elles admettent les
valeurs exceptionnelles @; et 1, qui sont distinctes puisque | p,—, [>a. Don-
nons-nous une suite infinie de systémes (f); de la suite correspondante des f;, on
peut extraire une suite partielle
M S
convergeant uniformément, dans l'intérieur de (D), vers une fonction limite finie
Ji¥. Cette fonction est bornée puisque toutes les fonetions sont bornées en un
point fixe de (D). Posons

WE*:A:) + }',1 .fl*y wz*:.u'o + !‘l"l .fl*;

la fonction @ *—1i,* est la limite de la suite des fonctions @ *—wy,* correspon-

dant aux fonctions f,'*; elle n'est pas identiquement nulle puisque sa valeur en
2, & un module supérieur & ¢. Elle a donc un nombre fini de zéros dans tout
domaine (D) intérieur 4 (D). Les fonctions

_ Lt

gdfz + @

sont holomorphes dans (D) et ne prennent pas la valeur zéro. FElles ne prennent
qu'un nombre limité de fois la valeur wn: en effet, les zéros de @,—1, ont pour

limite les zéros de @,*—y,* et, lorsque % est assez grand, 1a fonction P E—yy

ka
exactement autant de zéros que @;*—1,* dans l'intérieur de (D). Il résulte de
ce qui précéde que les g forment une famille normale dans (D’), et par consé-
quent, dans (D); les fonctions f, forment donc aussi une famille normale dans
(D) et cette famille est bornée & l'intérieur de (D) puisque les valeurs de f; ont

des modules bornés en un point fixe de (D). De la suite

ny ny B
2 23y J2 Yy

on peut extraire une suite partielle

’
' ny' f"'k
3 b ] LR ] 2 3.
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convergeant uniformément 3 l'intérieur de- (D) vers une fonction finie f,*. Posons
@5 =Ao + A, 7+ 1S 1%, Yo =g, H SR+ o

on verrait comme précédemment que la fonction @ *—1* n'a qu'un nombre fini
de zéros dans (D) et qu'il en est de méme pour les fonctions ¢ * —y'*. Les
fonctions

hfot s
Jit @

forment alors une famille normale dans (D); il en est de méme des fonctions f;
qui forment une famille normale et bornée, puisquelles ont des valeurs dont le

module est borné en un point fixe de (D). De la suite f,""", on peut extraire une
suite partielle fI * convergeant uniformément dans (D) vers une fonction limite

fi*. Comme les suites /™ * et f* convergent nécessairement vers les fonctions
fi¥ et fu*, on voit que la suite donnée des systémes (f) a donné naissance & une
suite partielle de systdmes (f™ *) de trois fonctions f ¥, ™k, f2% convergeant
uniformément vers le systéme (/™) des trois fonctions fi*, f3*, fi*. La proposi-
tion est done établie.

7. Soit une famille (g) déduite de la famille complexe (f) au moyen d'une
substitution linéaire réversible & coefficients constants. La famille (f) étant nor-
male et bornée, il en est de méme de la famille (g). Ainsi, toutes les familles
compleses de la méme classe que la famille (f) sont des familles normales et
bornées: elles admettent d’ailleurs 2+ combinaisons exceptionnelles variables avec
la famille et se répartissant en deux tableaux dont 1'écart reste supérieur & un
nombre positif fixe.

Etant donnée une famille complexe de systémes (9) qui admet 2 v combinai-
sons exceptionnelles comment pourra-t-on reconnaitre qu'il existe dans la méme
classe une famille particulidre (f) pour laquelle les 2» combinaisons exception-
nelles correspondantes se répartiront en deux tableaux triangulaires?

Nous allons voir qu'il est aisé de répondre & cette question. Si alors les
fonctions de la famille des systémes (g) ont leurs modules bornés en un point fixe
du domaine et si l'écart de leurs deux tableaux de combinaisons exceptionnelles
reste, en un point fixe, supérieur a4 un nombre positif, il en sera de méme pour
la famille des systémes (f) et la famille complexe (g9) sera normale.

Pour simplifier 1'écriture, supposons encore »=3 et soient
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Aot A g1+ 2s 9o+ 2y g, Mot gy Gyt e gst s gs,
Ao+ gi+2, go+ Ay g, Bo+ 1, gyt 1y 9ot 1ty G5,
)"J'*"]";m'*‘l;’gz'*'l;’gs, #:‘*‘I"’; g1+, !72'*'!‘: 9s»

les deux tableaux de » combinaisons exceptionnelles relatives au systéme g, gy, g5
des fonctions de la famille (g). Il s’agit de voir s'il existe une transformation
de la forme

gi=0oytea fitesfatesfs,
92="080~ 8, f1+ Bs S2 T+ B3 S,
gs=Yo + 71 [t 72 ot 73 ts,

pour laquelle
@ @y G

B B: Bs|+0,
Y1 V2 Vs

telle que les combinaisons exceptionnelles relatives au systéme f,f;, f; forment
deux tableaux triangulaires.

Considérons g,, g, 9; comme les coordonnées d'un point de l'espace; f1, f3,./s
comme les coordonnées du point qui lui correspond par la transformation précé-
dente. Cette substitution est une transformation homographique conservant le
plan de l'infini. Or, nous devons obtenir deux combinaisons de la forme

Rt Ay i, to+u fi,

en appliquant la substitution & deux des combinaisons données. Ces derniéres
combinaisons égalées & zéro représentent deux plans paralléles; donc, dans les
premiers tableaux, il doit y avoir les premiers membres des équations de deux
plans paralléles. Supposons que ce soient les combinaisons de la premiére ligne.
Le tableau

1A Ay Ay

| )
ey ps g
est alors d'ordre un. Supposons par exemple A, u, —A, =0, nous prendrons

Si=hot A g tA 9t A gs.
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La substitution doit ensuite nous donner deux combinaisons
b +A [y S, ooy fitpafe

correspondant i deux plans dont l'intersection est paralléle & fi=0. Done, dans
les premiers tableaux doivent figurer les premiers membres des équations de deux
plans dont l'intersection est paralléle aux plans de la premiére ligne. Par
exemple, les plans

Aot 2y g1+ 4s g3+ Ay gg=0,
Ao +4; g1+, g +1, gs=o0,
to+ g1+ 1y gs + 1 §5=0,

seront paralléles 4 une méme droite, ce qui entraine la condition

A Ay Ay
A A, Ayl =o0.
T
Si alors le déterminant
Ay Ay

koA 4,
A, A,

.

t

n'est pas nul, c’est-d-dire si les combinaisons du premier tableau sont distinctes
on pourra poser
So=ko + 4 g1+, g2+ 4y g5,

Si= Ao+ A g+ A, gy + A7 s

Ainsi, en faisant la transformation homographique définie au moyen de trois
combinaisons convenablement choisies, on obtiendra pour les fonctions transfor-
mées deux tableaux triangulaires de combinaisons exceptionnelles.

8. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions f étaient
holomorphes. On peut reprendre les mémes questions dans le cas de fonctions
méromorphes dans le domaine (D). La notion de combinaison exceptionnelle pour
un systéme (f) de » fonctions méromorphes f,, f;, - . ., f» n'est pas modifiée. Une
classe de systémes sera formée par l'ensemble des systémes que l'on déduit de
I'un d’entre eux par une transformation homographique générale réversible a
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coefficients constants. La notion de la famille complexe normale s'étend aussi
immédiatement.

Dans le cas de »=1, on sait qu'une famille de fonetions méromorphes ad-
mettant trois combinaisons exceptionnelles distinctes, c'est-d-dire trois valeurs ex-
céptionnelles, est une famille normale. Lorsque » est supérieur & un, on peut
démontrer qu'une famille de systémes de » fonctions méromorphes est normale
lorsqu’elle admet 3 » combinaisons exceptionnelles formant trois tableaux triangu-
laires distincts. Il faut en outre supposer que les modules des valeurs des fone-
tions en un point fixe du domaine demeurent bornés et que les écarts des ta-
bleaux, prix deux a deux, demeurent en un point fixe du domaine, supérieurs a
un nombre positif donné. La marche de la démonstration ne différe pas de celle
qui a été suivie an paragraphe 6 pour la démonstration du-théoréme correspon-
dant relatif aux fonctions holomorphes.

CHAPITRE IIT.

Sur quelques familles complexes particuliéres.

9. Considérons deux fonctions f; (2), f;(2), holomorphes dans un domaine.
Si ces fonctions admettent deux combinaisons exceptionnelles distinctes

Fi=2+A, fi+4s fs, Fo=uo+u, fi+ 1 /s,

nous pouvons .substituer aux fonctions f; et f;, les fonctions F; et F, qui sont
de la méme classe. Si les fonctions f, et f; admettent une troisidme combinaison
exceptionnelle, nous en déduirons pour F, et F; une combinaison exceptionnelle
vo+v, Iy +v, Fy; et, comme on peut remplacer F; par », Fy=g, et F, par »; Fy=g,,
nous aurons finalement un systéme de fonctions g,, g, admettant les combinaisons

exceptionnelles
91 Gs> g1+ g tv,;

elles seraient distinctes si »y3=0. Dans ce cas, les fonctions g, et g, ne peuvent
étre des fonctions entiéres. Pour chaque couple de fonctions g, g;, il existe un
cercle de centre origine tel que, 4 l'intérieur de ce cercle, ou bien 1'une des fone-
tions g, et g, cesse d’étre holomorphe ou une des fonctions g,, g, 9, + gs + 7, admet
un zéro.

17—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 12 avril 1926.
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Si », est nul, les trois combinaisons ne sont pas distinctes, mais nous avons
va que les fonctions g, et g, ne peuvent étre entiéres & moins que le rapport

‘Z—’ ne soit une constante. Il est évident en effet qu'en prenant g,=e* g,=2 €%,
1
on obtient un systéme admettant les trois combinaisons exceptionnelles g,, g5, 9, + gs-

Lorsque le rapport g—” n’est pas une constante, c’est-i-dire, en posant

1

=t g+, 9s=BotBiz+ -,

lorsque «a, 8, —a, fy=+o0, il existe un nombre R tel que, 4 l'intérieur d'un cercle
de rayon supérieur & R, ou bien l'une des fonctions cesse d'étre holomorphe, ou
bien l'une des combinaisons cesse d'étre exceptionnelle. Nous allons voir que R
ne dépend que des quatre coefficients e, &y, By, B

Pour plus de symétrie, déterminons trois fonctions holomorphes autour de
z=o0,

S=ayta 2+ -, g=by+b z+ -, h=c¢y+ec 2+ -

par les conditions g,—=g—h, g,==h—f; on voit que I'une des trois fonctions peut
étre choisie arbitrairement. Les combinaisons ¢, g5, 9, +g; 8'écrivent alors g—h,
h—f,9—f; dire que ces combinaisons sont exceptionnelles, c’est dire que deux des
trois fonctions f, g,k ne deviennent jamais égales, ou que le déterminant

I I 1
S g b
f2 gﬁ h2

ne s’'annule pas dans le domaine considéré. Posons

I I I I I 1

d=\ay, by ¢, A= \|a, by ¢ (n=1,2,...);

a; b: 0; an bn Cn

le déterminant o n’est pas nul par hypothése. Quant aux déterminants ,, ou
bien l'un d’eux n'est pas nul, ou bien tous ces déterminants sont nuls. Dans ce
dernier cas, on a l'identité
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I I 1
a, b, ¢,|=o0,

S 9 h
c'est-a-dire
9s_h—=f_

Co— Qg

9 9—h by—ec

Le rapportg—” est alors constant, c'est-a-dire que le rapport anharmonique
1

(f,9,h, c0) est constant.
* Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et considérons le premier déterminant
4, qui est différent de zéro. Examinons d’'abord le cas ol n=I.

I 1 1
d,=]a, by c,|=F+o0.
a, b ¢
La fonction

f—h _ (@y—co)+ (a,—e,) 2+ L —~(Byt+ B2+ )
—h

(bo—co) + (by—c)) 2+ - ata z+ -

ple)=

est holomorphe et ne prend ni la valeur zéro ni la valeur wn tant que les diffé-
rences f—g,g—h, h—f ne s'annulent pas. Eecrivons

_ BotBiet -

gota z+ -

ple)=yotyet =
on a
@ 7o+ =0,
%71t @ 7ot Bi=0,
% st ey tayy,t8;=o0,

25 71), + (Zl 71;—'1 4+ a, y0+ﬂ"=o.
On déduit de ces équations, puisque ¢,+o,

Bo @
B o

1

130

};0 —_=, 71 —3
@y [

=—yla—¢c by—c €
a()
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ou

AN

|

Nnh=-—

On sait que, étant donnée la fonction

24

)

¢(3)=70+713+”'; {y,=0)

si 'on calcule R par la formule
Yo

_29y, _
”|e1 eel

dans laquelle e, e, ¢; désignent trois nombres dont la somme est nulle et tels que

Q désignant la surface du parallélogramme des périodes d'une fonction elliptique
pu définie au moyen d'un polynome du troisidéme degré dont les racines sont
e, €, €5, le nombre R ainsi obtenu est tel que, a l'intérieur d'un cercle de centre
origine et de rayon supérieur & R, la fonction ¢ (z) ou bien cesse d'étre holo-
morphe, ou bien prend l'une des valeurs zéro ou un.' Comme nous avons ici

B _ 20

Yo==_ - et que nous pouvons supposer a,+ b, +c,=0, car on peut ajouter
0 D

une méme constante aux trois fonctions f, g,k sans changer 4 ni ., nous

prendrons
e,=by, €=ay, €3="0Cy,
et mous aurons
2
_ 2 Ay —Cy 'bo— col
*——“lbo aol b |4
o Co 1|
ou encore
2Q| «4
R=="=]—].
|4,

Lorsque , est nul, il en est de méme de y,. Désignons par 4, le premier dé-

terminant différent de zéro. Les équations qui déterminent ¥y, 7y, %5, ...,¥n
montrent que y;,%,...,¥n—1 sont nuls et que y, est donné par les équations
@ 7o+ 8o=0,

Qo ¥n +an Yo + ﬂn'—_—oy
on en déduit

! Cette expression est due &4 M. HARTOGS; voir Ep. LANDAU, Usber den Picardschen Satz
(Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 1906, p. 273)
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(o] (o] I
1|8 @ I " y Ay
Y= —3 =7 5% C 0—C Co ou n=TT 5t
@, ﬂn [+ 2 @, @,

aAp—Cp bn— Cn Ca

Dans ce cas, le rayon R est fourni par 'égalité

w291, o1l =29|4
7T Iel eZI " 7T dn
ou
: .
_|/29141.
R—L/” <
Nous avons donc établi la proposition suivante:
Soient S=aytaz+ -,
g=byt+b 2+ -, 4,%+0

h=cy+e 2+

trois fonctions holomorphes autour de Uorigine; & Uintérieur d'un cercle de rayon

4
4,

ou Uune des fonctions cesse d'élre holomorphe, ou deux des fonctions prennent la méme
valeur en un point.
Si A, est nul et st A, est le premier déterminant non nul, il faut remplacer

Uexpression précédente par
XY 3
b3

Dans le premier cas, le rayon ne dépend que des différences a,—b,, ay—c,,

supérieur 4

r=29
T

4
An

a,—by, a,—e,, dans le second, il ne dépend que des différences ay—by, ay—cy, Gn—"bn,
n—Cn. '

Ce théoréme n'est qu'une extension du théoréme de M. Landau sous la
forme que lui a donnée M. Hartogs. Il se réduit a ce théoréme si l'on suppose
que les fonction g et h se réduisent aux constantes o et I.

10. 11 comporte une série de généralisations comme le théoréme de M.
Landau lui-méme. On voit que le rayon R est déterminé lorsquon a fixé les
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valeurs ay, by, ¢, 4y, by, ¢; ou plutdt leurs différences, de maniére que o, soit diffé-
rent de zéro. Au lieu de se donner ces six nombres, on peut se donner les va-
leurs de f,g,k en deux points déterminés du plan, par exemple

S (0)=a,, g (0)=by, h (0)=c,,
(go70) Sle)=ay, g (20)=by , k(2o)=c¢y’;

alors, il existe un nombre R ne dépendant que des valeurs ay, by, ¢o, @y, by , ¢ €t

possédant la propriété précédente & moins que l'on n'ait
(@0, bs, €5, ) =@, , by, €' ).

En effet, la fonction ¢ (¢) considérée plus haut prend pour z=0 et z=¢z, des va-
leurs ' '
ay—~C
by— Co’

ay —C

@ (0)= @ (20)= ZE’—_GO, ’

et ces valeurs sont différentes, par hypothése; on sait que, dans ces conditions,
il existe une valeur pour R qui ne dépend que des mombres z,, ¢ (0), @ (2,)."
Done:

Etant données trovs fonctions holomorphes dans un domaine contenant deux
points P et Q et premant en ces points des valeurs déterminées, il existe un nombre
R qui ne dépend que de la différence des affixes des points et des dz'ﬁ'érenées des
valeurs données en chaque point tel qué, a DUintérieur d'un cercle de centre origine
et de rayon supérieur & R, ou I'une des fonctions w'est pas holomorphe ou deux des
Sonctions deviennent égales, & moins que les trois valeurs des fonctions au point ¢
ne se déduisent par une méme transformation linéaire des trois valewrs prises au
point P, _ '

Remarquons encore que la condition que doivent vérifier les valeurs données
aux points P et @ peut aussi s'écrire

c'est une condition que nous retrouverons bientét. Géométriquement, cette inéga-
lité peut s'interpréter de la maniére suivante: les deux triangles dont les som-

! Voir P. LEVY, Remarques sur le théoréme de M. Picard (Bullefin de la S. M. de Franc»e,
t. XL, 1912, pp. 25—39).
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mets ont pour affixes les valeurs des trois fonctions en P et en @ ne doivent
pas étre semblables.

11. Plagons-nous maintenant dans I'hypothése ou les nombres des zéros des
fonctions g—h, h—f, f—¢g demeurent inférieurs 4 des nombres fixes. Nous suppo-
sons par exemple que g—h n'a pas plus de p zéros; que h—f n'a pas plus de ¢
zéros; que f—¢g n'a pas plus de r zéros, avec la condition p<q=<r que l'on peut
toujours réaliser en changeant au besoin les noms des fonctions f, g,k Dans
ces conditions, la fonction

¢(2)=J;TZ

est une fonction méromorphe dont les nombres des pdles, des zéros, et des points
ou cette fonction est égale a wun ne dépassent pas, respectivement, les entiers
»,¢,7. On sait que, si l'on assujettit ¢(z) & p+¢g+2 conditions telles qu'il
n'existe pas de fonction rationnelle ayant p pobles et ¢ zéros au plus et remplis-
sant ces conditions, il existe un nombre R tel que, & l'intérieur d'un cercle de
rayon supérieur & R, ou la fonction @ (z) cesse d'étre méromorphe, ou elle a plus
de p poles, ou plus de ¢ zéros, ou plus de r points-unités.” Par exemple, si I'on
fixe les p+q+2 premiers coefficients y,,%;, ..., ¥p+q+1 du développement de ¢ ()
en série de Taylor, il existera un nombre R, fonction de p, ¢, r et des 7:, & moins
que ce développement ne puisse convenir i une fonction rationnelle du type
indiqué. 8S'il en était ainsi, les y; devraient vérifier une relation linéaire de ré-
currence i p+1 termes et le déterminant

Ye—p+1  Yg—p+2 1 Yo+l
g— |7e2t2 Ye—pts T Vet2
Ya+1 Va+2 T Yetp 1

d'ordre p+ 1, serait nul. Done, 8i /=0, le nombre R existe. Comme les y; peu-
vent étre calculés au moyen des coefficients aj, bj,¢;, & l'aide des équations
écrites au § 9, on peut remplacer la condition /=0 par son expression au moyen
des p+g-+2 premiers coefficients des développements de Taylor relatifs a f,g,h.
On peut obtenir plus simplement le résultat en opérant de la maniére suivante:
lorsque ¢ (z) est une fonction rationnelle du type indiqué, on a

f=h__ @
g—h P

! PAuL MONTEL, Sur les familles quasi-normales de fonctions analytiques (Bullelin de la
Société mathématique de France, t. LII, 1924, p. 85—114).
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P désignant un polynome de degré p et ¢ un polynome de degré ¢q. Cette iden-
tité s'éerit

Pf+ Qg+ Rh=o,
avec

P+ @+ R=o.

Ainsi, dans le cas d’exception, on peut déterminer trois polynomes P,Q. R de
degrés inférieurs on égaux a p,q,r et vérifiant les deux identités précédentes.
En écrivant ces polynomes avec des coefficients indéterminés, les p+g+2 pre-
miéres équations d'identification relatives 4 la premiére identité et les g+ 1 pre-
miéres équations d’'identification relatives a la seconde permettront de calculer
ces coefficients indéterminés lorsque le déterminant des inconnues, qui est ici
d’'ordre p+2g+3, sera égal & zéro. Ce déterminant, facile a2 former, contient les
coefficients a;, b;, ¢; dont les indices varient de o & p+q+1.

Prenons par exemple le cas de p=¢=r=1. On a ici

P=A+X¥z, Q=u+u'z, R=v»+y'z

et les identités
P+@Q+R=o0, Pf+Qg+Rh=o0.

On en déduit
A+ pu +v =0,
Vo+y +Y =o,
lag+uby+ve, =g,
Aa+ub +ve,+2 ayg+u by+v ¢g=o0,
Aag+ubytves+4 a +u b +v ¢c,=o0,
Aag+pubs+ve,+4 ag+u by+v eg=o0.

Le déterminant des inconnues est

I

(o]
o]
o

o o
a b, ¢¢ 0O 0 ©
a b, ¢ a, by ¢

as by ¢ a; b ¢

as by ¢; a; by ¢

Lorsque D=0, la fonction ¢ (z) ne peut étre une fraction rationnelle du type
indiqué. Done:
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Sotent les fonctions
J=aytayz+ - +aprgr 2P 4o
y:b0+blz+ v +bp+q+lzp+q+l + Tty

h=cy+ e 2+ + Cpyqr1£PTITL 4 -,
holomorphes awtour de Uorigine et telles que les équations

g—h=o, h—f=o0,  f—g=o

n'aient pas, respectivement, plus de p,q,r racines. Il existe, en général, un nombre
posttef

R (aO’ b(): Cos -+ Aptg+1, bp+q+1 y Co+o41, P54, 'l')

tel que, a Uintériewr d'un cercle de rayon supériewr a4 R, ou bien Uune des fonctions
/9, h west pas holomorphe, ou bien Uune des équations précédentes a plus de p, de
q, ou de r racines. Pour que le nombre R existe, il suffit qu'un déterminant D,
Jormé avec les p-+q+2 premiers coefficients de chaque développement soit différent
de zéro.

Bien entendu, si I'on fixe d’'autres coefficients que les p+ g+ 2 premiers, il
sera facile de former le déterminant correspondant a ces nouveaux coefficients en
suivant la marche indiquée dans ce paragraphe.

12. Admettons maintenant que I'on donne les valeurs de f,g,hen p+q+2
points du plan; les valeurs de @ seront déterminées en ces points, et il existera
une limite B, sauf dans le cas exceptionnel ol une fraction rationnelle du type
indiqué pourra prendre les valeurs attribuées i @ aux points considérés." En
suivant la méme marche que précédemment, on obtiendra aisement la condition
d'existence sous la forme D=0, D étant un déterminant facile & former.

Examinons encore le cas particulier ot p=¢=r=1; et supposons données
les valeurs f,,f5, f3, /i 91> s> 95> Gs; Py, he, hg, b, des fonctions considérées aux
points z, 2, 2;,2,. Soient @,, @;, @5, @, les valeurs correspondantes pour ¢. Le
nombre B existe 4 moins qu'une fraction rationnelle du premier degré, c’est-a-dire
une fonction homographique de z ne prenne les valeurs @; aux points z. Or,
pour quil en soit ainsi, il faut que les deux rapports anharmoniques (z,, 2;, 2y, 2,)
et (@,, @, @5, p,) soient égaux. Pour que R existe, il suffit que

(qJn P2 Ps; ¢4)=*=(21,Z2s 23, 2,).

' Loc. cit. page 135, en note.
18—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 15 avril 1926.
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Un calecul facile, que nous omettons, permet d'exprimer le rapport anharmo-
nique des valeurs de @ au moyen des valeurs attribuées aux fonctions f, g, k.

Posons
1 I I

d=\fi g hi;
Ji 9 b
on a alors
d, . d,
(@1, P2s P55 974)= EE : d_:’
et la condition devient

d; d,
d_ng-#: (21, 23, 23, 24)-
3 4

13. Nous allons maintenant nous occuper des familles complexes de fone-
tions, obtenues en fixant certains coefficients a;, b, ¢;. Considérons d’abord la
famille complexe des fonctions f, g, h holomorphes dans le cercle |z|<R, prenant
au centre les valeurs fixes a,, b,, ¢, et telles que I'on ait, dans le cercle

(f—9) (g—h) (h—f)=o.

Cette famille complexe n’est pas toujours normale: prenons, par exemple,
Ja=0,  gn=e€"?,  ha=26",

n étant un entier positif arbitraire; la famille des g. () et la famille des k, (2) ne
sont pas normales dans un cercle quelconque |z|<R.

Nous sommes condunits & supposer normales les familles formées par deux
des trois fonctions: supposons par exemple, que la famille des g et celle des h
soient l'une et I'autre normales. La famille des f est alors une famille normale.
En effet, considérons une suite infinie de fonctions f,

jl17f27'--1fn,...

auxquelles correspondent les fonctions

91,92, - -y 9ny - - -,
hyyhgy oo hayoon .
Posons
_Ja—ha,
Pn= g"__hﬂ;
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les fonctions ., holomorphes pour |z|<R, ne prennent dans ce cercle (C), ni
la valeur zéro, ni la valeur un. Au centre, leur valeur est

ay—¢
Pr (0): z:___c_z;
ces fonctions forment une famille normale et bornée: de la suite @., on peut
extraire une suite partielle convergeant uniformément vers une limite holomorphe
@*; soit

Prys P+ oy Prigs -+ -

cette suite. Les familles g et h étant normales, on peut extraire de la suite
gn, une suite partielle g,,, convergeant uniformément vers une limite g*; et de la
suite ha, on peut extraire une suite partielle h,, convergeant vers une limite A*;
alors les suites

W"'n ¢Pvﬂ~--,q’vk7- LIRS ]
g1'17 g’zv'-~;gvka' L
hoy Bogy ooy Ry o e

convergent respectivement vers les limites ¢*, g*, h* et la suite
Jo=hot @y (9= o)

converge uniformément vers la limite f*=h*+ @* (g*—h*).

Les fonctions f forment une famille normale. Cette famille est bornée,
puisque toutes ces fonctions prennent 3 l'origine la valeur fixe g,: dans tout
cercle (") de rayon 6R (0<@<1) concentrique au cercle (C), le module de f ne
dépasse pas une limite fixe.

On peut obtenir les mémes résultats par une autre voie gni nous permettra
d’'avoir quelques précisions sar cette limite. Les fonctions g et & forment des

familles normales et bornées dans l'intérieur de (C). On a done, pour |z|<6#R,
|g|SQI(bo,0,R), |hlsgz(00:0:R))

les nombres £, et 2, dépendant des arguments indiqués et des caractéres qui
rendent normales les deux familles. De méme, les fonctions ¢ forment une fa-
mille normale et bornée et 1'on a, pour |z|<6R,

I?IS-Qs (ZO—— 0,0);
)

o €

donc |f]=0;+ 2 (R, + 2,)=2(a, by, &, 0, R).
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Ainsi, les fonctions f ont leurs modules bornés dans l'intérieur de (C) par
un nombre qui ne dépend que de ag, by, ¢, 0, B et des caractéres rendant nor-
males les familles g et h. Les résultats précédents demeurent exacts si 1'on
supprime 1'hypothése que g—% n'a pas de racine dans (C) pourvu que b,—c, ne
soit pas nul. En d’autres termes: si, & chaque fonction f, on peut associer des
fonctions g et h telles que f—g et f—h n’aient pas de zéro dans (C) et si g (0)—h (0)
n'est pas nul, la famille f est normale lorsque les familles g et h le sont.

En effet, la famille des fonctions g—h est normale dans (C); aucune des
fonctions limites n'est la constante zéro, puisque g (0)—h (0)=b,—¢, n'est pas nul.

N Tt 6 . .
Done, dans le cercle (C”) défini par |z |< I: -~ R, ces fonctions ont un nombre fini

de zéros.! Dans ces conditions, la famille des fonctions tpzi::‘q%z est
composée de fonctions holomorphes dans (C”’), ne prenant jamais la valeur wun,
et ne prenant quun nombre fini de fois la valeur zéro. Cette famille est nor-
male.? D'ailleurs, aucune fonction limite n’est égale i la constante zéro. Consi-
dérons alors une suite infinie f, de fonctions f: nous pouvons choisir une suite
d'indices » tels que les valeurs g.,, h,, et y,, convergent dans (C’) uniformément
vers g%, h* et y*. La différence g*—h* n’a quun nombre fini de zéros dans
(C'); tracons un cercle (C,") concentrique et intérieur 4 (C') et dont la circonférence
ne contienne aucun de ces zéros. Sur cette circonférence, la suite

Fo=hu +

converge uniformément vers la limite
o1
SE=h*+—(g*—h*);

done, la méme suite converge uniformément & l'intérieur de (C,’) vers la fonction

I

ka (g"k— hvk)

S* La famille des fonctions f est, dans ce cas encore, normale et bornée.
Examinons quelques hypothéses particuliéres. Supposons d'abord que les fone-
tions g et h aient leurs modules bornés dans (C): |g|<M, |k|<M.

Ces fonctions forment des familles normales: donc les fonctions f forment
une famille normale et bornée. Dans le cercle (C'), le module de f est borné par
un nombre qui peut dépendre de a,, by, ¢y, 0, M, R. Mais R ne peut figurer dans

! PAUL MONTEL, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales Sc. de I'Ecole
Normale Supérieure, 32 s. t. 33, 1916, p. 232).
* 3 PAUL MONTEL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs ex-
ceptionnelles dans un domaine (Annales Sc. de IU'Ecole Normale Supérieure, 3¢ 8. t. 29, 1912,
p. 506).
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ce nombre, car en remplagant 2z par % on obtient des fonctions possédant les

mémes valeurs et les mémes propriétés dans le cercle |z|<1. D’autre part, en
remplacant f, g, h pas f—c,, g—c,, h—¢, on voit que le module de f—c¢, est
borné par un nombre dépendant de a,—¢,, by—c,, 8, M, et, comme |c,|<M on a

lfls Q(ay—c,, bo—¢o, 0, M).
Done:

Sotent

S=ayta e+ -, g=by+bz+- -, h=c¢yte et -,
trois fonctions holomorphes dans le cercle |z| < R. Supposons

lg|=M, |h|<M, by—c,+o0
et que les équations
f—g=0, f—h=o0

waient pas de racine dans le cercle |z|<R. Alors, dans le cercle |z} <OR,
(o<8<1), on a

Ifl< Q (ao‘"cm bo_’co’ 07 M)

Si on suppose que la fonction k est Ia constante zéro, on retrouve un théoréme
di 4 M. Varigon.!

On obtient un théoréme analogue en supposant que les fonctions g et h ne
prennent pas plus de p fois la valeur zéro, ni plus de ¢ fois la valeur un dans
le cercle (C) et que l'on ait fixé, si p<gq, les valeurs des coefficients

by, by, ooy by €gy €4y - - -, Cpy

avec by—c,+0. Plus généralement, supposons que les fonctions g et h forment
des familles normales et que les équations

f—'g:O, f_h:O

aient respectivement, p ou ¢ racines au plus, dans le cercle (C). Dans le cercle
(C”) les fonctions g—h ont r zéros au plus, en supposant toujours b,—c,=+o0.
Les fonctions

! Compléments aux théoremes de Picard-Borel, (Comptes-Rendus des séances de I Académie
des Sciences de Paris, t. 179, p. 740, 1924.)
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_f=h

g—h
sont méromorphes dans ce cercle: elles ne prennent pas plus de p fois la valeur
un, ni plus de ¢ fois la valeur zéro, ni plus de r fois la valeur infinie. Elles
forment donc une famille quasi-normale dont l'ordre est égal au nombre moyen
de la suite p. ¢, r.! Si p=q, cet ordre est toujours inférieur ou égal & q. Par
conséquent, en fixant les ¢+ 1 premiers coefficients y,, ,, 74, . . ., 7¢ du développe-
ment de ¢, les fonctions limites seront toutes des fonctions méromorphes, distine-
tes de la constante infinie.? Ces coefficients seront fixés, si I'on fixe les différences
ay—b,, a;—by, . .., ag—bq; @y—cy, @a;—¢;, ..., 4g—Cq. En reprenant le raisonne-
ment précédent et en l'appliquant a wune suite d’entiers v, telle que les suites
Gogs hoy, v, convergent vers les fonctions g*, h*, @*, les deux premiéres holo-
morphes et la troisidme méromorphe dams le cercle (C'), on démontrera que la
suite f,, converge uniformément dans (C”). Il suffit, en effet, de choisir un cercle
(C)) dont la circonférence mne contienne aucun zéro de g*—h* ni aucun point
irrégulier de la suite quasi-normale ¢,,. La suite f,, converge uniformément sur
la circonférence de (C,), donc aussi & l'intérieur; comme () est aussi voisin qu'on
le veut de (C") et que (C') est aussi voisin qu'on le veut de (C), la famille des
fonctions f est normale et bornée dans (C). Par exemple, si |g|<M, |h|< M,
on aura

Iflsg(ao—"'o’ a3 —Cys « ooy Bg—Cq; bo_("oa bl_‘—(’lv s bq'—cq, M: 0) R)

lorsque |z|<6R.
14. Voici maintenant une extension aux fonctions méromorphes des résul-
tats obtenus au paragraphe 9. Soient

S=ay,+a,z+ - tanz"+ -,
gzbo+ b12+ +b,,z"+ Ty
h=cy+ez+ - tene"+ -,

k=d0+dlz+ +an"+ Ty

quatre fonctions méromorphes dans le cercle (C) [| 2] < It et telles que les équations

! P. MONTEL, Sur les familles quasi-normales de fonctions analytiques (Bulletin de la Sociéte
Mathématique de France, t. LII, 1924, p. 107).
% Loe. cit. 4 la note précédente, p. 109.
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J—g=o0, f—h=o0, f—k=0, g—h=0, g—k=0, h—k=0,
n’aient aucune racine dans (C); en d’autres termes, le déterminant de Van der Monde
I I 1 1
Jm%mm=;;;;
il sl Sl

ne s'annule pas dans (C). Nous allons montrer que R a une limite supérieure
ne dépendant que des deux premiers coefficients des fonctions, sauf dans un cas
exceptionnel. Dans ce cas, la limite B pourra dépendre d’autres coefficients des
développements jusqu'a un rang déterminé. Le seul cas ou les quatre fonctions
méromorphes peuvent exister dans tout le plan sans que deux d'entre elles
deviennent égales est celui ou le rapport anharmonique de ces quatre fonctions
est constant. Considérons en effet la fonction
R

cette fonction est holomorphe dans le cercle (C) ou elle ne prend ni la valeur
zéro, ni la valeur wn. Il faut remarquer que deux des fonctions ne peuvent
admettre le méme pole, sinon elles seraient égales en ce point. On a done, dans
le cercle (C),

ple)=yoty 2+ .

On sait que le rayon R ne peut dépasser la limite

2¢
- |e1

g

—62| ’

dans laquelle les lettres ont la méme signification qu'au paragraphe 9. Or,

ay—¢y by—e¢ ’
70——*9)(0):(00, bo, Co» d0)=a::_dzgz___(_io’ = (O)
0

Un calcul facile donne
D
O g—rr (-2

avec
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I 1 1 I

h k
p=|" " ,
f2 gg h2 k2
. fl gl hl ]C,
done
| . .
)= G el la—do®’

en posant

== "
a; b, ¢, dy
a; by ¢ d,
d’autre part, on peut prendre
ey—ey="(ay—Dy) (co—d),
ey—e;=(by— o) (ay—do),
e,—ey="co—ao) (bp—do),

alors

R=—
7 Idll

2 | (@o—b0) (o —6,) (ao—d,) (by—co) (by—dy) (%“‘ dy) I

ou, en écrivant

d’ou le théoréme:
Etant données quatre fonctions:
f=ata g+,
g=Uby+bz+ -,
414:07
h=cy+o,2+ -,

k=dy+dz+ -
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il existe un nombre R ne dépendant que des différences des mombres ay, by, ¢y, d, et
des différences des mombres ay, by, ¢;, dy, tel que, & Uintérieur d'un cercle de centre

.. L. L2 74 . . .
origine et de rayon supérieur i _Q |j » ou bien Uune des fonctions cesse d'étre
7T

méromorphe, ou bien deux des quatre fonctions aw morns sont égales en un point.

Si les fonctions g, h, & sont des constantes différentes by, c,, d,, on retrouve
un théoréme classique correspondant & I'hypothése a,=o.

Dans le cas ou A, est nul, y; est nul; soit alors y, le premier coefficient
qui n'est pas nul: on obtient pour R, comme au § g, une limite supérieure dont
Pexpression contient les 7+ 1 premiers coefficients de chaqhe fonction.

1I' n'y a pas de limite pour R lorsque tous les coefficients y, sont nuls.
Dans ce cas, @(z) est une constante. Le cas d’exception correspond aux systémes
de quatre fonctions méromorphes dont le rapport anharmonique est constant. Dans
les autres cas, on vérifie aisément que la limite supérieure de R peut étre atteinte
pour certains systémes de quatre fonctions.

15. On peut varier de bien des maniéres les hypothéses qui entrainent
I'existence du nombre R. Donnons-nous par exemple les valeurs a,, by, ¢, d,
des fonctions au point z=o0, et leurs valeurs a,, b, ¢,’, d, en un autre point z,.
Si les rapports anharmoniques (a,, by, ¢y, do) et (@, by, ¢ d,) sont différents, il
existe une limite R ne dépendant que des nombres z,, a,, by, €, 4o, @y » bo» Co» dy -
En effet, la fonction ¢(z) prend des valeurs différentes aux points o et z,. On
sait que, damns ce cas, il existe une limite supérieure pour le rayon du cercle dans
lequel cette fonction est holomorphe et différente de zéro et de un. Done:
Etant données quatre fonctions prenant des valeurs fixes en deux points P et Q telles
que le rapport anharmonique des valeurs en P soit différent du rapport anharmonique
des valewrs en @, il existe un nombre R ne dépendant que de la différence des
affixes des points P et Q et des différences des valeurs données en chaque point, tel
que, dans tout cercle de centre origine et de rayon supérieur & R, ou bien une des
Jonctions cesse d’étre méromorphe, ou bien deux fonctions deviennent égales.

CHAPITRE III.
Sur les couples de fonctions méromorphes vérifiant une relation algébrique.

16. Considérons une relation algébrique

F(z, y)=o0

19—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 16 avril 1926.
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de genre p, et soit (a,, b,) un point ordinaire de la surface de Riemann corres-
pondante. Supposons que l'on ait résolu la relation au moyen des deux fonetions

w=flz)=ay+ay 2+,
y=gle)=by+bz+

méromorphes dans le cercle (C), |z|]<R, on a
: v
F(a,, b)=o0, b1=_a1;vfao;
bo
nous dirons que les deux fonctions f(z), g(z) uniformisent la relation pour le cercle
(C) ou encore qu'elles forment un couple uniformisant pour le cercle (C).

M. E. PicaRp a démontré au sujet des couples d'uniformisation une pro-
position fondamentale relative au cas od le genre p est supérieur & lunité: il
existe alors un nombre R, ne dépendant que de a, et a, tel que, i 'intérieur de
tout cercle de rayon supérieur & R, une des deux fonctions x et y au moins
cesse d'étre méromorphe.

Rappelons bridvement la démonstration. Lorsque le genre est plus grand
que un, on peut exprimer z et y comme fonctions méromorphes d'un parametre
% dont le module ne dépasse pas l'unité. Un domaine limité par des arcs de
cercles et contenu tout entier dans le cercle |u|=<1 correspond point par point
& la surface de Riemann définie par la relation algébrique. La fonction u(x, y)
est holomorphe en chaque point z,y de cette surface et ses différentes déter-
minations se déduisent de 1'une d’elles par des transformations homographiques.
Si, dans la fonction u(x,y), nous remplacons x et y par les fonctions f(2) et

g(2), nous obtenons une fonction
u(e)=u(f(2), g(2)]

holomorphe autour de chaque point du cercle (C). Cette fonction est donc uni-
forme et holomorphe dans ce cercle et son module reste inférieur a l'unité. La
famille des. fonctions #(¢) est une famille normale dans le cercle (C). Si l'on

fixe la valeur q,, il en est de méme de la valeur

u(o)=ulay, bo)=u,;

! Sur les couples de fonctions uniformes d'une variable correspondant aux points d'une
courbe algébrique de genre supérieur & 1'unité. (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
t. XXXIII, 1912, pp. i—35.) Sur les systémes de deux fonctions uniformes d'une variable lides par
une relation algébrique. (Bulletin de la Socteté Mathématique de France, t. XL, 1912, pp. 201-~
205. Comptes-Rendus des Séances de U'Ac. des Sc. de Paris, 15 janvier 1912).
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les fonctions u correspondantes forment une famille normale et bornée. Si I'on
fixe aussi la valeur @, supposé non nulle, on a

u _—_u"(o): _;.q‘._ D_WJ_E)_ %0

! I’W’bo D(”Oa bO) ’
On en déduit, par un raisonnement classique, que le rayon R ne peut dépasser
la limite l;—|= ilziga—i))’ Q étant un nombre positif fonction de a, seul. On peut
1 ‘1

aussi remarquer que les fonctions wu(z) formant une famille normale, il en est
de méme des fonctions

zu@)]=f(), ylul)=gl) -

qui forment un systéme de fonctions méromorphes. Si l'on fixe a, et a,=o0, la
famille normale des fonctions f(z) correspondantes montre que le rayon E est

-Q(ao),l
|a1|

On peut assujettir les fonctions f(z), g{z) & d'autres conditions: supposons

borné par une limite de la forme

par exemple que ces fonctions fassent correspondre & deux valeurs fixes de 2,
o et z,+0, deux points distincts (a,, by) et (a,; b,) de la surface de Riemann.
Nous supposons que ce sont des points ordinaires. La fonction u(z) prendra ici
pour z=o0, et z=¢, deux valeurs différentes u(a,, b,) et u(a,, b,); comme la
famille des u(z) est une famille normale dans (C), on en déduit que B a une
limite supérieure ne dépendant que de z,, ay, a, .

Lorsque les coefficients de f(z) et de g(z) sont arbitraires, les couples uni-
formisants pour un cercle () forment toujours une famille normale complexe de
fonctions méromorphes. On en déduit, comme 1'a montré M. Picarp, que le
théoréme de M. Virar:® s'applique & cette famille complexe: la convergence d'une
guite infinie de systémes f., g» en une infinité de points ayant au moins un
point limite i l'intérieur de (C) entraine la convergence uniforme de cette suite
dans l'intérieur de (C). On pourrait aussi étendre i cette famille complexe le
théoréme de M. Brascmrr® relatif au cas od les points limites des points de

! P, MoNTEL, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Ann. sc. de I Ecole Nor-
male Supérieure, t. 33, s. 3, 1916, p. 295).

? Sopra le serie di funzioni analitiche (Rendiconti del R. Ist. Lombardo, s. 2, t. XXXVI,
1903, p. 772); (Annali di Mate. pura ed Applicata, s. 3, t. X, 1904, p. 73)

* Eine Erweiterung des Satzes von Vitali iiber Folgen analytischer Funktionen (Berichte der
Math. Phys. Klasse der Siichsischen Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig, Bd. LXVIL, pp. 194—200, 1915).
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convergence sont tous sur la circonférence (C). Il suffit de remarquer que la
suite correspondante des fonctions holomorphes et bornées w.(z) converge uni-
formément dans ce cercle, c'est-a-dire dans le domaine fermé formé par un cercle
concentrique quelconque, intérieur au premier. '

Les résultats précédents supposent essentiellement que le genre de la rela-
tion algébrique soit supérieur & l'unité. Lorsque le genre est égal 4 un, 2 et y
peuvent étre représentés par des fonctions d'un parametre #, méromorphes dans
tout le plan ponctué, c'est-d-dire en tout point A distance finie: x et y sont des
fonctions doublement périodiques de #. Lorsque le genre est égal & zéro, x et y
peuvent étre représentés par des fonctions de u, méromorphes dans le plan non
ponctué, c'est-a-dire par des fonctions rationnelles. Nous allons voir qu'il est
alors nécessaire d'introduire des couples de valeurs exceptionnelles pour les couples
de fonctions uniformisantes si 1'on veut obtenir des résultats correspondant aux
théoremes établis lorsque le genre est plus grand que wun.

17. Supposons d'abord que la relation soit de genre wn, Les fonctions

x=fe)=a,+a,z+ -
Y=g =bot bzt

vérifient la relation algébrique lorsque z est intérieur au cercle (C), |z] < R. Nous
supposons en outre que, lorsque z est intérieur a (C), le point (x, y) ne coincide
jamais avec un point déterminé (a, b) de la surface de Riemann. Nous dirons
que (@, b) est un point exceptionnel pour le couple.

La relation peut étre résolue au moyen de fonctions doublement périodiques
d'un paramétre u de telle sorte qu'un parallélogramme des périodes corresponde
point par point & la surface de Riemann. Soit %, une valeur de « correspondant
au point (a, b); les a.utres‘ s'en déduisent, par I'addition d’une période. u(z, y) est
holomorphe en tout point de la surface de Riemann; la fonction

u(e)=ulf(e), g(e)]

est holomorphe dans le cercle (C) on elle ne prend ni la valeur %, ni une valeur
u, différant de la premiére par une période. La famille des fonctions u(z) est
une famille normale; il en est de méme des familles des fonctions f(z), g(2) qui
forment une famille complexe normale dans (C). Si l'on fixe a, et a,=0, on en
déduit comme précédemment une limite supérieure pour R, ne dépendant que

de a,, a,, a, b.
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Il existe un mnombre R, ne dépendant que de ay, a,, a, b, lel que, dans tout
cercle de centre origine et de rayon supérieur & R,, ou bien Uune des fonctions x
et y cesse d'étre méromorphe, ou bien le point (x,y) coincide avec le point (a, b).

En particulier, on peut faire I'hypothése que f(z) ne prenne jamais une
valeur particuliére fixe a que l'on peut, en effectuant au besoin une transforma-
tion homographique sur z, supposer étre la valeur infinie; la fonction f(z) est
alors holomorphe dans le cercle (C): Il existe un nombre R, ne dépendant que de
a, et de a, tel que, dans tout cercle de centre origine et de rayon supérieur & R,
ou bien x cesse d'étre holomorphe, ou bien y cesse d’étre méromorphe.

18. Supposons maintenant que le point (z, y) puisse coincider un nombre
fini de fois avec un point déterminé (@, b) de la surface de Riemann mais que
cela ne puisse pas se produire plus de % fois. Soient

Ugy Uy, Ugy .. . Uk, Uk+1,

k+2 valeurs de u, différant deux & deux par des périodes, et correspondant &
ce point (a, b). Aucune fonction u#(z) ne peut prendre plus de % de ces valeurs
lorsque z est dans le cercle (C). Il y a au moins deux valeurs de la suite que
la fonction ne prend pas. Soit alors une suite infinie de fonctions u(z); il y a
deux valeurs particuliéres de la suite 4’ et #” qui sont exceptionnelles pour une
suite infinie w,(¢) extraite de la premiére puisque le nombre des couples de valeurs
choisies dans la suite Ug, Uy, ... #r+1 est fini. La suite u,(2) est alors normale.
Done, la famille des u(z) est normale et les résultats du paragraphe précédent
sont applicables.

Il existe un nombre Ry, ne dépendant que-de ay, a,, a, b, tel que, & Uintérieur
de tout cercle de centre origine et de rayon supérieur & Ry, ou bien U'une des fonc-
tions x et y cesse d'étre méromorphe, ou bien le point (x,y) passe plus de k fois par
le point (a, b).

Il existe un nombre R,, me dépendant que de a, et a,, tel que, & Uintérieur
“de tout cercle de centre origine et de rayon supériewr & R,, ou bien la fonction x
a plus de k poles, ou bien la fonction y cesse d'étre méromorphe.

Bien entendu, au lieu de fixer les valeurs a, et a,, on peut assujettir les
fonctions f(z) et g(¢) & la condition que le point (z, y) coincide, pour z=o0, avec
le point (a,, b,) et, pour e=z,4+0 avec un autre point (a,, b,) de la surface de
Riemann.

Enfin, dans les conditions précédentes, la famille complexe f(z), g(z) étant
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normale, on peut étendre les théorémes de M. Vitali et de M. Blaschke aux
suites infinies de ces systémes.

19. Supposons maintenant que la relation algébrique soit de genre zéro.
On peut exprimer z et y en fonctions rationnelles d'un paramétre « et le plan
des « tout entier correspond point par point i la surface de Riemann. La fonc-
tion w(x, y) est rationnelle, 1a fonction w#(z) méromorphe dans le cercle (C). Il
faut introduire ici trois points exceptionnels (a, d), (¢, ¥), (a”, b”); alors, la
fonction u(z) ne prend aucune des valeurs u,, ,, w, qui correspondent & ces
points et on obtient une limite supérieure pour le rayon R.

Il existe un nombre R, ne dépendant que de a, b, d’, b, a”’, b”, a,, a, tel que,
a Uintériewr de tout cercle de centre origine et de rayon supérieur a R, ou bien
Pune des fonctions x ou y cesse d’étre méromorphe, ou bien le point (x,y) coincide
avec Uun des points (a, b), (@, b'), (a”, b”).

On peut aussi supposer que, dans le cercle (C), le point (z, ) ne passe pas
plus de p fois par le point (a, b), ni plus de ¢ fois par le point (a’, ), ni plus
de r fois par le point (a”, b”) avec p<q<r. Dans ce cas, la famille des fonc-
tions u#(2) est quasi-normale dans le cercle (C) et il faut fixer ses p+ ¢+ 2 premiers
coefficients pour que R ait une limite supérieure. Cela revient a fixer les
coefficients a,, a,,...ap+q+1 de xz=f(2); et le nombre R dépend ici de p, ¢, ¥ et de
ces p+q-+2 coefficients. Il est nécessaire en outre que ces coefficients n'appar-
tiennent pas & une fraction rationnelle de 2z, afin que u#(2) ne puisse é&tre une
fraction rationnelle. Cela exige qu'un déterminant ./ formé avec les coefficients
Gy, By, . . .y Aprgr1 80it différent de zéro.!

Ici encore, on peut modifier beaucoup la nature des conditions imposées a
f(2) et étendre les théorémes relatifs aux suites convergentes.

CHAPITRE IV.
Les involutions exceptionnelles des fonctions algébroides.
20. Etant données deux équations du second degré

w4 fiu+fi=0,
Ayut—2 A u+Ay=o0,

! PAUL MONTEL, Sur les familles quasi-normales de fonctions analytiques (Bulletin de la
Société Mathématique de France, t. LI, 1924, p. 112).
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on sait que les racines u, et w, de la premidre sont conjuguées par rapport aux
racines a, b de la seconde lorsque

Aot A fi+ g fs=0;
‘les racines vérifient alors la relation (u,, u,, a, b)=—1 ou

(w0, —a) (s —) + (6, —b) (uy—a)=o0,

que nous écrivons

Z (u,—a) (u,—b)=o0,

étant entendu que la somme est relative aux deux permutations @, b et b, a des
racines de la 2° équation ou aux deux permutations des racines de la premiére.
On dit aussi que les nombres u,, u, appartiennent a I'involution dont les nombres
doubles sont @, b ou encore que le couple (u,, u,) est en involution avec le couple
(@, b). La disposition des quatre points du plan dont les affixes sont u,, u,, @, b
est bien connue. En particulier, tout cercle contenant les deux points d'un
couple contient au moing un point de l'autre couple.
Plus généralement, considérons deux équations de degré »

Flu)=w +fu +fu2+ - + f,=0,
hw—C w1+ Cs hy—gu—2+ - +(—1)*Ay=0,
les nombres (¢ étant les coefficients du développement de la puissance »*™° d'un

binome. Nous dirons que les racines wu,,u,,...%, de la premiére et les racines
a,b,c,...1 de la seconde sont en involution lorsque

S —a) 1) ... m—1)=o,

la somme étant étendue aux »! permutations des nombres a, b, ..., ou aux »!
permutations des nombres %, us, ..., u,. Cette condition s'exprime aisément au
moyen des coefficients des équations, puisque le premier membre est une fonction
symétrique des racines de chaque équation, on obtient ainsi

Aot A fi+ 2 fot o+ A fi=0.

Si I'on marque les points du plan dont les affixes sont les racines des deux
équations, une des propriétés géométriques d'un systéme de quatre points en
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involution est encore vraie: tout domaine circulaire contenant les points de 1'un
des groupes contient au moins un point de l'autre ‘groupe.’

On retrouve la méme condition lorsqu’on veut exprimer que le polynome
F(u4) peut se mettre sous la forme d'une somme de puissances »*®¢ des binomes
relatifs aux racines a, b, ..., 1 du second polynome.

Fuy)=A(u—a)+Bu—>by+ --- + Lu—1y,

A, B, ..., L étant des constantes. Pour que cette identité soit possible, il faut

que les systémes de racines soient en involution, c’est-d-dire que l'on ait
hotdifiths fot -+ 4 fi=o0.

Nous avons supposé dans ce qui précéde que les nombre a, b, . . ., I étaient distinets.
Dans le cas des racines multiples, il faut, dans la somme Z, répéter les termes

égaux autant de fois qu'ils se présentaient quand les racines étaient distinctes.
Si a est racine d'ordre de multiplicité e, le terme

(u,—a) (ug—a) ... (4a—a) (Ue+1—0) . .. (us—1)

doit étre répété ¢! fois.
De méme, la représentation de ¥ (u) au moyen d'une somme de puissances
de binomes doit étre modifiée; il faut écrire

Fuwy=Awu—a)+Bu—a) '+ - +Hwu—a) "1+ Ku—b+ -+ Lu—1,

lorsque la racine a a l'ordre de multiplicité «.
En particulier, si tous les nombres a, b, ¢, ..., [ sont égaux, la relation
d'involution devient

v! (u,—a)(uy—a) ... (u,—a)=o,

elle exprime que a est racine de F'(u); d'ailleurs dans ce cas, ce polynome se met
sous la forme
F(uwy=A(u—a)’+Bu—a)~'+ - + L(u—a).

Enfin, il peut arriver que certains des nombres a, b, ¢, ..., ! soient infinis. Il
sufit de supprimer les binomes correspondants dans la somme 2 ou dans la

représentation de F'(x) au moyen de puissances »*@*. La condition

! G. SZEGO, Bemerkungen zu einem Satz von J.H, Grace (Mathematische Zeitschrift, 1922, p. 29).
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2.0+111_/I1+ o +waw=0

donnera la nouvelle condition en supposant nuls les derniers coefficients ;. On
vérifie aisément ce résultat soit par un passage a la limite, soit par un calcul
direct.

21. On dit qu'une fonction multiforme #(z) & » déterminations est algébroide
entiére dans un domaine (1)) lorsque les » déterminations u,, u,, ... u, de cette

fonction correspondant a4 un point # de ce domaine vérifient une équation
Flz, y=w+file)w 1+ - +fi(e)=0

dont les coefficients fi(z) sont holomorphes dans le domaine ouvert (D). Si ce
domaine comprend le plan tout entier, on dit que u(2) est une fonction algébroide
entiére. Soit une équation de degré » i coefficients constants

how—Cody w7+ Co w2+ -« +(—1) Av=0,

dont les racines, distinctes ou non, sont @, b,...,l. Les valeurs de z pour les-
quelles les déterminations u,, u,, ..., u, de la fonction u(z) sont en involution par

rapport aux nombres &, b, ..., [ sont données par 1'équation
A+Afile)+ - + A file)=0.

Lorsque cette équation n'a qu'un nomhre fini de racines dans le domaine (D),
nous dirons que l'involution est exceptionnelle dans ce domaine ou que le systéme
(a, b, ..., 1) est exceptionnel dans le domaine. En particulier, dire que (a, a, ..., a)
est un systéme exceptionnel dans le domaine (D) revient i dire que a est une
valeur exceptionnelle pour «(z) dans ce domaine. On voit que, & toute involu-
tion exceptionnelle pour l'algébroide u(z) correspond une combinaison exception-
nelle pour le systéme des » fonctions holomorphes f(2), f3(2), ..., fo(2). Si on
remplace le systéme f}, f;, ..., /v par un systéme g,, g;, - - -, g» de la méme classe,
nous savons que le nombre des combinaisons exceptionnelles demeure le méme.!
Nous dirons que deux algébroides définies dans le domaine (D) sont de la méme
classe lorsque les systémes des coefficients des équations qui les définissent sont
deux systémes de méme classe. Une classe d'algébroides & v déterminations est
obtenue a partir de 'une d’elles, en faisant sur les coefficients de l'équation qui

! Pour les combinaisons exceptionnelles du premier type, on doit supposer que ce sont des
formes linéaires indépendantes, car toute combinaison du premier degré de plusieurs combinaisons
exceptionnelles du premier type est encore une combinaison exceptionnelle du méme type.

20—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 16 avril 1926.
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la définit une substitution linéaire réversible quelconque a coefficients constants.
Nous allons voir que les involutions exceptionnelles jouent, par rapport aux fonc-
tions multiformes, un réle semblable a celui que jouent les valeurs exceptionnelles
par rapport aux fonctions uniformes.

22. Supposons que les fonctions fi, f;,. . .,.f» soient des fonctions entiéres
de z et que le domaine (D) comprenne tout le plan. Nous supposons aussi que
ces fonctions mne soient pas toutes des polynomes, c'est-d-dire que u(z) n'est pas
une fonction algébrique.

Puisque, & chaque involution exceptionnelle correspond une combinaison excep-
tionnelle pour le systéme f,, f;,..., />, il suffit de nous reporter aux résultats du
§ 2 pour obtenir la proposition suivante dans laquelle I'expression »involutions
exceptionnelles distinctes» signifie »involutions correspondant a des combinaisons
distinctes».

Théoréme. Le nombre des involutions exceptionnelles d’une fonction algébroide
entiére ne peut dépasser 2v—1, v désignant le nombre des déterminations de cette
SJonction. Il ne peut exister plus de v—1 involutions exceptionnelles distinctes du
premier type, ne plus de v involutions exceptiomnelles distinctes du second type.

En particulier, il peut arriver que certaines de ces involutions correspondent
a des groupes (a, b,...,1) dont tout les termes sont égaux; dans ce cas, la valeur
a est une valeur exceptionnelle au sens habituel de ce mot. On voit que le
nombre maximum des valeurs exceptionnelles est 2»—h—1, en désignant par hle
nombre des involutions exceptionnelles.! §'il n y a pas d’involutions ordinaires,
le nombre maximum des valeurs exceptionnelles est 2»—1: il n'y a pas besoin
d’ajouter dans ce cas que les involutions soient distinctes, car tous les déterminants
sont des déterminants de Van der Monde différents de zéro. Nous retrouvons
ainsi un théoréme démontré par M. Rémounnos.? Mais on voit en méme temps qu'il
n'y a pas lieu de distinguer entre les valeurs exceptionnelles et les involutions
exceptionnelles. Pour toutes les algébroides d'une méme classe, le nombre des vnvolu-
tions excepfz'onnelles distinctes est le méme. Si pour 1'une d’elles se présentent des

! La valeur infinie n'est pas comptée comme valeur exceptionnelle.

? Sur les zéros d'une classe de fonctions transcendantes (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse 2¢ s. t. VIII, 1903). Récemment, M. VAROPOULOS a complété ce théoréme en montrant
que le nombre maximum de valeurs exceptionnelles est ¥ +%, h désignant le nombre des relations
linéaires distinctes & coefficients constants entre les fonctions f;: Sur le nombre des valewrs excep-
tionnelles des fonctions multiformes (Comptes Rendus t. 177, p. 306, 1923; Bulletin de la Société
Math. de France t. LIII, 1925, p. 23—34).



Sur les familles complexes et leurs applications. 155

valeurs exceptionnelles proprement dites, ces valeurs ne sont plus exceptionnelles,
en général, pour une autre algébroide de la classe et donnent lieu a des involu-
tions exceptionnelles ordinaires.

Le nombre maximum 2»—1 peut étre atteint, comme le montre 1'équation
P, (u)+ € Q-1 (u)=o0,

dans laquelle P, et @,—; sont des polynomes de degré » et »—1 dont toutes les
racines sont distinctes et n’ayant aucune racine commune. Dans ce cas particu-
lier, toutes les algébroides de la classe définie par 'algébroide précédente ont 2»—1
valeurs exceptionnelles.

23. Nous allons maintenant définir I'ordre d'une valeur exceptionnelle. Nous
dirons qu'un nombre @ est une valeur exceptionnelle d’'ordre « iorsque cette valeur

a est exceptionnelle pour les algébroides définies au moyen de
F(z,u), F (2,%), F,(z,u),..., u‘f,__ll)(z, u).

On peut dire encore que le polynome F(z, u) est en involution avec les polynomes

(w—ay, (u—ay=, ..., (u—af=*;
ou encore que le systéme (u,, %,,..., 4,) est en involution avec les « systémes
(@a,a,a,...,a), (0,a,a,...,a), (©, ©,a,...,a),....

En particulier, une valeur exceptionnelle d'ordre v se traduit par » combinaisons

exceptionnelles entre les fonctions f, /;,. .., /v formant un tableau triangulaire.
Lorsqu'une algébroide admet des valeurs exceptionnelles a, b, ..., ! d'ordres
respectifs «, #,..., 4 avec la condition a+f+ - +4=y, les » combinaisons excep-

tionnelles sont distinctes, car le déterminant des coefficients est égal & un produit
de puissances des différences a—b, a—c,..., k—I. Lorsque la somme des ordres
de multiplicité dépasse », » combinaisons exceptionnelles ne sont pas nécessaire-
ment toujours distinctes quand les nombres a, b, ..., [ vérifient des relations par-

ticuliéres. Considérons par exemple 'algébroide définie par 1'équation

W1 (@) u-tfild=o

et supposons qu’'elle admette @ comme valeur exceptionnelle d'ordre 2, b et ¢
comme valeurs exceptionnelles d’ordre un; nous aurons les combinaisons excep-

tionnelles
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at+ fia+f;,
2a+f1',

B+ /1 b+ 15,
c+fietfy;
les trois derniéres seront distinctes si 2a—b—c n’est pas nul; elles ne seront pas
. b o Tos Kl
distinctes lorsque a= %; par exemple, l'algébroide #*+ u ¢*— 1=0 admet 0 comme

valeur exceptionnelle d'ordre deux, 1 et —1 comme valeurs exceptionnelles d’ordre
un. Dans le cas ol les valeurs exceptionnelles d'ordre de multiplicité supérieurs
8 wun donnent lieu & des combinaisons exceptionnelles distinctes lorsqu'on prend
» ou »+1 d'entre elles, on peut dire que la somme des ordres de multiplicité des
valewrs exceptionnelles ne peut dépasser 2v—1.

24. Lorsque l'on a une famille de fonctions algébroides d'ordre v, les coeffi-
cients forment une famille de systémes de » fonctions fi; f;,.. ., f». Sila famille
des systémes est normale et bornée dans le domaine (D) considéré, de toute suite
infinie de systémes, on peut extraire une suite partielle convergeant uniformément
vers un systéme de » fonctions

Fofoady

bornées dans le domaine (D); considérons la fonction algébroide u* d’ordre » dé-
finie par 1'équation:
W+ iUt 1 fr=0.

Pour une valeur déterminée de z, cette fonction a » valeurs ], u;, ..., u, et
ces valeurs sont les limites des valeurs prises au méme point z par les algébroides
dont la suite correspond & la suite convergente des systémes fi, f;, ..., fy: c'est
une conséquence immédiate du théoréme sur la continuité des racines d'une équa-
tion algébrique. La convergence est d’ailleurs uniforme autour de chaque point
z, et par conséquent dans tout domaine complétement intérieur & (D). Nous
dirons dans ce cas, avec M. Rémounnos!, que la famille des algébroides est normale
dans le domaine (D). Par exemple, si les diverses déterminations de u(z) sont
bornées dans le domaine, la famille est normale.

Lorsque la famille complexe n’est pas bornée, elle peut étre normale sans

! Sur les familles de fonctions multiformes admettant des valeurs exceptionnelles dans un
domaine (dcta Math., t. 37, 1914 p. 241—300); Sur les familles et les séries de fonctions multiformes
dans un domaine (Annali di Matematica, s. 3, t. XXIII, p. 1—24).
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que les algébroides aient une algébroide limite; et réciproquement, les algébroides
peuvent avoir une limite sans que la famille complexe soit normale.
Prenons, par exemple, les algébroides définies par

ut+t 22" u+ 2"=o,
n étant un entier positif; la famille complexe

ﬁ::z"zn, j;}=2"

I b rd -3 y 3 .
est normale dans le cercle |¢—1|< s Or, l'algébroide n'a pas de limite, comme

. . . I
on le voit sur l'équation aux inverses v= —,
u

1
vi+2"v+ —=o0.
2"

De méme, les algébroides

uit2h Myt 2"=0

ont pour limite I'infini lorsque |z|<1; or, dans ce domaine, la famille complexe
J1, o n'est pas normale.

Nous nous bornerons donc 4 l'étude des familles d’algébroides qui demeurent
bornées. Nous avons vu, au § 6, qu'une famille complexe f;, f;, - . ., /» est normale
lorsqu’elle admet 2» combinaisons exceptionnelles formant deux tableaux triangu-
laires dont 1'écart demeure supérieur & un nombre positif fixe. Or, l'existence d'une
valeur exceptionnelle d’ordre » pour l'algébroide

w+fiw 4+ fy=0

entraine I'existence de » combinaisons exceptionnelles formant un tableau triangu-
laire. §'il y a deux valeurs exceptionnelles a et b d’ordre de multiplicité », I'écart
des deux tableaux triangulaires correspondant sera, pour chaque point 2z, le plus
petit module des différences

Fle,b)—F(z, a), F, (2,b)—F,(z, a),

[F,z D) —Fale, ), = [Fo e, )—FL2 e, a)].

(v—2)!

Fixons, par exemple, les valeurs de f,, f;, ..., /» pour z=o0; soient
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fimayta et
So=bo+b 2+ -,
fr=l+1l 2+
nous supposerons donc fixes les nombres a,, b,,..., l,. Supposons encore qu'au-

cune des différences
Flo,b)—F(o,a)=b" —a’+a,(b* 1—a" N+ by (0 2—a* )+ - +ko(b—a),
F. (0, b)—F, (0, a)=» (b '—a )+ (r—1) gy (b*"2—a*"3)+ - - +2ky (b—a),

v(v—1)
1.2

I

—2)! ®*—a?)+ (v—1)a,(b—a)

[F 2, = F5A (0, a)] =
ne soit nulle, alors, l'écart des deux tableaux reste supérieur a un nombre fixe.

- On obtient ainsi le théoréme suivant.

Théoréme. On considére la famille des algébroides
Flz, wy=w+fiw '+ - +f,=o0,

définies dans un cercle (C), |z|<R et telles que les v déterminations de w & U'origine
sotent fixes. Si chaque algébroide admet les deux valeurs o et 1 comme valeurs ex-
ceptionnelles d’ordre v, et st Uécart & Uorigine des tableaux correspondants m'est pas
nul, cette famille est normale et bornée. Dans le cercle |z|<OR, on a

|u(z)|<.Q(a0, bOa Ly lOv 0)

ay, by, - - -, Uy étant les valewrs de f,, fs, . .., fv pour 2=o0.

Ce théoréme constitue une extension aux algébroides du théoréme de M.
Schottky sur les fonctions uniformes admettant deux valeurs exceptionnelles. Pours
»=1, on retrouve d’ailleurs le théordme de M. Schottky. La condition que 1'écart en
un point particulier reste supérieur 4 un nombre positif est indispensable. Par exem-
ple, les algébroides définies par P(u)=e"?, o P(u) est un polynome de degré » a
coefficients constants dont les racines sont distinctes, ne forment pas une famille
normale dans tout domaine comprenant l'origine: elles admettent ¥ valeurs excep-

tionnelles d’ordre ».
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Toute famille d'algébroides de la méme classe que la famille ¥ est une famille
normale et bornée. Mais, pdur une famille arbitraire de cette classe, il n y aura pas
en général deux valeurs exceptionnelles d'ordre », mais 2 combinaisons exception-
nelles pouvant se ramener, par une substitution linéaire, & deux tableaux triangulaires.

On peut toujours supposer que les valeurs exceptionnelles soient o et 1 en
effectuant au besoin sur % une substitution linéaire. _

Le théoréme précédent conduit & une proposition formant une extension, aux
familles d’algébroides, du théoréme de M. Landau sur les fonections uniformes
admettant deux valeurs exceptionnelles.

Supposons en effet que l'un des nombres ay, b;, ..., [; soit fixe et non nul:
soit, par exemple, a,. Les fonctions f;(¢) forment une famille normale et bornée
dans le cercle (C) et I'on a

@<y 2;

done

Dans les conditions énoncées au théoréme précédent, ¢l existe un nombre Ry ne dépen-
dant que de a,, by, . . ., L, et de a0 tel que, & Uintérieur d'un cercle de centre origine
et de rayon supériewr & R, ou bien la fonction u (2) cesse d’'étre algébroide & v branches,
ou bien U'une des valeurs o ou 1 cesse d'étre exceptionnelle d'ordre v.

On peut remarquer que, fixer les valeurs de f}, fs, . . ., fv & 'origine, revient
a fixer les » déterminations de l'algébroide pour z=o0.

On peut aussi, au lien de se donner a,, fizer la valeur de f,(¢) en un point
2,%40; ou encore se donner une des fonctions symétriques élémentaires des valeurs
de # en z,: par exemple, on pourra se donner la somme de ces valeurs pourvu
gu'elle soit différente de —a,.

25. Tes résultats précédents comportent des extensions diverses. Il est
clair que toutes les circonstances permettant d’affirmer 1'existence, pour une algé-
broide, de deux tableaux triangulaires distincts formés par des combinaisons excep-
tionnelles des coefficients de 1'équation qui définit cette algébroide, conduisent a
des énoncés du méme type que ceux du paragraphe précédent.

Par exemple, au lieu de supposer qu'une valeur a est exceptionnelle d’ordre
o, on peut supposer qu'elle est exceptionnelle pour les algébroides définies par
les polynomes en u:

F(z,u), 4F(z,u), £2F(e,u), ..., 4 Flz, u);
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A, 42 ..., 4°7 étant les différences d’ordre 1, 2, ..., (@—1), de la suite
Fle,u), Fle,u+h), Fleg,u+2h), ..., Flz, u+(@—1)h).
On peut aussi supposer qu'il existe des valeurs a, b, ..., ! respectivement excep-

tionnelles pour les algébroides définies par
Fu,ez), Flu,z2),..., Fo 9 (u,z).

Remarquons enfin que, dés qu'une algébroide admet » combinaisons exception-
nelles, il existe dans la méme classe une algébroide admettant une valeur excep-
tionnelle d'ordre ».

Supposons en effet que 1'algébroide
w+fiuw 4+ fi=0
admette les » conbinaisons exceptionnelles distinctes

g, =Ay+AL L+ S
gy =A+ A fi+ -+ L,

Go=A+ A fi+ -+ S
I'algébroide
,uv_*_gluv—l_*_ - +gv:O

est de la méme classe et elle admet la valeur zéro comme valeur exceptionnelle
d'ordre ».

On peut aussi, dans ce qui précéde, supposer que les involutions soient rela-
tives 4 des équations algébriques ou méme & des algébroides. Il suffit de suppo-
ser que les coefficients 4,, 4, ..., A, soient des polynomes ou des fonctions entiéres
croissant moins vite que les fonctions fi, f;, ..., f». En particulier, si 'équation

b C hog w4+ (— 1) B0

a ses racines égales nous aurons un polynome exceptionnel, ou une fonction
entiére exceptionnelle.

26. Nous avons étudié dans les paragraphes précédents des algébroides
entiéres. Si le coefficient de w* est une fonction holomorphe £, (¢) qui peut s’annuler

dans (D), nous aurons une algébroide non entiére définie par
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Sow+fiw 1+ +f,=o0.
§'il existe une combinaison exceptionnelle
go=kofotdifi+ -+ fs,

nous aurons dans la méme classe une algébroide entiére. Supposons en effet que
lI'un des coefficients non nuls soit 4. ILa substitution

Ji=g; (i+k), Jo=9x,

1
Je= E (90— R0 91— gi— " —Av gl

conduit & une algébroide v définie par I'équation
G+ g " gy v -+ gpoF+ - 4 g,=0,

qui est une algébroide entiére, et a laquelle on peut appliquer les résultats précé-
dents. En particulier, si la premiére algébroide admet une valeur exceptionnelle

T 1 . . . . .
a, la substitution v= p conduira aussi & une algébroide entiére.

21—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 16 avril 1826.



