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A. Einleitung.

1. Die vorliegende Abhandlung schliesst sich an an eine in selbiger Zeit-
schrift Band 40 vom Verfasser verdffentliche Abhandlung, die Abhandlung 11 der
Serie.!

In dieser Abhandlung IT wurde an erster Stelle die Fundamentalabbildung
jedes mehrfach (auch unendlich-vielfach) zusammenhingenden schlichten Berei-
ches begriindet mittels eines als Schmiegungsverfahren bezeichneten, auf unend-
lich oft wiederholter Anwendung von Quadratwurzeloperationen beruhenden Ver-
fahrens. Diese Fundamentalabbildung war eine unendlich-eindeutige Abbildung,
indem jedem Punkte des gegebenen Bereiches unendlich viele Punkte der Funda-
mentalkreisfliche, jedem Punkte dieser Kreisfliche umgekehrt ein und nur ein
Punkt des gegebenen Bereiches entsprach.

Gegenwirtig wollen wir nun den allgemein vorgelegten endlich-vielfach
m-fach zusammenhéingenden schlichten Bereich B solchen eineindeutigen konformen
Abbildungen unterwerfen, durch welche derselbe in gewisse Bereiche spezieller ein-
facher Gestalten (charakteristische Bereiche) ubergefiihrt wird.

Zu diesen von uns hier in Betracht zu ziehenden charakteristischen Bereichen
gelangen wir durch Zugrundelegung entweder eines parabolischen oder eines ellip-
tisch-hyperbolischen Orthogonalsystems wvon Kreisen. Im parabolischen Falle legen
wir das Orthogonalsystem in seiner durch lineare Transformation erhiltlichen ein-
fachen Gestalt als orthogonales Geradensystem aller Geraden parallel der Achse des
Reellen oder Imagindgren zu Grunde. Der unendlich ferne Punkt ist dann der
Houptpunkt dieses Orthogonalsystems. Im elliptisch-hyperbolischen Falle hinge-

! » Abhandlungen zur Theovie der konformen Abbildung, I1: Die Fundamentalabbildung Uelie-
biger mehrfach zusammenhdngender schlichter Bereiche nebst einey Anwendung auf die Bestimmung
algebraischer Funktionen zu gegebener Riemannscher Fldche»; Acta Math. t. 40, pag. 251—290. Die
Abhandlung IIT der Serie, betitelt »Der allgemeine Fundamentalsatz der konformen Abbildung
nebst einer Amwendung auf die konforme Abbildung der Oberfliche einer kovperlichen Ecke», ist im
»Journ. f. Math.» t. 147 (S. 67—104) erschienen.
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gen wird das System durch lineare Transformation auf die Form eines gew6hn-
lichen Geradenbiischels mit zugehorendem konzentrischem Kreisbiischel gebracht. Als
Hauptpunkte des Systems wihlen wir die Punkte o und «. Ausser den bereits
dem Orthogonalsystem angehirenden Linien werden weiter unten noch die zu
denselben isogonalen Trajektorien herangezogen, welche beim parabolischen System
ihrerseits Geraden sind, beim elliptisch-hyperbolischen System jedoch logarithmische
Spiralen. Wir erhalten so im ersten Falle das System I" aller Geraden der Ebene,
im zweiten Falle, allgemein zu reden, ein von simtlichen logarithmischen Spiralen
mit dem Nullpunkte und dem unendlich fernen Punkte als asymptotischen
Punkten gebildetes Liniensystem 3, welches die Geraden und Kreise des Ortho-

gonalsystems als Spiralen der Neigung null bzw. g enthilt. Der Neigungswin-

kel wird dabei aufgefasst als der Winkel, unter welchem die betreffende Spirale
das Geradenbiischel selbst schneidet. Je nachdem ob es sich um eine im einen
oder anderen Sinne um den Nullpunkt gewundene Spirale handelt, werden wir
den Neigungswinkel positiv oder negativ erkliren.

Die verschiedenen charakteristischen Bereichtypen, welche wir in dieser Abhand-
lung allein in Betracht ziehen wollen, ergeben sich aus dem Liniensystem I' bzw.
2 dadurch, dass wir aus diesem System, wenn m die Anzahl der Begrenzungs-
linien des abzubildenden Bereiches B ist, m Linien ausscheiden, die sich gegen-
seitig nicht treffen und deren einzelne ganz in einer und derselben Linie des Sy-
stems I" bzw. I enthalten ist. Wir unterscheiden dabei hier im ganzen finf Katego-
rieen von Bereichtypen.

Fiir die Bereichtypen der vier ersten Kategorieen ist im Gegensatz zu denen
der fiinften Kategorie charakteristisch, dass keine Begrenzungslinie durch einen
Hauptpunkt des Systems hindurchgeht noch in einem solchen endigt. Eine Gerade
kann auf diese Weise lediglich eine endliche geradlinige Strecke (geradliniger
Sehlitz) liefern, eine Spirale lediglich einen endlichen spirallinigen Schlitz, hingegen
ein Kreis entweder einen unvollstindigen Kreisbogen (kreisformiger Schlitz) oder
aber diese Kreislinie selbst in ihrer Vollstindigkeit. (Kreislinige Begrenzungen
kénnen nach den getroffenen Festsetzungen lediglich dem System 3 entnommen
werden). KEs ist ferner klar, dass, sofern iiberhaupt vollstindige Kreislinien an
der Begrenzung eines charakteristischen Bereichs (der vier ersten Kategorieen)
teilnehmen, diese Kreislinien entweder in der Zahl 1 oder 2 auftreten. Der Haupt-
punkt des parabolischen Systems ist stets innerer Punkt des charakteristischen Be-
reichs. Hingegen sind die Hauptpunkie des elliptisch-hyperbolischen Systems dann
und nur dann innere Punkte, wenn keine vollstindige Kreislinie an der Begren-
zung des charakteristischen Bereichs teilnimmt. Andernfalls erscheinen einer oder
beide Hauptpunkte vom Inneren des charakteristischen Bereichs ausgeschlossen.
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Die erste Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen
nur Linien einer und derselben Schar des Orthogonalsystems selbst bei der Bil-
dung der Begrenzungslinien teilnehmen. (Figg. 1 bis 5, Pag. 311.)

Die zweite Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel-
chen beide Scharen des vollstindigen Orthogonalsystems (unter Ausschluss seiner
isogonalen Trajektorien) bei der Bildung der Begrenzungslinien beteiligt sind.
(Figg. 6—9, Pag. 312.)

Die dritte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel-
chen die Begrenzungen von lauter gleichgeneigten, isogonalen Trajektorien des
Orthogonalsystems (Geraden im parabolischen Falle, wirkliche Spiralen im ellip-
tisch-hyperbolischen Falle) gebildet werden. (Figg. 10, 12, Pag. 335.)

Die vierte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen
die Begrenzung einem System gleichgeneigter isogonaler Trajektorien des Orthogonal-
systems und deren orthogonalen Trajektorien entstammt (Geraden im parabolischen
Falle, wirkliche Spiralen im elliptisch-hyperbolischen Falle). (Figg. 11, 13, Pag. 335.)

Die finfte Kategorie schliesslich bilden diejenigen in grosser Mannigfaltigkeit
vorhandenen charakteristischen Bereiche (im ganzen sechsundzwanzig), zu welchen
man gelangt, wenn man Begrenzungslinien durch die Hauptpunkte hindurchgehen
lasst. Die Anzahl dieser besonderen Begrenzungslinien ist im parabolischen Falle
stets gleich 1, im elliptisch-hyperbolischen Falle gleich 1 oder 2 wegen der zwei
dann vorhandenen Hauptpunkte. Diese beiden Hauptpunkte kénnen jedoch auch
auf eine und dieselbe Begrenzungslinie fallen. Eine einen Hauptpunkt enthaltende
Begrenzungslinie des charakteristischen Bereichs ist stets gradlinig, ndmlich ent-
weder eine vollstindige Gerade oder ein geradliniger endlicher oder unendlicher
Schlitz, in welch letzterem Falle der Schlitz entweder durch den unendlich fer-
nen Punkt hindurch gefiihrt sein oder in dem unendlich fernen Punkte endi-
gen kann.

Die Figuren 14—19 (S. 340) zeigen die sechs hierher gehorenden parabolischen
Bereichtypen. Entsprechend zeigen die Figuren 20—39 (S. 342, 343) die im ganzen
moglichen zwanzig hierher gehérenden elliptisch-hyperbolischen Bereichtypen.

2. Was die Methode der Behandlung der im Vorstehenden charakterisierten
Abbildungsaufgaben anbetrifft, so ist fiir uns massgebend der Grundsatz rein
funktionentheoretischer Methodik im Sinne der reinen Pofenzreibentheorie. Die-
ses hindert nicht, dass wir an Stelle der Abbildungsfunktion f(z) in den Fillen
von parabolischem Typus die Potentialfunktion

u =R {f(2)} = Reeller Teil von f(z),

in den Fillen von elliptisch-hyperbolischem Typus die Potentialfunktion
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u=R{log f(2))-=log|f(2)]

betrachten. Es handelt sich dann in den einzelnen Fillen darum, die betreffende,
durch bestimmte charakteristische Eigenschaften definierbare Potentialfunktion
u aufzufinden.

Hierzu machen wir die Fundamentalabbildung des abzubildenden Bereichs
B bezw., in den Fillen von Schlitzbereichen mit zueinander orthogonalen Be-
grenzungslinien, einer aus dem Bereiche B unter Hinzunahme seiner Riickseite
in gewisser Weise entstehenden Doppelfliche B auf eine ;-Ebene; und zwar lassen
wir, zum Unterschiede von Abhandlung IT, an Stelle der Fliche des Einheits-
kreises eine obere -Halbebene (Halbebene oberhalb der Achse des Reellen) tre-
ten, sodass die Fundamentalgruppe von lauter reellen Substitutionen gebildet
wird. Die zu bestimmenden Potentiale u werden nun in ihrer Uberpflanzung
in der {-Ebene durch Bildung unendlicher Reihen gewonnen. Die dabei in Be-
tracht kommenden Reihen sind von der Art, wie sie H. WEBER in der Abhandlung
»Ilin Beitrag zu Poincarés Theorie der Fuchsschen Funktionen» (Gott. Nachr. 1886)
und gleichzeitig in allgemeinerer Weise ScHoTTKY in der Abhandlung »Uber eine
spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen Transformation ihres Argu-
ments unveriandert bleibt> (Journal fiir Mathematik, Bd. 101, S. 227—272) ge-
bildet und untersucht hat. Dieselben werden hier, den vorliegenden beson-
deren Verhiltnissen entsprechend, auch in besonderer anschauungsmissiger Weise
eingefiihrt.

In § 5 machen wir eine Anwendung der ersten gewonnenen Abbildung (Ab-
bildung auf eine in konzentrischen Kreisbégen anfgeschlitzte Kreisringfliche)!
zur Ermittelung der eineindeutigen konformen Abbildungen eines mehrfach zusam-
menhéngenden Bereichs auf sich selbst. Insbesondere gilt es hier, wenn der Zu-
sammenhang grosser als 2 ist, den Endlichkeitsbeweis zu erbringen, dass es niam-
lich- eine von der Zahl m allein abhingende obere Schranke gibt fiir die Anzahl
aller moglichen derartigen Abbildungen eines und desselben Bereichs in sich.
Fiir beliebige dreifach zusammenhiingende schlichte Bereiche liefert die Abbildung
auf die entsprechende Schlitzfigur unmittelbar die Tatsache der verborgenen ana-
lytischen Symmetrie solcher Bereiche.

Der Kreis der in vorliegender Abhandlung behandelten Abbildungsaufgaben

! Dieser charakteristische Bereich ist ein Normalbereich, d. i. fiir uns ein charakteristischer
Bereich, welcher, von linearen Transformationen abgesehen, nur auf endlich viele Weisen so
bestimmt werden kann, dass er einem beliebig gegebenen, allgemein begrenzten Bereiche im
Sinne eineindeutiger konformer Abbildung #quivalent wird. Jeder schlichte m-fach zusammen.
hingende Normalbereich besitat 3 m — 3, im Falle m = 2 jedoch nur einen wesentlichen Para-
meter (Moduln).
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gestattet noch wesentliche Ausdehnungen, auf welche einzugehen wir erst in einer
folgenden Abhandlung Veranlassung nehmen werden. Einige Mitteilungen iiker
diese moglichen Erweiterungen haben wir u. a. in drei Noten »Begriindung der
Kontinuitdtsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und Uniformisierung,
Voranzeige, erste, zweite und dritte Mitteilung» (Gottinger Nachrichten, 1912,
1916, 1917) gemacht,?

B. Erster Teil. (§§ 1—8.)

Die Abbildungsaufgaben der beiden ersten Kategorieen

(die Begrenzungslinien der Schlitzbereiche sind vollsiindig einem Orthogonalkreis-
system entnommen und enthalten keinen Hauptpunkt desselben)
mit einer Anwendung (§ 5).

§ 1.

Formulierung der Abbildungsaufgaben der ersten und zweiten Kategorie.

Unsere Absicht ist, fiir den allgemein gegebenen Bereich B wichtige cha-
rakteristische Formen seiner Gestalt zu ermitteln, auf welche jeder derartige
Bereich durch eineindeutige konforme Abbildung gebracht werden kann. Wie
wir bereits wissen, kann jeder Bereich B in einen solchen mit m geschlossenen

! Kinige der hier behandelten Abbildungsaufgaben sind schon friiher, sei es vom Ver-
fasser, sei es von anderen, (potentialtheoretisch) behandelt worden. Die erste Abbildong eines
heliebigen mehrfach zusammenhingenden Bereichg auf einen Schlitzbereich wurde von ScHoTTRY
in seiner Abhandlung »Uber die Wertschwankungen der harmonischen Funktionen zweier reeller
Verinderlichen und der Funktionen eines komplexen Arguments» (Journal f. Math., Bd. 117
insbesondere 8. 248) u. a. ausgefithrt und zwar auf der Grundlage der von uns hier nicht he-
nutzten Scawarz'schen potentialtheoretischen Resultate der Integration der partiellen Differen-
tialgleichung 4 4 = o unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Es war dies
die Abbildung auf eine lings lauter konzentrischer Kreisbigen aufgeschlitzte Vollebene. (Iig.
3, 8. 311) Die Abbildung auf eine von endlichen geradlinigen, untereinander parallelen
Schlitzen begrenzte Vollebene {Fig. 5, S. 311) wurde vom Verfasser in Math. Ann. Bd. 69 (§ 13)
und F. Cecioxt in Circolo Mat. di Palermo (1908) behandelt. Sie findet hereits Erwahnung in
ScrorriY's Dissertation (Journal f. Math. Bd. 83, 8. 330). Auf den Typus 4 (radiale Schlitze) habe
ich selbst zuerst in Gott. Nachr. 1909 (8. 356), auf andere Schlitzbereichtypen (Fig. 9 unten und
allgemeinere Typen) habe ich in Gott. Nachr. 1912 und 1916 (Voranzeigen zur »Begriindung der
Kontinuitatsmethode im Gebiete der konformen Abbildung wnd Uniformisierung») hingewiesen. Den
von zwei zu einander senkrechten endlichen Schlitzen begrenzten zweifach zusammenhidngen-
den Bereich hat Taomar abgebildet (Leipziger Berichte 1905, S. 79 ff. und 1906, 8. 172 ff.).

Wegen Ausdebnung der Schlitztheoreme auf Bereiche unendlich hohen Zusammenhanges
sehe man nach in meinen Abhandlungen »iber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven.
Vierte Mitteilung» und »iber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode» (Gott. Nachr., 1909 bezw.
1910), sowie die dort zitierten Arbeiten von Hiuserr (Gott. Nachr. 1909) und Couvraxr (Disserta-
tion, Gottingen 1910, erschienen in Math. Ann. Bd. 71).
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reguldren analytischen Begrenzungslinien L,, L., ... L, konform transformiert
werden. Wir konnen deswegen annehmen, dass unseren gegenwirtigen Betrach-
tungen ein solcher Bereich zugrunde liegt. Auch konnen wir Bereiche mit punkt-
formigen Begrenzungslinien jetzt ausser Betracht lassen, weil die fiir einen solchen
Bereich zu ermittelnde Abbildungsfunktion iiber diesen Punkt hinaus gemiss dem
Satze IIT Pag. 204 der Abhandlung I (Journ. f. Math. Bd. 145) sich regulir ver-
halten muss und folglich die ganze Fliche ebenso zu behandeln ist, als wenn die
vorhandenen isolierten Begrenzungspunkte innere Punkte des Bereichs wiren.
Zu den von unshier zunichst (§§ 1 u. 2) in Betracht zu ziehenden charakteristi-
schen Gestalten des Bereichs B gelangen wir, wenn wir irgend ein Orthogonalkreissystem

\\\
~
‘ 1) . 2) (. 3>

[ —
/N 7

in der z-Ebene ins Auge fassen entweder mit getrennten Hauptpunkten (elliptisch-
hyperbolisches Kreissystem) oder mit einem einzigen Hauptpunkte (parabolisches
Kreissystem), und wenn wir in diesem System m geschlossene oder ungeschlossene
Linien (Schlitze) ziehen, welche sich gegenseitig nicht treffen und auch keinen
der Hauptpunkte treffen moégen und welche ausserdem einen schlichten m-fach
zusammenhingenden Bereich begrenzen.

Wir unterscheiden auf diese Weise neun charakteristische Gestalien im ganzen
und werden beweisen, dass jeder vorgelegte Bereich B durch eineindeutige konforme
Abbildung in jede dieser charakteristischen Gestalten iibergefihrt werden kann.

Wir teilen die sich ergebenden charakteristischen Gestalten in zwei Katego-
rieen ein, wobei wir die Orthogonalsysteme in ihrer in der Einleitung bezeichne-
ten einfachsten Gestalt (konzentrisches Kreissystem mit zugehdrendem orthogo-
nalem Geradensystem (Hauptpunkte o und o) bezw. Parallelbiischel der Geraden
parallel der Achse des Reellen und zugehdrendes orthogonales Parallelbiischel der
Geraden parallel der Achse des Imaginiren) zugrundelegen.
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Erste Kategorie (A): Von dem zugrunde liegenden Orthogonalsystem nimmt
nur eines der beiden sich durchsetzenden Biischel an der Bildung des Bereiches teil.

A;.  Hyperbolisches Biischel. Das Biischel wird in Form eines Systems kon-
zentrischer Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt angenommen.

1. Kein Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die
Form einer kreisformig geschlitzten Kreisringflicke. Siehe Fig. 1, in welcher m
gleich 4 gewihlt ist.

2. Bin Hauptpunkt liegt innerhald des Bereiches. Der Bereich hat die Form
einer kreisformig geschlitzten gewohnlichen Kreisfliche. (Fig. 2, m = 4.) Der Fall,
in welchem der unendlich ferne Punkt der in den Bereich aufgenommene Haupt-
punkt ist, bietet nicht wesentlich neues dar.

3. Beide Hauptpunkte liegen innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die
Form einer kreisformig geschlitzten Vollebene. (Fig. 3, m =4.)

An. Elliptisches Biischel. Das Biischel wird in Gestalt des Geradenbiischels
mit den Nullpunkt als Zentrum angenommen. In diesem Falle ist unvermeidlich,

Q@ W =

9)

dass die beiden Hauptpunkte dem Innern des charakteristischen Bereichs zuge-
rechnet werden, da jeder einzelne Schlitz auf einer Geraden durch den Nullpunkt
verlaufen muss und, einer oben allgemein gegebenen Vorschrift entsprechend, den
Hauptpunkt selbst nicht enthalten soll. Wir bekommen so

4. Beide Hauptpunkte gehdren zum Innern des Bereichs. Der Bereich hat
die Form einer geradlinig geschlitzten Vollebene. Siehe Fig. 4.

Aur.  Parabolisches Biischel. Das Biischel wird in Gestalt des Systems der
zur Achse des Reellen parallelen Geraden (Parallelbiischel) angenommen. Alsdann
soll gemiss der allgemeinen Vorschrift der unendlich ferne Punkt, d. i. der Haupt-
punkt des Biichels dem Innern des Bereichs angehoren. Wir finden

5. der Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereichs. Der Bereich hat die Form
einer geradlinig und parallel der Achse des Reellen geschlitzten Vollebene. (Paral-
lelschlitzbereich.) Fig. 5.

Zweite Kategorie (B): Beide Biischel des zugrunde liegenden Orthogonalsy-
stems nehmen an der Begrenzung Anteil.
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B Eliptisch-hyperbolisches Kreissystem. Es entstehen aus den charakteri-
stischen Gestalten 1, 2, 3, die charakteristischen Gestalten 6, 7, 8, in welchen die
Anzahl der dem elliptischen und der dem hyperbolischen Kreissystem angehoren-
den Begrenzungslinien beliebig ist. S. Figg. 6, 7, 8.

Bu. Parabolisches Orthogonalsystem. Es ergibt sich aus 5 die Figur o, in
welcher die Anzahl der zur Achse des Reellen, bezw. Imaginiren parallelen
Strecken beliebig bleibt.

Den besprochenen neun charakteristischen Bereichtypen entsprechend stellen
wir nunmehr neun verschiedene Abbildungsaufgaben auf, die wir in folgender
Weise zusammenfassend formulieren:

Formulierung der Abbildungsaufgaben: Es soll der gegebene schlichte Bereich,
B. dessen Begrenzung von m geschlossenen reguléren analytischen Linien gebildet
wird, eineindeutig und konform in jede der charakteristischen Gestalten transformiert
werden, wobei vorzuschreiben ist:

bei Typus 1, welche Begrenzungslinie (L,) in den dusseren und welche Linie
(L,) in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis iibergehen soll;

bei Typus 2, welche Begrenzungslinie (L,) in die geschlossene Kreislinie und
welcher innere Punkt (z,) in den Hauptpunkt (Nullpunkt) iibergehen soll;

bei Typus 3, welcher innere Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher innere
Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt iibergehen soll;

bei T'ypus 4, welcher innere Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher innere
Punkt (z,) in den Punkt « iibergehen soll;

bei Typus 5, welcher Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt iibergehen
soll und welches hierbei die Zuofdnung der in z, und ® liegenden Richtungsele-
mente sein soll;

bei Typus 6, welche Begrenzungslinie (L,) in den #&usseren und welche (L,)
in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis iibergehen soll, ferner welche Be-
grenzungslinien (L,, L,, ..., L) in kreisbogenformige und welche Begrenzungs-
linien (Lz41, ..., Lm) in geradlinige Schlitze libergehen sollen;

bei Typus 7, welche Begrenzungslinie (L,) in die Kreislinie und welcher Punkt
(z,) in den Nullpunkt iibergehen soll, ferner welche Begrenzungslinien (L,, ..., Lz)
in kreisbogenférmige Schlitze und welche Begrenzungslinien (Lg41, ..., Ln) in ge-
radlinige Schlitze iibergehen sollen;

bei Typus 8, welcher Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher Punkt (z,)
in den unendlich fernen Punkt iibergehen soll, ferner welche Begrenzungslinien
(Ly, L,, ..., L) in kreisbogenformige Schlitze und welche Begrenzungslinien
(Lz41, .+« 5 Lm) in geradlinige Schlitze iibergehen sollen;

bei Typus 9, welcher Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt iibergehen

Acta mathematica. 41. Tmprimé le 23 février 1918. 40
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soll und welches hierbei die Zuordnung der in z, und o befindlichen Richtungs-
elemente sein soll, ferner welche Begrenzungslinien (L,, L,, ..., L) in Schlitze
parallel der Achse des Reellen und welche (L41,..., L) in Schlitze parallel der
Achse des Imaginidren iibergehen sollen.

§ 2.
Der Unitdtsbeweis.

Auf die gestellten neun Abbildungsaufgaben fillt ein besonderes Licht durch
die fiir diese Aufgaben geltenden Unitétssitze.

Allgemeiner Unitdtssatz: Die gestellten neun Abbildungsaufgaben gestatten, so-
fern sie iiberhaupt eine Losung besitzen, wesentlich nur eine Losung. Hierbei wer-
den allgemein zwei Losungen als nicht wesentlich verschieden bezeichnet, wenn sie
durch eine Ahnlichkeitstransformation auseinander hervorgehen, d. i. in den
Fallen des elliptischen, hyperbolischen und elliptisch-hyperbolischen Kreisystems
(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8,) sofern sie durch Multiplikation mit einer reellen oder kom-
plexen Konstanten ineinander iibergehen (zentrische Ahnlichkeitstransformation
mit dem Hauptpunkte des Kreissystems als Fixpunkt), hingegen in den Fillen
des parabolischen Kreissystems (s, g), sofern sie durch eine ganze lineare Substi-
tution mit positiven reellen Koeffizienten ineinander iibergehen (allgemeinste
richtungstreue Ahnlichkeitstransformation der Ebene).

Ein Beweis dieses allgemeinen Unildtssatzes ergibt sich aus folgendem
Hilfssatze:

Hilfssatz: Es sei F(z) eine im Bereiche B (mit m geschlossenen reguliren
analytischen Begrenzungslinien) bis in die Begrenzung hinein regulire und ein-
deutige analytische Funktion, welche die Eigenschaft hat, auf jeder einzelnen
der m Begrenzungslinien nur Werte anzunehmen, fiir welche entweder der reelle
Teil oder der imaginire Teil konstant ist; alsdann reduziert sich diese Funktion
auf eine Konstante.

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir noch ausdriicklich, dass fiir eine
und dieselbe zu betrachtende Funkion F(z) zugelassen wird, dass auf einigen
Begrenzungslinien der reelle, auf anderen der imaginire Teil konstant ist. Wir
nehmen nun an, dass F(z) keine Konstante sei. Alsdann wird durch die Funk-
tion F(z) eine konforme Abbildung bewirkt, bei welcher den einzelnen Begren-
zungslinien geradlinigen Schlitze entsprechen, die teils zur Achse des Reellen, teils
zur Achse des Imaginiren parallel sind. Betrachten wir nun die Abbildung in
der Nachbarschaft einer der Begrenzungslinien, so beobachten wir, dass sich ein
dieser Begrenzungslinie anschliessender schmaler Streifen des Bereichs B auf
einen entsprechenden Streifen der Bildebene abbilden wird, und es ist unmit-
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telbar ersichtlich, dass die Gesamtheit der durch den letzteren Streifen be-
deckten Punkte der F-Ebene den betreffenden Schlitz vollstindig einbetten wird,
wobei es iibrigens nichts ausmacht, ob die der Durchlaufung der Begrenzungs-
linie von B entsprechende Durchlaufung des betrachteten Schlitzes in einem
einfachen Hin- und Hergang oder in wiederholten Hin- und Hergéingen auf dem
Schlitze besteht. Wir bemerken in jedem Falle die Tatsache, dass die fiir den
Bereich B (einschliesslich seiner Begrenzung) betrachtete Funktion F (z) auf
keiner Begrenzungslinie dieses Bereichs ein Maximum des absoluten Betrages
ihrer Werte erreichen wird. Dies steht aber im Widerspruch mit dem andern
allgemeinen Satze der Funktionentheorie, dass eine in einem Bereich eindeutige
und regulire analytische Funktion stets auf der Grenze des Bereichs das Maxi-
mum ihres absoluten Betrages erreicht. Dieser Widerspruch 16st sich nur da-
durch, dass angenommen wird, die Funktion F(z) reduziere sich, wie unser
Hilfssatz behauptet, auf eine Konstante. Q. e. d.

Gehen wir nunmehr zur Anwendung des Hilfssatzes zum Beweise unseres Uni-
tatssatzes itber. Wir betrachten dazu zwei voneinander verschiedene analytische
Funktionen F,(z), und F,(z), welche unter genau denselben im Abbildungs-
problem formulierten sonstigen Nebenbedingungen die konforme Abbildung des
Bereichs B auf eine der neun charakteristischen Gestalten liefern. Wir kénnen dann
in den parabolischen Fillen (Figg. 5 u. g) die Funktionen F, und F, durch eine rich-
tungstreue Ahnlichkeitstransformation einer der beiden Ebenen (F -Ebene oder
F,-Ebene) noch in der Weise einander anpassen, dass die Funktion F, (z) — F, (z)
im Punkte z, regulir wird.

Nach diesen speziell auf die Fille 5 und ¢ Bezug nehmenden Vorbe-
merkungen bilden wir nunmehr, den einzelnen Figuren entsprechend, folgende
Funktionen:

1. in allen nichtparabolischen Fillen (1, 2, 3, 4, 6, 7, §) dic Funktion

F iy~ ")

log

2. in den parabolischen Fillen (5 und ) die Funktion
Fi(z) — F,(2) = 0,(2)

und bemerken, dass auf die so gebildeten Funktionen @, (z) und ®,(z) die
Voraussetzungen unseres Hilfssatzes zutreffen. Insbesondere ist auch die Voraus-
setzung der Regularitit bei den Funktionen @, (z) und ®,(z) auf der Begrenzung
des Bereichs B erfiillt: denn jede der Abbildungsfunktionen F,(z) und F,(z)
muss sich, wenn sie zundchst nur fiir das Innere (exklusive Begrenzung) des Be-
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reichs B erklirt gedacht wird, auf jeder Begrenzungslinie von B regulir ver-
halten, nach unseren Entwicklungen iiber Ridnderzuordung in der Abhandlung I
(Journ, f. Math., Bd. 145).

§ 3.

Ubergang von den Abbildungsfunktionen [ (z) zu den zugehorenden charakteristischen
Potentialen u'»).

1. Um im Folgenden die gerade ins Auge gefasste unter den neun Abbil-
dungsaufgaben bequem durch die Bezeichnung selbst kennzeichnen zu kénnen, wol-
len wir nunmehr die betreffenden Funktionen, welche die konformen Abbildungen
des Bereiches B auf die neun charakteristischen Bereiche leisten, der Reihe nach mit

/(l)(z), /(2)(2)’ e, ]’(9)(2)

bezeichnen und die Bezeichnung f(z) lassen fiir die friiher behandelte Abbildung
des Bereiches B auf das volle Innere des Einheitskreises (Fundamentalabbildung).

Wir betrachten nunmehr in den elliptischen, hyperbolischen und elliptisch-
hyperbolischen Fillen an Stelle der eigentlich zu ermittelnden Funktion /) (z) die
Potentialfunktion

u = log| /@ (2)|, [« =1,2,3,4,6,7,8],

d. i. den reellen Teil der Funktion log f@(z); in den parabolischen Fillen jedoch
betrachten wir statt der eigentlich zu ermittelnden Abbildungsfunktion f'¥(z) die
Funktion

uld = R (f@ (z)) = Reeller Teil von fiI(z).

Wir wollen diese Funktionen u als Funktionen in B durch ein System
analytischer Eigenschaften vollstindig charakterisieren, und zwar die Funktionen
w® abgesehen von einer reellen additiven Konstanten, und die Funktionen ¥
abgesehen von einer reellen additiven und von einer positiv reellen multiplikativen
Konstanten.

Das Potential u'" ist eine in B einschliesslich der vollstindigen Begrenzung
eindeutige und regulire Funktion, welche lings jeder einzelnen Begrenzungslinie
einen gewissen (unbekannten) konstanten Wert annimmt und deren konjugierte
Potent~'funktion v lings L, den Periodizititsmodul 2 s, lings L, den Periodizi-
titsmodul — 2t besitzt, lings allen iibrigen Begrenzungslinien jedoch den Perio-
dizitétsmodul null.

Das Potential u® ist eine in B mit Ausnahme des Punktes z; eindeutige und
regulire Funktion, welche im Punkte z, unendlich wird wie log|z—z,|=logr,
und auf jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert annimmt,
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deren konjugierte Funktion +® ferner lings L, den Periodizititsmodul 2 = besitzt,
lings allen iibrigen Begrenzungslinien den Periodizitdtsmodul null.

Das Potential «'® ist eine in B mit Ausnahme der beiden Punkte 2z, und z,
eindeutige und regulire Funktion, welche im Punkte z, wie log|z—z,|=logr,
und im Punkte z, wie —log(z —z,)= —logr, unendlich wird, lings jeder anderen
Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert annimmt, deren konju-
gierte Funktion v® ferner schliesslich lings allen Begrenzungslinien den Periodizi-
tiatsmodul null besitzt.

Das Potential u® ist cine im Bereich B mit Ausnahme der Punkte 2z, und 2z,
eindeutig und reguldr erklirte Funktion, welche in z, unendlich wird wie logr,,
in z, wie —logr,, welche ferner lings des ganzen Randes die normale Ableitung
null besitzt, oder anders ausgedriickt, deren konjugierte Funktion v lings jeder
Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert hesitzt.

Das Potential u*® ist eine in B eindeutige und, abgesehen vom Punkte z,
regulire Funktion, die in 2z, unstetig wird wie r,~1cos (p — ¢,) und lings des
ganzen Randes die normale Ableitung null besitzt, oder anders ausgedriickt, deren
konjugierte Funktion v® lings jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) kon-
stanten Wert besitzt.

Das Potential u'®) ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und regulire
Funktion, welche lings den Begrenzungslinien L,, L,, .. ., L je einen (unbekannten)
konstanten Wert hat, lings den Begrenzungslinien L1, ..., L, die normale Ab-
leitung null oder anders ausgedriickt je einen (unbekannten) konstanten Wert
ihrer konjugierten Funktion 9® hat. Die genannte konjugierte Funktion hat
ferner lings L, den Periodizitdtsmodul 2 7z, lings L, den Periodizitatsmodul — 2 v,
schliesslich langs L,, ..., L, den Periodizititmodul null.

Das Potential u'" ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus-
nahme des Punktes z, regulire Funktion, welche lings den Linien L,, L,, ..., I
je einen (unbekannten) konstanten Wert, lings Ly 41, .. ., L, die normale Ableitung
null, oder anders ausgedriickt, je einen konstanten Wert der zugehérenden konju-
gierten Funktion v besitzt. Diesekonjugierte Potentialfunktion besitzt ferner lings
£, den Periodizititsmodul 27, langs L,, ..., Ly den Periodizititsmodul null.

Das Potential u'® ist eine im ganzen Bereich B mit Ausnahme der beiden
Punkte z, und 2, regulire Funktion, welche in z, unstetig wird wie log r,, in z,
unstetig wie — logr,, welche ferner lings L,, ..., L; je einen (unbekannten) kon-
stanten Wert, lings L1, ..., L, die normale Ableitung null hat oder, anders aus-
gedriickt, je einen (ebenfalls unbekannten) konstanten Wert der konjugierten
Funktion v®. Diese konjugierte Funktion besitzt schliesslich lings L,, . .., L den
Periodizitatsmodul null.
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Das Potential uw® ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus-
nahme des Punktes z regulire Funktion, welche in 2z, unstetig wird wie
r,"leos(p—e,), lings L, ..., L; die normale Ableitung null oder, anders ausge-
driickt, je einen (unbekannten) konstanten Wert der konjugierten Potentialfunk-
tion darbietet, langs Lz41,..., L. hingegen je einen (unbekannten) konstanten
Wert und den Periodizititsmodul null der konjugierten Funktion +® darbietet.

Die in der angegebenen Weise durch Eigenschaften charakterisierten Po-
tentiale M, ..., u® sind durch diese Eigenschaften vollstindig bestimmt bis
auf additive Konstante. Bildet man nimlich die Differenz zweier solcher Po-
tentiale desselben Index, von welchen angenommen wird, dass bei beiden die
dem Index entsprechenden Eigenschaften vorhanden sind, so wird die Differenz
dieser beiden Potentiale ein Potential werden, welches zusammen mit dem zu-
gehorigen konjugierten Potential eine analytische Funktion F(z) liefert, auf
welche die Voraussetzungen des Hilfssatzes Pag. 314 zutreffen, eine Differenz-
funktion, welche sich folglich auf eine Konstante reduzieren muss.

2. Wir wollen uns jetzt noch, bevor wir die Frage nach der Existenz der
Potentialfunktionen «®,...,u® erledigen, iiberlegen, wie wir von den als ge-
funden angenommenen Funktionen u'”[). =1, 2, ..., 9] zu den eigentlich gesuchten
Abbildungsfunktionen f)(z) gelangen, und den Beweis fiihren, dass diese Funktionen
tatsidchlich die gewiinschten Abbildungen leisten.

Die Abbildungsfunktionen werden, wenn mit v in allen Féllen die zu u®
konjugierte Potentialfunktion bezeichnet wird, durch die Ausdriicke geliefert

f@ (z) = ottl@ i pla) [a=1,2,3,4,6,7 8]

[O(z) =ud +iv®  [3=35,0]

Die Existenz der Potentiale v und v wird bei der Art und Weise, wie wir unten
die Funktionen @ und «‘" finden werden, fiir uns nicht problematisch sein,
insofern als wir die Funktionen «!® und %/ unmittelbar oder mittelbar dureh
gleichméssig konvergenfe Reihen mit rationalen oder logarithmischen komplexen
Gliedern finden werden, deren reelle oder imaginire Teile uns sofort konjugierte
Potentiale liefern.

Betrachten wir speziell die durch die Funktion

00 (2) = eut) i)

vermittelte konforme Abbildung. Wir stellen sofort fest, dass die Funktion {4 (z)
in B einschliesslich des ganzen Randes eine regulire und eindeutige analytische
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Funktion ist, die weder dén Wert o, noch den Wert o annimmt, ferner die
Eigenschaft hat, dass die Amplitude ihres Wertes lings L, die vollstindige
Anderung 2, lings L, die vollstindige Anderung — z:r, lings allen iibrigen
Begrenzungslinien jedoch die vollstindige Anderung null erfihrt, ferner die
Eigenschaft, auf allen Begrenzungslinien einen konstanten absoluten Betrag zu
besitzen.

Da die Funktion z' = fV(2) im Bereiche B einschliesslich seiner Begrenzung
regular und eindeutig ist, ist es mdglich, den dadurch gesetzten Vorrat der um-
gekehrten Wertzuordnungen 2z(2') mittels einer endlichen Anzahl von Funktions-
elementen reguliren oder algebraischen Charakters mit 2’ als unabhéngiger Vari-
ablen vollstindig zur Darstellung zu bringen. Das Bild des Bereichs B wird so
ein den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt nicht enthaltendes endlich-
vielblattriges Flichenstiick B' mit héchstens endlich vielen Windungspunkten
sein miissen, dessen vollstindige Begrenzung sich auf hochstens m Kreise K
verteilt, die den Nullpunkt zum Mittelpunkte haben. Aus dem Angefiihrten
folgt schon ohne weiteres, dass das Fliachenstiick B' mit keinem seiner Punkte
ausserhalb des grossten und innerhalb des kleinsten jener Kreise sich erstrecken
kann und dass daher dieser grésste und kleinste Kreis nur als einfache und ohne
Umkehr durchlaufene Begrenzung auftreten kann. Die Vielblittrigkeit des Be-
reichs B' fir jede Stelle der Ebene wird nun nach einem Analysis-Situs-Satz
angegeben durch die fiir die Stelle ermittelt zu denkende Umiaufungszahl der
vollstindigen Begrenzung des Bereichs B’ bei Durchlaufung derselben in posi-
tivem Sinne, wobei der Bereich selbst zur Linken liegt. Diese aber kann in der
Tat sofort festgestellt werden, da die betreffenden Umlaufszahlen fiir den Null-
punkt als Orientierungszentrum bekannt sind. Es ergibt sich insbesondere, dass
jede nicht auf einem Kreise K liegende, zwischen dem kleinsten und gréssten
Kreise. KX befindliche Stelle einfach bedeckt wird. Damit aber ist sofort klar,
dass der ganze Bereich B' e¢in einblittriger Bereich sein muss, wie es ge-
wiinscht wird.

Wir betrachten zweitens den Fall der Funktion

{0 (2) = u® 4 700,

Die Begrenzungslinien von B gehen jedenfalls alle in endliche Schlitze iiber,
von welchen, allerdings nicht ohne weiteres klar ist, dass ibre vollstindige Durch-
laufung in einem einfachen Hin- und Hergang besteht. Dies wird jedoch sofort
klar, wenn wir zeigen konnen, dass die Bildebene bei der durch f* (z) vermittelten
Abbildung in keinem zweidimensionalén Teile mehrblittrig bedeckt werden kann.
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Das aber ergibt sich aus dem Umstande, dass die Annahme einer zweiblittrigen
Bedeckung eines Gebietes ohne weiteres dazu fiihrt, dass auch die Nachbar-
schaft des unendlich fernen Punktes zweibldttrig bedeckt sein muss; denn es
setzen sich die betreffenden zwei Bldtter in Richtung der Achse des Reellen,
wobei keiner der Grenzschlitze passiert wird, notwendig grenzstellenfrei fort.
Nun wird aber die unmittelbare Umgebung des unendlich fernen Punktes nur
einfach bedeckt, weil nur eine Unendlichkeitsstelle erster Ordnung der Funktion
1®(2) existiert. Hiermit ist der Abbildungscharakter der Funktion f® (z) festgestellt,
und es ist wieder klar, das die begrenzenden Schlitze alle getrennt voneinander
liegen und dass ihre vollstindige Durchlaufung in Form eines einfachen Hin- und
Herganges stattfindet.
Fassen wir schliesslich noch das Beispiel der Funktion

1O (2) = u® + 5 p®

ins Auge, in welchem Falle wir zwischen Schlitzen parallel der Achse des Re-
ellen und parallel der Achse des Imaginidren zu unterscheiden haben. Wir wissen
hier von vornherein, dass die Umgebung des unendlich fernen Punktes einfach
bedeckt wird auch von dem Bildbereich B'. Wir kénnen nun den unendlich
fernen Fldchenteil durch einen hinreichend grossen Hilfskreis von B’ abtrennen
und erhalten so einen Bereich B”, der aussen von jenem Hilfskreise, innen von
endlich vielen schlitzformigen Linien begrenzt wird. Nun ist aber wiederum
klar, dass fir jede Stelle der B'-Ebene, welche innerhalb des Hilfskreises liegt
und picht mit einem Begrenzungspunkte von B’ keinzidiert, die Umlaufungszahl
der vollstindigen Begrenzung von B" den Wert 1 hat, welcher Wert eben von
dem Hilfskreis herriihrt. Damit ist gezeigt, dass die Fliche B’ eine iiberall
einblattrige Bedeckung jenes Kreisinneren darbietet und dass somit diese Fliache
nach innen von jenen schlitzférmigen Linien begrenzt wird, deren jede einzelne
in einem einfachen Hin- und Hergang durchlaufen zu denken ist.

§ 4.
Bestimmung des Potentials u'V.

Die Losung aller neun Abbildungsaufgaben ist zuriickgefiihrt auf den Nach-
weis der Existenz der Potentialfunktionen »®,...,u®. Um nun zu diesen zu ge-
langen, werden wir noch gewisse weitere Reduktionen vornehmen. .

Wir beginnen damit, das Potential u!1) zu bestimmen. Dieses Potential ist
auf allen Begrenzungslinien konstant, jedoch sind diese konstanten Werte unbe-
kannt. Sie werden durch die Eigenschaften des Potentials niher Lestimmt, ein
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zugehorendes konjugiertes Potential v zu besitzen, welches lings L, den Perio-
dizititsmodul 27z, lings L, den Periodizititsmodul — 2.r, lings allen iibrigen je-
doch den Periodizititsmodul null hat. Diese letztere Aufgabe erledigt sich, wie
wir sehen werden, verhiltnismissig leicht durch Aufldsung gewisser nicht homo-
gener linearer Gleichungen, sobald es uns gelungen ist, die folgenden m Poten-
tiale zu ermitteln

I(:)[Vx I,2,...,M],

niamlich I(:,) als diejenige in B eindeutige und einschliesslich des Randes regulire

Potentialfunktion, welche lings L, den konstanten Wert 1, lings allen iibrigen
Begrenzungslinien den konstanten Wert o annimmt. Nehmen wir an, dass es uns
gelungen 