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A. Einleitung. 

i. Die vorliegende Abhandlung schliesst sich an an eine in selbiger Zeit- 

sehrift Band 40 vom Verfasser verSffentliche Abhandlung, die Abhandlung lI  der 

Serie. 1 

In dieser Abhandlung II  wurde an erster Stelle die Fundamentalabbildung 

jedes mehrfaeh (auch unendlich-vielfach) zusammenh~ingenden schlichten Berei- 

ches begriindet mittels eines als Sehmiegungsverfahren bezeichneten, auf unend- 

lich oft wiederholter Anwendung von Quadratwurzeloperationen beruhenden Ver- 

fahrens. Diese Fundamentalabbildung war eine unendlich-eindeutige Abbildung, 

indem jedem Punkte  des gegebenen Bereiehes unendlich viele Punkte  der Funda- 

ment alkreisfl~iche, jedem Punkte  dieser Kreisfl~iche umgekehrt  ein und nur ein 

Punkt  des gegebenen Bereiches entspraeh. 
Gegenw~rtig wollen wir nun den allgemein vorgelegten endlieh-vielfaeh 

m-faeh zusammenh~ngenden sehliehten Bereieh B solchen eineindeutigen konformen 

Abbildungen unterwerfen, durch welehe derselbe in gewisse Bereiche spezieller ein- 

faeher Gestalten (charakteristische Bereiche) iibergefiihrt wird. 

Zu diesen von uns bier in Betraeht  zu ziehenden eharakteristischen Bereiehen 

gelangen wir dutch Zugrundelegung entweder eines parabolischen oder eines ellip- 

tisch-hyperbolischen Orthogonalsystems yon Kreisen. Im parabolisehen Falle legen 

wir das Orthogonalsystem in seiner dutch lineare Transformation erhiiitlichen ein- 

faehen Gestalt als orthogonales Geradensystem aller Geraden parallel der Achse des 

Reellen oder lmaginaren zu Grunde. Der unendlich ferne Punkt  ist dann der 

Hauptpunkt dieses Orthogonalsystems. Im elliptiseh-hyperbolisehen Falle hinge- 

i ,,Ablmndlungen zur Theorie der konformen Abbildung, H: Die Fundamentalabbildung belie- 
biger mehrfach zusammenhdngender schlichter Bereiche nebst einer Anwendu~g auf die Bestimmung 
algebraische~" Funktionen zu gegebener Riemannscher Fliiche~ ; Acta Math. t. 4o, pag. 251--29 o. Die 
Abhandlung III der Serie, betitelt ~Der allgemeine Fundamentalsatz der konfOrmen Abbildung 
nebst einer Anwendung auf die konforme Abbildung der Oberfl2iche einer k~Terlichen Ecke~, ist im 
*Journ. f. Math.~ t. 147 (S. 67--Io4 ) erschienen. 
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gen wird das System durch lineare Transformation auf die Form eines gewShn- 
lichen Geradenbi~schels mit zugehSrendem konzentrischem Kreisbi2schel gebracht. Als 
Hauptpunkte des Systems w~ihlen wir die Punkte o und ~. Ausser den bercits 

dem Orthogonalsystem angehSrenden Linien werden welter unten noch die zu 
denselben isogonalen Tra]ektorien herangezogen, welche beim parabolischen System 
ihrerseits Geraden sind, beim elliptisch-hyperbolisehen System jedoch logarithmische 
Spiralen. Wir erhaiten so im ersten Falle das System Faller  Geraden der Ebene, 
im zweiten Fal]e, allgemein zu reden, ein yon s~mtlichen logarithmischen Spiralen 
mit dem Nullpunkte und dem unendlich fernen Punkte als asymptotischen 
Punkten gebiidetes Liniensystem 2 ", welches die Geraden und Kreise des Ortho- 

gonalsystems als Spiralen der Neigung null bzw. _z enth~ilt. Der Neigungswin- 
2 

kel wird dabei aufgefasst als der Winke], unter welchem die betreffende Spirale 
das Geradenbiischel selbst schneidet. Je nachdem ob es sich um eine im einen 
oder anderen Sinne um den Nullpunkt gewundene Spira]e handelt, werden wir 

den Neigungswinkel positiv oder negativ erkl~ren. 
Die verschiedenen charakteristischen Bereichtypen, welche wir in dieser Abhand- 

lung allein in Betracht ziehen wollen, ergeben sich aus dem Liniensystem I" bzw. 
2: dadurch, dass wir aus diesem System, wenn m die Anzahl der Begrenzungs- 

linien des abzubildenden Bereiches B ist, m Linien ausscheiden, die sich gegcn- 
seitig nicht treffen und deren einzeine ganz in einer und derselben Linie des Sy- 
stems F bzw. ~ enthalten ist. Wit unterscheiden dabei hier im ganzen [an/ Katego- 
rieen yon Bereichtypen. 

Fiir die Bereichtypen der vier ersten Kategorieen ist im Gegensatz zu denen 
der fiinften Kategorie charakteristisch, dass keine Begrenzungslinie durch einen 
Hauptpunkt des Systems hindurchgeht noch in einem solchen endigt. Eine Gerade 
kann auf diese Weise lediglich eine endliche geradlinige Strecke (geradliniger 
Schlitz) liefern, eine Spirale lediglich einen endlichen spirallinigen Schlitz, hingegen 
ein Kreis entweder einen unvollst~ndigen Kreisbogen (kreis/Srmiger Schlitz) oder 

aber diese Kreislinie selbst in ihrer Vollst~ndigkeit. (Kreislinige Begrenzungen 
kSnnen nach den getroffenen Festsetzungen lediglieh dem System 2~ entnommen 
werden). Es ist ferner klar, dass, sofern iiberhaupt vollst~ndige Kreislinien an 
der Begrenzung eines charakteristischen Bereichs (der vier ersten Kategorieen) 
teilnehmen, diese Kreislinien entweder in der Zahl I oder 2 auftreten. Der Haupt- 
punkt des parabolischen Systems ist stets innerer Punkt des charakteristischen Be- 
reichs. Hingegen sind die Hauptpunkle des eUiptisch-hyperbolischen Systems dann 
und nur dann inhere Punkte, wenn keine vollst~indige Kreislinie an der Begren- 
zung des charakteristischen Bereichs teilnimmt. Andernfalls erscheinen einer oder 
beide Hauptpunkte veto Inneren des charakteristischen Bereichs ausgeschlossen. 
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Die erste Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen 
nur Linien einer und derselben Schar des Orthogonalsystems selbst bei der Bil- 
dung der Begrenzungslinien teilnehmen. (Figg. i b i s  5, Pag. 3Ix.) 

Die zweite Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel- 
chen beide Scharen des vollst~ndigen Orthogonalsystems (unter Ausschluss seincr 
isogonalen Trajektorien) bei der Bildung der Begrenzungslinien beteiligt sind. 
(Figg. 6--9, Pag. 3Iz.) 

Die dritte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel- 
chen die Begrenzungen yon lauter gleiehgeneigten, isogonalen Trajektorien des 
Orthogonalsystems (Geraden im parabolischen Falle, wirkliche Spiralen im ellip- 
tisch-hyperbolischen Falle) gebildet werden. (Figg. IO, I2, Pag. 335-) 

Die vierte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen 
die Begrenzung einem System gleichgeneigter isogonaler Trajektorien des Orthogonal- 
systems und deren orthogonalen Trajektorien entstammt (Geraden im parabolischen 
Falle, wirkliche Spiralen im elliptisch-hyperbolischen Fa]le). (Figg. i I, x3, Pag. 335.) 

Die ]iin[te Kategorie schliesslieh bilden diejenigen in grosser Mannigfaltigkeit 
vorhandenen charakteristischen Bereiche (ira ganzen sechsundzwanzig), zu welchen 
man gelangt, wenn man Begrenzungslinien durch die Hauptpunkte  hindurchgehen 
l~isst,. Die Anzahl dieser besonderen Begrenzungslinien ist im parabolischen Falle 
stets gleich i, im elliptisch-hyperbolischen Falle gleich i oder 2 wegen der zwei 
dann vorhandenen Hauptpunkte.  Diese beiden Hauptpunkte  kSnnen jedoch auch 
auf eine und dieselbe Begrenzungslinie fallen. Eine einen Hauptpunkt  enthaltende 
Begrenzungslinie des charakteristischen Bereichs ist stets gradlinig, n~imlich ent- 
weder eine vollstgndige Gerade oder ein geradliniger endlicher oder unendlicher 
Schlitz, in welch letzterem Falle der Schlitz entweder durch den unendlich fer- 
nen Punkt  hindurch gefiihrt sein oder in dem unendlich fernen Punkte endi- 
gen kann. 

Die Figuren i4 - - i  9 (S. 34o) zeigen die sechs hierher gehSrenden parabolischcn 
Bereichtypen. Entsprechend zeigen die Figuren 20--39 (S. 34z, 343) die im ganzen 
mSglichen zwanzig hierher gehSrenden elliptisch-hyperbolisehen Bereichtypen. 

2. Was die Methode der Behandlung der im Vorstehenden charakterisierten 
Abbildungsaufgaben anbetrifft, so ist fiir uns massgebend der Grundsatz rein 
funktionentheoretischer Methodik im Sinne der reinen Potenzreihentheorie. Die- 
ses hindert nicht, dass wit an Stelle der Abbildungsfunktion ](z) in den Fallen 
von parabolischem Typus die Potentialfunktion 

u : 9t (/(z)) ~ Reeller Teil yon [ (z), 

in den Fi~llen von elliptisch-hyperbolischem Typus die Potentialfunktion 
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u = ~ (log 1 (z)} ~ log II (z) I 

betrachten. Es handelt sich dann in den einzelnen F~illen darum, die betreffende, 

durch bestimmte charakteristische Eigenschaften definierbare Potentialfunktion 
u aufzufinden. 

Hierzu machen wit die Fundamentalabbildung des abzubildenden Bereichs 

B bezw., in den F~illen yon Schlitzbereichen mit zueinander orthogonalen Bc- 

grenzungslinien, einer aus dem Bereiche B u n t e r  Hinzunahme seiner Riickseite 

in gewisser Weise entstehenden Doppelfl/iche/~ auf eine ~-Ebene; und zwar lassen 

wir, zum Unterschiede yon AbhandluDg II, an Stelle der Fl/iche des Einheits- 

kreises eine obere ~-Halbebene (Halbebene oberhalb der Achse des Reellen) tre- 

ten, sodass die Fundamentalgruppe yon lauter reellen Substitutionen gebildet 

wird. Die zu bestimmenden Potentiale u werden nun in ihrer Uberpflanzung 

in der ~'-Ebene durch Bildung unendlicher Reihen gewonnen. Die dabei in Be- 

tracht kommenden Reihen sind yon der Art, wie sie H. WsBm~ in der Abhandlung 

,>Ein Beitrag zu Poincar6s Theorie der Fuchsschen Funktionem> (GStt. Nachr. I886) 
und gleichzeitig in aligemeinerer Weise SCrmTTKY in der Abhandlung ,>Ober eine 

spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen Transformation ihres Argu- 

ments unver~indert bleibt,> (Journal fiir Mathematik, Bd. ioi ,  S. 2 2 7 - - 2 7 2 )  ge- 

bildet und untersucht hat. Dieselben werden hier, den vorliegenden beson- 

deren Verh&ltnissen entsprechend, auch in besonderer anschauungsm&ssiger Weise 
eingeffihrt. 

In w 5 machen wir eine Anwendung der ersten gewonnenen Abbildung (Ab- 

bildung auf eine in konzentrischen KreisbSgen aufgeschlitzte Kreisringfl~iche) ~ 

zur Ermit telung der eineindeutigen konformen Abbildungen eines mehrfach zusam- 

menhKngenden Bereichs auf sich selbst. Insbesondere gilt es hier, wenn der Zu- 

sammenhang grSsser als 2 ist, den Endlichkeitsbeweis zu erbringen, dass es n~im- 

lis eine yon der Zahl m allein abh~ingende obere Schrauke gibt fiir die Anzahl 

aller mSglichen derartigen Abbildungen eines und desselben Bereichs in sich. 

Fiir beliebige dreifach zusammenh~ingende schlichte Bereiche liefert die Abbildung 

attf die entsprechende Schlitzfigur unmittelbar die Tatsache der verborgenen ana- 
lytischen Symmetrie solcher Bereiche. 

Der Kreis der in vorliegender Abhandlung behandelten Abbildungsaufgaben 

' Dieser  cha rak te r i s t i s che  Bere ich  ist  e in  5"ormalbereich, d. i. ftir uns  ein cha rak t e r i s t i s che r  
Bereicb,  welcher ,  von l inea ren  T r a n s f o r m a t i o n e n  abgesehon,  nu t  auf  end l i ch  viele Weisen  so 
b e s t i m m t  werden  kann,  dass  er e inem bel iebig  gegebonen,  a l lgemein  b e g r e n z t e n  Bere iche  im 
S inne  e ine indeu t ige r  kon fo rmer  Abbi ldung  aqu iva l en t  wird. J ede r  sch l ich to  m- la th  zusammen-  
h~tngende Normalbe re i ch  bes i tz t  3 m - - 3 ,  im Falle m = 2 jedoch n u t  e inen  wesen t l i chen  Para- 
me te r  (Moduln). 
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gestattet noch wesentliche Ausdehnungen, auf welche einzugehen wir erst in einer 
/olffenden Abhandlung Veranlassung nehmen werden. Einige Mitteilungen iiIcer 
diese mSglichen Erweitcrungen haben wit u. a. in drci Noten >>Begriindung der 
Kontinuit~tsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und Uniformisierung, 
Vor~nzeige, erste, zweite und dritte Mitteilung,> (GSttinger Nachrichten, 1912, 
1916, 1917) gemacht. ~ 

(die 

B. Erster  Teil .  (w167 1--8.) 

Die Abbildungsaufgaben der beiden ersten Kategorieen 

Begrenzungslinien der Schlitzbereiche sind vollstdndigl einem OrthogonalIcreis- 
system entnommen und enthalten keinen Hauptpunkt desselben) 

mit einer Anwendul,g (5~ 5). 

w I. 

Formulieru~g der Abbildungsau/gaben der ersten und zweiten Kategorie. 
Unsere Absicht ist, ffr den allgemein gegebcnen Bereich B wichtige cha- 

rakteristische Formen seiner Gestalt zu ermitteln, auf welche jeder dcrartige 
Bereich durch eineindeutige konforme Abbildung gebracht werden kann. Wie 
wir bereits wissen, kann jeder Bereich B in einen soichen mit m geschlossenen 

Ein ige  der  h ie r  b e h a n d e l t e n  Abbi ldmlgsaufgaben  s ind schon frfiher,  sei es yore Ver- 
fasser,  sei es yon anderen ,  (potentialthcoretisch) b e h a n d e l t  worden.  Die ers te  Abbi ldung  e ines  
be l ieb igen  mehr f ach  zusammenhii ,  ngenden  Bereich~ auf e inen  Sch l i t zbere ich  wurde yon SCHOTTKY 
iu se iner  A b h a n d l u a g  ~Ober die W e r t s c h w a n k u n g e n  de r  h,~rmonischen F u n k t i o n e n  zweier  ree]]er  
Ver~tnderl ichen und  d e r  F u n k t i o n e n  eines komplexen  Arguments~  (Journal  f. Ma.th., Bd. I I 7, 
i n sbesondere  S. 248) u. a. ausgefi ihr t  und  zwar  auf  der  Grundlage  der  von uns  h ie r  n i ch t  be- 
n u t z t en  Scuw*az 'schen p o t e n t i a l t h e o r e t i s c h e n  Resul ta te  der  In t eg ra t i on  der  pa r t i e l l en  Differen- 
t i a lg le ichung  J u = o u n t e r  vo r gesch r i ebenen  Grenz-  und  Uns t e t i gke i t sbed ingungen .  Es war dies 
die Abb i ldung  auf e ine l~ngs l au te r  k o n z e n t r i s c h e r  Kre i sb0gen  aufgeschl i tz te  Vollebene.  (Fig. 
3, S. ~]i.) Die Abbi ldung  auf  e ine  von end l i chen  geradl in igen ,  u n t e r e i n a n d e r  para l le len  
Schl i tzen  begrenz te  Vol l ebene  (Fig. 5, S. 311) wurde vom Verfasser  in Math.  Ann.  Bd. 69 (w 13) 
und F. CECmNI in Circolo Mat. di Pa le rmo (x9o8) behande l t .  Sie f inde t  be re i t s  Erw~ttmung in 
SCm)TT~:Y'S Disser ta t ion  (Journal  f. Math.  Bd. 83, S. 3~o). Auf den  Typus  4 (radiale S c h l i t z e ) h a b e  
ich se lbs t  zuers t  iu G0tt .  Nachr .  19o9 (S. 355), auf  andere  Sch l i t zbe re i ch typen  (Fig. 9 u n t e n  und  
a l lgemeine re  Typen) babe  ich in G0tt.  Nachr.  19~2 und  1916 (Voranzeigen  zur  ~Begr~ndu~g der 
KontinuitiitsmetIwde im Gebiete der konformen Abbildung uud L~gformisie~u~g~,) hingewiesen ,  Den 
yon zwei zu e inande r  s e n k r e c h t e n  end l i chen  Sehl i tzen  beg renz t en  zweifach z u s a m m e n h a n g e n -  
den  Bere ich  ha t  THO,~IAE abgebi lde t  (Leipziger Ber ich te  19oi, S. 79 ft. und  ~9o5, S. 172 ft.). 

Wegen  A u s d e h n u n g  der  Sch l i t z t heo reme  auf Bere iche  u~zendlich ]when Zusammenhanges 
sehe  man nach  in me inen  A b h a n d l u n g e n  ~tber die Uniformisie~'ung beliebiger a~zalytischer Kurve~. 
Vierte Mitteilung, und ))i~ber die Hilbertsche Unifm'misier~tngsmethode, (Gtitt. Nachr. ,  ~9o9 bezw. 
19[o), sowie die dort  z i t i e r t en  Arbe i t en  yon H~L~:a'r (GOtt. Nacbr. Jgag) und Cova~gT (Disserta- 
t ion,  G 0 t t i n g e n  ~9~o, e r s ch i enen  in Math.  Ann.  Bd. 70. 
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reguldren analytischen Begrenzungslinien L~, L: . . . .  L,,, konform transformiert 
werden. Wir kSnnen deswegen annehmen, dass unseren gegenwiirtigen Betrach- 

tungen ein solcher :Bereich zugrunde ]iegt. Auch kgnnen wir Bereiche mit punkt- 
/drmigen Begrenzungslinien jetzt  ausser Betracht  lassen, weil die ffir einen solchen 
Bereieh zu ermittelnde Abbildungsfunktion fiber diesen Punkt  hinaus gemiiss dem 
Satze I I I  Pag. 204 der Abhandlung I (Journ. f. Math. Bd. 145) sich reguliir ver- 

halten muss und fo]glich die ganze F]~iche ebenso zu behandeln ist, als wenn die 
vorhandenen isolierten Begrenzungspunkte innere Punkte  des Bereichs wiiren. 

Zu den yon unshier zun~iehst (w167 i u. 2) in Betracht  zu ziehenden charakterieti- 
schen Gestalten des Bereichs B gelangen wir, wenn wir irgend ein Orlhogonalkreissystem 

/ 

2) �9 3) 

j ~ 

in der z-Ebene iris Auge fassen entweder mit getrennten Hauptpunkten  (elliptisch- 
hyperbolisches Kreissy,stem) oder mit einem einzigen Hauptpunkte  (parabolisches 
Kreissystem), und wenn wir in diesem System m geschlossene oder ungeschlossene 
Linien (Sehlitze) ziehen, welche sich gegenseflig nicht treffen und auch keinen 
der Hauptpunkte  treffen mSgen und welche ausserdem einen scblichten m-fach 
zusammenh~ingenden Bereich begrenzen. 

Wir unterscheiden auf diese Weise neun charakteristische Gestalten im ganzen 
und werden beweisen, dass jeder vorgelegte Bereich B dutch eineindeutige kon/orme 
Abbildung in ]ede dieser charakteristischen Gestalten iiberge/i~hrt werden kann. 

Wir teilen die sich ergebenden charakteristischen Gestalten in zwei Katego- 
rieen ein, wobei wit die Orthogonalsysteme in ihrer in der Einleitung bezeichne- 
ten einfaehsten Gestalt (konzentrisches Kreissystem mit zugehSrendem orthogo- 
nalem Geradensystem (Hauptpunkte  o und ~)  bezw. Parallelbiischel der Geraden 
parallel der Aehse des Ree]len und zugehSrendes orthogonales Parallelbfischel der 
Geraden parallel der Aehse des ]magin~iren) zugrundelegen. 
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Erste Kategorie (A): Von dem zugrunde liegenden Orthogonalsystem nimmt 

nur eines der beiden sich durchsetzenden Biische] an der Bildung des Bereiches teil. 
AI. Hyperbolisches Biischel. Das Biischel wird in Form eines Systems kon- 

zentrischer Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt angenommen. 
I. Kein Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die 

Form einer kreis/6rmig geschlitzten Kreisring/ldche. Siehe Fig. I, in welcher m 

gleich 4 gew~ihlt ist. 
2. Ein Hauplpunkt iiegt innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat  die Form 

ciner kreis/drmig geschlitzten gewdhnlichen Kreis/ldche. (Fig. 2, m = 4-) Der Fall, 
in welchem der unendlich ferne Punkt  der in den Bereich aufgenommene Haupt-  

punkt  ist, bietet nieht wesentlich neues dar. 
3. Beide Hauptpunkte liegen innerhalb des Bereiches. Der Bereieh hat  die 

Form einer kreis[Srmig geschlitzten Vollebene. (Fig. 3, rn = 4.) 
Air. Elliptisches Biischel. Das Biischel wird in Gestalt des Geradenbi~schels 

mit den Nullpunkt als Zentrum angenommen. In diesem Falle ist unvermeidlich, 

6) 7) 8) 9) 

dass die beiden Hauptpunkte  dem Innern des eharakteristischen Bereiehs zuge- 

rechnet werden, da .jeder einzelne Schlitz auf einer Geraden durch den Nullpunkt 
verlaufen muss und, einer oben allgemein gegebenen Vorschrift entsprechend, den 

Hauptpunkt  selbst nieht enthalten sol]. Wir bekommen so 
4. Beide Hauptpunkte  gehSren zum Innern des Bereichs. Der Bereieh hat  

die Form einer geradlinig geschlitzten Vollebene. Siehe Fig. 4. 
Aim Parabolisches Bi~schel. Das Biischel wird in Gestalt des Systems der 

zur Aehse des Reellen parallelen Geraden (ParaUelbiischel)angenommen. Alsdann 
soil gem~iss der allgemeinen Vorschrift der unendlich fcrne Punkt,  d. i. der Haupt-  

punkt  des Biichels dem Innern des Bereichs angehSren. Wir finden 
5. der Hauptpunkt  liegt innerhalb des Bereichs. Der Bereieh hat  die Form 

einer geradlinig und parallel der Achse des Reellen geschlitzten Vollebene. (Paral- 
lelschlitzbereich.) Fig. 5. 

Zweite Kategorie (B): Beide Biischel des zugrunde liegenden Orthogonalsy- 

stems nehmen an der Begrenzung Anteil. 
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BI. EUiptisch-hyperbolisches Kreissystem. Es entstehen aus  den eharakteri- 
stischen Gestalten i, 2, 3, die charakteristischen Gestalten 6, 7, 8, in welchen die 
Anzahl der dem elliptischen und der dem hyperbolischen Kreissystem angehSren- 

den Begrenzungslinien beliebig ist. S. Figg. 6, 7, 8. 
BII. Parabolisches Orthogonalsystem. Es ergibt sich aus 5 die Figur 9, in 

welcher die Anzahl der zur Achse des Reellen, 'bezw. Imagin~ren parallelen 

Strecken beliebig bleibt. 
Den besprochenen neun charakteristischen Bereichtypen entsprechend stellen 

wir nunmehr  neun verschiedene Abbildungsaufgaben auf, die wir in folgender 

Weise zusammenfassend formulieren: 
For.mulieru~g der Abbildungsau/gaben: Es soll der gegebene schlichte Bereieh, 

B. dessen Begrenzung yon m geschlossenen regul~ren analytischen Linien gebildet 
wird, eineindeutig und konform in ]ede der charakteristischen Gestalten transformiert  

werden, wobei vorzuschreiben ist: 
bei Typus 1, welche Begrenzungslinie (L~) in den ~iusseren und welche Linie 

(L~) in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis iibergehen soll; 
bei Typus 2, welche Begrenzungslinie (L~) in die geschlossene Kreislinie und 

welcher innere Punkt  (z~) in den Hauptpunkt  (Nullpunkt) iibergehen soll; 
bei Typus 3, weleher innere Punkt  (z~) in den Nullpunkt und welcher innere 

Punkt  (z~) in den unendlich fernen Punkt  iibergehen soil; 
bei Typus 4, weleher inhere Punkt  (z~) in den Nullpunkt und welcher innere 

Punkt  (z2) in den Punkt  ao iibergehen soil; 
bei Typus 5, weleher Punkt  (z~) in den unendlieh fernen Punkt  iibergehen 

soll und welches hierbei die Zuordnung der in z~ und ~ liegenden Richtungsele- 

mente sein soll; 
bei Typus 6, welche Begrenzungslinie (L~) in den ~iusseren und welche (L2) 

in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis iibergehen soil, ferner welche Be- 
grenzungslinien (L3, L4 . . . . .  Lk) in kreisbogenfSrmige und welche Begrenzungs- 

linien (Lk+l . . . .  , Lm) in geradlinige Schlitze iibergehen sollen; 
bei Typus 7, welehe Begrenzungslinie (LI) in die Kreislinie und welcher Punkt  

(z~) in den Nullpunkt iibergehen soll, ferner welche Begrenzungslinien (L 2 . . . .  , Lk) 
in kreisbogenfSrmige Schlitze und welche Begrenzungslinien (Lk+l, . . . ,Lm) in ge- 

radlinige Schlitze iibergehen sollen: 
bei Typus 8, weleher Punkt  (z,) in den Nul]punkt und welcher Punkt  (za) 

in den unendlich fernen Punkt  iibergehen soll, ferner welch'e Begrenzungslinien 
(LI, L2 . . . . .  Lk) in kreisbogenfSrmige Schlitze und welche Begrenzungslinien 

(Lk+l . . . . .  Lm) in geradlinige Schlitze iibergehen sollen; 
bei Typus 9, welcher Punkt  (z~) in den unendlieh fernen Punkt  iibergehen 
Acta mathematica. 41. Imprim6 le 23 f6vr|er 1918. 40 
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soil und welches hierbei die Zuordnung der in zj und ~ befindlichen Richtungs- 
elemente sein soil, ferner welehe Begrenzungslinien (L,, L~ . . . . .  LD in Schlitze 

parallel der Aehse des Reellen und welche (Lk+l,..., Lm) in Sehlitze parallel der 
Achse des Imagin~iren iibergehen sollen. 

w 2. 

Der Unitdtsbeweis. 
Auf die gestellten neun Abbildungsaufgaben f~llt ein besonderes Licht dureh 

die fiir diese Aufgaben geltenden Unit~itss~itze. 
A llgemeiner Unitdtssatz: Die gestclltcn neun Abbildungsaufgaben gestatten, so- 

fern sic iiberhaupt eine LSsung besitzen, wesentlich nur eine LSsung. Hierbei wer- 
den allgemein zwei LSsungen als nicht wesentlich verschieden bezeichnet, wenn sic 

dutch eine Ji-hnliehkeitstransformation auseinander hervorgehen, d. i. in den 
F~illen des elliptischen, hyperbolischen und elliptisch-hyperbotischen Kreisystems 

(I, 2, 3, 4, 6, 7, 8,) sofern sic dureh Multiplikation mit einer reellen oder kom- 
plexen Konstanten ineinander iibergehen (zentrische Xhnlichkeitstransformation 

mit dem Hauptpunkte des Kreissystems als Fixpunkt), hingegen in den F~illen 

des parabolischen Kreissystems (5, 9), sofern sic durch eine ganze lineare Substi- 
tution mit positiven reellen Koeffizienten ineinander iibergehen (allgemeinste 

richtungstreue Ahnlichkeitstransformation der Ebene). 
Ein Beweis dieses allqemeinen Unitdtssatzes ergibt sic.h aus folgendem 

Hilfssatze: 
Hil/ssatz: Es sei F(z) eine im Bereiche B (mit m geschlossenen regul~iren 

analytischen Begrenzungslinien) bis in die Begrenzung hinein regul~ire und ein- 
deutige analytische :Funktion, welche die Eigenschaft hat, auf jeder einzelnen 
der m Begrenzungslinien nur Werte anzunehmen, fiir welche entweder der reelle 

Tell oder der imagin~ire Tell konstant ist; alsdann reduziert sieh diese Funktion 

auf eine Konstante. 
Zum Beweise dieses Satzes bemerken wit noeh ausdriieklich, dass fiir eine 

und dieselbe zu betraehtende :Funkion F(z)zugelassen wird, dass auf einigen 
Begrenzungslinien der reelle, auf anderen der im~gin~re Tell konstant ist. Wir 
nehmen nun an, dass F(z) keine Konstante sei. Alsdann wird durch die Funk- 
tion F(z) eine konforme Abbildung bewirkt, bei welcher den einzelnen Begren- 
zungslinien geradlinigen Schlitze entspreehen, die tells zur Achse des Reellen, tells 
zur Achse des Imagin~iren parallel sind. Betrachten wir nun die Abbildung in 
der Nachbarsehaft einer der Begrenzungslinien, so beobachten wit, dass sieh ein 

dieser Begrenzungslinie ansebliessender sehma]er Streifen des Bereiehs B auf 
einen entsprechenden Streifen der Bildebene abbilden wird, und es ist unmit- 
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telbar ersiehtlich, dass die Gesamtheit der durch den letzteren Streifen be- 

deckten Punkte  der F-Ebene den betreffenden Schlitz vollst~ndig einbetten wird, 

wobei es fibrigens niehts ausmacht, ob die der Durchlaufung der Begrenzungs- 

linie yon B entspreehende Durchlaufung des betrachteten Schlitzes in einem 

einfachen Hin- und tIergang oder in wiederholten Hin- und Herg/ingen auf dem 

Schlitze besteht. Wir bemerken in jedem Falle die Tatsaehe, dass die fiir den 

Bereich B (einsehliesslieh seiner Begrenzung) betrachtete  Funktion F(z) auf 
keiner Begrenzungslinie dieses Bereichs ein Maximum des absoluten Betrages 

ihrer Werte erreichen wird. Dies steht aber im Widerspruch mit dem andern 

allgemeinen Satze der Funktionentheorie,  dass eine in einem Bereich eindeulige 

und regulSre analytische Funktion stets auf der Grenze des Bereichs das Maxi- 

mum ihres absoluteu Betrages erreicht. Dieser Widerspruch 15st sich nur da- 

durch, dass angenommen wird, die Funktion F(z) reduziere sich, wie unser 

Hilfssatz behauptet ,  auf eine Konstante.  Q. e. d. 
Gehen wir nunmehr zur Anwendung des Hilfssatzes zum Beweise unseres Uni- 

t/itssatzes fiber. Wir betrachten dazu zwei voneinander verschiedene analytische 

Funktionen Fl(z), und F2(z), welche unter genau denselben im Abbildungs- 

problem formulierten sonstigen Nebenbedingungen die konforme Abbildung des 

Bereichs B auf eine der neun eharakteristischen Gestalten ]iefern. Wir kSnnen dann 

in den parabolisehen F~Lllen (Figg. 5 u. 9) die Funktionen F~ und F 2 dutch eine rich- 
tungstreuo :~_hnlichkeitstransformation einer der beiden Ebenen (F~-Ebene oder 

F2-Ebene ) noch in der Weise einander anpassen, daMs die Funkt ion FI (z) - -  F2 (z) 

im Punkte  z I regul/ir wird. 

Naeh diesen speziell auf die F~ille 5 und 9 Bezug nehmenden Vorbe- 

merkungen bilden wit nunmehr, den einzelnen Figuren entsprechend, folgende 
Funktionen:  

I. in allen niehtparabolischen F/illen (i, 2, 3, 4, 6, 7, 8) dic Funktion 

F, (z) 
og  ~ ( ~  = o ,  (z) 

2. in den parabolischen Fiillen (5 und 9) die Funkt ion 

F ,  (z) - -  F ,  (z) = O, (z) 

uad bemerken, dass auf die so gebildeten Funktionen O~(z) und Oz(z ) die 
Voraussetzungen unseres Hilfssatzes zutreffcn. Insbesondere ist auch die Voraus- 

setzung der Regulari tat  bei den Funktionen qJ~ (z) und O.,(z) auf der Begrenzung 

des Bereichs B erfiilit: denn jede der Abbildungsfunktionen F~(z) und F~(z) 
muss sich, wenn sie zun~ichst nur fiir das hmere  (exklusive Begrenzung) des Be- 
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reichs B erkl/irt gedacht wird, auf jeder Begrenzungslinie yon B reguliir ver- 
halten, nach unseren Entwicklungen fiber R/inderzuordung in der Abhandlung I 

(Journ. f. Math., Bd. 145). 

w  

Ober.qang yon den Abb i ldungs /unk t ionen  /o.)(z) zu den zugeh6renden charakteristischen 

Potent ialen u (z). 

i. Um im Folgenden die gerade ins Auge gefasste unter den neun Abbil- 
dungsaufgaben bequem durch die Bezeichnung selbst kennzeichnen zu kSnnen, wol- 

len wir nunmehr die betreffenden Funktionen, we]che die konformen Abbildungen 
des Bereiches B auf die neun eharakteristischen Bereiche leisten, der Reihe nach mit 

bezeichnen und die Bezeichnung /(z) lassen fiir die friiher behandelte Abbildung 
des Bereiches B auf das volle Innere des Einheitskreises (Fundamentalabbildu~tg).  

Wit betrachten nunmehr  in den elliptischen, hyperbolischen und elliptisch- 

hyperbolischen F~llen an Stelle der eigentlich zu ermittelnden Funktion /(") (z) die 
Potentialfunktion 

u(") = log I/(~) (z) l, [a -- I, 2, 3, 4, 6~ 7, 8], 

d. i. den reellen Tell der Funktion log/(")(z); in den parabolisehen F~illen jedoeh 
betrachten wit stat t  der eigentlieh zu ermittelnden Abbildungsfunktion /(3)(z) die 

Funktion 
u(, ~) = ~ (/(,~)(z)) - Reeller Teil yon/13)(z). 

Wir wollen diese Funktionen u als Funktionen in B dutch ein System 
analytiseher Eigenschaften vollstgndig charakterisieren, und zwar die Funktionen 

u ('~) abgesehen yon einer reellen additiven Konstanten,  und die Funktionen v(#) 
abgesehen yon einer reellen additiven und von einer positiv reellen multiplikativen 

Konst~nten. 
Das Potent ial  u (l~ ist eine in B einsehliesslich der vollstgndigen Begrenzung 

eindeutige und regul~ire Funktion, welche lgngs jeder einzelnen Begrenzungslinie 
einen gewissen (unbekannten) konstanten Wert  annimmt und deren konjugierto 
Potent:~,ffunktion v") l~ngs L, den Periodizit~itsmodul 2 ~'r, l~ngs L2 den Periodizi- 
tgtsmodul - -2  ~T besitzt, ]~ngs allen iibrigen Begrenzungsl;nien jedoeh den Perio- 

dizit~i, tsmodul null. 
Das Potent ial  u (z) ist eine in B mit Ausnahme des Punktes  z~ eindeutige und 

regulgre Funktion, welche im Punkte  z~ unendlich wird wie log l z - - z ~ l - - l o g r ~  

und auf jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Weft  annimmt, 
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deren konjugierte Funkt ion v(2~ ferner l~ings L 1 den Periodizit~itsmodul 2 z besitzt, 

l~ings allen iibrigen Begrenzungslinien den Periodizitiitsmodul null. 

Das P o t e n t i a l  u (3) ist eine in B mit Ausnahme der beiden Punkte  zl und z2 

eindeutige und regUl~ire Funktion, welche im Punkte  z I wie l o g l z - - z ~ [ = - l o g r ,  

und im Punkte  % wie - -  log (z - -  z3) ~- - -  log rz unendlich wird, l~ings jeder anderen 

Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Weft  annimmt, deren konju- 

gierte Funktion v (a) ferner schliesslich l~ings allen Begrenzungslinien den Periodizi- 
t~itsmodul null besitzt. 

Das P o t e n t i a l  u (4~ ist eine im Bereich B mit Ausnahmo der Punkte  z~ und z~ 

eindeutig und regular erkl~irte Funktion, welche in zi unendlich wird wie logr~, 

in z 2 wie - - logr2 ,  welche ferner l~ings des ganzen Randes die normale Ableitung 

null besitzt, oder anders ausgedriickt, deren konjugierte Funkt ion v (4) l~ings jeder 

Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert  besiizt. 

Das P o t e n t i a l  u (5) ist eine in B eindeutige und, abgesehen vom Punkte  z~ 

regul~ire Funktion, die in zl unstetig wird wie %-l cos ( e l - - e f t )und  l~ngs des 

ganzen Randes die normale Ableitung null besitzt, oder anders ausgedriickt, deren 

konjugierte Funktion v (5~ l~ings jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) kon- 
stanten Wert  besitzt. 

Das P o t e n t i a l  u (6) ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und reguliire 

Funktion, welche l~ings den Begrenzungslinien L~, L 2 . . . . .  Lk je einen (unbekannten) 

konstanten Wert  hat, l~ings den Begrenzungslinien Lk+l . . . .  , Lm die normale Ab- 

leitung null oder anders ausgedriickt je einen (unbekannten)kons tan ten  Wert  

ihrer konjugierten Funkt ion v(~) hat. Die genannte konjugierte Funktion hat 

ferner l~ings L~ den Periodizitiitsmodul 2 zf, l~ings L2 den Periodizii~itsmodul - - 2  ~r, 

schliesslich l~ings L3 . . . .  , Lm den Periodizit~itmodul null. 

Das P o t e n t i a l  u (7~ ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus- 

nahme des Punktes  z~ regul~ire Funktion, welche l~ings den Linien L~, L2 . . . .  , Lk 

je einen (unbekannten) konstanten Wert, l~ings Lk+l . . . . .  Lm die normale Ableitung 

null, oder anders ausgedrfickt, je einen konstanten Wert  der zugehSrenden konju- 

gierten Funktion v (7) besitzt. Diese konjugierte Potentialfunktion besitzt ferner l~ings 

L~ den Periodizitiitsmodul 2 z ,  l~ngs L~ . . . . .  L~ den Periodizit~tsmodul null. 

Das P o t e n t i a l  u ~) ist eine im ganzen Bereich B mit Ausnahme der beiden 

Punkte  z~ und z~ regul~ire Funktion, welche in z~ unstetig wird wie log rx, in % 

unstetig wie - - logr~,  welche ferner l~ings L~ . . . . .  L k  je einen (unbekannten) kon- 

stanten Wert,  l~ings Lk+~ . . . . .  Lm die normale Ableitung null hat oder, anders aus- 

gedriickt, je einen (ebenfalls unbekannten) konstanten Wert  der konjugierten 

Funkt ion v~S~. Diese konjugierte Funkt ion besitzt schliesslich l~ings Lx, �9 �9 �9 L~ den 
Periodizit~itsmodul null. 
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Das P o t e n t i a l  u (9) iat eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus- 

nahme des Punktes z{ regul~re Funktion, welche in z~ unstetig wird wie 

r l - lcos(ep--cf l) ,  l~ings L I  . . . .  , L k  die normale Ableitung null oder, anders ausge- 

driiekt, je einen (unbekannten) konstanten Wert  der konjugierten Potentialfunk- 

tion darbietet, l~ngs L k + ]  . . . . .  L,n hingegen je einen (unbekannten) konstanten 

Wert  und den Periodizitgtsmodul null der konjugierten Funkt ion v (9) darbietet.  

Die in der angegebenen Weise durch Eigenschaften charakterisierten Po- 

tentiale u ( ] ) , . . . ,  u (9) sind dureh diese Eigensehaften vollst~ndig best immt bis 

auf additive Konstante.  Bildet man n~imlich die Differenz zweier solcher Po- 

tentiale desselben Index, yon welehen angenommen wird, dass bei beiden die 

dem Index entspreehenden Eigenschaften vorhanden sind, so wird die Differenz 

dieser beiden Potentiale ein Potential  werden, welches zusammen mit dem zu- 

gehSrigen konjugierten Potential eine analytische Funktion F ( z )  liefert, auf 

welche die Voraussetzungen des Hiifssatzes Pag. 314 zutreffen, eine Differenz- 

funktion, welche sich folglich auf eine Konstante  reduzieren muss. 

2. Wir wollen uns jetzt  noeh, bevor wir die Frage nach der Existenz der 

Potentialfunktionen u (1) . . . . .  u (9) erledigen, iiberlegen, wie wit yon den als ge- 

funden angenommenen Funktionen uO.) [)~ = I,  2 . . . . .  9] zu den eigentlich gesuchten 

Abbildungsfunktionen/().)(z) ge]angen, und den Beweis fiihren, dass diese Funktionen 

tats~chlich die gewiinschten Abbildungen leisten. 

Die Abbildungsfunktionen werden, wenn mit v ().) in allen F~illen die zu u (~.) 

konjugierte Potentialfunktion bezeichnet wird, durch die Ausdriicke geliefert 

](a) (Z) = e u(a) + i v(a) 

1(,~) (Z) = U~) + iv(~) 

[c~ = I, 2, 3, 4, 6, 7, 8] 

[fl = 5, 9]  

Die Existenz der Potentiale v (") und v(~) wird bei der Art und Weise, wie wir unten 

die Funkt ionen u (~) und u (,~) finden werden, fiir uns nicht problematisch sein, 

insofern als wit die Funktionen u (") und u (,~) unmittelbar oder mittelbar dureh 

gleichm~issig konvergen~e Reihen mit rationalen oder ]ogarithmischen komplexen 

Gliedern finden werden, deren reelle oder imagin~ire Teile uns sofort konjugierte 

Potentiale liefern. 

Betraehten wir speziell die durch die Funktion 

/ ( ' )  (z )  = e ~ " )  + i c t )  

vermittelte konforme Abbildung. Wir stellen sofort fest, dass die Funktion ](Z)(z) 

in B einsehliesslieh des ganzen Randes eine reguliire und eindeutige analytisehe 
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Funktion ist, die weder den Wert o, noch den Weft ~ annimmt, ferner die 

Eigenschaft hat, dass die Amplitude ihres Wertcs l/ings LI die vollst/indige 

Xnderung 2~T, l/ings L 2 die vollst~indige :4nderung--2~r~, 1Kngs allen iibrigen 
Begrenzungslinien jedoeh die vollst/~ndige ~4nderung null erf/ihrt, ferner die 

Eigensehaft, auf alien Begrenzungslinien einen konstanten absoluten Betrag zu 
besitzen. 

Da die Funktion z'~/(l)(z) im Bereiche B einsehliesslich seiner Begrenzung 
regul/ir und eindeutig ist, ist es mSglich, den dadurch gesetzten Vorrat der um- 

gekehrten Wertzuordnungen z(z') mittels einer endlichen Anzahl yon Funktions- 
elementen regul/iren oder algebraischen Charakters mit z' als unabhiingiger Vari- 
ablen vollst/indig zur Darstellung zu bringen. Das Bild des Bereichs B wird so 

ein den Nu]lpunkt und den unendlich fernen Punkt nicht enthaltendes endlich- 
vielbl/~ttriges Fl/ichenstiick B' mit bSchstens endlich vielen Windungspunkten 

sein miissen, dessen vollst~ndige Begrenzung sich auf hSchstens m Kreise K 
verteilt, die den Nullpunkt zum Mittelpunkte haben. Aus dem Angefiihrten 

folg t schon ohne weiteres, dass das FI/iehenstiick B' mit keinem seiner Punkte 
ausserl3alb des grSssten und innerhalb des kleinsten jener Kreise sieh erstrecken 
kann und dass daher dieser grSsste und kleinste Kreis nut als einfaehe und ohne 
Umkehr durchlaufene Begrenzung auftreten kann. Die Vielbl/ittrigkeit des Be- 

reichs B ~ fiir jede Stelle der Ebene wird nun nach einem Analysis-Situs-Salz 
angegeben durch die ffir die Stelle ermittelt zu denkende Um]aufungszah] der 
vollst~ndigen Begrenzung des Bereichs B' bei Durchlaufung derselben in posi- 
tivem Sinne, wobei der Bereich selbst zur Linken ]iegt. Diese aber kann in der 

Tat sofort festgestellt werden, da die betreffenden Umlaufszahlen ffir den Null- 
punkt als Orientierungszentrum bekannt sind. Es ergibt sich insbesondere, dass 

jede nieht auf einem Kreise K liegende, zwisehen dem kleinsten und grSssten 
Kreise K befindliehe Stelle einfach bedeckt wird. Damit abet ist sofort klar, 
dass der ganze Bereich B' ein einbl/ittriger Bereich sein muss, wie es ge- 
wiinseht wird. 

Wir betraehten zweitens den Fall der Funktion 

/(6) (z)  = u (~) + i v  ('~'). 

Die Begrenzungslinien yon B gehen jedenfalls alle in endliche Schlitze fiber, 
yon welchen, allerdings nieht 0hne weiteres klar ist, dass ihre vollst/indige Dureh- 
laufung in einem einfaehen ttin- und Hergang besteht. Dies wird jedoeh sofort 
klar, wenn wir zeigen kSnnen, class die Bildebene bei der dureh/(~) (z) vermittelten 

Abbildung in keinem zweidimensionalen Teile mehrbl/ittrig bedeekt werden kann. 
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Das aber ergibt sieh aus dem Umstande, dass die Annahme einer zweibl/ittrigen 

Bedeckung eines Gebietes o h n e  weiteres dazu fiihrt, dass auch die Naehbar- 

schaft des unendlieh fernen Punktes  zweibl/ittrig bedeckt sein muss; denn es 

setzen sieh die betreffenden zwei B1/itter in Richtung der Achse des Reellen, 

wobei keiner der Grenzschlitze passiert wird, notwendig grenzstellenfrei fort. 

Nun wird abet  die unmittelbare Umgebung des unendlich fernen Punktes nur 

einfaeh bedeckt, weil nur eine Unendliehkeitsstelle erster Ordnung der Funkt ion 

j(5)(z) existiert. Hiermit  ist der Abbildungseharakter der Funktion ](.~ (z) festgestellt, 

und es ist wieder klar, das die begrenzenden Sehlitze aile getrennt voneinander 

liegen und dass ihre vollst/indige Durchlaufung in Form eines einfachen Hin- und 

Herganges stattfindet.  

Fassen wir sehliesslieh noch das Beispiel der Funkt ion 

/(9~ (z) = u (9) + i v (~ 

ins Auge, in welchem Falle wit zwischen Schlitzen parallel der Achse des Re- 
ellen und parallel der Achse des Imagin/iren zu unterscheiden haben. Wit wissen 

hier von vornherein, dass die Umgebung des unendlich fernen Punktes  einfach 

bedeekt wird aueh von dem Bildbereich B r. Wir kSnnen nun den unendlich 

fernen Fl/ichenteil durch einen hinreiehend grossen Hilfskreis yon B' abtrennen 

und erhalten so einen Bereich B 'r, der aussen yon jenem Hilfskreise, innen von 

endlich vielen sehlitzfSrmigen Linien begrenzt wird. Nun ist abet  wiederum 

klar, dass f f r  jede Stelle der B'-Ebene, welche innerhalb des Hilfskreises liegt 

und nicht mit einem Begrenzungspunkte yon B r koinzidiert, die Umlaufungszahl 

der vollst/indigen Begrenzung von B" den Weft  I hat, welcher Wert  eben yon 

dem Hilfskreis herriihrt. Damit ist gezeigt, dass die Fl/iehe B" eine iiberall 

einbl/ittrige Bedeckung jenes Kreisinneren darbietet  und dass somit diese Fli/che 

nach innen von jenen sehlitzfSrmigen Linien begrenzt wird, deren jede einzelne 

in einem einfachen Hin- und Hergang durchlaufen zu denken ist. 

w 

Bestimmung des Potentials u (1~. 

Die LSsung aller neun Abbildungsaufgaben ist zuriickgefiihrt auf den Nach- 
weis der Existenz der Potentialfunktionen u rn , . . . , u  c9~. Um nun zu diesen zu ge- 

langen, werden  wir noch gewisse weitere Reduktionen vornehmen. .  

Wir beginnen damit, das Potential  u~l~ zu bestimmen. Dieses Potential  ist 

auf allen Begrenzungslinien konstant,  jedoeh sind diese konstanten Werte unbe- 

kannt.  Sie werden durch die Eigenschaften des Potentials n~her bestimmt, ein 
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zugehSrendes konjugiertes Potential v (1) zu besitzen, welches l~ings LI den Perio- 

dizit//tsmodul 2 z,  lgngs L 2 den Periodizit~itsmodul - -2 , r ,  liings allen iibrigen je- 

doch den PeriodizitEtsmodul null hat. Diese letztere Aufgabe erledigt sich, wie 

wir sehen werden, verh~iltnism~issig leicht durch AuflSsung gewisser nicht homo- 

gener linearer Gleichungen, sobald es uns gelungen ist, die fo|genden m Poten- 

tiale zu ermitteln 

1 m [v = z, 2 . . . .  m], 

ngmlich 1 (u als diejenige in B eindeutige und einschliesslieh des Randes reguliire 

Potentialfunktion, welche 15ngs L~, den konstanten Wert I, liings allen fibrigen 

Begrenzungslinien den konstanten Wert o annimmt. Nehmen wit an, dass es uns 
*n - -  1 

gelungen sei, diese Funktionen herzusteHen, so besitzen wir in ~ c,. 1 (',, dieje- 

nige in B eindeutige und regul~ire Potentialfunktion, die auf L,, den konstanten 

Wert c~ annimmt [r = i . . . . .  m - - i ] ,  auf L,,  je(loch den konstanten Wert  null. 

Die genannten m ~ i  Funktionen I (1) [r---- i , . . .  m ~ z ]  werden jede ein System y 

oJ,,,k[k-----I . . . .  , m ~ i ]  von m - - ~  Periodizit~itsmoduln der konjugierten Funktio- 

hen / ( l j  besitzen, entspreehend der Durchlaufung der Linien L, . . . . .  L m - l .  Die 

Determinante des Systems der ( m - - i )  -~ GrSssen c,J,,,k kann nun nicht verschwin- 

den; x denn sonst wiirde man eine nicht versehwindende homogene lineare Kom- 

bination der/(1)[v = i . . . .  m - -  z] aufstellen kSnnen, welehe liings L, ,  L,~_I, 

d. h. auch l~ings Lm den Periodizitgtsmodul null des imagin~ren Teils aufweist, 

welche also zusammen mit ihrer konjugierten Funktion eine in B eindeutige regu- 

l~ire Funktion liefern wiirde, deren reeller Teil auf allen Begrenzungslinien kon- 

s tant  ist. Nachdem das Nichtversehwinden der erwfihnten Determinante fest- 

steht, ist es m5glich, eine nieht verschwindende lineare homogene Kombination 

der GrSssen 1 (1) [ v =  i, m - - z ]  so zu bestimmen, dass die zugehSrende konju- ~ 1 7 6  

gierte Potentialfunktion l~ings L~ den Periodizit~itsmodul 2 z ,  l~ings L2 den Perio- 

dizitgtsmodul - -2  z,  lgngs La . . . . .  Lm-1 den Periodizitgtsmoduln null, daher auch 

lgngs Lm den Periodizit/itsmodul nul] besitzt. Damit wgre die Funktion u m ge- 

funden. 

Alles reduziert sich somit auf die eine Frage der Existenz der Funktionen 

I (1) Diese Funkt ionen aber ergeben sieh uns nun dutch Reihenbildung bei Zu- 

grundelegung der in der Abhandlung II  als existierend nachgewiesenen Funda- 

mentalfunktion 

1 Vgl. SC~OTT~:Y 1. c. (Journ. f. Math. Bd. I17). 
Acta mathematica. 41. Impr imd  le  23 f ~ v r i e r  1918. 41 
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1 (z) = ".', 

welche den Bereich B auf die obere ~=Halbebene abbildet (Fundamentalabbildung). 
In der ~'-Ebene konstruieren wir ein Fundamenta lpolygon H 0, yon 2 m - - 2  Halb- 

kreisen und 2 m - - 2  Stiicken der Achse des Reellen begrenzt. Ein solches Poly- 

gon H 0 erhalten wit, indem wit den Bereich B durch m - - i  Querschnitte in ei- 

nen einfach zusammenh~ingenden Bereich B0 verwandeln, dessen Bild Hro in der 

~'-Ebene ermitteln und nunmehr die 2n v - -  2 paarweise zugeordneten Seiten von 

lifo direkt dutch Halbkreise mit denselben Endpunkten ersetzen. 

Wir denken uns das zu bestimmende Potential 1 (1) in die ;~'-Ebene fiber- 

pflanzt und bemerken folgende Eigenschaften des Potentials. Die Grrsse 1 (j) 

ist in der ganzen oberen t talbebene, einschliesslich der Aehse des Reellen, bis auf 

die auf ihr befindlichen Grenzpunkte (Indiskontinuit~itspunkte) eine endliche und 

eindeutige Potentialfunktion. Sie nimmt auf allen der Linie L~ entsprechenden 

Strecken s~ der Achse des Reellen den konstanten Wert  i an, auf den fibrigen 

Strecken, welche den yon L~ verschiedenen Begrenzungslinien des Bereichs B 

entsprechen, den konstanten Wef t  null. Die Funktion ist ferner beschr~nkt in 

der ganzen oberen ;~-Halbebene und hat  die Eigenschaft, gegenfiber den Substitu- 

tionen der Fundamentalgruppe unvergndert  zu bleiben. Eine solche Funktion 

l~isst sich nun bilden als reeller Teil einer gleichm~ssig konvergenten Reihe von 

analytischen Funktionen. Wir wollen, um eine einfache Vorstellung zu haben, 

annehmen, dass alle Strecken s~ in einem endlichen Intervall der Achse des Re- 

ellen enthalten sind. Wir erreichen dies jedenfalls durch eine eventuel le  lineare 

Transformation, welche die obere ~-Halbebene in sich transformiert.  Wir bezeich- 
nen dann mit a~ den linken Endpunkt  und mit b~ den rechten Endpunkt  einer 

Strecke ~ und bilden die Summe 

log ~ - -  a, V:-bi '  

wobei fiber alle Endpunkte  a~, b, yon den Strecken s~ zu summieren ist. Die 

gleichm~ssige Konvergenz dieser unendlichen Reihe zun~ichst in der oberen Halb- 

ebene, dann aber aueh in der ganzen Ebene mit Ausnahme der genannten Grenz- 

punkte  ergibt sich aus der Bemerkung der Endlichkeit der Summe der L~ingen 

aller Strecken s~. Man muss dabei ffir den Logarithmus den t t aup twer t  gesetzt 

denken oder doch, ffir die weiteren Zweige der dargestellten Funktion, den Haupt -  

wert ffir alle Grrssen der Summe yon einem gewissen ab. Nun ist zu beriiek- 

sichtigen, dass die Grrssen ] ~ - - a ,  I und I~--bvl  alle zwischen zwei yon o und 

verschiedenen endlichen Schranken bleiben und dass daher 
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i ol I 
gesetzt werden kann, unter  a eine endliche, yon der Wahl der Strecke s~ unab- 
hKngige Schranke verstanden, und unter s~ jetzt die L~nge der gleichbezeichneten 
Streeke s~. 

Nun stellen wir aber auch sofort fest, dass der imaginiire Teil des in der 
oberen Halbebene erkl/irten Hauptzweiges der obigen Funktion yon ~" 1/ings jeder 

Strecke s~ den. Wert z erh~ilt, l~ngs jeder Strecke s,[!t ~ v] jedoch den Weft  o, 
wie es sein sell. Beides ergibt sich n~mlieh aus der geometrischen Deutung des 

--a~, als seheinbarer GrSsse der Strecke s~., ge- imagin~ren Teils der GrSsse log ~ _  b~ 

sehen vom Punkte  ~. In der Tat  wird, wenn wit auf eine bestimmte Strecke 

s~ lossteuern, die scheinbare GrSsse dieser Streeke gleich z~, w~ihrend sie dabei 
gleichzeitig ffir jede andere Strecke o wird. 

Noeh ist der automorphe Charakter des imagin~iren Teils der obigen Funk- 
tion zu beweisen. Dieser aber folgt aus seiner geometrischen Deutung als der 
gesamten scheinbaren GrSsse aller Streeken s,., vom Punkte ~ aus gesehen. 
Bei einer Substitution der Fundamentalgruppe wird das System aller Strecken 
s, in sieh transformiert.  Geht dabei der Punkt  ~ in ~' fiber, die Strecke s,, in 
s'~, so ist die seheinbare GrSsse der Strecke s'~,, vom Punkte  ;~' gesehen, gleich 

der scheinbaren GrSsse der Strecke s~, vom Punkte  ~ gesehen. Man erkennt 
dies z. B. dutch die Sehreibweise (Am ~ Amplitude yon) 

l ~ - - a , l  I Am ( ~ - - a ~ . ~ - - a ~  Am~--b , !  =2 --b~'~--b--~]' 

unter  ~ die zu ~ konjugiert komplexe GrSsse verstanden. In letzterer Schrei- 
bung haben wir ein invariantes Doppelverhiiltnis stehen. Einen anderen geo- 
metrischen Grund hat  man, wenn man bedenkt, dass der fragliche Winkel halb 

so gross ist als der seinerseits invariante Winkel, welcben die yon ~" nach a~ und 
b~ ffihrenden Orthogonalkreisbiigen der Aehse des Reellen im Punkte  ~ bilden. 

w 

Abbihlunqen eines mehr[ach zuaammenhdngenden Bereichs au] sich selbst. 
I. Im Besitze der Abbildungsfunktion [(l)(z) (Abbildung auf die geschlitzie 

Kreisringfl~iehe, im Falle m = z ungesehlitzto Kreisringfl~iche) sind wir in der Lage, 
in einfaehster Weise die Frage naeh der Gesamtheit mSglicher eineindeutiger 
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konformer Transformationen eines m-fach ( m > 2 )  zusammenh~ngenden sehliehten 

Bereichs in sich selbst zu beantworten. 
~. Die wichtige hier bei m > 2 bestehende bekannte Tatsache ist, dass die An- 

zahl der verschiedenen derartigen Transformationen eine dutch m allein bestimmte 
ganze Zahl nicht iiberschreiten kann. Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir, dass, 

wenn ein m-faeh zusammenh~ngender Bereich B in der Weise auf sich selbst einein- 
deutig abgebildet ist, dass dabei gewisse drei der Begrenzungslinien einzeln jede 
in sigh selbst transformiert werden, so ist diese Abbildung die identische Ab- 
bildung. 

Bringen wir in der Tat den Bereich B in die Form der kreisbogenf6rmig 

geschlitzten Kreisringfl~iche B' mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, indem wir 
insbesondere zwei der sich selbst entsprechenden Randlinien des Bereiches B in 
den innern und iiussern Begrenzungskreis des Bereichs B' iiberfiihren, so gewin- 
hen wir dureh Ubertragung vom Bereiche B auf den Bereich B' eine Abbildung 

des letzteren Bereiches auf sich selbst, bei welcher der inhere und ~iussere Be- 
grenzungskreis jeder sich selbst entsprechen. Es sei F(z) die Funktion, welehe 
diese letztere Abbildung vermittelt.  Diese Funktion F(z) wird sich dann not- 
wendiger Weise auf der Begrenzung des Bereiches B' regulKr verhalten nach un- 
seren allgemeinen Prinzipien der R~inderzuordnung bei konformer Abbildung. 

Betrachten wir nunmehr  die Funkt ion 

F (z) 
z 

und nehmen an, dieselbe sei keine Konstante, so wird jeder einzelnen Begren- 
zungslinie des Bereichs B r eine Wertefolge der Funktion �9 (z) entsprechen, welche, 

geometrisch gesprochen, einen Kreisbogen K beschreibt, in einem einfachen oder 
verschiedenen Hin- und Hergiingen. Es wird insbesondere dabei nicht zu einer 
vollst/indigen Umlaufung des Nullpunktes kommen kSnnen, weil die vollst~indige 

Amplituden/inderung der GrSsse O(z) fiir alle Begrenzungslinien des Bereichs B' 
gleich null ist. Man gelangt vielmehr bei Durehlaufung jeder Linie notwendig 

zu einem Umkehrpunkte  ~*. Ist z* der diesem Umkehrpunkte  entsprechende 
Punkt  des Bereiches B r, so muss in diesem Punkte  die Ableitung der Funktion 
@(z) versehwinden. Es wird daher ein der Stelle z* benachbarter Fl~chenteil 

yon B r auf eine vollst/indige Umgebung der Stelle ~* abgebildet. Darin liegt, 
dass jene Naehbarschaft Stellen in ihrem Innern enth~ilt, an welchen der absolute 
Betrag der Funktion O(z) grSsser ist, als in z*, mithin auch grSsser als an allen 
Stellen der Begrenzungslinie, zu weleher z* gehSrt; denn der absolute Betrag der 

GrSsse O(z) ist ja auf jeder Begrenzungslinie von B' konstant. Hiermit ist aber 
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ein Widerspruch gefunden mit dem nach allgemeinen Prinzipien geltenden 

Satze, dass die Funktion @(z) f/Jr den Bereich B r das Maximum des abso]uten 

Betrages ihrer Werte auf einer ihrer Begrenzungslinien annehmen muss. 
Nachdem feststeht, dass F ( z ) ~ c z  ist, unter  c eine Konstante verstanden, 

kann die betrachtete Abbildung des Bereiches B' auf sich selbst nur eine Drehung 
mit dem Nullpunkte als Fixpunkt  sein. Da nun noch ein innerer Begrenzungs- 
schlitz des Bereiches B f vorhanden ist, welcher durch die Transformation eben- 
falls in sich fibergehen sollte, so muss die Konstante c den Wert  I haben. 

Die gogebene Beweismethode l~isst aach die Sachlage im Falle m = 2 voll- 
stiindig erkennen. In diesem Falle haben wir einen ungeschlitzten Kreisring B r. 
Wir kSnnen annehmen, dass der Symmetralkreis desselben mit dem Einheitskreis 
zusammenf~illt. Diejenigen Transformationen, welche B' unter  Festlassung der 

einzelnen Begrenzungslinien als Ganzes in sich transformieren, sind die Drehungen 
mit dem Nullpunkt als Fixpunkt. Diejenigen Transformationen, welehe eine Ver- 
tauschung der Begrenzungskreise bewirken, gehen in die ersteren fiber, wenn man 

sie mit der Transformation z~= I- zusammensetzt, welehc den ~iusseren Begren- 
z 

zungskreis in den inneren 5berffihrt. 

2. Man kann wfinsehen, die obige Frage ohne Bezugnahme an/ die Entwick- 
lungen iiber Rdnderzuordnung zu behandeln. Dies ist folgendermassen mSglich. 

Unsere Funktion @ (z) wird, sofern sie nieht eine Konstante ist, jedenfalls eine 
Abbildung auf ein Gebiet vermitteln, welches zwischen zwei endlichen Kreisen 
vollstiindig enthalten ist. Bei Ann~iherung an die Begrenzungslinien des Berei- 
ches B' werden die Werte der Funktion O(z) sich, geometrisch gesprochen, ge- 
wissen Kreislinien nhhern, deren Mittelpunkt im Nullpunkt liegt und deren An- 
zahl nicht grSsser als m sein kann. Nehmen wir nun in der q)-Ebene einen yon 
den genannten m Kreisen verschiedenen , jedoch mit ihnen konzentrischen Kreis 
K an, so wird die Funktion (9(z) zweifellos innerhalb B' auch solche Werte anneh- 
men, die, geometrisch gesprochen, auf dem Kreise K liegen. Dieser Kreis ist nun 

aber grenzstellenfrei. Betraehtet  man an Stelle der Funktion @(z) jetzt die Funktion 
log @(z), so ist aueh diese Funktion eindeutig in B'. Die Kreislinie K geht fiber 

in eine grenzstellenfreie Gerade parallel der Achse des Imagin~iren. Man kann 
jetzt auf dieser Geraden in beliebige Entfernung wandern, ohne auf eine Grenz- 
stelle zu treffen. Es wfirde also der absolute Betrag der, wie gesagt, eindeutigen 
Funktion log q}(z) beliebig grosser Werte f~hig sein, w~ihrend diese Funktion doch 
offenbar beschr~inkt ist. 

3. Dutch die vorstehenden Entwicklungen ist offenbar der Endlichkeitsbe- 
weis auch in dem weiteren Umfange gefiihrt, weleher sieh ergibt durch Zulassung 
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aueh der symmetrischen Umformungen (d. i. konformen Abbildungen mit Umle- 

gung der Winkel). Liegt ein drei/ach zusammenhdngender schlichter Bereich B vor, 
so liefert die Abbildung desselben auf die konzentrisch kreisfSrmig geschlitzte 
Kreisringfl~iche B t das Resultat,  dass jeder derartige Bereich B auf eine und nur 
eine Weise dutch drei regular analytische Querschnittlinien in zwei zu einander 

im analytischen Sinne inbezug auf dieselben spiegelbiIdlich symmetrische einfaeh 
zusammenh[ingende H[ilften zerlegt werden kann. Bei dem Bereiche B' wird die 
gemeinte Zerlegung, wie unmittelbar ersichtlich ist, yon drei, einer und derselben 
durch den Ringmittelpunkt  gehenden Geraden angehSrenden Strecken bewirkt. 

w  

Bestimmung des Potentials u (2). Herleitung einiger bekannter Konvergenzgrundtat- 
sachen bei automorphen Gruppen. 

x. Die Bestimmung des Potentials u (2) kommt mit Riieksicht auf das fiber 

die Funktionen 1(1) Gesagte offenbar darauf hinaus, diejenige Potentialfunktion 

1 (2) zu ermitteln, welche im ganzen Bereich B, abgesehen yon dem Punkte z~, 
eindeutig und regul~ir ist, auf der ganzen Begrenzung yon B den konstanten 

Wert o annimmt und im Punkte  z~ unendlich wird wie log I z - -z~l .  Lassen wir 
dem Punkte  z~ in der ~'-Halbebene den Punkt  ~ im Innern des Fundamental-  

polygons H o entsprechen und bezeichnen wir mit ~ den zu ~'~ gehSrenden kon- 

jugiert imagin~iren Wert, so ergibt sich die Funktion I (2) direkt als der reelle Teil 

einer arialytisohen Funktion in der Gestalt 

] (2) ~ 9~ ~ log -" ~ ' ~  (.9r ~: Reeller Tell yon), 

wobei die Summe zu erstreeken ist fiber unendlieh viele Terme, die man erh~ilt, 

wenn man an Stelle der Punkte  it und (~ die mit diesen ~iquivalenten Punkte  

;~'~,~t treten ]~sst. Die gleichm~issige Konvergenz der Reihen ergibt sich, wenn 

man beachtet, dass die Summe - ~ l ~ : t ~ l ,  d. i. die Summe der Abst~inde je 
zweier konjugierter logarithmischer Unendlichkeitsstellen konvergent ist. (Siehe 
unter  2. dieses Paragraphen.)  

Wiederum folgt der automorphe Charakter des reellen Teiles dieser Funk- 
tion und das Verschwinden dieses reellen Teiles l~ings allen Streeken s~[v --- i . . . . .  m] 
aus der Bemerkung, dass der einzelne Term des reellen Teiles in der oberen Halb- 
ebene eine eindeutige Potentialfunktion ist, die l~ings der Aehse des Reellen ver- 

sehwindet und nur in mit ~'~ und ~'t ~iquivalenten Punkten logarithmiseh unend- 
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lich wird, sodass man sagen kann, dass die s~imtlichen unendlich vielen Terme 

nichts anderes darstellen, als die unendlich vielen Uberpflanzungen der Funktion 

log ~ . ~ c -  gemiiss den Substitutionen der Fundamentalgruppe,  eine Auffassung, 

welehe den automorphen Charakter der Summe der reellen Teile als selbstver- 
.stiindlieh erseheinen l~isst. 

2. Die vorher beniitzte Konvergenztatsaehe ist eine einfaehe Folge yon der 

unmittelbar in Evidenz tretenden Konvergenz der Summe aller Bildstreeken der 

2 m - - 2  Streeken ~,,. der Aehse des Reellen, die an der Begrenzung des Funda- 

mentalbereiehs H 0 teilnehmen. Bei Ausiibung aller Substi tutionen der Funda- 

mentalgruppe gehen diese Streeken ~, in lauter versehiedene Streeken der Aehse 

des Reellen fiber, von welehen eine, bei der Summierung auszusehliessende, d(n 

unendlieh fernen Punkt  enth~ilt. 

gieht man irgend eine Kreislinie K, welehe auf der Aehse des Reellen eines 

der 2 m - - 2  Grundintervalle aussehneidet, indem sis diese Aehse unter einem von 

null versehiedenen, sonst beliebigen Winkel trifft, so wird nun aueh die Summe 
der Um]Oinge aller Bildkreise yon K konvergent  sein miissen, da wegen der In- 

varianz des Sehnittwinkels mit der Aehse des Reellen aueh das VerhMtnis zwisehen 

Umfang des Kreises und L~inge des ausgesehnittenen Aehsenabsehnittes das- 

selbe bleibt. 

Nun ist jeder Kreis K', der g~nz in der oberen Halbebene enthalten ist, 

einsehliessbar in einen Kreis der Gattung K. Also ist aueh fiir einen Kreis K' 

die Summe der Umfiinge aller seiner Bildkreise konvergent. Ebenso steht es mit 

jedem Kreise K',  der die Aehse des Reellen beriihrt, jedoeh niehg in einem Grenz- 

punkte  der Fundamentalgruppe.  Jeder  die Aehse des Reellen sehneidende Kreis 

K "  ferner l~isst sich, sofern er nur keine Grenzpunkte trifft, durch Ein- 

fiihrung eines Teilpunktes oberhalb und eines Teilpunktes unterhalb der Achse 

des Reellen unter Hinzunahme seiner Schnit tpunkte mit der Achse des Reellen 

in vier Stiieke zerlegen, deren jedes einzelne in einen besonderen Kreis der Gat- 

tung K" eingeschlossen werden kann, wobei dann die LSnge des eingeschlossenen 

Bogens jedesmal kleiner ist als der Umfang des einschliessenden Kreises K". 

Hiermit ist aueh fiir die Kreise der Gattung K "~ die Konvergenz der Summe ihrer 

Umftinge bewiesen. Insbesondere ist hiermit aueh die Konvergenz der Summe der 
Um/dn.qe aller Grundkreisbilder dargetan, d. i. der Bilder der Begrenzungskreise 

des :Fundamentalpolygons. 

Betrachtet  man jetzt  die Summe der Abstdnde eines vollstdndigen Systems 
dquivalenter Punkte der oberen oder unteren Halbebene v o n d e r  Achse des Reellen, 

s o  muss nun aueh diese Summe konvergent sein; denn jeder solehe Abstand ist 
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kleiner als die L/inge eines 0rthogonalkreisbogens, gefiihrt von dem betrachteten 
Punkte  naeh einem Diskontinuit/itspunkte (d. i. jeder yon den Grenzpunkten ver- 

schiedene Punkt) der Achse des Reellen. Die letzteren BSgen aber kSnnen wir 
sKmtlich untereinander i~quivalent w/ihlen so, dass jeder in einen Kreis der Gat- 

tung K" eingeschlossen werden kann. 
Wir bemerken ferner jetzt sofort, dass man iiberhaupt sagen kann, dass dig 

Summen der Ldngen aller Bilder irgend eines K~eisbogenpolygonzuges, welcher nicht 
bis an die Grenzpunkte der Gruppe heranreicht, konvergent ist. Denn man kann 
einen solchen Polygonzug in endlich viele Stiicke zerlegen, die ihrerseits je von 
einem Kreise der einen oder anderen obigen Gattung umsehlossen werden kSnnen. 

Schliesslich finden wir ganz allgemein den Satz, dass, wenn ~'~ und ~'2 irgend zwei 
Punkte  der ,~'-Ebene, nur nicht Grenzpunkte sind, dass die Summe der Abstandsgr6ssen 

2"[~'.--':2,[, erstreckt fiber alle Bildpunktepaare des Paares (~,, ~~) konvergent ist. 
Diese AbstandsgrSssen sind n/imlich jedenfalls kleiner als die L~ingen yon Kreis- 

bogenpolygonziigen, welche die Punkte  miteinander verbinden. 

w  

Bestimmung der Potentiale u (3), u (4), u TM. 

x. Die Bestimmunff des Potentials u (3~ mit zwei entgegengesetzt gleichen 
logarithmischen Unstetigkeiten in B reduziert sich, abgesehen yon einer (lurch 

eine lineare Kombination der l (1) zu bewirkenden Regulierung der Periodizitiits- 

moduln des imagin~iren Teiles auf die Bestimmung desjenigen Potentials I ~a), 

welches in B die zwei logarithmischen Unstetigkeiten bei zi und z: hat  und li~ngs 
des ganzen Randes den Wert  null annimmt. Lassen wir den Stellen z I und z2 
die Stellen ~1 und ~: im Fundamentaipolygon entsprechen, so finden wir I (a~ in 

der Gestalt 

I(~ 9r ~ log ;.2 - -  ~,. ~ - -  ~, 9~ ~ log ~ - -  ;" - -  9t ~ log ~ --  '-:2 

4. Das Potential u r soll in z I und z, mit entgegengesetzt gleichen Koeifi- 
zienten logarithmisch unendlich werden und ausserdem die normale Ableitung 

null 1/ings der ganzen Begrenzung haben. Dies fiihrt zur Betrachtung des fol- 

genden A nsatzes 

l o g  - -  - 

- -  ( log  I~ - -  ~, I + log  I~ - -  ~,  I)]. 
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Dieser Ansatz liefert uns in 1(4) eine in der oberen Halbebene eindeutige Poten- 

tialfunktion mit den verlangten Unstetigkeiten in '" r ~,,,~ und den ~iquivalenten 
Punkten ~(n), ~n), ferner ersiehtlieh mit versehwindender normaler Ableitung ]~ings 

der Aehse des Reellen, jedoch noch nicht der Bedingung genfigend, sieh gegen- 

fiber den Substi tutionen der Fundamentalgruppe zu reproduzieren. 

Die gleichmassige Konvergenz der Reihe folgt aus der gleichm~issigen Kon- 

Z , , t  und % log-" " vergenz der beiden Bestandteile log i. :. . . . .  : - - - - ~  ~ w e n d  m a i l  

beaehtet,  dass die Summe der AbstandsgrSssen I~ - -~ ' t l  und 1,2 --~1 nach 
w 62 konvergiert. Das Potential 1 (4) wird sich, wie schon gesagt, im allgemeinen 

nieht reproduzieren gegenfiber den Substitutionen der Fundamenta]gruppe,  vielmehr 

dabei J(nderungen um additive Konstanten erleiden. Es geht n~imlich der ein- 

zelne Term der Summe, betraehtet  als Funkt ion yon ~, bet Ausfib~-og ether 

Substi tution der Fundamentalgruppe in eine neue Funktion yon ~ fiber, welche 

mit einem Term der Summe in den Unstetigkeitsformen iibereinstimmt und sich 

folglieh yon demselben nur nm eine additive Konstante  unterscheidet. 

Es handelt sieh nun noeh darum, eine Modifikation mit dem Potential  1 (4) 

vorzunehmen, dureh welche 1 (4) in das eigentlich zu bestimmende Potential  u (4~ 

fibergeht. Um diese Modifikation vorzunehmen, wollen wir uns vorstellen, dass 

wir das Potential  I(4) auf den Bereieh B iiberpflanzen, we es dann liings den 

Begrenzungslinien die yon uns nicht gewiinschten Periodizit~itsmoduln erleidet, 

jedoeh die riehtigen Unstetigkeiten besitzt und auch die normale Ableitung null 

l~ings des ganzen Randes. Die Modifikation muss stattfinden in Form der Addi- 

tion eines unstetigkeitenfreien Potentials, welches ebenfalls die normale Ableitung 

null l~ings des ganzen Randes besitzt und dieselben Periodizit~tsmodul wie 1 (~) hat. 

Eine solche in Abzug zu bringende Funkt ion l~isst sich aber bestimmen 

dureh Heranziehung des Potentials re), d. i. des konjugierten Potentials zu uO~. 

Dieses Potential  hat  den Typus  der in Abzug zu bringenden Funktion, und 

zwar sind die auftretenden Periodizit~itsmoduln 2 z  l~ings L , , - - 2 ; r  l~ngs L2, auf 
allen fibrigen Linien null. Wit kSnnen nun mit v( 1)=:v(~ l) analoge Funktionen 

v~), v~) . . . .  ,v  (1) bilden, indem wir die Linie L~ bzw. durch L3, L4, Lm m �9 ~ ~ 

ersetzen. Durch Abzug einer linearen Kombination kSnnen wir so die Periodizi- 

t~itsmoduln des Potentials 1 (4) l~ngs La, L s . . . . .  Lm beseitigen. Dann muss yon selbst 

auch der Periodizit~itsmodul auf L~ wegfallen und also die Funktion u (4) entstehen. 

5. Zur Bildung des Potentials u is) gehen wir yon der allgemeinen SCHOTTKY- 
sehen Reihenbildung 

F(~) = ~ (R(~;(-)) - -  R(.(-))) 

Acla mathemalica. 41. I m p r i m ~  le  23 f ~ v r i e r  1918. 4 ~  
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aus, indem wir unter  R(~') eine rationale Funktion yon ;~ verstehen, welche nut  
im Fundamentalbereieh und seinem Spiege]bilde in der unteren Halbebene unend- 

lich wird, ferner unter  ~(n) das durch eine beliebige Substitutionen der Funda- 
mentalgruppe entstehende Bild der StelIe ~', unter  a(n) das entsprechende Bi]d 
des festen Punktes  a. Die Reihenbildung ergibt sich auf natiirlichste Weise, 

indem aus der Grundfunktion R(~') durch Cberpflanzung gemiiss allen Substitu- 
tionen der Fundamentalgruppe die neuen rationalen Funktionen Rn(~)~R(~(n)) 
von ~" bildet und sodann dieselben zur Erzielung der Konvergenz noch um die Kon- 
stanten R(a(n)) vermindert ,  so dass s~mtliehe so modifizierten rationalen Funk-  
tionen nunmehr im Grundpunkte c~ verschwinden. Die obige Reihe ist dann 

naeh SCHOTTI~r in der ganzen ~'-Ebene mit Ausnahme der Grenzpunkte der 
Gruppe gleichmSssig konvergent, well die Summe der L~,ngen [~(")--a('~)[ kon- 
vergiert und die obige Summe mit letzterer Term fiir Term vergleiehbar wird, 
da der Differentialquotient 

[ R(~(':) - -  R(a(')) I < 

gesetzt werden kann, unter  7 eine yon n unabhiingige positive Konstante ver- 
standen. Die durch die unendliehe Reihe dargestellte Funktion iindert sieh fer- 
ner bei Ausiibung der Substitutionen ~-r__ L(~') der Fundamentalgruppe nur um 
additive Konstanten,  aus dem einfachen Grunde, well nach der Ents tehung der 

einzelnen Terme die Werte derselben an der Stelle ~ sich yon den Werten der 
vermfge ~r=  L(~') korrespondierenden Terme immer nur um additive Konstanten 
unterscheiden. 

Die rationale Funktion R(;~) kann nun so gew~hlt werden, dass sie fiir 

reelle ~ ebenfalls ree]l ist. Alsdann besitzt die Funktion F('~) die Eigensehaft, 
auf der ganzen Aehse des Reellen reell zu sein, sodass also ihr reeller Tell die 
normale Ableitung nuI1, wiihrend der imagin~re Tell auf den einze]nen Diskon- 
tinuitiitsintervallen der Aehse des Reellen immer den konstanten Wert  null an- 
nimmt. Wiihlen wir speziell 

. .  + 

m i t a  eine komplexe Konstante,  mit ~ ihren konjugiert komplexen Wert  be- 
zeiehnend, so gewinnen wir, wenn wir den Normierungspunkt a mit ~ zusammen- 
fallen lassen, eine Funktion 

F ( ~ )  = I(5) + I(5) ' 

in Gestalt einer Reihe 



in welcher 6,  

(d~(")) hat. 
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J " -_+  a-_.l F = _ ; .V)  : _ 
(.) 

die zu a,  konjugierte GrSsse ist, welch letztere den Wert  

Die Funkt ion I(~) r bleibt gegeniiber den Substi tutionen der Fun- 

damentalgruppe unge~ndert. Sie versehwindet ]iings der ganzen Achse des Reel- 

leu. Der reelle Teil ist jetzt  nur so zu modifizieren, dass die additiven Kon- 

stanten, welche sieh bei Ausiibung der Fundamentalsubst i tut ionen der Gruppe 

ergeben, den Wert  null bekommen. Dies erreichen wir aber durch Hinzufiigung 

einer linearen Kombination der Funktionen 1(~ )r zu I (~') oder, was auf dasselbe 

hinauskommt, der I(~ ) zu 1 (5)', wobei mit 1(~ ~r die zu 1~ ) gehSrende konjugierte 
ld;(")l 

Funktion bezeichnet ist. Die obige Bemerkung, dass a,~---- ~ d~ ];=:~ ist, kann 

ebenfalls dazu dienen, die Konvergenz der obigen Reihe darzutun. Denn es ist 

bekanntlich fiir alle auf der Achse des Reellen eigentlich diskontinuierlichen 

Gruppen reeller Substitutionen der Satz zutreffend, dass die Reihe ~_~ d~" kon- 
(n) 

vergiert fiir jede yon den Grenzpunkten der Gruppe verschiedene Stelle ~'. 

w  

Beslimmung der Polentiale u (6) , u (7), u (s), u (9) . 

i. Die Bestimmung des Potentials u (~) wird uns auf einem Wege gelingen, 

der analog ist dem zur Bestimmung von u (~) eingeschlagenen Wege. Wir deft- 

nieren zun~chst gewisse Potentiale ll~)[!l ~ ~ . . . .  , k] und zwar bezeichnen wir mit 

11~ ) dasjenige in B eindeutige und regulate Potential,  welches auf L:~ den kon- 

stanten Weft  i, auf den iibrigen / c - - i  Linien der Fo]ge Lj . . . .  , Lk den kon- 

stanten Wert  null annimmt, hingegen ]~ings Lk+l . . . . .  Lm die normale Ableitung 

null besitzt. Sofern ein solehes Potential  fiberhaupt existiert, was, wie wir sehen 

werden, tats~ichlich der Fall ist, erkennen wit  an dieser Stelle bereits, dass es 

durch die angegebenen Bedingungen vSllig bestimmt wird. Denn die Differenz 

zweier den gestellten Bedingungen geniigenden Potentialfunktionen wiirde eine 

Potentialfunktion sein, welche l~ings L~ . . . . .  Lk den konstanten Wert  null annimmt, 
IKngs den iibrigen Begrenzungslinien die normale Ableitung null hat, fiir welch 

letztere Bedingung aueh die andere gesetzt werden kann, daus der imaginiire 

Teil der durch das Potential  als reeller Teil definierten analytischen Funktion 

konstant  sein soll. Diese Potentialfunktion wiirde demnach an je zwei in be- 
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zug auf eine solche Begrenzungslinie spiegelbildlich symmetrischen Punkten die- 

selben Werte annehmen. Es kann daher ein Maximum oder Minimum der Werte 

dieser Potentialfunktion fiir das Innere yon B nicht auf einer solcben Begren- 

zungslinie erreicht werden, weil sonst in den betreffenden Stellen die Funktion 

ein Maximum bzw. Minimum haben wiirde mit bezug auf die vollst~indige Umge- 

bung der betreffenden Stelle. Das Resul tat  ist, dass Maximum und Minimum 

der betreffenden Differenzfunktion auf einer der Linien L~ . . . .  , L~ angenommen 
werden, wo dieses Potential verschwindet. Das heisst aber, dass die genannte 

Differenzfunktion identisch verschwindet. 
Wir kSnnen durch eine ~hnliehe Argumentation sofort feststellen, dass 

k 

~ i (6) 

!~=I 

ist, dass hingegen zwischen weniger a]s k dieser Potentiale weder eine homogene 

noch eine nichthomogene lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten bestehen 

kann. Ferner bemerken wir, dass es keine homogene lineare Kombination yon 
1~6), ,(6) . . . .  tk--1 geben kann yon der Art, dass der zugehSrende imagin~ire Teil dieser 

linearen Kombination l~ngs L L . . . . .  Lk-1 den Periodizit~itsmodul null hat. Denn 

dann wiirde der betreffende imagin~ire Teil, der l~ings L k + l , . . . , L m  ja jedenfalls 
keinen Periodizit~itsmodul hat, auch liings Lk keinen Periodizit~itsmodul haben, 

sodass die betreffende analytische Funktion eine eindeutige :Funktion w~ire, yon 

welcher l~ings L l . . . . .  Lk der reelle Teil auf jeder einzelnen Linie konstant  ist, 

liings L k + l ,  �9 �9  L , ,  jedoch der imagin~ire Teil. Eine solche Funktion gibt es aber, 

abgesehen von der Konstanten,  nieht nach dem Satze Pag. 3x 4. 
Nunmehr k5nnen wit, wie oben Pag. 32: mit dem Nichtverschwinden einer 

Determinante yon Periodizit~itsmoduln operierend, seh]iessen, dass man stets eine 

lineare homogene Kombination der l(t,6)[!l = : . . . . .  k - - : ]  aufstellen kann und auch 

nur auf eine Weise, sodass ihr konjugiertes Potential  l~ings L 1 . . . . .  Lk- l  vorge- 

schriebene Periodizit~.tsmoduln erh~ilt. Damit erledigt sich die Bestimmung des 
Potentials u (6). Dasselbe ergibt sich als eine lineare homogene Kombination der 

1}~)[:, = : , . . . ,  k - :  :] .  

Dio Frage der Existenz der Potentiale 1~, 8) ist jedoeh damit noch nicht 

beantwortet .  Zu dem Zwecke fassen wir eine dieser Funktionen ins Auge, 

etwa 1{ 6), und setzen sie fiber die Linien L k + l , . . . ,  Lm auf die Rfickseite yon B 

hin fort. (Vg]. hierzu die Bemerkungen auf Pag. 337 fiber die analytische 
Fortsetzung von Funktionen auf Doppe]fli4chen.) Die so fortgesetzte Funktion 

1{ 6) nimmt an je zwei koinzidierenden Punkten der Vorderseite und Rfickseite 
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yon B denselben Wert  an. Sic ist in ihrem doppelfli4chenfSrmigen Gebiete /~ 

eindeut.ig und regular und nimmt an den beiden Linien L~ (auf Vorder- und 

Riickseite) den Wert  + x, auf den Linien L2 . . . .  , Lk (auf Vorder- und Riickseite) 

den Wert null an. Die erw~ihnten, der Symmetric der Fl~iche /~ Rechnung tra- 

genden Regularit~ts- und Randwerteigenschaften geniigen umgekehrt, um auf 

Grund der eindeutigen Bestimmtheit  der Funktion durch ihre R a n d w e r t - u n d  

Regularit~tseigensehaften zu schliessen, dass die Funktion an irgend zwei koinzi- 

dierenden Punkten der Vorder- und Riiekseite denselben Wert  annehmen und 
mithin auf den Begrenzungslinien Lk+l . . . . .  Lm die normale Ableitung null haben 

muss. Man kSnnte in der Tat  aus einer unsymmetrischen Funkt ion durch die 

symmetrisehe Ubertragung selbst sofort eine zweite, von ersterer verschiedene 

Funktion herleiten. 
2. Es kommt somit das ganze Problem der Bestimmung der Potentiale 11, 6) 

darauf hinaus, die Fundamentalabbildung der Doppel/Idche B auszufiihren, welche 

durch Hinzunahme der Riickseite zur Vorderseite des Bereichs B cntsteht,  wobei 

die Linien Lk+l . . . . .  Lm als inhere Linien, hingegen die Linien L~ . . . . .  Lk jede 

zweimal als Randlinien auftreten. Diese Fundamenta]abbildung gewinnen wir, 

indem wit zun~iehst fiir die Fliiche B selbst die Fundamentalabbi ldung durch- 

fiihren. Diese Abbildung kann dann aueh als eine Abbildung der Doppelfl~iche/~ 

dadurch aufgefasst werden, dass man dem Ubergang fiber die Linien Lk+l . . . . .  

Lm von Vorderseite zu Riickseite den Ubergang von oberer Halbebene zu unterer 

Halbebene entspreehen l~isst. Auf diese Weise wird die Fl~iche/~ zun~ichst ( ~ ,  ~)-  

deutig auf ein die ganze Ebene bedeckendes schlichtes Gebiet fl abgebildet, welches 

als Begrenzungslinien diejenigen Strecken der Achse des Reellen besitzt, die den 

Linien L~ . . . . .  Lk bei der betrachteten Fundamenta]abbildung des Bereichs B ent- 

sprechen. Das Gebiet fl kann nun seinerseits auf Grund unseres Schmiegungs- 

verfahrens auf eine schlichte obere ~-Halbebene abgebildet werden, womit dann 

die Fundamentalabbildung der Doppelfl~ehe /~ auf eine ~-Ebene geleistet ist, von 

welcher ausgehend wir die Potentiale 11, 8) in derselben Weise gewinnen, wie oben 

die Potentiale 1(~ 1), ausgehend yon der ~'-Ebene. 

3. Was nun schliesslich die Bestimmun9 der Potentiale u (7), u (s), u (9) anbetrifft ,  

so bietet deren Bestimmung keine prinzipiell neuen Schwierigkeiten dar. Diese 

Funktionen sind, abgesehen yon den additiv hinzutretenden ]inearen Kombina- 

tionen der II~ ), dureh diejenigen Potentiale gegeben, welche mit u (7), u (s), u (~ in 

allen Bedingungen fibereinstimmen mit dem einen Unterschied, dass auf den Rand- 

linien Lt . . . . .  Ll, der konstante Wert  null vorgeschrieben wird. Diese neuen 

Potentiale mSgen mit i(7), l(S), 1(9) bezeichnet werden. Ihre Herstellung erfo]gt in 

der ~-Ebene wesentlich in derselben Weise, in welcher wir oben die Potentiale 
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1(2) u. s. w. in der ~-Ebene konstruierten. Es treten z. B. bei der Herstellung 

des Potentials I(s) im ganzen acht paarweise symmetrisch angeordnete nieht~iqui- 

valente Unstetigkeitsstellen auf. Um ferner etwa yon 1 (7) zu u (7) zu gelangen, 

hat man nur nStig, zu i(7) eine solche lineare Kombinat ion der I(G) Jr, zu addieren, 

dutch welche das Verschwinden der Periodizitiitsmoduln der konjugierten Poten- 

tialfunktionen IKngs L2 . . . .  , Lk bewirkt wird, was nach einer Bemerkung oben 

(Pag. 332) tats~chlich mSglieh ist. Dann wird yon selbst der Periodizit~itsmodul 

1/ings Lt den Wert  2 z  erhalten wegen des Auftretens einer ]ogarithmisehen Un- 

stetigkeitsstelle innerhalb B. Analog verf/ihrt man bei u (s) und u (9~. 

C. Z w e i t e r  T e i l  (w167 9, xo). 

Die Abbildungsaufgaben der dritten, vierten und fiinften Kategorie. 

(Isogonale Trajektorien der Orthogonalkreissysteme als Begrenzungslinien; Haupt- 
punkte au/ der Begrenzung.) 

w 
Die Abbildungsau/gaben der dritlen und vierten Kategorie. (Geradlinige bezw. spiral- 

linige Begrenzungen. ) 
I. Die bisher betraehteten Norma]formen mehrfach zusammenhiingender 

Bereiehe waren dadureh charakterisiert, dass ihre Begrenzungslinien entnommen 

waren einem Orthogonalsystem yon Kreisen, welches wir in seiner einfaehsten 

Gestalt, n~mlieh entweder als Orthogonalsystem yon Geraden paral]el der Aehse 

des Reellen bzw. des Imagin~iren (entsprechend dem parabolischen Kreissystem) 

oder in Form eines gewShnlichen Geradenbiisehels mit dcm NulIpunkt als Zen- 

trum nebst  zugehSrendem konzentrisehem Kreissystem (entsprechend dem ellip- 

tiseh-hyperbolischen Kreissystem) zugrundelegten. Dabei untersehieden wir noch 

zwei Kategorieen nach dem Gesichtspunkte, ob beide Orthogonalscharen oder nur 
die eine Sehar zur Verwendung kam. Wir werden uns in einer folgenden Ab- 

handlung dieser Serie allgemein mit denjenigen Erweiterungen der Gestalten der 

Normalbereiehe zu befassen haben, die sich ergeben, wenn man die zu den ge- 

nannten Kreissystemen isogonalen Tra]ektorien, d. s. Geraden beim parabolischen 

System, logarithmi~che Spiralen beim elliptisch-hyperbolischen System, mitheran- 

zieht zur Bildung der Begrenzung. 
Gewisse besondere F~ille dieser neuen Allgemeinheit gestatten eine Behand- 

lung nach denselben Methoden, die wir im Vorhergehenden dargelegt haben. Wir 

ste]lon sio deswegen der allgemeinen Behand]ung voran. Im ganzen handelt  es 
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sieh hier um vier Abbildungsaufgaben, welehe den folgenden Normalgestalten 

entspreehen. 
IO. Der Bildbereieh sell begrenzt sein von m untereinander parallelen, aber 

gleichgerichteten endlichen geradlinigen Schlitzen gegebener Richtung. Bei der Abbil- 
dung ist vorzuschreiben, welcher innere Punkt  des zur Abbildung vorgelegten 

Bereiehes B in den unendlich fernen Punkt  iibergehen sell und welches die dabei 
stat tf indende Zuordnung der Richtungselemente in jenen Punkten ist. (Fig. io.) 

IL  Der Bildbereich sell begrenzt sein yon m geradlinigen endlichen ScMit- 
zen, deren je zwei entweder untereinander parallel oder zueinander orthogonal sind. 
Fiir jede Begrenzungslinie ist die Richtung des entsprechenden Schlitzes zu geben. 
Im iibrigen gilt die unter  zo gegebene Vorschrift betr. die Zuordnung eines inne- 
ren Punktes zum unendlich fernen Punkte  einschliesslieh der Richtungselemente. 

(Fig. II .)  

\ /  / / 
~o) ( I2' l ?) 

z2. Der Bildbereioh soll begrenzt sein yon m, gegen das fundamentale Ge~ 
radenbiischel gleichgeneigten SpiralbS.qen gegebener Neigung. Bei der Abbildung ist 
ferner vorzuschreiben, we]the beiden inneren Punkte  des abzubildenden Bereichs 
in den Nullpunkt und in den unendlich fernen Punkt  fibergehen sollen. (Fig. I2.) 

I3. Der Bildbereieh sell begrenzt sein von m teils gleichgeneigten, teils zu 
diesen orthogonalen, unter sich eben/aUs gleichgeneigten SpiralbSgen. Ffir jede ein- 
zelne BegrenzungsliDie ist die Neigung des entsprechenden Spiralbogens vorzu- 
sehreiben. Ferner  ist wiederum vorzuschreiben, welche beiden inneren Punkte  
des gegebenen Bereiehs B in den Nullpunkt und in den unendlich fernen Punkt  

iibergehen sollen. (Fig. I3.) 
2. Was zun~iehst die Abbildungsaufgaben io und i i  anbetrifft,  so bemer- 

ken wir ohne weiteres, dass sie in die Abbildungsaufgaben 5 und 9 iibergehen, 
indem man eine Drehung der Bildebene um einen durch die gegebene Neigung 
der Sehlitze bestimmten Winkel vornimmt. Wir erkennen auf diese Weise sofort, 
dass die Abbildungsaufgaben, abgesehen yon der richtungstreuen hhnliehkeits- 
transformation nur  eine LSsung besitzen und dass die Auffindung der Abbildungs- 

funktionen selbst dureh die Auffindung der Abbildungsfunktionen/(~)(z) und/(9)(z) 
ebenfalls mit erledigt ist. 
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Um fiir die Abbildungsaufgaben I2 und I3 den Unitdtsbeweis zu ffihren, bil- 
den wir den Quotienten zweier als LSsungen vorgestellten Abbildungsfunktionen 

/, (z) 
/,(z) und /2(z). Die Funktion ] ~  ist dann eine im Bereiche B eindeutige und 

regul~re Funktion, welche in diesem Bereiche weder null noch unendlich wird, 
deren Randwerte  ferner wiederum endliche spiralfSrmige BSgen besehreiben, welche 

auch dem Nullpunkte nicht be]iebig nahe kommen. W~ire nun die durch den 
obigen Quotienten dargestellte Funktion keine Konstante,  so bedeeken die in B 
angenommeneu Werte derselben, geometrisch gesprochen, ein Gebiet, welches die 
erw~hnten SpiralbSgen vollst~indig einbettet.  Die genannte Funktion wfirde daher 
weder Maximum noeh Minimum des absoluten Betrages ihrer Werte auf dem 
Rande annehmen kSnnen, entgegen einem allgemeinen Satze fiber regul~ire Funk- 
tionen. Demnach muss der obige Quotient sich auf eine Konstante reduzieren. 

Was die Bestimmung der gesuchten Abbildungsfunktionen ](l~)(z) und/(13)(z) an- 

betrifft, so schlagen wir einen Weg ein, analog demjenigen, den wir bei Bestim- 
mung der Funktionen /(3)(z) und /(4)(z) bzw. /(6)(z) und ](S)(z) bcschritten haben. 

Wir betrachten anstelle der Funktion / (z) (d. i. ](12)(z) oder/(13)(z)) die Funkt ion 

log ](z), welche in B zwei logarithmische Unstetigkeiten, n~im]ich log (z--z1)und 
- -  log (z--z,)  darbietet. Bei Durchlaufung irgend einer Randlinie des Bereichs 

B kehren die Funktionswerte jedesmal zu ihren Ausgangswerten zurfick. Sie 
beschreiben dabei geradlinige endliche Strecken in einem einfachen Hin- und Her- 
gange yon bekannter  Neigung gegen die Achse des Reellen. Ist a der Neigungs- 

I g  
winkel der Strecken der einen Kategorie, so ist c~ +2- der Neigungswinkel der 

Streeken der andern Kategorie. Indem wir jetzt anstelle der Funktion log ](z) 

die Funkt ion e-islog/(z) t reten lassen, haben wit damit  eine wesentlich nach den 

alten Methoden bestimmbare Funktion. 
Die Funktion q)(z)--e  - i s  log [(12)(z) wird in B nur unstetig bei zl und z2 und 

zwar logarithmisch mit den entgegengesetzt gleichen Koeffizienten e - i s  und - -  e - is .  

Sie reproduziert  sieh bei Durchlaufung jeder Randlinie und nimmt dort nur  Werte 

von konstantem imagin:,iren Teile an. 
Die Funktion T ( z ) ~ e  - i s  log ](13~(z) besitzt bei zi und z2 dieselben Unstetig- 

keiten wie q)(z); sie nimmt auf den Randlinien periodisch in sich zurfickkehrende 
Randwerte an, welche bei den Randlinien der einen Kategorie konstanten imagi- 
nEren Toil, bei den Randlinien der anderen Kategorie konstanten reellen Tell 
besitzen. 

Wir kSnnen die Funktionen q~(z) und hU(z) auf die Rfickseite der Fl~iche B 
fortsetzen. Dabei stellen sich an den entsprechenden Stellen der Rfickseite wie- 
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derum logarithmische Unstetigkeiten ein. Gehen wir fiber eine Linie mit kon- 
s tantem imaginSrem Tcile auf die Riickseite, so bekommen wir logarithmische 
Unstetigkeiten mit konjugiert komplexen Koeffizienten; getlen wir hingegen fiber 

die Linien konstanten reellen Teiles auf die Riickseite, so bekommen wir die ur- 

spriingliehen Koeffizienten ersetzt durch die negativ genommene~l konjugiert kom- 
plexen Werte, d. s. Werte, welebe aus den Originalwerten, geometrisch gesprochen, 
durch Spiegelung an der Achse des Imagin~iren entstehen. 

Die Beurteilung des Verhaltens einer analytischen Funktion in einem Punkte  
der I~fiekseite ist dabei nach Massgabe der Bestimmung vorzunehmen, dass man 

sich die Riiekseite umgeklappt und die dort  bestehenden Funktionswerte an die 
entsprechenden Stellen iibertragen denkt und nunmehr die Beurteilung des Ver- 

haltens in der gewShnlichen Weise vornimmt, eben an der dutch den genannten 
Uberpflanzungsprozess gewonnenen, im gewShnlichen Sinne analytischen Funktion. 

Analog ist das analytisehe Verhalten liings einer Ubergangslinie (Linie, fiber 
welche hinweg der Ubergang yon der Vorderseite auf die Riiekseite stattfindet) 
zu beurteilen. Die Ubergangslinie werde dabei regul~ir analytiseh vorausgesetzt, 

was bei den Ubergangslinien der Doppelfl~iche /~ tats~chlich der Fall ist. Man 
mache eine konforme ttilfsabbildung der Ebene, in welcher die Doppelfliiche liegt, 
in der Weise, dass ein Stiiek der Ubergangslinie, fiir dessen Nachbarschaft  man 

die Beurteilung vornehmen will, in ein geradliniges Linienstfick transformiert  wird. 
Dabei geht ein das Linienstiiek enthaltender Teil/~ der Doppelfl~icho in ein an jene 
geradlinige Streeke ansehliessendes Doppelfl~iehenstfiek f~' fiber. Das Fli~.ehenstfiek fl~ 
wird nun seinerseits in ein gewSbnliehes Fl~iehenstfiek fl verwandelt,  indem man die 
riiekseitige ttiilfte yon demselben unter  Festhaltung der genannten geradlinigen 

Begrenzungsstrecke umklappt,  wodureh die beiden H~ilften yon f} nunmehr  neben- 
einander zu liegen kommen und so den Bereieh fl bilden. 

Eino in fi erkl~irte Funktion hat  man sieh jetzt zur Beurteilung ihrer ana- 
lytischen Natur  naeh fl iiberpflanzt zu denken. /nsbesondere gilt eine Funktion 
in fl als den Prinzipien der analytischen Fortsetzung entsprechend definiert, wenn 
sio nach ihrer Uberpflanzung in den Bereieh fl dort  eine im gewShnliehen Sinne 
der analytischen Fortsetzung erkl~irte Funktion liefert. 

Die Beurteilung des analytischen Verhaltens yon Potentialfunktionen auf 
Doppelfliiehen hat  nach denselben Regeln zu erfolgen. 

3. Zweeks Bestimmung der Funktionen O(z) und ~ (z) riehten wir unsere 
Aufmerksamkeit  auf die reellen Teile derselben, welche wir mit u cl~) bzw. u (is) be- 
zeiehnen wollen, w~hrend wir entspreehend die imaginKren Tei]e mit v (1-~) und v( TM 

bezeiehnen. Die Potentiale u (~2) und u(~s) werden in z~ und z 2 unstetig in der Form 
Acta mathematica. 41. Imprimr le 24 fdvr;er 1918. 43 
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a l o g r  + b~f bezw. - - a l o g r - - b ~ f ,  

wobei ist r = i z - - z l l  bezw. ]z - -z . ] ,  

~p=Am(z- -z~)  bezw. Am (z --  z.,). 

Die Vieldeutigkeit dieser Funktionen innerhalb des Bereichs B riihrt ledig- 

lich von ihren durch die Arcus-Unstetigkeiten bei zi und z 2 gegebenen Ver- 

zweigungen her. Zieht man in B irgend eine gosehlossene Linie, welche dieso 

beiden Punkte  einfach und in gleichem Sinne umschlingt, so kehren die genann- 

ten Potentialfunktionen zu ihren Ausgangswerten zuriick. Die Begrenzungslinien 

yon B zerfallen in solche der ersten Kategorie, auf welchen ein konstanter Rand- 

wert besteht, und solehe der zweiten Kategorie, 1/ings welehen die Normalablei- 

tung null ist. Die ersteren seien mit L~, L~ . . . . .  Lk, die letzteren mit Lk+l . . . . .  Lm 

bezeichnet. Bei u (12) fallen die Randlinien der zweiten Kategorie weg. 
Von den Potentialen u(~e) und (~3) gelangen wir dutch Subtraktion homogener 

linearer Verbindungen entweder der Funktionen 111 ) oder der Funktionen ](~,)zu 

analog beschaffenen Funktionen I (L~) und 1(~3), welche sich yon u (12) und u (13) hin- 

sichtlich der hervorgehobenen charakteristischen Eigenschaften nur dadureh un- 

terseheiden, dass ihre konstanten Randwerte  auf den Linien L~ . . . . .  Lk s~imtlich 
gleich null sind. Diese Funktionen I (12) und I (~~) zerlegen wit ihrerseits wieder 

in der Form 
i(12) ~ a/(12)t + b 1 (12)" 

I (13) = a 1(13)r + b I (la~', 

indem wir, anstello der oben angegebenen Unstetigkeiten allgemeiner Form, fiir 
die einfach gestriehenen Funktionen i(12)r und l(13)r die Unstetigkeiten + log r, fiir 

die zweifach gestrichenen Funktionen I (12)'r und I (18)'~ die Unstetigkeiten :t: ep bei 

z I bzw. z2 treten lassen. 
Die Potentiale 1( l~)r und 1 (12)" denken wir uns jetzt  zum Zwecke ihrer Be- 

stimmung durch unendliche Reihen in die ~-Ebene iiberpflanzt, die Potentiale 
i(13)r und /(13)rr hingegen in die ~-Ebene, n~imlich die Ebene der Variabeln ~, wel- 

che durch die zur Doppelfliiche J~ (Pag. 333) gehSrende Fundamentalfunktion ge- 

liefert wird. Nach dieser Uberpflanzung lassen sich die erw~hnten Potentiale un- 

mittelbar als die reellen oder die durch i dividierten imagin~iren Teile yon Funk- 
tionen auffassen, die dureh Reihen mit lauter logarithmisehen Gliedern dargestellt 

werden. So wird die Funkt ion ]~12), geometrisch fo]gendermassen erkliirt. Man 

bestimme ~ und ~2 im Fundamentalbereieh der ~-Ebene als Bildpunkte der 

Punkte  z Lund z2. ~ und ~'2 seien die konjugiert komplexen Punkte.  Ein varia- 

bier Punkt  ~ liefert dann eine Winkelsumme bei ~, nKmlieh 
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[G, ;,) + G, ; ;2)]. 

Diese Gr5sse ist auf der Achse des Reellen im Hauptzweige gleich null. Die 
Summe aller GrSssen 

1 ( , 2 ) , ,  = : - )  _ ( : ,  

n 

erstreckt fiber alle vermSge der Substitutionen der Fundamentalgruppe aus 
dem Quadrupel (~1, ~ ,  ;" ?- ~ ,  ,~) sieh ergebenden Bildquadrupel, ist die GrSsse 1 (12)" 
welehe wir suchen. Sie kann auch durch den Ausdruek 

I aw'-~ 9? /- log ~ --  -" + log~ ~-~ ~_ t 
- - . ,  ~_~- ,  . 

dargestellt werden, in welehem die unendliche Reihe nach frfiheren Griinden gleich- 
m~issig konvergiert. 

w IO, 

Die Abbildungsau/gaben der /iin/ten Kategorie. (Hauptpunkte au/ der Begrenzunq.) 

Wit haben im bisherigen sowohl den Hauptpunkt  der parabolischen, als auch 
die Hauptpunkte  des elliptisch-hyperbolischen Orthogona]systems v o n d e r  Begren- 
zung ausgeschlossen, indem wir sie entweder dem Inneren oder dem $,usseren des 
Bereiehs zuwiesen. Nunmehr wollen wir eine fiinfte Kategorie von charakteristischen 

Bereichen aufstellen, bei welchen ein Hauptpunkt oder auch beide Hauptpunkte 
au/ der Begrenzung desselben liegen. Dabei beobaehten wir jedoch, wie bei 
den ersten beiden Kategorieen, bei der Bildung der einzelnen Begrenzungslinien 
das Prinzip, dass jede Begrenzungslinie ganz einer und derselben Linie (Gerade 
oder Kreis) des Orthogonalsystems entstammen sell. 

i.  Betraehten wir zuniiehst das orthogonale Geradensystem, so kann der 
Hauptpunkt  auf drei typisch unterschiedene Weisen in die Begrenzung eingefiihrt 
werden. Die Figuren i4, i5, i6, zeigen die Gestalt der jeweiligen, den Haupt-  
punkt  enthaltenden Begrenzung (stark ausgezogen). Sie sind naeh dem Grade der 
Allgemeinheit geordnet. Die Pfeile bedeuten, dass man sieh die betreffende Linie 
in der dureh den Pfeil angezeigten Richtung ins Unendliche fortgesetzt zu den- 

ken hat. Zeigt der Pfeil nur  in einer Richtung ins Unendliehe, so hat  man sich 
die Linie dort  endigend zu denken. Weisen zwei Pfeile in engegengesetTter Rich- 
tung ins Unendliche, so hat  man die Linie als eine einheitliehe, durch das 
Unendliche hindurehgehende Linie aufzufassen. Fiir die Abbildungsprobleme 
kSnnen wir annehmen, dass die den Hauptpunkt enthaltende Begrenzungslinie 
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in der Achse des Reellen liege. Sie ist dann im Falle der Figur I6 mit der 
Aehse des Rcellen geradezu identisch. Die Bereiche haben in den F~illen der 

Figuren I4 und I5 die Form einer geschlitzten Vollebene, in den Fiillen der 
Figur i6 die Form einer gescMitzten Halbebene. Die hinzukommenden weiteren 
Begrenzungssehlitze sind dabei entweder auch parallel der Achse des Reellen 
oder parallel der Achse des Imagin~iren zu denken, jedenfalls aber endlich. 

Die sich nun einstellenden seehs neuen Abbildungsaufgaben (s. die Figuren 

I4--x 9, yon welchen die letzteren drei dutch die hinzugetretenen vertikalen 
Sehlitze yon den drei ersten unterschieden sind), geben zu neuen Potentialen 

u=gtll(z)) 

Anlass, die wir nicht weiter besonders dutch Indizes charakterisieren wollen. 

m 

�9 " I , | I I 

~4) x5) 

4 

I 
i7) 

_! I -  
, | , II 

-I 
18) I9) 

I 
P 

Das Wesentliehe iibersehen wir ohne Sehwierigkeit. Sei LI diejenige Randlinie 

des Bereichs B, deren Bi]dlinie den I tauptpunkt  enthalten soll. 
Wir werden jetzt  dem Typus der Fig. I4 entspreehend zwei verschiedene 

dipolare Unstetigkeiten auf der Begrenzung yon B vorsehreiben. An beiden Un- 
stetigkeitsstellen ist die Achse der Dipole zusammenfallend mit der Tangente der 
Linie L l in diesem Punkte zu geben, jedoeh das eine mal den positiven (bei 
welchem der Bereich einem auf der Ebene fortsehreitenden Beobachter zur Lin- 
ken liegend erscheint.), das andere mal dem negativen Umlaufssinn der Linie L, 
folgend. Als Richtung der Achse bezeichnen wit bei einem Dipo] diejenige zur 
Nullgeraden (Symmetrale des Dipols, auf welcher die die Unstetigkeit darstellende 
Funktion Cr -1 cos (~--rf0) den Wert  null ann immt ) senk rech t e  Riehtung, bei 

deren Verfolgung man zu positiven Werten der angegebenen Funktion gelaogt, 
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n~tmlieh die Riehtung 9 =9o-  Diejenige Dipolaehse, welehe in den der oberon 
Halbebeno angehSrenden Hauptpunkt  des Normalboreichs iibergehen soll, hat  
dem negativen Umlaufssinne zu folgen. Beliebig verfiigbar bleiben nun noeh 

zwei multiplikative reelle positive Konstanten Ct und C~. 
Dem Typus der Fig. x5 entspreehend haben wir auf L~ einen und nur  einen 

Punkt  z 1 zu geben, weleher in den Hauptpunkt  iibergehen soil, und ferner nach 

konformer Ubertragung eines z~ enthaltenden Stiickes der Linie L auf ein den 
Nullpunkt als Bild von z~ enthaltendes Stiiek der Aehse des Reellen eine Unste- 

tigkeit der Form 

Cr-2 eos 29 + (7'r-' eos 9= 9~ {C + ~- I, 

beliebig vorgebbare reelle Konstanten sind, yon welehen nur wobei (7 und C' 
C > o soin muss. 

Dem Typus der Fig. 16 entspreehend haben wir auf L, nur einen Punkt  zl 
vorzugeben, in welehem yon der Potentialfunktion ein Verhalten gemiiss der 
Form Cr --1 cos (9 - -9~  zu verlangen ist, wobei 90 die positive Tangentenrieh- 

tung im Punkte  zt bezeiehnet. Die GrSsse (7 ist beliebig, jedoeh negativ. 
In allen seehs Fi~llen wird hier yon der Potentialfunktion u zu verlangen 

sein, dass sie auf der Linie L, die normale Ableitung null habe, wiihrend sie auf 
den iibrigen Begrenzungslinien entweder aueh die normale Ableitung null haben sell 
odor aber einen unbekannten konstanten Weft, der durch die Bestimmung nor- 

mierg wird, dass der Periodizit/itsmodul der zugehSrenden konjugierten Potential- 

funktion I/ings der betreffenden Begrenzungslinie versehwinden muss. 
Der dureh Differenzbildung zu fiihrende Unit~itsbeweis bietet niehts prin- 

zipiell neues dar gegoniiber den friiheren Unitiitsbeweisen. Desgleiehen erfordert  

der Existenzbeweis der Funktion u koine nouen Uberlegungen. Es sind wieder, 
den bezeiehneten Unstetigkeiten entspreehend, SOrlOTTKYsche Roihen anzusetzen 
und sodann dureh Zusatzfunktionen die Periodizit~itsmoduln in der vorgesehrie- 

benen Weise zu regulieren. 
Was die Frage der dureh die sieh ergebende Funktion [(z) geleisteten Ab- 

bildung anbetrifft,  so ergeben sieh ebonfalls keine neuen Sehwierigkoiten fiir die 

Beweisfiihrung. Es ist in jedem einzelnen Falle der Abbildungseharakter an den 
Unstetigkeitsstellen der Abbildungsfunktion ersiehtlieh, womit zuniiehst das rich- 
tige Eingehen der Hauptpunkte  in die Begrenzung der Bildbereiehe feststeht. 
Im iibrigen ergi.bt sieh die Einblii.ttrigkeit dot Bildbereiehe wiedor naeh der 
Methode der Charakteristik. Dadureh ist dann aueh yon selbst die Art und 
Weise der Durehlaufuug des Randes des Bildbereiehes in Form eines einfaehen 

Hinganges bzw. Hin- und Herganges bestimmt. 
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2. Gehen wir nun zu dem elliptisch-hyperbolischen Orthogonalsystem fiber. 

Hier liaben wir zwei Hauptpunkte ,  niimlieh o und oo; und wir kSnnen als Linien 

des 0rthogonalsystems, welche durch diese Hauptpunkte  hindurchgehen, lediglich 

die Geraden des fundamentalen Geradenbfischels heranziehen. Es kann dabei 

\/ \/ 
�9 �9 -- 

J\ J\ 
20) 

21) 

J . ._J  

22)- 2?) 24) 

-../ \/ \ / 

25) 

\ ! j  

/ / ~  , / /  J J 

30) 3') 32) 33) 

sein, dass eine Begrenzung des Schlitzbereichs nur einen Hauptpunkt enthiflt, indem 
dana der andere entweder garnicht an der Begrenzung teilnimmt oder seinerseits 

auf einer anderen Begrenzungslinie liegt; oder abet  es kann aueh eine Begrenzungs- 
linie beide Hauptpunkte enthalten. Die so mSglichen Hauptbegrenzungslinientypen 
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sind in den Figuren 20--39 der Reihe nach angegeben (Hauptbegrenzungslinien 
s tark  ausgezogen). Es ergeben sieh zwanzig neue Sehlitzbereiehtypen. Bereieh- 
typen, welche dureh Transformation durch reziproke Radien aus einander her- 
vorgehen, sind nicht als verschieden betrachtet. Die Figuren 20--33 zeigen die- 
jenigen Typen, bei welehen nur eine Begrenzungslinie einen oder zwei Haupt- 
punkte enth~ilt; die Figuren 34--39 diejenigen Typen, bei welehen zwei Begren- 
zungslinien je einen Hauptpunkt  enthalten. 

Dio Bestimmung der Abbildungsfunktion ](z) bzw. der Potentialfunktion 

u-~ log [/(z)] 

begegnet grundsgtzlich neuen Schwierigkeiten nicht. Wir erhalten logarithmische 

\ !  ,1 
, , = " 0 , , - , = - - - -  �9 8 / \  

34) 3s) 36 ) 

37) 3a, / ~9) 

Unstetigkeiten auf der Begrenzung. Die Stellen, an welchen diese Unstetigkeiten 
auftreten, sind zu geben. Der Koeffizient einer Unstetigkeit ist entweder + i 
oder - - z  oder auch +2  b z w . - - 2 .  Die letzteren beiden Koeffizienten tre- 
ten n~imlich bei den folgenden Bereiehtypen auf: 2I (+2),  24 (+ 2), 25 (+2), 
2 8 ( + 2  und --2), 3 2 ( + 2  und --2),  35(--2) ,  3 6 ( + 2  und --2),  38(--2) ,  
39 (+2  und --2). Wir haben beispielsweiso im Fallo der FJgur 34 vier logarith- 
mischo Unstetigkeiten zu geben, zwei mit dem Koeffizienten + I auf einer Be- 
gronzungslinie und zwei mit dem Koeff iz ienten--1  auf einer anderen Begren- 
zungslinie, im Fa]le der Figur 26 haben wit vier Unstetigkeiten der Form + log r 
auf einer und derselbon Begrenzungslinio des abzubildenden Bereichs B zu geben, 
welche bei Durchlaufung der betreffenden Randlinie so aufeinander fo]gen miissen, 
dass die positiven und negativen Unstetigkeiten einander benachbart liegen. 
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Bei der Reihenbi ldung verfiihrt man in Bezug auf die Unstetigkeiten mit 

don Koeffizienten -t-2 zweekmiissig so, dass man sie als Summe yon zwei Un- 

stetigkeiten mit den Koeffizienten 5: i auffasst; jede derartige einfaehe Unstetig- 

keit kann alsdann mit einer anderen stets vorhandenen, entgegengesetzten Vor- 

zeiehens entweder im Fundamentalbereich oberhalb der Achse des Reellen oder 

in seinem Spiegolbild in bezug auf die Aehse des Rellen ffir die Zweeko der 

Reihenbildung zusammengefasst werden. 1 

t Die vor l iegende A b h a n d l u n g  l inde t  ihro For t se t zung  in e iner  sp~tter vorauss ich t l ieh  
auch in den  Acta Ma t hem a t i ca  e r s c h e i n e n d e n  A b h a n d l u n g  VL Die A b h a n d l u n g  V der  Serie 
soil im Journa l  ftir M a t h e m a t i k  e r sche inen ,  in welchem auch die A b h a n d l u n g e n  I und II1 er- 
sch ienon  sind. 


