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Einleitung.

In meiner Inaugural-Dissertation: »Untersuchungen zur Theorie der Folgen
analytischer Funktionen>! hahe ich folgenden Satz ausgesprochen und bewiesen:

Jeder Punkt des Konvergenzkreises einer Potenzreihe ist Hiufungspunkt
fiir Nullstellen ihrer Abschnitte.

Liegen daher die Nullstellen der Abschnitte einer Potenzreihe Ea,, x* simt-
0
lich auf einer im Endlichen verlaufenden, den Anfangspunkt o einfach umschlies-

senden Kurve C, so erfiillen sie entweder die Kurve nicht dicht; dann reduziert
sich die Potenzreihe auf ein Polynom; oder jeder Punkt der Kurve ist Hiufungs-

1 Berlin 1914.
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punkt der Nullstellen und dann ist die Kurve ein Kreis, der Konvergenzkreis
der Reihe.

Im ersten Falle hat namlich nach dem erwéihnten Satze die Reihe zunéchst
den Konvergenzradius «, und die durch sie dargestellte ganze Funktion f(z) nur
endlich viele Nullstellen z, auf C,; die Nullstellen der Abschnitte mithin nur end-
lich viele Haufungsstellen, nimlich diese Nullstellen von f(x), deren Zahl, unter
Berticksichtigung der Vielfachheit N sei. Wire daker f(z) kein Polynom, so bat-
ten in der Nihe mindestens eines Punktes 2, unendlich viele Abschnitte mehr
als N Wurzeln, f(z) miisste daher von hoherer als N-ter Ordnung verschwinden.

Im zweiten Falle hat die Reihe endlichen Konvergenzradius R und |z|=R
ist ganz von Naullstellen der Abschnitte, bezw. deren Haufungsstellen bedeckt,
dieser Kreis muss also ein Teil von C sein; weil C aber den Nullpunkt einfach
umschlingt, muss C mit diesem Kreise identisch sein.

Es ergibt sich die Aufgabe, alle Potenzreihen zu bestimmen, deren Abschnitte
simtliche Wurzeln auf dem Konvergenzkreise haben. Wihlen wir B =1, so zeigt
sich, dass im wesentlichen die Reihe

1+x+ a4

die einzige ist, die sich dieser Eigenschaft erfreut; lisst man Nullstellen der Ab-
schnitte ausser auf |x|=1 auch im Unendlichen zu, so wird man, im wesent-
lichen, auf die Reihen:

I+xk+x‘.’k+...+xrk+...(y_—._1, 2, ...)

wo k eine ganze Zahl bedeutet, gefiihrt. Wir zeigen dies in § 1 durch eine ele-
mentare algebraische Betrachtung.

Ausser in den bezeichneten Fillen gibt es also Nullstellen, die nicht auf dem
Konvergenzkreis liegen. Es kann vorkommen, dass sie simtlich innerhalb oder
samtlich ausserhalb desselben liegen; im allgemeinen werden sie sich auch im Un-
endlichen héaufen (§ 1 Ende).

Nun sind durch jede Potenzreihe unendlich viele Abschnittsfolgen gegeben,
deren jede gleichfalls innerhalb des Konvergenzkreises gleichmissig konvergiert.
Es ist von Interesse, auch die Nullstellen der Abschnitte einer bestimmten un-
endlichen Folge ins Auge zu fassen. Es kann aber vorkommen, dass die Null-
stellen einer solchen Folge sich nur im Unendlichen hiufen, wihrend die Potenz-
reihe einen endlichen Konvergenzradius hat. Trotzdem lassen sich manche Be-
ziehungen angeben zwischen den Nullstellen der Abschnitte einer Folge und denen
gewisser anderen unendlichen Folgen. Betrachten wir etwa einen Winkelraum aus o:
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x=ret o0<Dh<2¢

und liegen die Haufungspunkte der in ihm belegenen Nullstellen der Folge
(»¢, ¥y, ... 7k, ...) im Unendlichen, so gilt dasselbe fir alle »vorangehenden»
Folgen (v, —m, v,—m, ... vx—m, ...), wo m eine ganze Zahl bedeutet. Diese
und dhnliche Sitze enthilt § 2.

Man koénnte nun vermuten, dass wenigstens die o und 1 Stellen der Ab-
schnitte jeder unendlichen Folge auf dem ganzen Konvergenzkreis dicht gelegene
Héufungsstellen haben, das trifft aber aus dem folgenden merkwiirdigen Grunde
nicht zu: Es kann vorkommen, dass gewisse unendliche Abschnittsfolgen auch
ausserhalb des Konvergenzkreises noch gleichmissig konvergieren, — und so die
analytische Fortsetzung der durch die Reihe dargestellten Funktion ausserhalb
des Kreises liefern. Diese, wie es scheint, bisher gar nicht beachtete Tatsache,
wird im II. Abschnitt § 2, 3 durch Beispiele deutlich gemacht, die wir auf ganz
elementarem Wege, allerdings mit Benutzung des ViraLr'schen Satzes, gewinnen.

Potenzreihen mit dem Konvergenzradius o, von denen gewisse unendliche
Abschnittsfolgen in einem den Nullpunkt nicht enthaltenen Gebiete konvergieren,
hat unlingst Herr Karxeva! konstruiert; wir stellen seine Methode, ein wenig
kiirzer, in II, § 1, dar, und gewinnen durch eine leichte Verallgemeinerung fol-
genden Satz, der aufs deutlichste zeigt, dass es sich bei diesen Potenzreihen mit
dem Konvergenzradius o und bei den sodann behandelten mit endlichem Kon-
vergenzkreis um wesentlich verschiedene Verhiltnisse handelt.

Sind endlich oder abzihlbar uncndlich viele, den Nullpunkt nicht enthaltende
Gebiete ,, G,, ... und in diesen je endlich (oder abziihlbar unendlich viele)
regulire Funktionen f,, ... fu,. f., ... fon, ... gegeben, so lassen sich Potenzreihen
(mit im allgemeinen verschwindendem Konvergenzradius) angeben, von denen
gewisse unendliche Abschnittsfolgen in G, (gleichmissig in jedem in @, gelegenen
inneren Gebiete) gegen f.; konvergieren (r=1, 2, ..., k=1, 2, V).

I. Abschnitt: Uber die Nullstellen der Abschnitte von Potenzreihen.

§ 1. Elementare algebraische Betrachtungen.

Die Potenzreihe 1 + 2+ 2®+---+ 2" +--- hat die Eigentiimlichkeit, dass
die Nullstellen ihrer simtlichen Abschnitte auf dem Einheitskreise liegen; es fragt

! Kaxeya, On some applications of a Theorem about polynomial sequences. The To-
hoku Mathematical Journal, Vol. 5, Nr 1, 2. Cf. die im selben Heft enthaltene Note von
J. PiL. (1914.)
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sich, ob noch andere Potenzreihen ausser den durch eine Substitution 2’ = ef? 2z
aus der angegebenen hervorgehenden dieselbe Eigenschaft besitzen. Um nachzu-
weisen, dass diese Frage zu verneinen ist, kann man sich einer ganz elementaren
algebraischen Betrachtung bedicnen, die vielleicht auch sonst nicht ganz ohne
Interesse ist.

Sei P(z)=a,+a,x+a,z*+ -+ a,z” ein Polynom n-ten Grades, so ldsst
sich dessen absoluter Betrag auf dem Einheitskreise bekanntlich' schreiben:

IP"(x)|2=(a0+a1x+"'+ anx")(ao+a1§; ++a,.£"

— Pu@). Py (3)
x
(1) .
=ﬁ(a0 + alx + + anx") (d‘,x" + &lx”_l + '"'+(in)

— xL"Pn(x) . Qn({l’) = ZI" R2n(x)_

Wenn nun die Nullstelle z, einer Gleichung:

(2) P,(z) =«

auf dem Einheitskreise liegt, so hat die Gleichung 2n-ten Grades:
(3) Ryp(2) — |cffa” =0

ebenfalls die Wurzel z, in mindestens demselben Vielfachheitsgrade auf dem Ein-
heitskreise.

Daraus folgt: Falls sich (3) nicht auf eine Identitiat reduziert, gibt es hoch-
stens zn Punkte auf dem Einheitskreise, fiir die das Polynom P, (x) gleichen ab-
soluten Betrag hat. (3) ist aber nur dann eine Identitit, wenn gy, =a,=--- =
== @y—1 =0 ist; P,(x) also aus dem einen Gliede a, z"; |an|=|«| besteht.

Es ist auch klar, wie sich diese (bekannten) Uberlegungen, statt fiir den
Einheitskreis fiir Kurven durchfiithren lassen, die durch eine Gleichung z = @{(xz)
oder, wenn man die einfachsten Sitze iiber Elimination benutzt, durch eine Glei-
chung @ (z, ) = o gegeben sind, wo die @ rationale Funktionen bedeuten.

Aus dem Vorstehenden folgt speziell, dass es hochstens 2 Zahlen «, g von
gleichem absolutem Betrage geben kann, sodass P,(z) —« und P,(z)—p simt-
liche Nullstellen auf den Einheitskreise haben. Es soll gezeigt werden, dass es
im allgemeinen auch nicht zwei derartige Zahlen geben kann; es soll also bewie-
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sen werden: Hat eine Gleichung P, (x) = ¢ alle Wurzeln auf dem Einheitskreise,
so hat jede andere Gleichung P, (x)=g; ¢==8, |«| =]8| mindestens eine Wurzel,
die nicht auf dem Einheitskreise liegt, sofern nicht P, (z) sich auf a, z" reduziert,
lan]=le|=|8].

Auch dieser Satz ist fast trivial; gibt es namlich 2 Zahlen «; 8; ¢==8,
|| =|B|, sodass (P.(z) —«)(P.(x) —p) = o alle Wurzeln auf dem Einheitskreise
hat, so ist:

la,—el=]a,—B|=]al
und

"

_ - _ 1
| Pr(x) —a,|®=(a,z +a,2% + - + ap 2™) (a,£+az£;+~-+an )

I

=(a, +a,z+ -+ a,2" ) (@, a» ! +...+§”).F

fir || =1, und daher hitte die Gleichung (27— 2)-ten Grades

(@ + a2+ +a,a" ) (@ 2"+ + @p1 7 + dn) —|an|?2m =0

2n Wurzeln auf dem Einheitskreise, was ausgeschlossen ist, sofern sie sich nicht
auf die Identitit reduziert. Damit ist der Beweis fertig.
Anwendungen. Es sei eine Potenzreihe

G+ ax+a,2+ - +azant+--

vorgelegt, deren simtliche Abschnitte all ihre Nullstellen auf dem Einheitskreise
haben; man darf annehmen @, =a, =1. Es soll gezeigt werden, dass dann auch
@» =1 ist. Dies sei fiir n <» bewiesen, die Gleichung:

1+x+22+---+2¥+anrtl=o
hat dann all ihre Nullstellen auf dem Einheitskreise, ebenso:

M+t + x4 ay=0

aber auch:
ettt z+r=o.

Da |2,41] =1 ist, geniigt die Anwendung des zuletzt ausgesprochenen Satzes, um
einzusehen, dass a@,;; = 1 sein muss.

Etwas aligemeiner ist folgende Frage: Welche Potenzreihen haben als Null-
stellen ihrer Abschnitte nur auf dem Einheitskreis und im Unendlichen gelegene
Punkte? Es sei:

Acta mathematica. 41. Tmprimé le 7 décembre 1917. 33
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I+24 a2t 4 -

eine solche; wir behaupten, es ist dann a, = o fiir n==k.»; ar., =1, wo k eine
beliebige positive Zahl bedeute. Dies sei bewiesen fiir k¥ <m, die Potenzreihe

laute also:
T+ + a2+t am™ taet

Der Abschnitt: 1 + 2¥ 4+ 22¥ 4+ --- + a™¥ + a; 2* hat alle Nullstellen auf dem Kin-
heitskreis, ebenso das Polynom:

2+t L 4+ P 4 oap = Pi(a) + as.

Daher ist |a;]|=1 und a, reell, da sonst das Polynom P;(z)+ a, ebenfalls alle
Nullstellen auf dem Einheitskreise, P; also in 24 Punkten auf dem Einheits-
kreise den gleichen absoluten Betrag 1 hitte.

Es sei jetzt ¢ eine primitive »-te Einbeitswurzel; seien z,, z,, ... die Wur-
zeln von P,(x)=—a,, so sind ¢z, ¢2,, ... die Wurzeln von P;(z)= —a,¢%
also Stellen, wo P,(x) gleichfalls den absoluten Betrag 1 hat, die simtlich auf
dem Einheitskreise liegen. Nach unserem Hilfssatz muss also sein: a; =a; . ¢*

de T
" =1,

es ist also A durch » teilbar, 4 =mn».
Das Polynom: 1+« + a® +---+ 2™ + a; 2" = P(z), wo a; = £ 1, hat gleich-

falls alle Nullstellen auf dem Einheitskreise, mit z, ist auch z, = I Nullstelle

»

von gleichem Vielfachheitsgrad. P (1) verschwindet nicht, P (— 1) héchstens von
erster Ordnung, denn sonst miisste P(1)= o sein, was fiir n > m ausgeschlossen
ist. Mithin ist P(x) eine reziproke Gleichung n=m + 1; a;=1. W. z. b. w.
Herr Prof. FrRoBENTUS hat erbeblich einfachere Beweise der beiden eben dar-
gelegten Sitze bemerkt, welche ich, mit seiner giitigen Erlaubnis, hier einfiige.
Prof. FroBENIUS schliesst folgendermassen: liegen die Nullstellen von P(z)=
=q,+a,x+a,z® + -+ a2z alle auf dem Einheitskreise, so ist:

P)=a,(z—z)(x—2a,) ... (z —3),

(
?my=@u—wxgu—z%)“mx—xmxwmjg=§wu,

mmmgmziypﬁy
a, Un
folalich: (f—” L. By

! 3, an
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Hat also eine Gleichung 1 + 2z + 22 4 --- + 271 + g, 2" = o alle Wurzeln auf dem
Einheitskreise, so folgt sofort a, = o und dann a, = 1. Hat ferner eine Gleichung
I+ a4+ a2+ -+ 2™ + arx* =0 alle Wurzeln auf dem Einheitskreise, so folgt
entsprechend

A —1=0k—2= "+ =0k —y41 =0

Qik—y==0

und daher ist k= (n + 1)v. Ferner ist:

also, weil G, =av=ar—p=1ist, ar=1. W. z. b. w.

Hat die durch die Reihe dargestellte Funktion auf dem Einheitskreise nur
einen Pol, so liegen keine Haufungsstellen der Nullstellen ausserhalb des Einheits-
kreises. (Diss. S. 21—23.)!

Es ist aber auch leicht, weitergehende Klassen von Reihen anzugeben, bei
denen alle Nullstellen der Abschnitte innerhalb (bezw. ausserhalb) des Konver-
genzkreises liegen.

Nach einem bekannten algebraischen Satze von Kakrya liegen nimlich die
Nullstellen eines Polynoms:

@ +a,x+ a2+ -+ a, 2",
dessen Koeffizienten samtlich reell sind und der Bedingung:
o<, <a, < - <day

geniigen, siamtlich innerhalb des Einheitskreises. Eine Potenzreihe mit dem Kon-
vergenzradius 1 hat also alle Nullstellen ihrer Abschnitte innerhalb, bezw. ausser-
halb des Konvergenzkreises, wenn ihrer Koeffizienten alle positiv sind und der
Bedingung a,-1<a, bezw. a,_1 >a, geniigen.®? Hierber gehirt z. B. die Potenz-
entwickelung von —log (1 — ).

1 Der dort angegebene Beweis lisst sich leicht auf folgende Behauptung ausdehnen: Hat
J(x)= Zavav auf dem Einheitskreise nur Pole, ist also f(x) = R (x)+ X bvav, wo R(x) eine ratio-
nale Funktion ist und X byaxv einen grosseren Konvergenzradius hat wie Xaya¥, so hat fiir
gehorig grosse n der n-ten Abschnitt der Reihe X ava? in jedem Kreis |x| = R+ ¢ (¢ bel. klein)
ebenso viele Wurzeln wie der entsprechende Abschnitt der Entwickelung von R(x).

? Es sind das diejenigen speziellen Reihen, fiir die die Herren PoLYa und Lixpwart den
eingangs erwihnten allgemeinen Satz meiner Diss. zuerst bewiesen haben.
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Aus einem Satze des folgenden § 2 geht hervor, dass die Nullstellen einer
unendlichen Folge von Abschnitten fiir sich die ganze Peripherie || = 1 mit Hau-
fungspunkten erfiillen, wenn die Nullstellen alle innerhalb des Einheitskreises
liegen, also speziell bei den zuletzt erwihnten Reihen.

§ 2. Uber die Nullstellen der Abschnittsfolgen.

Es lassen sich immer ganze transzendente Funktionen ohne Nullstellen an-
geben, deren Potenzreihe beliebig vorgegebene Anfangskoeffizienten hat. Denn

@
es seien etwa in Zavx" ay, @y, ... 0n, |a, |50, vorgegeben, gesucht wird eine ganze
0

Funktion ¢ (z)= zb,,:v", sodass eﬂ(z)=2 a, z* wird. Die Koeffizienten b,, b,, ... bn,
0 0
sind dann durch die Gleichungen

eb°=a“,

(I) b,e”"——-al,

.....

bnebo + (D(bo, cse bn_])= Ay

bestimmt; b,41, ... bleiben willkiirlich. Sei danach ein Polynom n,-ten Grades
P, (x) gegeben, das keine Nullstellen < 1 hat, so ldsst sich demnach eine ganze
Funktion ohne Nullstellen mit den Anfangsgliedern Pp,(z) + z™+! bilden; daher
auch ein Polynom P, (n,>n, + 1), das fir [z| <2 keine Nullstellen hat; dann
benutzt man P,, + z®+*! und bildet fortlaufend entsprechende ganze Funktionen
und Polynome. Die so erhaltene Potenzreihe, deren Abschnitte P, P, ...
keine Haufungsstelle von Nullstellen im Endlichen besitzen, hat jedenfalls einen
Konvergenzradius < 1, der aber vielleicht o ist.

Um das zu vermeiden, verfahren wir etwa folgendermassen. Die Form der
Gleichungen (1) zeigt, dass bei positiven b, die dann gleichfalls positiven a, mono-

2
ton mit den b, wachsen. Betrachtet man nun etwa ¢ *2, so sind die Koeffizi-

enten der entsprechenden Potenzreihe simtlich positiv und <1, denn es ist:

z+£+f+... o
Erets =14 x+2+--- fir |z]|<1,

man gehe bis zu a,x™, so dass 14 x+ 2 + -+ an, 2™ keine Nullstellen <2

z2 ng+1
hat. In der Entwickelung der Funktion A gilt liber die Koeffizienten
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das Gleiche, aber der Koeffizient von zm+! ist grosser als ;—Iﬁ, wihrend die
2

Koeffizienten bis an,,x™ dieselben bleiben. Man sieht, wie die Methode weiter

verlduft. Man kann schrittweise eine Indexfolge n,, n,, ... konstruieren, sodass

22 zn2+l xn3+l
in der Entwickelung der Funktion ¢ * 2* %31 * w31 ¥ " Abschnitte auftreten, de-

ren Nulistellen bezw. ausserhalb der Kreise |z|=2, 3, ... um den Nullpunkt
liegen, und der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1.1
Es sei nun eine beliebige Potenzreihe gegeben:

ata,x+a,xt+---+a2"+-- (im™V]an]=1).
7.0
Eine unendliche Folge ihrer Abschnitte bezeichnen wir mit (,, »,, ...), verstehen
darunter also die Folge der Abschnitte:

P (@)y=a,+a,x+a,z*+ - +a,z"* (k=1,2,...).

Durch das eben beregte Beispiel ist also gezeigt: die Nullstellen einer Abschnitts-
folge brauchen keinen Haufungspunkt im Endlichen zu haben, auch wenn der
Konvergenzkreis ein endlicher ist.

Dennoch bestehen zwischen den verschiedenen unendlichen Folgen (die im
Innern des Konvergenzkreises simtlich gleichmissig gegen dieselbe Funktion kon-
vergieren) jedenfalls gewisse Zusammenhiinge. Einige davon, die sich auf Funk-
tionen von endlichem Geschlecht beziehen, gehen aus den Sétzen von Porya
iber Polynomreihen, sowie aus den am Schluss meiner Dissertation angedeuteten
algebraischen Satzen hervor, sie sind aber sehr speziell.

Nehmen wir nun an, dass die Folge (»,, 7,, ... %, ...) in dem unendlichen
Winkelraum: x=re'? 0 <r <, 0 <®< 2a¢ keine Hiufungsstelle von Nullstellen,
die im Endlichen gelegen ist, habe, so lassen sich unter dieser Voraussetzung fol-
gende Sitze beweisen:

1. Es ist lim " V]a, | =o.
2. Auch jede der Folgen (v,—1I, v,—1I, v;—1I,...v—1,...), wo [ eine
ganze Zahl bedeutet, hat dieselbe Eigenschaft.

22 zv
! Die Funktionen fifx)=¢"*2+ "+ lim fulx)= habe ich schon Diss. $. 32 in dhn-
e W

1—x
lichem Zusammenhange betrachtet, bin aber damals nicht bis zu diesem Resultat gelangt. Man
kann es einrichten, dass |x]=1 natiirliche Grenze wird, indem man noch ny > ny—1+v wihlt

dann wird ndmlich lim #y— ny—1 = © (Satz von HavaMarp—FaBRY).
Y=0
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Zum Beweise benutzen wir folgenden Hilfssatz der Diss. (S. 14—16).! Falls

P,, Py, ... P,,, ... auf einem Bogen des Konvergenzkreises keine Hiufungsstellen

’Uk)

von Nullstellen haben, ist lim "*V P, (x) bei passender Fixierung der Funktions-

k=w .
zweige, gleichmissig in jedem Gebiete gleich 1, das mit einem endlichen Stiick
an diesen Bogen stosst und in dem keine Hidufungspunkte von Nullstellen dieser
Abschnitte im Innern oder auf dem Rande liegen. Daraus folgt in unserem Falle:

Bs ist: lim "*VP, (z) =1 gleichmissig fiir jedes endliche im Winkelraum

ke

gelegene innere Gebiet. TFir z=refe ist aber:

Py (%) = oy (2 — Ty, 1) (x——x.,k,g)...(x— x,.,‘,,,,‘),

| Py, ()] > | au, | (7 sin )¥k

"eV| P, (x)] > rsina **¥V]a,,|.

Da « endlich -0 ist, r aber beliebig gross gewihlt werden darf, der lim ** VP,,k (x}
k=0

jedoch 1 ist, folgt die Behauptung 1. Beh. 2. ist eine Folge der gleichmissigen
Konvergenz. Habe nimlich die Folge (v,—1, ,—1,...7;—1,...) eine Hiu-
fungsstelle § von Nullpunkten innerhalb des Winkelraumes, und seien die ent-
sprechenden Nullstellen &, &,, ... &, ... so ist auch:

lim "*VP,

Fewo v (§k) =1
oder

lim "+Vfa, ] 16 = x,
[£].lim **V]a,, | =1,
k=

was nach 1 ausgeschlossen ist. Durch Fortsetzung dieses Schlusses folgt 2.
Betrachtet man jetzt eine unendliche Folge, die Haufungsstellen von Null-
stellen in dem Winkelraum im Endlichen besitzt: (g, tts, - .. ttn, ...), und solche
gibt es, so geht aus 2. hervor, dass auch fiir die »nach rechts benachbarten»
Folgen (u, +1.u,+1,...) (I ganz, positiv) dasselbe zutrifft. Betrachtet man die
rechte benachbarte Folge einer »-Folge, so hat diese in dem Winkelraum nur

' Er ist dort nicht besonders formuliert, doch ist sein Beweis dort vollstindig entwickelt.
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v 1
Haufungspunkte & von Nullstellen, die der Bedingung lim k;@;—d |§]=1 ge-
niigen,! und &hnlicher Sidtze liessen sich noch mehrere anfiihren.

Bei alledem ist durchaus massgebend, dass in der Menge der (nicht abzihl-
bar unendlich vielen) Folgen durch die Beziehung: eine Folge soll vor einer an-
deren vorangehen, wenn fiir sie selbst oder die durch Wiederholung von Ab-
schnitten aus ihr hervorgehenden Folgen der Grad des k-ten Abschnitts der er-
sten Kkleiner ist als der des k-ten Abschnitts der zweiten die Menge nicht geord-
net wird.

Nun liegt es nahe, gemiss dem nach den Untersuchungen von Laxpau und
CarATHEODORY ? giiltigen Satz, die o- und 1-Stellen der Abschnitte einer Folge zu
betrachten. Hier aber st6sst man auf die merkwiirdige Tatsache, dass dieser
Satz hier nicht anwendbar ist, weil gewisse Abschnittsfolgen auch ausserbalb des
Konvergenzkreises konvergieren kénnen.

Im zweiten Abschnitt dieser Arbeit bebandeln wir diese Erscheinung, indem
wir sehr weit reichende Beispiele direkt konstruieren. Der Weg, etwa Potenzreihen
mit dem Konvergenzradius 1 zu bilden, von denen unendlich vicle Abschnitte
etwa fiir R (z) > o keine o- und 1-Stellen haben, unter Benutzung der Bedingungen
fiir den Variabilitatsbereich der Koeffizienten solcher Abschnitte, scheint schwer
gangbar zu sein; andererseits werfen unsere Beispiele ein gewisses Licht auf diese
Ungleichheitsbedingungen.?

II. Abschnitt: Uber die Konvergenz der Abschnittsfolgen von Potenzreihen.

§ 1. Uber die Abschnitte von Potenzreihen mit dem Konvergenzradius o.

Wir schicken der hier eigentlich wichtigen Frage iiber Potenzreihen mit end-
lichem Konvergenzradius Einiges iiber solche mit dem Konvergenzradius o vor-
auf, da dieser unlingst Gegenstand einer interessanten Arbeit von S. KAkEYA
gewesen sind, deren Inhalt wir, ihn verallgemeinernd, kurz, wie folgt, darlegen.

Es sei ein den Nullpunkt nicht enthaltendes, endliches, ganz in [2| < R gele-
genes Gebiet G gegeben und in ibhm eine analytiscbe Funktion f(z); G werde

' (V34 1) sei die Teilfolge von (v + 1), die den betreffenden Punkt liefert.

? Beitrige zur Konvergenz von Funktionenfolgen. S. B. Berlin 1911. P. 587—613.

® Vergl. dafiir ausser den Arbeiten von Caratutopory, Toerritz, J. ScHUR und FroBENIUS be-
sonders die unlingst erschienene Arbeit von G. Pick: Uber die Beschrinkungen analytischer
Funktionen, welche durch vorgegebene Funktionswerte bewirkt werden. Math. Ann. Bd. 77.
(1915).
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durch @G,, G,, ... so approximiert, dass G,,; G, enthilt, und jeder Punkt von G
in einem G, vorkommt. Es sei P, ein Polynom, so dass:

|f(2) — Pa,(2)] < 1 fiir G, ist.

Ferner:
[(z) — Pn,(2) 1 "
e Pl < Py e fur G,,
f (2) — Pp, (2) — Pp,(2) 2 +! I s
gt nat2 — | < 3Rm+n2+2 fir G3

usw. Solche Polynome gibt es, da z=o0 nicht in G liegt. Die Potenzreihe
P, + zut1 P, + zmtm+2 P4 ... hat dann die Eigenschaft, dass eine gewisse ihrer
Abschnittsfolgen fiir jedes innere Gebiet von G gleichmissig gegen f(z) konvergiert.
Es ist namlich z. B. fiir G,:

|f — Pal <1,

I
If—an—z"l+1Pnzl<;)
|f — Pp,— 2+l P, — putm+2 P,,,|<—;~ u. s. f.

Augenscheinlich kommt man bei dieser Konstruktion auf Potenzreihen mit dem
Konvergenzradius o, falls man annimmt, dass der Nullpunkt auf der Grenze von
G liegt und ein singulirer Punkt fiir f ist. In anderen Fillen wird man nichts
iiber den Konvergenzradius aussagen konnen.!

Es seien jetzt abzdhlbar unendlich viele im Endlichen liegende, den Null-
punkt nicht enthaltende Gebiete und Funktionen darin gegeben?

Gx: fu, fu: f“m ...y @ gaANZ in IinRl gelegen’
Gyt fars Frzs oov foms o -os g, ganz in |z| < R, gelegen

usw. Man sucht P,, so, dass:

Ifu_“Pm|<I ist in G’l,

sodann P,,, P,,,... dass:

/lz_Pm

12 - m _})”2

e ist in G,,

I
< 2 le +1

! Die Konstruktion bei Kakeva ist ein klein wenig anders, sodass er immer den Kon-
vergenzradius o erhilt.

? Die Funktionen seien auch auf den Randern noch reguldr, sonst miissie man die Gebiete
auch erst, wie oben, approximieren.
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2-'-Pﬂ:l

Zrtnee2

|fu _V_mer_zmﬂ P,

I I .
<E)) anl+“n-_v+l mng.,

X .
S 4 Iyt 19

n
zn1+nz+nﬁ+3 N P'“

|/ll _P{n —" 0 +1 P"2 _ 2m+n-_'+27P

usw.; nach dem bekannten Diagonalverfahren Gebiete und Funktionen abwech-
seln lassend und immer wieder von vorne beginnend erhilt man eine Potenzreihe,
die jede der Funktionen in dem entsprechenden Gebiet mit einen bestimmten
Abschnittsfolge gleichmissig approximiert. Damit ist der Satz, der am Ende der
Einleitung angegeben ist, bewiesen.!

§ 2. Uber die Konvergenz von Abschniltsfolgen von Potenzreihen mit endlichem
Konvergenzkreise ausserhalb desselben.

Wir gehen nunmehr dazu iber, die angekiindigten Beispiele zu entwickeln.
Sie sind so gehalten, dass selbst eine zahlenmissige Konstruktion solcher Reihen
moglich wiire.

Die absoluten Betrige der Funktionen

fo(x) =2, e—vi@+D) (v=1,2,...)

liegen in dem aus dem Halbkreis |z|<1, R (z) <o und dem Streifen H(z) > o,
|3 ()| <1 zusammengesetzten Gebiete G, unterhalb 1. Wird z = u + v gesetzt,
so ist ndmlich zundchst fir |z|<1:

[fo(z)] <e vtD <1 da u>—1 ist,

fir |#]<1,u>o0 ist
» v

|fv(x)l=‘= (u? + ve)z e—v(u+1)‘;<” (u® + 1)5 e—v{u+l)

<(u+ 1) e+ g,
Setzt man:

e o y ) ») A
fl@g)=e"a"+a 2" +a,a*2+ r=1,2,...

so sind alle Koeffizienten dieser Potenzreihe kleiner als 1.
Ich betrachte jetzt ein Gebiet G, gebildet aus dem erwihnten Halbkreis
und einem endlichen Stiicke des Streifens, etwa den Rechteck o < N(x) < 1o,

t Vgl. P. MoxteL, Lecons sur les séries de polynomes & une variable complexe, Paris 1910,
fir eine ahnliche Verallgemeinerung.

Acta mathematica. 41. Imprimé le 7 décembre 1917. 34
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|S(x)|<1. Es sei P, ein Abschnitt der Potenzreihe fiir f,(x) von der Be-
schaffenheit, dass:

= Pul< (%)

sei in . Ebenda ist dann, da @ ein Teil von G, ist:
I 2
| Pl <1+ (;) ,

P,, habe den Grad »,; da die f, ganze transzendente Funktionen sind, ist die Be-

stimmung der P,, usw. moglich, ein wie grosser Teil des Streifens auch gewihlt
werde. Ferner sei P,, so bestimmt, dass:

2 2
(I) f1,1+1~P,K_,|< G) ist in G.

»,
Dann ist ebenda:
2 k1
a3+ (2
3 "y
r, sei der Grad von P,,. Dann sucht man P,, so, dass:

1\2

2
(i) frar1 — Pug| < (—) ist in G, usw.
7, 4

Betrachtet man jetzt die Reihe P,,+ P,,+ P, + - -, so ist das eine Potenzreihe

qu. x", denn es ist »,>» + 1 gemiss dem Vorhergehenden, da die Entwickelung

Pl

von f,4+1 mit der Potenz a1+ erst beginnt.

Die Koeffizienten dieser Reihe Zb,, 2¥ sind dem absoluten Betrage nach alle
1
kleiner als 1; der Konvergenzradius also mindestens 1. Ferner ist der Koeffizient

1\2 1\2 .
von x: e~1 der von antl: (T) e—+l) der von a™tl: (—,) e—02+D) gllgemein:

y 7

1 2

o, p+n I
b"'k+1_ 4 ” ’
&
1 1
. v +1 . I \w+1 I
lim |6, +1] =e 1 lim (—,) =,
h=c k= \V e
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A]SOlTH—anIb—nI:EE; der Konvergenzradius ist also hochstens e, er liegt

n=w
zwischen 1 und e. Das Gebiet G reicht also sicher iiber den Konvergenzkreis
hinaus. Aber in & ist:

2
va,|<1+(£),
2

2 b
| P + P,,2|<1+(5) + ( :
z) 3

|-
RS
0
+
—

2 g 2 2 2
1P 2ot <o (o (e (7 (275 (2"
2 3 4
Daher allgemein:
[Py + P+ + Py <z(1 + (5)'+ (5)'+ )< 2"
fiir jedes k; die Folge der Abschnitte P,,, P,,, P, ... der Potenzreihe ist dem-
nach in G gleichmissig konvergent. Denn die absoluten Betrige aller dieser
Abschnitte liegen in G unterhalb einer gemeinsamen Schranke und die Folge kon-

vergiert ferner in dem Teile von @, der zum Konvergenzkreise gehort, sodass der
Satz von STIELTIES—VITALI zur Anwendung kommen kann.

§ 3. Ein weiteres Beispiel.

Noch weiter fithrt eine etwas andere Methode. Man kann darnach ndmlich
Potenzreihen mit endlichem, von o verschiedenen Konvergenzradius herstellen,
von denen eine bestimmte Folge von Abschnitten in jedem beschrinkten inneren
Teile eines bis ins Unendliche reichenden Gebietes, etwa einer Halbebene, gleich-
missig konvergiert.

Die ganze transzendente Funktion:

I—e °*

fi(x)= m“ag

bleibt fir R(x) > — 1 dem absoluten Werte nach unter Q;IE'I' Ihre Potenzent-

wickelung sei:

f(x) = (é{vﬂé talat+a®la® +- +alar -

Die ganze Funktion:
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fulz)=f, (x) + [t —all (e + 1)**](f, (x))*

hat die Potenzentwickelung:

fola) = b Al et )

T

+a® _ gntl ...

TR -

(C + 1)21; n+l
sie stimmt also in den ersten n Koeffizienten mit der von f,(x) iberein, wihrend
sich der von z» leicht angeben ldsst.

Es sei nun eine Folge von positiven ganzen Zahlen »,, »,, ... so gewdhlt,
dass bo = é—-:*E-—I’ bl = Zbo”, bz =2 (bu + bl)ﬁ: coobi=2 (bo + bl +ooet bk+l)1yk ge-
setzt, die unendliche Reihe b, + b, + b, +--- konvergiert und ihre Summe kleiner
als 1 ist. Eine solche Wahl ist augenscheinlich auf unendlich viele Arten mdglich.

Ferner werden in der Ebene der Variabelen x =u + tv die Gebiete

G, —1<5u<i; —r1<v< +1
G, —1<u<z; —2<v< + 2
G,: —1<u<n —n<vs +n

betrachtet; jeder Punkt der Halbebene u > — 1 ist, von einem gewissen n, ab, in
allen Gebieten G,(n > n,) enthalten; @, enthilt Gy, falls » >k ist.
Da f,(x) eine ganze Funktion ist, kann man ein n> », so bestimmen, dass

I

1) Iai})li(e%—l)?'i ist und

2) |fx(x)—(ezl);,——a‘.}’z2—-~—a(,:)_lx"”‘|<b, ist in G,.
Fiir dieses n ist dann:

1) [fa(@)] = 1fs ()| + 1 —al (e + 121 fi(=)} <

I I n 1 "1
— T =b,+b
<e+r+2(e+1) 4‘6+1+2(e+1) ot 01
fiir RN(x) > —1,
x

2) (We-l:?)") +aa® 4+ all), x"_ll <b,+ b, ind,.
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Jetzt geht man von f,(z) aus, bestimmt »n' so, dass »n'> », ist und ferner:

1
Lo b et
sowie
x - z" 3 A —
e T N T . R L
ist in G,.
Wir haben dann:

1) 173 (@) =/n (®) + [1 —af? (e +1)*" ] (fa (2))*| < b, + b, + ),

in der Halbebene R (x) > —1,
xﬂ ,

2) T 1) +aPa® 4+ ald  an-1 (et 1yen 4+t a a1 <b,+ b, +b,

in G,.

Der Koeffizient von «* in der Potenzentwickelung der ganzen Funktion f{!)(x)

. T\
sb .
! (e +I)

In dieser Weise fahren wir fort und gelangen zu einer Potenzreihe:

I
R (1) p2 . (1) 7 —1
(e + 1) +a)2t - +ay) o
" (n) g+l (n) 1
= ” - 2 —
+ (e +I)2n + an+1 "3+ + a;’—l z
™
tlexmm T

deren Konvergenzradius hdchstens (e + 1)? und mindestens 1 ist. Das Letztere
folgt daraus, dass alle Koeffizienten absolut kleiner als 1 sind, da die Funktio-
nen, deren Entwickelung sie entstammen, in der Halbebene R (z) > — 1, also auch
im Einheitskreise, dem absoluten Betrage nach unter 1 liegen.

e
(e+1)?
+al) an=1; Pn_y, Ppi_y, ... unterhalb 1 und zwar bezw. in den Gebieten @,,
@,, G,, ... Nach dem STiELTIES—VITALI'Schen Satze ist dadurch die Konvergenz
der Abschnittsfolge Pn_1, Pp_1, ... in der ganzen Halbebene, in jedem der Ge-
biete G, gleichmissig gesichert.

Ferner liegen die absoluten Betrige der Abschnitte P, — + -+
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Fiigt man (etwa) noch das Glied 3.2%=3 zu der Potenzreihe hinzu, so blei-
ben die Verhéltnisse im allgemeinen ungeéindert; keiner der Abschnitte P, (v=n—1,
#'—1x, n"—1,...) hat aber in dem entsprechenden Gebiete G, eine Null- oder
Einsstelle. Die Null- und Einsstellen der Abschnitte dieser Folge hiaufen sich also
nirgends in der Halbebene %R (x) > — 1. Es liegen jedoch unendlich viele von den
Nullstellen der betrachteten Abschnittsfolge in der Halbebene, denn sonst ligen
sie, bis auf endlich viele in der Halbebene 9t (z) < — 1, sodass nach einem Satze
iiber Polynomreihen! die Folge in der ganzen Ebene konvergierte, d. h. eine

ganze transzendente Funktion vorliegen misste.

! Vgl. Porxa, Uber Annaherung dureh Polynome, deren simtliche Wurzeln in einen Winkel-
raum fallen. Gott. Nachr. 1913



