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Die Existenz der in der vorhergehenden Arbeit entwickelten Haupt-
formel (8) ist in gewissem Sinne bedingt durch die Existenz des ortho-
gonalen Gleichungensystems:

1 2 (n) __ (1)
L, 4 e, 2® 4+ L+ e, 2™ =y,

(1) (2) (n) __ (2)
€ T + €, P + Lo 0,2 = ry'?,

0)

Cat® + €u2® + ..+ 0,2 = 1y,

insofern als dasselbe die Transformation bestimmt, der gleichzeitig die
Variablen und die Summationsbuchstaben in dem den Ausgangspunkt der
Untersuchung bildenderr Producte von n Thetareihen zu unterwerfen sind.
Einen ganz speciellen Fall dieses allgemeinen Systems (O) bildet das der
Riemany’schen Thetaformel zu Grunde liegende, zuerst von Jacosr in
der Theorie der Thetafunctionen einer Variable und spater von Herrn
Rosennain in der Theorie der Thetafunctionen zweier Variablen verwandte
System:

v + z® + ® + W = 2?/(1)’

TV 4 7® — g g — gD
6

2V — g® 4 g® g — 2y®

D el D p® + 7@ — 2?/(4).
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Als charakteristisches Merkmal dieses speciellen orthogonalen Systems
wurde bisher die Eigenschaft angesehen, dass seine Coefficienten, wenn
man sie, der beim Systeme (0) angewandten Bezeichnung entsprechend,
durch ¢, €4, €45 €45 +.v5 €y Chps Cyqy €y, Teprasentirt, den Bedingungen
Cow = Cpy My ¥ = 1, 2, 3, 4, genigen, oder, mit anderen Worten, dass das
System zugleich ein involutorisches ist. Dieser Anschauung entsprechend
wurde denn auch, um zu einer Verallgemeinerung der auf dem Systeme
(0) basirenden RiemanN’schen Thetaformel zu gelangen, bei der betref-
fenden, in der Einleitung zur vorhergehenden Arbeit erwihnten Unter-
suchung ebenfalls ein involutorisches orthogonales Gleichungensystem zu
Grunde gelegt, d. h. ein orthogonales Gleichungensystem von der Form
(O), bei dem die Coefficienten ¢ noch der weiteren Bedingung c,, =¢,,
fur jedes g4 und » -von 1 bis % unterworfen sind. Da aber die Theta-
formel, welche einem solchen durch die Bedingung c, = c,, specialisirten
orthogonalen Systeme entspricht, von der in der vorhergehenden Arbeit
abgeleiteten, dem allgemeinen orthogonalen Systeme (O) entsprechenden
Formel (#) nur unwesentlich verschieden ist, insofern als sie ohne Weiteres
in diese uibergeht, sobald man allgemein c,, mit ¢,, als identisch betrachtet,
so kann die erwahnte Formel nicht mehr als eine der Riemann’schen
Thetaformel an die Seite zu stellende allgemeinere Formel angesehen
werden, da nichts von dem, was firr jene charakteristisch ist, erhalten
geblieben, und es drangt sich daher jetzt die Frage auf, worin denn eigent-
lich das wahre Wesen der RieMaxn'schen Thetaformel oder, was auf das-
selbe hinauskommt, des ihr zu Grunde liegenden orthogonalen Systems (o)
zu suchen sei. Ist das wahre Wesen des Systems (0) ergrindet, so wird
sich auch die naturgem#sse Verallgemeinerung desselben und damit zu-
gleich die naturgemasse Verallgemeinerung der RiemanN'schen Theta-
formel ergeben.

Verschiedene specielle Untersuchungen haben uns nun zu der Er-
kenntnigs gefuhrt, dass als wesentliche Eigenschaft des orthogonalen Sy-
stems (0) nicht die zu betrachten ist, dass dasselbe involutorisch ist, sondern
vielmehr die, dass die vier bei ihm auf der linken Seite stehenden Formen:

zm + x(‘l) + x(ﬂ) + x(4)’ x(l) + w(ﬁ) —_® x(l)’

D @ + x(3) _ x(4)’ - S - w(B) + x®
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einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden Zahl
2 als Modul, wenn man allgemein zwei lineare Formen:

az® + ax® + ... + a, 2™, bx® + bx® + ... + b, 2™

mit ganzzahligen Coefficienten a, b einander congruent nennt nach einer
ganzen Zahl m als Modul, sobald:

a, =b (mod m), a,=b, (modm), . . . ., a,=b,(modm)

ist, und die Aufgabe, die wir im Folgenden zunichst 15sen werden, besteht
darin, zu zeigen, dass das urspringlich nur der Bedingung der Orthogona-
litat unterworfene System (0), sobald man fiir dasselbe die weitere Be-
dingung einfuhrt, dass die # bei ihm auf der linken Seite stehenden
Formen:

L R I N I S A Y. A o TR ol O

einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden, zunichst
noch unbestimmten ganzen Zahl r als Modul, sowohl in dem Falle, wo n
eine ungerade, als auch in dem Falle, wo n eine gerade Zahl ist, von
Unwesentlichem abgesehen, in ein in jeder Beziehung wohl bestimmtes
System von Gleichungen abergeht. Es wird sich dann weiter ergeben,
dass das im letzteren Falle, also bei geradem #, entstehende System fiir
n = 4 auf das System (o) fihrt, und dass den beiden allgemeinen Sy-
stemen Thetaformeln entsprechen, welche alle die Riemanx’sche Theta-
formel auszeichnenden Eigenthiimlichkeiten besitzen.

1.

Der erste Theil der gestellten Aufgabe besteht darin, die Coefficienten

¢ des Systems:
1 2 ) — (1)
€, 2 4 ¢, 2% + ...+ 2 = 1YY,

D 2) [C) R )
€ 8 4 €, 2P + L A 2™ = 1Y,

()

(,'”1,’[-(1) + (,'n‘lx(?) + ¢, + (7,,,,?/(") = MJ(”)’
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bei beliebig gegebenem n als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass nicht
nur dieses System ein orthogonales wird, sondern auch die n auf der
linken Seite desselben stehenden linearen Formen einander congruent wer-
den nach der auf der rechten Seite stehenden, zunachst noch unbestimm-
ten ganzen Zahl 7 als Modul. Der ersten Bedingung entsprechend haben
die Zahlen ¢ die Gleichungen:

>
0, wenn u' 2 pu,
(IO) Clp.clp.' + 0211.62;:.' + c e + cn;l.cnp.' -

r’, wenn u = pu,

oder, was dasselbe, die damit &quivalenten Gleichungen:

o, wenn 4 2 p,

r?, wenn p = gy,

(I) c/l.l c/:,’l + c‘uzcﬂ,’g + P + cl‘-”cll'" =

fur jedes x und g’ von 1 bis % zu erfillen, wihrend sie nach Hinzutritt
der zweiten Bedingung ausserdem mnoch den Congruenzen:

(IT) €, =Cp=...=¢, (mod7r)

far jedes v von 1 bis n geniigen mussen. Bei der folgenden Untersuchung
sollen zwei Systeme von je n* Zahlen ¢, die- man sich immer in quadra-
tischer Anordnung geschrieben zu denken hat, als nicht verschieden be-
trachtet werden, wenn man das eine der beiden Systeme aus dem anderen
dadurch erhalten kann, dass man die Verticalreihen des letateren in pas-
sender Weise umstellt und die simmtlichen Glieder gewisser der Vertical-
reihen mit — 1 multiplicirt. Diese Auffassung erscheint gerechtfertigt,
einmal, weil alle durch die genannten Operationen aus einem Systeme
von Grossen ¢ hervorgehenden neuen Systeme den fir diese Grossen oben
gestellten Bedingungen (I), (I) geniigen, sobald das urspriingliche System
es thut, dann aber auch, weil die den so entstechenden Systemen von
Grossen ¢ entsprechenden Gleichungensysteme (O) simmtlich aus dem ur-
spriinglichen dadurch erhalten werden kénnen, dass man in demselben die
Grossen  in passender Weise ihre Platze wechseln lasst und zugleich ge-
wisse derselben mit negativem Zeichen versieht.
Man setze jetzt zur Abkirzung:

Cii =P1y Cig = Pygy « v+ Cy = Doy
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und bringe das System ¢,;, ¢, .. ., €. fiir jedes g von 2 bis # in die Form:

un
Ca =0, & Qu?s Co =Py + Qua?s « « + + 3 Cin = Pu F+ T

es missen dann, wenn anders die Congfruenzen (II) erfullt sein sollen, die
q sanmntlich ganze Zahlen sein. Fihrt man diese Ausdriicke an Stelle

der Grossen ¢ in die Gleichungen (I) ein, nachdem man dieselben in der
Form:

Cfl+c?2+ LR +c¥n=‘r2)
Cz1+czz+ —{-cz":—-ra,
1t =2,3,.00,1,
€118 + €360 + -+ -+ €6 = O, (,u: 3 n>
7>

c/tlc,u'l + c/ﬂc,u'? + L + cy.nc,u.'n == 0,

geschrieben hat, so ergeben sich fur die ganzen Zahlen p und g zunichst
die Gleichungen:

n+p+.. =1
B+ )+ 2@gat o F PG Gt G =T
P+ )+ Pt DG =9
B+ o)+ @t g+ B8+ PG
+ (@ + -+ G’ = 0,

und weiter dann, durch passende Verbindung derselben, die damit aqui-
valenten Gleichungen:

(1) B+ 4. =1
(2) P19 -+ P + ...+ PrQun = — T,
o== 2,3, 000
<3) 431 + 9,32 + cee QZ,. = 2, <1L’g= 3 ,...,n,)
p>p
(4) G191 + Ry + ..+ Funun == 1,

deren Erfulltsein umgekehrt immer anch das Erfulltsein der Gleichungen
(I) nach sich zieht,



Uber die Verallgemeinerung der Riemanon schen Thetaformel. 245

Zunachst folgt nun aus der Gleichung (3), dass von den = derselben
Horizontalreihe angehorigen Zahlen ¢ immer n — 2 den Werth o haben
mussen, eine jede der beiden anderen aber einen der Werthe 4 1, — 1
besitzen muss. Allgemein sollen fur die y** Horizontalreihe die beiden
von o verschiedenen Grossen ¢ mit Tup,r us, bezeichnet werden, sodase

also p,, o, die diesen beiden Grdssen ¢ entsprechenden Stellenzahlen in
der Reihe 1, 2, ..., # sind; welche der beiden Stellenzahlen aber mit
P, welche mit g, zu bezeichnen ist, das soll erst spater festgesetzt werden.
Die Gleichung (4) zeigt dann weiter, dass irgend zwei, zu zwei verschie-
denen Horizontalreihen gehorige, Zahlenpaare p, 0 —— p,, o, das eine,
Ou»> 0, das andere — immer in der Beziehung zu einander stehen, dass eine
Zahl des einen Paares mit einer Zahl des anderen Paares tibereinstimmt,
wahrend die beiden noch iibrigen Zahlen von einander verschieden sind;
auch ergibt sich zugleich, dass die den beiden gleichen Stellenzahlen ent-
sprechenden Grossen g denselben Werth, + 1 oder — 1, besitzen missen.

Man kann nun dem Gefundenen entsprechend zunachst in der zweiten
und dritten Horizontalreihe die Bezeichnung fur die Stellenzahlen der beiden
jedesmal von o verschiedenen Grdssen ¢ so einrichten, dass p, = p, ist;
es ist dann o, 2 g,. In Bezug auf die beiden zur vierten Horizontalreihe
gehorigen Zahlen p,, o, sind jetzt, bei passender Wahl der Bezeichnung,
nur die beiden folgenden Falle moglich: entweder ist p, = p, = p, und
folglich o, sowohl von ¢, wie von o, verschieden; oder aber es ist p, = o,
und folglich o, = ¢,. Im letateren Falle existirt zu den drei Zahlen-
paaren p,, 6,5 p,, 0,; p,, o, Uberhaupt kein viertes Zahlenpaar, welches
der Bedingung gentigt, mit jedem der drei Zahlenpaare eine und nur eine
Zahl gemeinsam zu haben. Dieser Fall kann also nur four n = 4 ein-
treten und soll im Spateren besonders behandelt werden. Im ersten Falle
dagegen muss von den beiden der funften Horizontalreihe zugehdrigen
Zahlen p;, o, die eine mit p, = p, = p, Gbereinstimmen; dieselbe sei mit
ps bezeichnet; die andere, o,, ist dann von ¢,, ¢, und o, verschieden.
Aus denselben Griinden muss aber weiter von den beiden der sechsten
Horizontalreihe zugehorigen Zahlen p,, o, die eine, die mit p, bezeichnet
werde, mit p, = ... = p, Gbereinstimmen; die andere, g,, ist dann von
0y, - .5 o5 verschieden. Indem man diese Schlussweise unter Beibehaltung

der bisher angewandten Bezeichnungsart fortsetat, findet man allgemein
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fur die der p*" Horizontalrcihe zugehsrigen~Zahlen p,, g,, dass die eine
derselben, dic wieder mit p, bezeichnet werde, mitp, , = ... = p, iiber-
einstimmen muss; -die andere, g,, ist dann von o,, ..., g, verschieden.
Daraus folgt aber schliesslich, dass die » — 1 Zahlenpaare:

P3s Oy5 Pys Og5 « -« « 5 Pay Oy
die Form:

Pgy O35 Pgs O35 « -« - 5 Pgy Oy

haben mussen, wo p, eine bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, ..., n
bezeichnet, o,, o,, ..., o, die n — 1 ubrigen Zahlen dieser Reihe sind.
In welcher Reihenfolge die Zahlen p,, @,, o,, ..., o, mit den Zahlen
1, 2, ..., n ubereinstimmen, ist fir die beabsichtigte Bestimmung der
Grossen ¢ gleichgiltig, da man durch passende Umstellung der Vertical-
reihen des zugehorigen Systems der Grossen ¢ jede mogliche Reihenfolge
erzielen kann, solche Systeme von Grossen ¢ aber, welche durch Um-
stellung von Verticalreihen auf eines von ihnen reducirt werden konnen,
nach frither getroffenem Ubercinkommen als nicht verschieden betrachtet
werden. Das gewonnene Resultat verliert daher nichts von seiner Allge-
meinheit, wenn man:

Py = 1, o, = 2, O, =3, +....,0,="n

setzt. Geschieht dies, so wird, wenn man allgemcin unter ¢, eine Grosse
versteht, welche entweder gleich + 1 oder gleich — 1 ist:

qgl ZQ31 ='°°=Qn1=€1’ Q29 = — &5 q;;s =8y s e ey Qun = — Ens

wihrend alle noch tibrigen Zahlen ¢ den Werth o haben, und es gewinnt
durch Einfuhrung der so bestimmten Werthe der ¢ in die oben fur die
Grossen ¢ aufgestellten Ausdriicke das zu bestimmende System der Grossen
¢ die folgende Form:

pl ’ 192 ’ p;; P ] pu ’
b, + &7, P, — &7, 2 v oo Pa ’
(E) pl + e, pg ’ b, — 537', cvey P ’

p + g, D, ’ Dy y oo oy Pn—— EnT,
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bei der jetzt noch die % Grossen p als ganze Zahlen und die an Stelle
der ¢ getretenen Grossen ¢ als Zahlen + 1 so zu bestimmen sind; dass
auch die Bedingungen (1), (2) erfullt werden.

Fur n = 4 tritt, wie schon oben erwahnt, noch ein specielles System
hinzu, das durch die Beziehungen p, = p,, p, = g,, o, = o, charakterisirt
ist, und das, wenn man #hnlich wie oben:

Py = 1, G, = 2, o, — 3,
auch: ‘

%1 = 951 = &> Qg = G4y = — &y, Qas = G4y = — &

setzt, die Gestalt annimmt:

p] ’ pg H P3 ’ Pu

pl + 517’, pg - 82')’, pa ’ p4’
(o)

» + g, b, ’ Py, — &7 y )

b, ’ P, — &7 Dy — &7, pf.

Die noch ausstehende Bestimmung der Grossen p und ¢ auf Grund
der Gleichungen (1), (2) soll jetzt zunichst bei dem allgemeinen Systeme
(3) durchgefithrt werden. Beriicksichtigt man, dass von den n in der

Gleichung (2) vorkommenden Grossen g, ..., ¢,, nur dic beiden Grossen
¢, und g, einen von Null verschiedenen Werth besitzen, und dass
du = &, Gu = — €, gesetat wurde, so erkennt man, dass die Grossen p

und ¢ den Gleichungen:
nt+n+...+p=17%
e11’1 - ep.pp. = —1, (1=2,8,...,m)

gemiss zu bestimmen sind. Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt,
da stets e} = 1, €} = 1 ist, fir jedes x von 2 bis x:

b= eleﬂ(pl + elr)7
und man erhalt dann weiter, wenn man

p,+er=P
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setzt:
p,=P—er, p.=¢¢eP, p—er=c¢(P—er). w-21..»
Fohrt man die gewonnenen Ausdriicke an Stelle der Grdssen p in die

erste der beiden vorher aufgestellten Gleichungen ein, so geht dieselbe
tber in:

P(nP — 2¢,r) = o,

und es konnen daher fir P nur die beiden Werthe:
P =o, p=2"
n

auftreten. Im ersten dieser beiden Falle erhalt man fir die Grossen p
die ganzzahligen Werthe:

p=—gr,P,=0,....,p =0,

und das vorher aufgestellte, mit (2) bezeichnete System der Grossen ¢
nimmt durch Einfohrung dieser Werthe die Form an:

— g1, O, ..., o,
O, —&fF ..., o,

(Z)
o, O, .oy —E&T

In zweiten Falle dagegen erhalt man fir die Gréssen p die Werthe:

2r 2r

27r
Pl =el(7—r), p2=€ g e e e ey p,=s,,7:

3

zugleich aber auch noch, da die Grossen p stets ganze Zahlen sein missen,
fur die ganze Zahl r die Bedingung, dass 2r durch # theilbar ist. Nimmt
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man diese Bedingung als erfullt an und fiuhrt die gefundenen Werthe an
Stelle der Grossen p in das System (I) ein, so geht dasselbe tber in:

2r 2r 2r
& 7—'—7' y 52';"— g o v ey S,,—; ’
. 27 c (2'r r) 2r
—_— €
1 ’ Py 9 ’ n ’
n
(2
2r 27 2r
€ — ’ &, ’ y &p 7—‘7'

Wird die entsprechende Untersuchung far das im Falle n = 4 noch
hinzugetretene System (g) durchgefithrt, so erhalt man far die darin vor-
kommenden Grossen p,, p,, p,, p,,» wenn man noch unter ¢, eine Grosse
versteht, die ebenso wie ¢, ¢,, ¢, entweder den Werth + 1 oder den
Werth — 1 besitzt, die Werthe:

r _ r
’ p3‘=€35, p4'—€45’

i

r
b, =—%83 b, =&,

zugleich aber auch noch, da diese Grdssen stets ganze Zahlen sein miissen,
fur die ganze Zahl r die Bedingung, dass dieselbe gerade ist. Nimmt
man diese Bedingung als erfullt an und fuhrt die gefundenen Werthe
an Stelle der Grdssen p in das System (o) ein, so geht dasselbe tber in:

7 r T
—615’ 522’ 635’ 642’

7 r
5157 —625, es-’ €,5?

(o)

r r r r
E‘l-—y 8257 -——83-7 6457
r r r r
_Sla’ —6‘259 —535) 54—2'

Ein jedes der drei im Vorigen gewonnenen, mit (%), (2'), (¢) bezeich-

neten Systeme von Grossen erfullt die im Eingange dieses Artikels for
17 - 665007 dcta mathematica. 3
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ein System von Grossen ¢ gestellten Bedingungen (I), (II), wenn nur, der
gemachten Annahme entsprechend, allgemein &} = 1 ist, und es kann
daher fur jede der Grossen e sowohl der Werth 4 1, als auch der Werth
— 1 gesetzt werden. Die simmtlichen speciellen Systeme, welche auf
diese Weise aus einem der drei Systeme (Z), (¥'), (¢/) hervorgehen,
konnen aber stets auf ein beliebiges unter ihnen dadurch reducirt
werden, dass man bei jedem derselben die saimmtlichen Glieder gewisser
seiner Verticalreihen mit — 1 multiplicirt, und sind folglich nach-friher
getroffenem Ubereinkommen als nicht verschieden zu betrachten. Man
kann daher, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, bei den Systemen
(25), (&), (&) eine jede der Grossen e nach Belieben durch eine der beiden
Zahlen 4 1, — 1 ersetzen.
Bei dem Systeme (3) setze man nun:

es entsteht dann ein System von Grossen ¢, zu dem als Gleichungen-
system (O) das System:

YT, = TY ., VT, =Yy o o o .y VT = 1Y,

gehort. Dieses Gleichungensystem ist fir das Folgende von keiner Be-

deutung, da die jhm entsprechende Thetaformel, einerlei, welchen Werth

man der ganzen Zahl r beilegt, in Bezug auf die darin vorkommenden

Thetafunctionen immer den Charakter einer identischen Gleichung besitat.
Bei dem Systeme (3') setze man dagegen:

=62="’=5n=+1;

Wy

1

dem dadurch entstehenden Systeme von Grossen ¢ entspricht dann als
Gleichungensystem (O), wenn man noch zur Abkiirzung die ganze Zahl

2—; mit g bezeichnet, also 2—7: = g setzt, das System:
(G—M®+ @ ... g =P,
(0) gz + (g___ r)x(a) 4+ ...+ gz = ry®,

gz + 9z + ... 4 (g — 7)™ = ry™.
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Fur die weitere Untersuchung dieses Systems ist jetzt der Fall, wo » eine
ungerade Zahl ist, von dem Falle, wo n eine gerade Zahl ist, zu trennen.

1.) Es sei n eine ungerade Zahl, n = 2v 4 1; dann muss die ganze
Zahl r, da 2r durch #» theilbar sein soll, die Form r = k(2v 4 1) haben,
wo k eine ganze Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter fur g und
g —r die Werthe g = 2k, g —r = k(1 — 2v). Nun ist aber die dem
Systeme (Q') bei beliebigem Werthe von % entsprechende Thetaformel von
der dem Systeme (O’) for % = 1 entsprechenden nicht wesentlich ver-
schieden, insofern als man, wie eine einfache Uberlegung zeigt, jene aus
dieser erhalten kann, indem man jede der vorkommenden unabhingigen
Veranderlichen v durch kv ersetat, wodurch dann gleichzeitig jede Variable
u in ku Ubergeht. Man kann sich daher fur das Folgende, wo es sich
um die Aufstellung der dem Systeme (O’) entsprechenden Thetaformel
handelt, auf den Werth k¥ = 1 beschranken, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, den allen Coefficienten des Systems (O') gemeinsamen ganzzahligen
Factor k¥ durch Division entfernen, und man erhalt so fur den vorliegenden
Fall, wo % eine ungerade Zahl ist, das wohl bestimmte fundamentale System:

(1 — 202 4 229 4 ...+ 2%V = (2v + 1)y,
220 + (1 —2)2® + ...+ 22%%D = (2v + 1)y?,
©,)
2x(1) + 21 + - + (I — 2»).’1:(2”“) —_ (21) + I)y(2v+1).

2.) Es sei n eine gerade Zahl, » = 2y; dann muss die ganze Zahl r,
da 2r durch n theilbar sein soll, die Form r = kv haben, wo k eine ganze
Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter fir ¢ und g — r die Werthe
g==Fk, g—r=1Fk(1 —yp). Aus denselben Grinden wie vorher kann man
sich aber auch hier auf den Werth ¥ = 1 beschranken und erhilt dann
fur den vorliegenden Fall, wo #» eine gerade Zahl ist, das wohl be-
stimmte fundamentale System:

(1 — )z + 4 ...+ ™ = py®,

il}(l) + 1 —y .’1}(2) + ... + r® — py(z)
©) (=) :

2+ 2 4 o4 (1 —n)a® = ™,
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Es ist jetat schliesslich noch das i Falle » = 4 hinzugetretene
System (o) nsher zu untersuchen. Bei demselben setze man:

und berucksichtige, dass die ganze Zahl r bei diesem Systeme durch 2
theilbar, also von der Form r = 2k sein muss, wo k eine ganze Zahl
bezeichnet. Ebenso wie frither kann man sich aber auch hier unbeschadet
der Allgemeinheit auf den Werth k¥ = 1 beschrinken und erhalt dann
aus dem Systeme (o) ein System von Grossen ¢, dem als Gleichungen-
system (O) das im Folgenden mit (o) bezeichnete System entspricht. Man
hat daher, wenn man das aus (0,) fir v = 2 hervorgehende specielle, i
Folgenden mit (o) bezeichnete, System noch hinzunimmt, im Falle #n = 4
die beiden Systeme:

— V4 + 2® 4 2® = 2y(1),
TY— 2D 4 2P 4 20 = 2P,
® 4 2® — 2P 4 g = 2y,

oV 4 gD 4 g g — 2y @,

— ™ 4 @ + 2® 4 ® = 2y(1)’
V) — z® + x® + ¥ —= 23](2),
D 4 2® — z® + 2 = 2y,

— V) — g® — g g 2@

die zunichst als verschieden zu betrachten sind, da das Coefficientensystem
des einen nicht aus dem des anderen dadurch erhalten werden kann, dass
man die Verticalreihen des letsteren in passender Weise umstellt und die
sammtlichen Glieder gewisser der Verticalreihen mit — 1 multiplicirt.
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Nun kann man aber das System (0') aus dem Systeme (o) dadurch er-
halten, dass man in der letzten Gleichung desselben y* durch — y® er-
setzt und zugleich linke und rechte Seite dieser Gleichung mit — 1
multiplicirt. Die dem Systeme (o) entsprechende Thetaformel, die aus der
Formel (6,) des Art. 3 fur r = 2 hervorgeht, wird daher in die dem
Systeme (o') entsprechende iuibergehen, wenn man das System (— v™) an
Stelle des Systems (v*) setzt. Da aber eine jede der in dieser Formel
vorkommenden Thetafunctionen in ihrer Charakteristik nur halbe Zahlen
als Elemente enthalt und folglich entweder eine gerade oder eine ungerade
Function ist, so bewirkt dic Anderung des Argumentensystems (v*) in
(— o) bei dem auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen als
allgemeines Glied stehenden Thetaproducte nur die Ausscheidung eines
Factors, der entweder den Werth + 1 oder den Werth — 1 besitzt, und
es bleibt daher der Typus der urspriinglichen Formel, der darin besteht,
dass die sammtlichen Thetafunctionen eines Productes dieselbe Charak-
teristik besitzen, erhalten. Aus diesem Grunde sind die Systeme (o), (o)
als nicht verschieden zu betrachten, und da zudem das System (o’) in
das der Riemann'schen Thetaformel zu Grunde liegende System (o) da-
durch ubergefthrt werden kann, dass man bei demselben die sammtlichen
Coefficienten der ersten Verticalreihe mit — 1 multiplicirt und dann die
Verticalreihen der Coefficienten in passender Weise umstellt, so folgt
schliesslich, dass auch die Riemann’sche Thetaformel von der dem Systeme
(o) entsprechenden Thetaformel nicht wesentlich verschieden ist, und es
ist daher die dem Systeme (O,) entsprechende, fur eine beliebige gerade
Zahl n = 2y auftretende Thetaformel (Formel (6,) des Art. 3) im engeren
Sinne als die Verallgemeinerung der Riemann’schen Thetaformel anzusehen,
wihrend die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel (Formel (6,)
des Art. 2) als die zu einer beliebigen ungeraden Zahl n = 2v + 1 ge-
horige analoge Thetaformel erscheint. Diese Thetaformeln sollen jetat
hergestellt werden.
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2.

Die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel soll zunachst auf-
gestellt werden. Bezeichnet man in diesemn Systeme die Zahl 2y 4 1
wieder mit 7, so nimmt dasselbe dic Gestalt:

(2 — T)x(l) + 2™ + oo+ 20 = ry(l)’

22 4+ (2 —1r2® + ... + 22" = ry?,
©,)

22" 22 4+ .. 4 (2 — 2 =y,

an; man hat aber dabei im Auge zu behalten, dass r eine ungerade Zahl
bedeutet. Lasst man nun das in der vorigen Arbeit zu Grunde gelegte,
allgemeine orthogonale System (O) in das soeben aufgestellte specielle
System (O,) ubergehen, indem man bertcksichtigt, dass bei diesem letzte-
ren n = r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O)
entsprechende Thetaformel (6) in die dem Systeme (O,) entsprecheunde
tber, und man erhslt dadurch diese letztere in der Gestalt:

0,1,..,r—1 ;(l) ;(r)
(rs)Pd(ru®) ... S(ru®) = E 8 ;) (rv) ... 8 ]_;r) (rv™),
a8 T ra

wobei die Grossen » lineare Functionen der als unabhingige Veranderliche
anzusehenden Grossen v bezeichnen, definirt durch die p Gleichungen-
gysteme:

) = (2 — P + 200 4 ...+ 20,
rug = 200 4+ (22— 4 ... + 20,
(n=1,2,..,p)

M= =
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wobei ferner fur p =1, 2, ..., p:

a) = (2 —nad + 27 + ... + 2a?,
a? = 260 + (2—na® + ... + 2a,
ol = 2 + 2+ ... + (2 — 1),

= — B+ P4 .+ 2

-—l(‘z) e 2 [l.‘) + (2 _"')ﬂ,(?) + ... + 2 'ur)’
B= B Pt ..+ —n

und die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszufithren ist,
dass jede der rp Grossen a, wie auch jede der rp Grdssen B unabhangig
von den anderen die Werthe o, 1, ..., r — 1 durchlauft; wobei endlich
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich aus Zahlen der

Reihe o, 1, ..., r— 1 als Elementen gebildeten Losungen des Congru-
enzensystems:
(2 —r)z® + 22 4+ ... + 22" = o (mod 7),
22V + 2 —r2® + ... + 22 = o (mod 1),
22V 4 20P 4 ... 4 (2 — 1)z =0 (mod 7),
bezeichnet.

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, berticksichtige man, dass die
r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen
bilden, in froher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem
Modul r, und dass in Folge dessen die Ldsungen des Congruenzensystems
identisch sind mit den Losungen einer einzigen der in ihm enthaltenen
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Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit den Losungen der
Congruenz:

22V 4 22® 4 ... + 22 =o0.(mod 7).

Diese Congruenz besitzt aber 7' nach dem Modul r incongruente Lo-
sungen; man erhalt dieselben, wenn man in den Gleichungen:

gV = ED g g® gD o SE-D ) o g0

an Stelle des Systems der r — 1 Zahlen &™, £®, ..., &V der Reihe
nach die sammtlichen ! Variationen der Elemente o, 1, ..., r—1
zur (r — 1)*" Classe mit Wiederholung treten lasst und jedesmal dann fur
£" diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, 1, ..., r — 1 setat, welche
der Congruenz:

28W = — 26W — 2@ ||| — 28"V (mod 1)

geniigt. Es ist demnach s = "',

Die auf der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei der Aus-
fohrung der Summation auftretenden 7** Thetaproducte konnen mit Hulfe
der Relationen:

o[ e e = o e,

gy--. g <o 9y [ A PR 1) 2. i
o[ e = o e

auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Zu dem Ende setze man
for p=1, 2, ..., p:

20 + 2aP + ... + 200 = A4,
2p0 + 280+ ... + 260 =B,
und bringe die Grossen a, 3 in die Form:

T

B’ =B,—rBl, =B, —18’ ..., g = B, — 18,

P ¢) RN O o @ ) — D
B = A, —ra®, & =A,—ra®, ..., 3 =4, —raD,



Uber die Verallgemeinerung der Riemann’schen Thetaformel. 257

Unter Benutzung der soeben angeschriebenen Hulfsformeln erhalt man dann
die Relation:

) , 4 ne=p
- Fiali Z DAL
8| _, [ro®) =8 (rv®) = & (rv“)e e ’
ik B_ B
r r T
for v =1, 2, ..., 7, und weiter, da fur p=1, 2, ..., p:
1) + /9(2) + + ﬂ(r) —_ 'El_-
» ® ce n 2
ist, die Gleichung:
- ~r p=p
g(l) E(_l ..4 4 —';' ZA;LB;L”i
T (D) 4 M) — r M 4 (ry r=1
# 7 (rv'P)... 8 5 (ro™) = & 5 (roV) ... 8 B (rv")e
7 r r T

Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik
von der Form [i‘ ' Z”] abgekirzt durch [Z] bezeichnet. Auf Grund der

N .
letaten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man

darin noch an Stelle von s den dafur gefundenen Werth »~' einfithrt
und, indem man bericksichtigt, dass die ganzen Zahlen 4, B simmtlich
gerade sind,

[ R=p p_ 1 A=P
7 ZA;LBp.m e ZA,U.'BIL—L
e ! durch e "

ersetzt, zundchst die Gestalt an:
0,1,..,r~1 —~
r® P Y(ru®) . . S(ru”) = 8 (rv'V)... 8

a, B

nu w

=k

r—1'T
TS 4,B,m
(rv)e

=%
| 2k

Bei der Ausfuhrung der auf’der rechten Seite dieser Formel an-
gedeuteten Summation durchlauft jede der 2p in der Charakteristik:

4 4 A
2 N Ty
B B, B}J
r r T r
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sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor-
kommenden Grossen 4, ..., 4,, B, ..., B, unabhingig von den an-

deren dic Reihc der »" ganzen Zahlen, die aus

2.’17(1) + 2113(2) + . + 27"

hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der 1 Grossen 2, 2%, ..., 2
der Reihe nach die sammtlichen Variationen der Elemente o, 1,...,r—1
zur 7" Classe mit Wiederholung treten lisst. Berticksichtigt man nun,
dass die Congruenz:

22V 4 22 4+ ... + 229 =0 (mod 7),

wie schon oben angegeben, "~ nach dem Modul r incongruente Losungen
besitzt, dass aber auch eine jede der r — 1 aus der Congruenz:

220 4 22® + ... + 227 =p (nod 7)

! nach dem

fir p =1, 2, ..., r— 1 hervorgehenden Congruenzen "~
Modul r incongruente Losungen hat, welche in jedem Falle aus einer be-
liebigen unter ihnen erhalten werden konnen, indem man zu derselben

der Reihe nach die "' Losungen der Congruenz:
20V 4 22® 4 ... 4 227 =0 (mod r)

addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven
Reste nach dem Modul » reducirt, so erkennt man, dass von den #" an
Stelle einer jeden der 2p Grossen 4,, ..., 4,, B, ..., B, auftretenden
ganzen Zahlen #~' der Zahl o, "' der Zahl 1, ..., endlich »""! der
Zahl r — 1 ‘congruent sind nach dem Modul r. Dieses Resultat kann
man aber, wenn man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin
aussprechen, dass die Charakteristik:

4,

r

RN

<2 b
IR BN
+ |
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bei der Ausfithrung der Summation (»~')”-mal einer jeden derjenigen r*
speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus

s & &
r r r
e &, €y
r r r

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben
€1y +++y €y &1y ++ ., &, der Reihe nach die sinmtlichen Variationen der
Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p*" Classe mit Wiederholung treten lasst,
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen.
Nun andert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wie aus den frither aufgestell-
ten Hulfsformeln folgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik

durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Theta-

AL RIS

producte stehende Exponentialgrosse, weil r =— 1 eine gerade Zahl ist,
ungeandert bleibt, wenn man die 2p Zahlen 4, B um ganze Vielfache
von r #ndert, so kann man die Summe von 7 Gliedern, welche die rechte
Seite der in Rede stehenden Formel bildet, durch das (r"—*)*-fache der-
jenigen Summe ersetzen, die entsteht, wenn man in dem Ausdrucke:

r ,‘ip €&, m
sl ” (ro®) ... 8 vy e a=1

r—1I

)
R|o

k|0
|m

an Stelle des Systems der 2p Buchstaben ¢, ..., ¢, €1, ..., &, der Reihe
nach die simmtlichen Variationen der Elemente o, 1, ..., r— 1 zur
2p*® Classe mit Wiederholung treten lisst und die Summe der so ent-
stehenden 7’ Terme bildet. Dividirt man dann noch linke und rechte

Seite der auf diese Weise entstandenen Formel durch "'/ = r® ", s0

I
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erhilt man schliesslich dic dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel
in der einfachen Gestalt:

0,,r—1 [, . r—1 "‘2”5 ¢ i
- - r - TR
(B,)  rrd(ru®)...8(ru") = E 8l 7 l(rv®)...s r, (rv)e 7 y
€ &
£) 5 ooy Ep r r

bei der also r cine ungerade Zahl bezeichnet, die auf der rechten Seite
angedeutete Summation in der Weise auszufithren ist, dass an Stelle der

(K

Charakteristik r' der Reihe nach dic sammtlichen r* Normalcharakte-
4

;
ristiken treten, endlich die Grossen » dic durch die Gleichungen:

ru’ = (2 —rpd + 200 4+ ...+ 20,
rul) = 200 + (2 — P 4 ...+ 200,

(n=1,2,.., p)
ru’ = 20 + 200 4+ ..+ (2 — P,

definirten linearen Functionen der als unabhingige Verinderliche anzu-
sehenden Grossen v bezeichnen.

Lasst man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (6,), indem

man unter 7y, ..., R, N, ..., 7, beliebige ganze Zahlen versteht, die
Systeme:

=i
|

. g r
(rv®), ..., (ro) ubergehen in [ ro® 4|V} ..., | 707+ R

=
< 3

"so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme:

K]
= |

(ru®), ..., (ru®”) iiber in ru® "0, o e + ,

<
S
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und man erhalt, wenn man die, in der Formél'(‘A) der vorhergehenden
Arbeit als specielle Falle enthaltenen, Formeln:

=*lm

«1o

v=1,2,...,7)

=3

!
3| -
® =
LM
® a4 F
My

|

&

S

=3

I
=N
B
1l
"3

=
TN
‘:33

+
]d

3
e

Il
)
AN
El
=

z u(y) — E v(") (t=1,2,...,p)
v=1 '

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division
entfernt, zunichst:

7 1
8l L) .8 T ou)

7 A
r L7

0,1, r—1 e+ e--}-';y_T T_—i,‘=pee ﬂL—E’L:p’?e'm

r T Tt Tk
- 8 (ro®) ... 8 (rv)e  *
e+ 9 €+
E1geerSp r r -J
T -

Auf der rechten Seite dieser Gleichung setze man nun fir jedes 4 von 1 bis p:

: ’ A ’.
€. = &, s € = &y L/
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es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied
ttber in:

: : r—l PO Lol SR |
; ; z & &, mi "'_,-‘21’7#’7/4’" Tgl(”ﬂs'ﬂ—”ﬂeﬁ)’"
8| 7~ |¢v)..8] T frope " T e T e ,
& £’
r r
¢
und da bei der Ausfuhrung der Summmation die Charakteristik " | ein

3

y
und nur ein Mal einer jeden der #* Normalcharakteristiken congruent
wird, weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Summe
sich nicht andert, wenn man die Zahlen ¢, ..., &, &, ..., & durch
irgend welche ihnen nach dem Modul + congruente, speciell also durch
ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so kann die

’

Summation in Bezug auf die Grossen &, &' auch in der Weise ausgefiithrt

<o

werden, dass die Charakteristik | @ | die Reihe der *® Normalcharak-
3

;
teristiken durchlauft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die
Punkte bei den Buchstaben &, &' unterdriickt, zu der Formel:

. 2 N 7 — X 7m
(61) Py r, (ru) ... 8 r (ruye  *!
7 7
r r
0,1,.8,7—1 — —1 F .
- Z (7# 5 €)™ ; ;E- rT ;1 €uf
= e 8 (ro®) ... 8} [(v)e 7
€
€1 5 urs Ep r _r

. . . =1,2..p
Lasst man jetzt weiter, indem man unter oY, o, ’: g e 27D

ganze Zahlen versteht, welche fir jedes ¢ von 1 bis p den Bedingungen:

(1) + p(?) + + p(r) = 0, '(1) + 'old) + p'(r) =0
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geniigen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme:

- . r r
(re™), ..., (rv®) tbergehen in { #v® 4 ol oo 4+ )
i LA
r r

so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme:

(o) (ry i : M r r 4
(ru®), ..., (ru”) uber in ru'V — y oo ey | rUY — y
(1) o(r)
£ e
\ r 7|
und man erhalt, indem man dic Formeln:
e - p(V)
r
8 ro® +
f’ p.(v)
r r
p=pnp'=p ov)
¢+ p™ ! o) ( i + Pu
e T X X aer 'l — 2 A+t : "
— 19 ¥ ((T?7(V)))e p=Ip =1 p.=l
e+ p™ ’
p
r
¥=1,2y.0y )
7 o
r T
8 ru®” — "
2 e
r r
p=pp= p=p g «v)
—p™ r 0,0 2’ o u® 4 12 P
i rp 2 z y:/’,:/’y ;z ‘ /:)+Tm~_,{_m
=4 ((W")))e e B ,
7 —p
T

anwendet und unter Beriicksichtigung der Relation:

Z p(V) u(v) z p(v)v(V) (#=1,2,....,9)
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die den beiden Seiten gemeinsainen Exponentialfactoren durch Division
entfernt, schliesslich die Formel:

_ o p=p _
W—P(I) W_P(r) T—;—l Z 77’,11/'#:1,
7 r () n=1 .
(67) k] I (ru®) ... 8 o (ru)e =
n—°r 7 —p
7 |
0,1,.,r—1 p—pZ? , . 1) 7 ) r—1"2%
TTI 2 (77 Lrp(‘) e_’“_rli_ 7‘_,421 &8
r=1 (1y oay(T) =
e 8 ¢y (rvV) ... 8 ¢4 (") e
€13 ép T _ r
'€’y

Diese Formel umfasst die Formeln (8,), (6, als specielle Falle und ist
zugleich die allgemeinste derartige Formel.

Die Formeln (8,), (8;), (87) entsprechen beziehlich den Formeln
(6), (8), (8") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenso wie (6,)
aus (6) abgeleitet wurde, auch () aus (), (8) aus (8") direct abgeleitet
werden konnen; nachdem aber einmal die Formel (8,) gewonnen war,
crschien das hier zur Herstellung der Formeln (6)), (8} eingeschlagene
Verfahren als das einfachere.

Setzt man in der Formel (6}):

e o0 e+ 7] TS e
8. +rp o |E00) ... 8 ¢ +rp'(r) (rv)e "7 = Tys
—
L. T | r
] " (ru) ... 8 0 (ru)e =z,
] - r ]

wobei die den Buchstaben x, &' beigefiigten Zeichen (], [%] die Complexe
[e' ot ], [% Z”] beziehlich vertreten sollen, und setzt zugleich,
P

€ ...&p 7.
=l n=e .
jndem man - zur Abkurzung e * mit 7, /gx (77#8," — ?7,',6,‘) mit [77:“[5]

bezeichnet:
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r—12% , .

- 21(’7lzelf"’7#e#)m
IL=

e = il

so entsteht aus der genannten Formel die Gleichung:

Vo 8
Yoy = Z’)“T{ﬂ" T

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation tber
alle Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen,
indem man darin an Stelle des Systems der 2p in [¢] vorkommenden
Buchstaben ¢, ..., ¢,, €, ..., e, der Reihe nach die simmtlichen 7%
Variationen der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p*® Classe mit Wieder-
holung treten lasst. Die letate Gleichung umfasst, da das mit z{, be-
zeichnete Thetaproduct ungeindert bleibt, wenn man die Grossen 7;,...,%,,
Ny ---» p UM ganze Vielfache von r &ndert, im Ganzen nur 7* verschiedene
specielle Gleichungen; man erhalt dieselben, wenn man an Stelle des
Systems der 2p in [5] vorkommenden Buchstaben 7, ..., 7,, %1, ..., 7;
der Reihe nach die 7”7 soeben angefihrten Variationen setzt. Das auf
diese Weise entstehende System von 7* linearen Gleichungen, dem man
durch passend gewahlte Anordnung eine ubersichtliche Gestalt verleihen
kann, lasst sich fur die Untersuchung der aus der Formel (') entspringen-
den Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden.

3.

Es soll jetzt die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel auf-
gestellt werden. Bezeichnet man in diesem Systeme die Zahl y wieder
mit r, so nimmt dasselbe die Gestalt an:

(I —_ r)x(l) + ' + ...+ 280 — 7‘1]‘1),

. xV + (I —_ ,r)x@) + v + %N — ry@)’
(0,)

o® 4 2P 4 . (1 — 1)z =y,

18 - 665007 Acta mathematica. 3
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Lasst man nun das in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegte,
allgemeine orthogonale System (0) in das soeben aufgestellte speciclle
System (O,) tbergehen, indemn man beriicksichtigt, dass bei diesem letzteren
n = 27 ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O) ent-
sprechende Thetaformel (6) in die dem Systeme (O,) entsprechende iiber,
und man erhilt dadurch diese letztere in der Gestalt:

0,1..,r—1 ;(1) ;(21')

(ri‘rs)l'z‘)((ruﬂ)» co Hru®) = E 9 ;il: o) ... 8 ;,(Er) (o),

r

a, g

wobei die Grdssen % lincare Functionen der als unabhingige Verinder-
liche anzusehenden Grossen v bezeichnen, definirt durch die p Gleichungen-
systeme:

rud = (1 — P + oD+ ..+ 37,
ru) = O+ (1 =P+ ...+ o?",

(p=1,2,..,p)
rul? = o + o2 4+ .o+ (1 — 1)l

wobei ferner fur p=1, 2, ..., p:

a0 = (1 — r)a® + a4 ...+ o,
= a® A (1 — ) + ..+ 2,
ot . 1 2 (2r)
e = o & oo o (11— 1,
—/ll) = (I - r)ﬂl(l.l) + ﬁ?) + o v + /L?f)’
-, . 9
D = O+ —np2+ ..+ B,
/§/(L2r) = /41) + /1.2) + “ s + (I - r) /1.2'),

und die Summation auf der rechten Scite in der Weise auszufthren ist,
dass jede der 2rp Grdssen a, wie auch jede der 27p Grossen B unabhangig
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von den anderen die Werthe o, 1, ..., r — 1 durchlauft; wobei endlich
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten
oder, was auf dassclbe hinauskommt, der ausschliesslich von Zahlen aus

der Reihe o, 1,...,7—1 als Elementen gebildeten Losungen des Con-
gruenzensystems:

(1 —r)z® 4 e® + ...+ 2% = o (mod 7),
2V 4 (L —1)g® 4 ...+ #®" = o (mod 7),.
P 4 2 4+ ... + (1 — 7)2% =0 (mod 7),
bezeichnet.

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, beriicksichtige man, dass die
2r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen
bilden, in frither angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem
Modul 7, und dass in Folge dessen die Losungen des Congruenzensystems
identisch sind mit den Ldsungen einer einzigen der in ihm enthaltenen
Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit den Losungen der
Congruenz:

P 4+ 2® + ...+ 29 =0 (mod 7).

Diese Congruenz besitat aber #*~! nach dem Modul » incongruente Lo-
sungen; man erhilt dieselben, wenn man in den Gleichungen:

1 2 2
.’;D(l) —_ E( )’ x() — 5(2)’ Ceeey a;(ﬂr—l) — 5(2"—‘1)’ z(%‘) —_— E( ").

an Stelle des Systems der 27 — 1 Zahlen &0, £®, ., ., &%~V der Reihe

nach die simmtlichen 7! Variationen der Elemente o, 1, ..., r — I

zur (2r — 1)** Classe mit Wiederholung treten lasst und jedesmal dann
SRR o . . !

fur &°7 diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, 1, ..., r— 1 setat,

welche der Congruenz:
0= — &0 g® — | — £ (mod 1)

genigt. Es ist demnach s = ¥,
Die auf der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei Aus-
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fahrung der Summation auftretenden #* Thetaproducte kdnnen mit Hulfe
der Relationen:

it e o = o e

1

(1=1,3,.4P)
G- G -G e Gu---Gp I
AN T A i 2o

auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Zu dem Ende setze man
fir p=1, 2, ..., p

1 (2

a’ +af + ...+ o =4,

1 2 ) —

AR RN

und bringe die Grossen a, g in die Form:

7 M H® __ @ —(2r) __ 2D
ad = A4, —ra’, @ = A4, — raf yeeey din=A,—ra”,
AP =B, —rfd, FP=B,—rB? ...., 57 =B, — 18"

Unter Benutzung der soeben angeschriebenen Hulfsformeln erhalt man
dann die Relation:

a® A4_ 4 -fﬂ}sij i

r ® e ( B oy T " *
8 7 (o) =98] (ro”) =81 _ [(v7)e

3 T v

for vy =1, 2, ..., 27, und weiter, da fur p =1, 2, ..., p:

;‘l) + ﬂ;?) ‘B(ﬂr)
ist, die Gleichung:

20 a?n A 4 - f"ip A B.m
— = = Tag"s
T (0 r N r a r (ar) a1

8 7 (rv®) ... 8 70 (rv®) = & B (ro®) ... 8 B (rv®")e
T r T Tr
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Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik

von der Form [‘Z‘l i:] abgekiirzt durch [i] bezeichnet. Auf Grund
der letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man
darin noch an Stelle von s den dafir gefundenen Werth »' einfithrt,

zuniichst die Gestalt an:

n=p

0,1,..,r—1 é é —3 ZAF_B ’n.
- r r Tu=t #
r4r =P (ru®) . .. $(ru®) = E 8l (ro™)... 8 5 (ro°") e
a, B r 3

Bei der Ausfuhrung der auf der rechten Seite dieser Formel angedeu-
teten Summation durchlauft jede der 2p, in der Charakteristik:

IR
RIS
S| *Lb.

sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor-
kowmmenden, Grossen 4,,..., 4,, B, ..., B, unabhiangig von den anderen
die Reihe der r*" ganzen Zahlen, die aus:

VD 4 2P 4 ... 4 2®

hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der 27 Grossen 2, 2%, ..., 2"
der Reihe nach die simmtlichen Variationen der Elemente o, 1,...,7r — 1
zur 2r*" Classe mit Wiederholung treten lasst. Bericksichtigt man nun,
dass die Congruenz:

2P 4+ 2?4 ... 4 2% =0 (mod 7),

wie schon oben angegeben, +*~! nach dem Modul r incongruente Losungen
besitzt, dass aber auch eine jede der » — 1 aus der Congruenz:

2V 4 2® 4 ...+ 2% = p (mod 1)

fur p =1, 2, ..., r — 1 hervorgehenden Congruenzen ' nach dem
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Modul » incongruente Lésungen hat, welche in jedem Falle aus ciner
beliebigen unter ihnen erhalten werden konnen, indem man zu derselben
der Reihe nach die 7*~' Losungen der Congruenz:

4 2® 4+ ... 4 2% = o (mnod 7)

addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven Reste
nach dem Modul r reducirt, so erkennt man, dass von den r* an Stelle
einer jeden der 2p Grossen 4,, ..., 4,, B,, ..., B, auftretenden ganzen
Zahlen ¢! der Zahl o, 7' der Zahl 1, ..., ¥ der Zahl r — 1
congruent sind nach dem Modul r. Dieses Resultat kann man aber, wenn
man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente sich nur um
ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin aussprechen, dass
die Charakteristik:

4 4 4,
. .
B B, By
: 2=

bei der Ausfithrung der Summation (¥*~')”-mal ciner jeden derjenigen
7 specicllen Charakteristiken congruent wird, welche aus:

&p

r

[

. e

»Im_ o[(ﬂ
2| 0 J K
3

£ 2
r r

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben
€1y +++y €y &1y +.., €, der Reihe nach die sammtlichen Variationen der
Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p*® Classe mit Wiederholung treten lisst,
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen.
Nun andert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wic aus den frither aufge-
stellten Hulfsformeln folgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik

durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Theta-

sy sk

producte stehende Exponentialgrosse ungeindert bleibt, wenn man die 2p
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Zahlen 4, B um ganze Vielfache von » andert, so kann man die Summe
von 7*? (liedern, welche die rechte Seite der in Rede stehenden Formel
bildet, durch das (r*~")r.fache derjenigen Summe ersetzen, die entsteht,
wenn man in dem Ausdrucke:

q{m
| @
|
<IN
.
™
*®
k|

8 (rv)- .3 T, (rv*)e "7

£

RN

an Stelle des Systems der 2p Buchstaben e, ...,¢,, i, ..., ¢, der Reihe
nach die simmtlichen Variationen der Elemente o, 1, ..., r— 1 zur
2p*® Classe mit Wiederholung treten lasst und die Summe der so ent-
stehenden 7 Terme bildet. Dividirt man dann noch linke und rechte
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel durch (r—1)% = r* =22,
so erhalt man schliesslich die dem Systeme (O,) entsprechende Theta-
formel in der einfachen Gestalt:

- 0,1, 0,71 *;ﬂipe,ﬁ'pm'
(8,) r8(ru®). .. 8(ru®) = E sl " @) ...8] " Jewye T

[
| m

~

AR

&
€1 50y Ep 1
’
€400 E'p

bei der also r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die auf der rechten
Seite angedeutete Summation in der Weise auszufithren iss, dass an Stelle

4

-der Charakteristik T, der Reihe nach die simmtlichen 7 Normal-

r .
charakteristiken treten, endlich die Grdssen » die durch die Gleichungen:

rud = (1 —rpd + o 4+ ..+ o7,
_ \
rul = v+ (=P 4+ ..+ 7,
®=1,3,....9)
Ul = oD + o 4 o (1 — ),

definirten linearen Functionen der als unabhangige Veranderliche an-
zusehenden Grdssen » bezeichnen.

’
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Lasst man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (6,), indem
man unter %, ..., %,, i, ..., 3, beliebige ganze Zahlen versteht, die

S_ysteme :

K 2
o . T g 7
(rv™), ..., (rv®) ubergehen in { 7o 4| [ ), ..., { 74| 1],
/A n
r r

so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme:

2
|

(ru®), ..., (ru®’)  uber in ru'® 4 y ey | TU® 4 T ,

Q=

7
T

und ‘man erhalt, indem man die im vorhergehenden Artikel an der cnt-
sprechenden Stelle angeschriebenen Hilfsformeln fiur vy =1, 2, ..., 2r
anwendet und wieder unter Bericksichtigung der Relation:

y=2r y=2r

Zuff’ = Zv}f’ ®=1,2,...,p)
v=1 v=1

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division
entfernt, zunachst:

2 3
8] T Jru®) ... 8] 7 J(ru)
7 7
r r
— p=p L =P
Ober € -: /i € -:: 7 - “:" Zleﬂelﬂﬂi - 3;1”,45"‘711:
= ¢ (rv™) ... # (r®*)e 7 “=
g4y &€+
&y 5 eeny Ep T r
€'}y oy Ep

Auf der rechten Seite dieser Gleichung setze man nun fir jedes u von
1 bis p:

s ot
€y = &, Nus Ex = &y /]



Uber die Verallgemeinerung der Ricmann'schen Thetaformel. 278

es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied
tiber in:

n=p n=p p=p
2 [T 2 . 2 o e\
- r z ejr.s,u.m r Z 77/1.,7,11.7‘1 - ; z (’7}45/1. - vll-cll-)m
n=1 n=1 n=1
.e .e ,

€

8 r o) ...8] " {v)e

L

~=|o;

und da bei der Ausfohrung der Summation die Charakteristik | ~ | ein

-
und nur ein Mal einer jeden der r*» Normalcharakteristiken congruent wird,
weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Summe sich
nicht #ndert, wenn man die Zahlen ¢, ..., §,, ¢, ..., & durch irgend
welche ihnen nach dem Modul r congruente, speciell also durch ihre
kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so kann die Summa-
tion in Bezug auf die Grossen &, ¢ auch in der Weise ausgefithrt werden,

é

dass die Charakteristik r die Reihe der #* Normalcharakteristiken

€

durchlauft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die Punkte bei
den Buchstaben ¢, & unterdruickt, zu der Formel:

_ SB=P
1,7.“ 1 r 2
r =
( ;) g ’ «,,.u(l))) L. B «,.u(?r))) e " 1
7 7
r Lr
0,1,...,r—1 r=r ) i . np
: _; g(ﬂﬂsll—”#el‘)m ;_1 ~ ;- '_;gleﬂe#m
= e " sl " o) ... 8] " |(rv)e T |
& 13
€1, .01 Ep ?_ 3
&'y e E'p
n=12...,p

Lasst man jetzt weiter, indem man unter p%, p/®, "~V o 4rp
ganze Zahlen versteht, welche fur jedes g von 1 bis p den Bedingungen:

PO H =0, PO+t .t =0
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gentgen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme:

r
(2r)
D y cuey | T anl D

r ) r

Ay

(rv'), ..., (r®) abergehen in [ rv® +

-]

so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme:

1 2r)
p() p(r

-
J(1) L
2

en__ | T
vy | TU an | b

P
r r

(ru®™), ..., (ru®’) wber in, ru® —

und man "erhalt, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent-

sprechenden Stelle angeschriebenen Hulfsformeln fur v =1, 2, ..., 2r
anwendet und wieder unter Beriicksichtigung der Relation:

v=2r v=2r

T pul) = — gl

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division
entfernt, schliesslich die Formel:

_ 2 2’
7 rp i ,{) —;#zlnﬂﬂm
. o -
() k] B (ru®) ... 8 " n (ru®)e =
7—p 7—p
¥ r
n=e pr=p

(2r)

yeoar—1 _13 (v/ls,#__ ’7'#5;1) = e+ p € +:) -—; zﬂe'ﬂﬁi
= r =
_S_ e T TR [ T I [ L

e+p &+p

s eres Ep : r r

Diese Formel umfasst die Formeln (8,), (6;) als specielle Fille und ist
zugleich die allgemeinste derartige Formel.

Die Formeln (6,), (6;), (6;) entsprechen beziehlich den Formeln
(6), (8), (8") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenso wie (8,)
aus (@) abgeleitet wurde, auch (6;) ams (), (6y) aus (6”) direct ab-
geleitet werden konnen.
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Setzt man in der Formel (6;):

[ (1 — s (2r) 2

€+ﬁ €+/) ——1—_25#6'#71'1:
r r -1 L
s e+ {;'(1) ((T’U(l))) ree 8 e+ /)'(Qr) ((7"0(2’))) e ’ = T
L T - | T _
‘ - — pr=p
[ "TP(D [ 71— " — ; > 07,
r =1
i 7—p® (ru®) ... 8 7—p " (ruye " = %y,
| ”" | | r .

wobei die den Buchstaben z, 2’ beigefuigten Zeichen [¢], [#] die Complexe

E ... €& e . . i
[E,‘l o e,:], [Z}, . ;7:] beziehlich vertreten sollen, und setzt zugleich,
2 .

) p=p
indem man zur Abkiirzung ¢ " mit r, 21(77#6;‘—77;18#) mit [7]|(<] be-
P

zeichnet:

272, . .
-7 Fgl(”#e# =7 #"#)m

e = el ,

so entsteht aus der genannten Formel die Gleichung:

Dot X 71i(e]
iy = 7 Mgy,

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation tiber alle
Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, indem
man darin an Stelle des Systems der 2p in [¢] vorkommenden Buchstaben
€1y -y € Eiy «+., €, der Reihe nach die sammtlichen +* Variationen
der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p*® Classe mit Wiederholung treten
lagst.  Die letate Gleichung umfasst, da das mit zf,; bezeichnete Theta-
product ungeandert bleibt, wenn man die Grossen 9;,...,%, %1, «--» %p
um ganze Vielfache von r andert, im Ganzen nur 7% verschiedene specielle
Gleichungen; man erhalt dieselben, wenn man an Stelle des Systems
der 2p in [5] vorkommenden Buchstaben 7y, ..., % %15 <+ s %p der
Reihe nach die #" soeben angefithrten Variationen setzt. Das auf diese
Weise entstehende System von #* linearen Gleichungen, dem man durch
passend gewahlte Anordnung cine ubersichtliche Gestalt verleihen kann,
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lasst sich fir die Untersuchung der aus der Formel (6;) entspringenden
Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden.

Vergleicht man jetzt die Endformel (6;’) des vorhergehenden Artikels
mit der hier gewonnenen Formel (6;), so erscheinen diesc beiden Formeln
zwar in Ansehung dessen, dass die erste einem beliebigen ungeraden
n = 2y + 1 = r, die zweite einem beliebigen geraden # = 2y = 2r ent-
spricht, als gleichberechtigt, nicht aber, wenn man die ganze Zahl 7, die
durch ihr Auftreten als gemeinsamer Nenner bei den Charakteristiken-
elementen eine Gruppe zusammengehoriger Thetafunctionen fixirt, und die
mit Riicksicht darauf als die eigentliche Fundamentalconstante in den
Formeln zu betrachten ist, als gegeben ansieht. Alsdann zeigt sich viel-
mehr ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Formeln. Nicht
nur gilt die Formel () fur beliebiges r, wahrend die Formel (6;) auf
ungerades r beschrankt ist, sondern es erscheint auch bei ungeradem r die
Formel (6;) als die allgemeinere, weil sic zu gegebenem Werthe von #
eine weit grossere Anzahl von Thetarelationen zu liefern vermag als die
Formel (6)).

Was schliesslich die Bedeutung der in der vorliegenden Arbeit
gewonnenen Formeln betrifft, so mag hier nur kurz bemerkt werden, dass
dieselben die Mittel gewahren, um die Relationen zwischen jenen Theta-
functionen zu gewinnen, deren Charakteristiken aus beliebigen rationalen
Zahlen als Elementen gebildet sind, wahrend die Anwendbarkeit der
RiemManN'schen Thetaformel auf den Fall, wo diese Elemente halbe Zahlen
sind, beschriankt ist. Diese allgemeineren Thetafunctionen sind aber far
die Theorie der ABeL'schen Functionen und der algebraischen Gleichungen
von nicht geringerer Bedeutung wie die zuletzt erwahnten, bis-jetst fast
ausschliesslich betrachteten speciellen. Durch die Gewinnung der Formeln
(67), (8;) ist somit der mathematischen Speculation eftn Gebiet zuganglich
gemacht, in das einzudringen bisher mit den grossten Schwierigkeiten
verknipft war. Beziuglich der Anwendung der gewonnenen Formeln auf
einen speciellen Fall moge auf eine im 22%" Bande der Mathematischen
Annalen erscheinende Arbeit: »Uber Thetafunctionen, deren Charakteristiken
aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind» verwiesen werden.

Wirzburg, im Mai 1883.




