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Die Existenz der in der vorhergehenden Arbeit entwickelten Haupt- 
formel (O) ist in gewissem Sinne bedingt durch die Existenz des ortho- 
gonalen Gleichlingensystems: 

(o) 

,,,(I) c,,~ + c~x ~ + ... + c,.x ~"~ = ry (', 

c2~x(1) + c22x ~2) -F ... + c~.x (") ---- rY (2), 

�9 o , ~ �9 , �9 * �9 �9 �9 �9 �9 

c . l x  ~  -{- c , 2 x  (~) -]- . . .  n u c , , x  (") = r y ( ' ) ,  

insofern als dasselbe die Transformation bestimmt, der gleichzeitig die 
Variablen und die Summationsbuchstaben in dem den Ausgangspunkt der 
Untersuchung bildenderr Producte von n Thetareihen zu unterwerfen sind. 
Einen ganz speciellen Fall dieses allgemeinen Systems (O) bildet das der 
RIEMhNN'schen Thetaformel zu Grunde liegende, zuerst von JAcom in 
der Theorie der Thetafunctionen einer Variable und spater yon Herrn 
ROSEN-HAZN in der Theorie der Thetafunctionen zweier Variablen verwandte 
System: 

x <') + x <~) + x ('~) + x (4) _- 2~'>, 

X(1) -~. X(~) m X(.~) __ x (4) ~--- 2y(~), 

Xo)__ X(2) 2 r- X(a)--x(4) -= 2y(.~), 

x(l)--x(~)--X(s> "0" x(~ ~--- 2~ ~ 
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Als charakteristisches Merkmal die~es speciellen orthogonalen Systems 
wurde bisher die Eigenschaft angesehen, dass seine Coefficienten, wenn 
man sie, der beim Systeme (03 angewandien Bezeichnung entsprechend, 
durch c~1 , c~2 , c~3 , c~4 ; . . . .  ; c4~ , c4~ , c4a , c44 reprasentirt, den Bedingungen 
c/,~----c~,, #, ~---- I, 2, 3, 4, geniigen, oder, mit anderen Worten, dass das 
System zugleich ein involutorisches ist. Dieser Anschauung entsprechend 
wurde denn auch, um zu einer Verallgemeinerung der auf dem Systeme 
(5) basirenden RI~MANN'schen Thetaformel zu gelangen, bei der betref- 
fenden, in der Einleitung zur vorhergehenden Arbeit erwahnten Unter- 
suchung ebenfalls ein involutorisches orthogonales Gleichungensystem zu 
Grunde gelegt, d. h. ein orthogonales Gleichungensystem yon der Form 
(O), bei dem die Coeffieienten c noch der weiteren Bedingung c,~ = c~, 
fi]r jedes # und ~ -yon I bis n unterworfen sind. Da aber die Theta- 
formel, welche einem solchen durch die Bedingung c,~-----c~, specialisi~ten 
orthogonalen Systeme entspricht, v o n d e r  in der vorhergehenden Arbeit 
abgeleiteten, dem allgemeinen orthogonalen Systeme (O) entsprechenden 
Formel (0) nur unwesentlich verschieden ist, insofern als sie ohne Weiteres 
in diese llbergeht, sobald man allgemein cz~ mit c~ als identisch betrachtet, 
so kann die erw~hnte Formel nicht mehr als eine der RIE~ANN'schen 
Thetaformel an die Seite zu stellende allgemeinere Formel angesehen 
werden, da nichts yon dem, was ftir jene charakteristisch ist, erhalten 
geblieben, und es drangt sich daher jetzt die Frage auf, worin denn eigent- 
lieh das wahre Wesen der RIEMA.~'schen Thetaformel oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, des ihr zu Grunde liegenden orthogonalen Systems (5) 
zu suchen sei. Ist das wahre Wesen des Systems (5) ergrt~ndet, so wird 
sich auch die naturgem~sse Verallgemeinerung desselben und damit zu- 
gleich die naturgem~sse Verallgemeinerung der R~.MA~N'schen Theta- 
formel ergeben. 

Verschiedene specielle Untersuehungen haben uns nun zu der Er- 
kenntniss geft~hrt, dass als wesentliche Eigenschaft des orthogonalen Sy- 
stems (o-) nieht die zu betrachten ist, dass dasselbe involutorisch ist, sondern 
vielmehr die, dass die vier bei ibm auf der linken Seite stehenden Formen: 

x (~) + x (~) + x (3) -t- x ('), X(1) ~t_ X(2) __ X (s) - -  X (4), 

X(~) __ X(~) -{_ X(a) __ X(4) X (~) __ X(2) __ X(a) -}- X(4) 
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einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden Zahl 
2 als Modu!, wenn man allgemein zwei lineare Formen: 

a~ x o) -[- a~x (2) -{- . . .  -~ a.  x (~), b~x(') + b~x (~) + . . .  + b.z(') 

mit ganzzahligen Coefficienten a ,  b einander congruent nennt nach einer 
ganzen Zahl m als Modul, sobald: 

a, -- b~ (mod m), a~ --= b~ (mod m), . . . .  , a. ~_ b~ (rood m) 

ist, und die Aufgabe, die wir im Folgenden zunachst 15sen werden, besteht 
darin, zu zeigen, dass das ursprtinglich nut der Bedingung der Orthogona- 
liti~t unterworfene System (O), sobald man fiir dasselbe die weitere Be- 
dingung einfi~hrt, dass die n bei ihm auf der linken Seite stehenden 
Formen: 

c~lx(" + . . .  + c~,x (~), c ~ x  (') + . . .  + c~,x (~), . . . .  , c.~x ~ + . . .  "4- c . , x  (') 

einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden, zunachst 
noch unbestimmten ganzen Zahl r als Modul, sowohl in dem Falle, wo n 
eine ungerade, als auch in dem Falle, wo n eine gerade Zahl ist, von 
Unwesentlichem abgesehen, in ein in jeder Beziehung wohl bestimmtes 
System von Gleichungen tibergeht. Es wird sich dann weiter ergeben, 
dass das im letzteren Falle, also bei geradem n, entstehende System fiir 
n ~ 4 auf das System (5) ftihrt, und dass den bciden allgemeinen Sy- 
stemen Thetaformeln entsprechen, welche alle die RIEMANN'Sche Theta- 
formel auszeichnenden Eigenthfimlichkeiten besitzen. 

1, 
Der erste Theil der gestellten Aufgabe besteht darin, die Coefficienten 

c des Systems: 
c , ,x~  + c,~x (~) + . . .  + c , . x  (') = ry(~), 

(0 )  c~x(')  § c'x(~) § " ' "  § c~'x(") = ry(:)' 

�9 ~ �9 �9 �9 ~ * �9 �9 �9 �9 

c . , x  (') + c,,:x (~) + . . .  + c . .~  (') --_ r~ff), 
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bei beliebig gegebenem n als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass nicht 
nut dieses System ein orthogonales wird, sondern auch die n auf der 
linken Seite desselben stehenden linearen Formen einander congruent wer- 
den nach der auf der rechten Seite stehenden, zunachst noch unbestimm- 
ten ganzen Zahl r als Modul. Der ersten Bedingung entsprechend haben 
die Zahlen c die Gleichungen: 

(to) I o ,  wenn p'  > #, 
c,,,cl,,, + c.~,,%,. + . . .  + c . , % ,  = It' r 2, wenn = It, 

oder, was dasselbe, die damit ~quivalenten Gleichungen: 

(I) c~ac, n + c,,=c,,,= + . . .  + c, , ,%, = [ o ,  wenn /.t' > /.t, 
' ' r s, wenn /_t' =/ . t ,  

ft'lr jedes /~ und #' von I bis n zu erfi:dlen, wlthrend sie nach Hinzutritt 
dcr zwciten Bedingung ausserdem noch den Congruenzen: 

(II) c , y - - c ~ = . . .  = c., (mod r) 

ftir jedes ~ von i bis n genagen milssen. Bei der folgenden Untersuchung 
sollen zwei Systeme yon je n ~ Zahlen c, die man sich immer in quadra- 
tischer Anordnung geschrieben zu denken hat, als nicht verschieden be- 
trachtet werden, wenn man das eine der beiden Systeme aus dem anderen 
dadurch erhalten kann, dass man die Verticalreihen des letzteren in pas- 
sender Weise umstellt und  die sammtlichen Glieder gewisser der Vertical- 
reihen mit - - i  multiplicirt. Diese Auffassung erscheint gerechtfertigt, 
einmal, weil alle durch die genannten Operationen aus einem Systeme 
yon Grsssen c hervorgehenden neuen' Systeme den ft~r diese Gr5ssen oben 
gestellten Bedingungen (I), (II) gent~gen, sobald das ursprt~ngliche System 
es thut, dann abet auch, well die den so entstehen~den Systemen yon 
Grsssen c entsprechenden Gleichungensysteme (O) s~mmtlich aus dem ur- 
sprt'mglichen dadurch erhalten werden ksnnen, dass man in demselben die 
Grt~ssen x in passender Weise ihre Pl~tze wechseln l~sst und zugleich ge- 
wisse derselben mit negativem Zeichen versieht. 

Man setze jetzt zur Abkt~rzung: 

Cll ~--- 201 ~ C12 -'~ P 2 ,  . . . .  , e l .  ~-~ p . ~  
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und bringe das System c~t, c:,~, . . . ,  c,., far jedes/1 von 2 bis n in die Form: 

% = Pl  -F q,~r ,  ct, ~ = P2 4-  qf,2r, . . . .  , c,.~ = p .  -F ql~r; 

es miissen dann, wenn anders die Cong/'uenzcn (II) erffillt sein sollen, die 
q si~mmtlich ganzc ZMden sein. Ft~hrt man diese Ausdracke an Stetle 
dcr Grsssen c in dic Gleichungen (I) tin, nachdem man dieselben in der 
Forin; 

cL + c~ + . . .  + c,,, 

4, + c~ + . . .  + d , , =  : ,  

CIlCp. 1 "-}- C12C#2 + . * �9 "q- ClnCltn --~ O ,  l i t ' =  8 . . . . . . .  ] 
\ It" > I t, / 

c :cr  + G~G'~ + �9 �9 " + c,.,c,,.,, -= o ,  

geschrieben hat, so ergeben sich far die ganzen Zahlen p und q zunachst 
die Gleichungen: 

p~ + p~ -I- . . .  a t- p~ = r ~, 

(p~ + . . .  + p~) + ~(~,q,,, + . . .  + p.q,~)~ + (q~, + . . .  + q L ) :  = : ,  

(P~ + . . .  -F P~) -F ( p , q :  -F . . .  + p .qz , , ) r  = q ,  

(p~ + �9 � 9  -I- if,) -4- (p~q~ + �9 �9 �9 + p , % , ) r  + (p~qct + �9 �9 �9 q-  p . q r  

-f" (qt, 'qr A- . . "  -Jr q ,~qr  ~ = o ,  

und weiter dann, durch passcndc Verbindung derselben, die damit aqui- 
wlenten  Glcichungen: 

(,) : + p~ + . . .  + : .  = : ,  

(2) P,q~t + P~q:.  + . . .  + P,,q~. = ~ r ,  

(3) q~, n t- 9~2 -[- . . .  + q~,, = : ,  U ' '~3 ....... / 

(4) q~qr + qtaqr + . �9 �9 + q~,,qr = I,  

deren Erf~lltsein umgekehrt  immer aueh das Erfalltsein der Gleichungen 
(I) nach sicll zieht, 
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Zun'~chst folgt nun aus der Gleichung (3), dass yon den n derselben 
Horizontalreihe angehsrigen Zahlen q immer n ~ 2 den Werth o haben 
mtissen, eine jede der beiden anderen abet einen der Werthe q- I,  - -  I 
besitzen muss. Allgemein sollen ftlr die #t, Horizontalreihe die beiden 
von o verschiedenen Grsssen q mit q~p~, q ~  bezeichnet werden, sodass 

also pe, (r~ die diesen beiden Grossen q entsprechenden Stellenzahlen in 
der Reihe I ,  2, . . . ,  n sind;, welche der beiden Stellenzahlen aber mit 
p~, welche mit a~ zu bezeichnen ist, das soil erst sparer festgesetzt werden. 
Die Gleichung (4) zeigt dann weiter, dass irgend zwei, zu zwei verschie- 
denen Horizontalreihen gehorige, Zahlenpaare p ,  ( r - - p f , ,  (r~, das eine, 
p~,, (r~. das andere - -  immer in der Beziehung zu einander stehen, dass eine 
Zahl des einen Paares mit einer Zahl des anderen Paares llbereinstimmt, 
wahrend die beiden noch tlbrigen Zahlen von einander verschieden sind; 
auch ergibt sich zugleich, dass die den beiden gleichen Stellenzahlen ent- 
sprechenden Grsssen q denselben Werth, + I oder ~ I, besitzen ml~ssen. 

Man kann nun dem Gefundenen entsprechend zunachst in der zweiten 
und dritten Horizontalreihe die Bezeiehnung f~r die Stellenzahlen der beiden 
jedesmal yon 0 verschiedenen Grsssen q so einriehten, (lass P8 = P~ ist; 
es ist dann (r3 ~ (r2" In Bezug auf die beiden zur vierten Horizontalreihe 
gehSrigen Zahlen P4, (r4 sind jetzt, bei passender Wahl der Bezeichnung~ 
nur die beiden folgenden FMle msglich: entweder ist P4 ~ P8 ~ P2 und 
folglich (r4 sowohl yon % wie yon (rs verschieden; oder abet es ist Pe ~- (r~ 
und folglich (re----(rs" lm letzteren Falle existirt zu den drei Zahlen- 
paaren p~, (r2 ; P3, % ; Pe, (re ilberhaupt kein viertes Zahlenpaar, welches 
der Bedingung gentigt, mit jedem der drei Zahlenpaare eine und nur eine 
Zahl gemeinsam zu haben. Dieser Fall kann also nur ft~r n = 4 ein- 
treten und soll im Spltteren besonders behandelt werden. Im ersten Falle 
dagegen muss yon den beiden der ft~nften Horizontalreihe zugehsrigen 
Zahlen P6, (r~ die eine mit Pe -----P3 ~ P~ tlbereinstimmen; dieselbe sei mit 
p~ bezeichnet; die andere, (rs, ist dann yon (r~, (r3 und (re versehieden. 
kus  denselben Grt~nden muss aber welter yon den beiden der sechsten 
Horizontalreihe zugehsrigen Zahlen Pe, (re die eine, die mit Pe bezeichnet 
werde, mit p~ ---- . . . .  p~ Qbereinstimmen; die andere, %, ist dann yon 
%, . . . ,  % versehieden. Indem man diese Sehlussweise unter Beibehaltung 
der bisher angewandten Bezeichnungsart fortsetzt, findet man allgemein 
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fiir die der #t'" Horizontalreihe zugeh(~rigen--Zahlen p~, a,, dass die eine 
derselben, die wieder mit  p~ bezeichnet werde, mit p:,_~ . . . . .  p~ iiber- 
einstimmen muss; ,die andere, E,, ist dann von a~, . . . ,  ~,,,-1 verschieden. 
Daraus folgt aber schliesslich, dass die n -  I Zahlenpaare: 

p ~ ,  O'~; P 3 '  O'q; . . . .  ; p n ,  O'. 

die Form: 

P~, %; P~, ~3; . . . .  ; p~ ,  ~r, 

haben mfissen, wo p~ eine bestimmte Zahl aus der Reihe I, 2, . . . ,  n 
bezeiehnet, ~'2, ~'3, . ' . ,  (r. die n -  x tibrigen Zahien dieser Reihe sind. 
In w e l c h e r  Reihenfolge die Zahlen p~, %, %, . . . ,  (r. mit den Zahlen 
x, 2, . . . ,  n t ibere ins t immen,  ist for die beabsichtigte Bestimmung der 
CTrsssen c gleichgiltig, da man durch passende Umstellung der Vertical- 
reihen des zugehsrigen Systems der Grsssen c jede msgliche Reihenfolge 
erzielen kann, solche Systeme von Grsssen c aber, welche durch Um- 
stellung von Verticalreiheu auf eines yon ihnen reducirt werden ksnncn, 
nach frt'ther getroffenem [Jbereinkommen als nicht vcrschieden betrachtet 
werden. Das gewonnene Resultat verliert daher nichts von seiner AIlge- 
meinheit,  wenn man: 

p ~  = I ,  O" 2 = 2 ,  0'3 = 3 ,  . . . .  , O" a = n 

setzt. Geschieht dies, so wird, wenn man allgemcin unter z~ eine Grosse 
versteht, welche entweder gleich ~ I oder gleich ~ I ist: 

q21 ~ q 3 1  " qnl ~'1' ~22 ~29 ~33 ~3 9 . . . .  ' 

wahrend allc noch fibrigen Zahlen q den Werth o haben, u n d e s  gewinnt 
durch Einffihrung der so bestimmten Werthc der q in die oben ft'lr die 
Grossen c aufgestellten Ausdrticke das zu bestimmcnde System der Grossen 
c die folgende Form: 

Pl , P2 , P'~ , " ' ' ,  P,,  ' 

P l  -I- "zlr,  P2 --~.~r, p~ , . . .  , p,, , 

Px + ~1 r ,  P2 , p~ - - 6 ~ r ,  . . . ,  p,~ , 

�9 �9 . �9 . �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 �9 

P l  + e l r ,  2)2 , p ,  
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bei der jetzt noch die n Grsssen p a l s  ganze Zahlen und die an Stelle 

der q getretenen Grsssen 6 als Zahlen _+_ i so zu bestimmen sind, dass 

auch die Bedingungen (I), (2) erffillt werden. 
Ftir n = 4 tritt, wie schon oben erw~thnt, noch ein specielles System 

hinzu, das dutch die Beziehungen P3 = P~, P4 = a.~, a, = a 3 charakterisirt  
ist, und das, wenn man ahnlich wie oben: 

P2 = I ,  % = 2, as : 3, 
a u c h :  

setzt, die Gestalt annimmt:  

Pl , P~ , Ps , P4, 

Pl "~-61r '  P2 62r '  Ps ' P4 '  

p~ + 6~r, p~ , P 3 - - ~ s  r ,  P4, 

Pl , P~ - -  62r,  P3 - -  6sr~ P4* 

Die noch ausstehende Best immung der Grsssen p und ~ auf  Grund 
der Gleichungen (~), (2) soll jetzt zunaehst bei dem allgemeinen Systeme 
(Z] durchgeftihrt  werden. Berticksiehtigt man, dass yon den n in der 
Gleichung (2) vorkommenden Grsssen q~l, . . . ,  qt,- nu t  die beidet)Grsssen 

�9 qt.~ und q,,. einen yon Null  verschiedenen Werth  besitzen, und dass 
q:,~ = ~ i ,  q , : , - - - ~  zt~ gesetzt wurde,  so erkennt man, dass die Grsssen p 

un~l 6 den Gleichungen: 

+ . . .  = r ' ,  

gem'~ss zu bestimmen sind. Aus der zweiten dieser Glei(~hungen folgt, 
6 2 ~ I i s t ,  far  jedes p von 2 bis n: da stets 61 I ,  .~ 

und man erhMt dann weiter, wenn man 

P~ + 61r ----- P 
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p,  = P -  z , r ,  p,, = . . , , . , P ,  p .  - -  , . . r  - -  , , , : , ( P - -  ~ , r ) .  <,~:~,, ..... . ,  

Ffihrt man die gewonnenen Ausdriicke an Stelle der Grsssen p in die 
erste der beiden vorher aufgestellten Gleicbungen ein, so geht dieselbe 
t~ber in: 

P ( n P - -  2, , r)  = o, 

und es ksnnen daher far P nur die beiden Werthe: 

P = o, p = 2,,~. 

auftreten. Im ersten dieser beiden Falle erhMt man ftir die Grossen p 
die ganzzahligen Werthe: 

ida = ~ $i ) ') i~  --'~ O) . . . .  ~ p. ~--- O, 

und das vorher aufgestelIte, mit (2') bezeichnete System der Grossen e 
nimmt durch EinfQhrung dieser Werthe die Form an: 

~'1,r) o ) . . . ~ 0 ) 

(~ 
0 ) ~ $ ~ ' )  . . . ) 0 

0 ~, 0 ) . . . ) ~ $ ~ r .  

Im zweiten Falle dagegen erhMt man ft~r. die Gr0ssen io die Werthe: 

Pl =~ ~r,P~ =~-g-, .... , p.=~.~-, 

zuglelch aber auch noch, da die GrSssen p stets ganze Zahlen sein mQssen, 

ftlr die ganze Zahl r die Bedingung, dass 2r durch n theilbar ist. Nimmt 
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man diese Bedingung als erft~llt an und fiihrt die gefundenen Werthe an 
Stelle der Grsssen p in das System (X) ein, so geht dasselbe ~ber in: 

[2r  F~ 2r 2r 

~ - - -  1' ~ ' "  " '  "~'~- 

(X') 

Wird die entsprechende Untersuchung far  das im F a l l e n  = 4 noeh 
hinzugetretene System (a) durchgefahrt, so erhMt man far die darin vor- 
kommenden GrGssen ~v~, ~v~, p~, p~, wenn man noch unter s, eine GrGsse 
versteht, die ebenso wie rx, ~ ,  e3 entweder den Werth "4-z oder den 
Werth - - z  besitzt, die Werthe: 

zugleich aber auch noch, da diese Grsssen stets ganze Zahlen sein mllssen, 
far  die ganze Zahl r die Bedingung, dass dieselbe gerade ist. Nimmt 
man diese Bedingung als erft~llt an und ft~hrt die gefundenen Werthe 
an Stelle der Grsssen p in das System (a) ein, so geht dasselbe t~ber in: 

- -  rl ~' ~ ~' r~ ~' r~ ~' 

(r 
r l ~ '  - -  ~,~,, ~,~, r , ~ '  

~ 1 ~ '  rg~,' - - rs~ '  r,~' 

- -  rl ?~' - - r , ~ '  - - r s ~ '  r,~" 

Ein jedes der drei im Vorlgen gewonnenen, mit (~o), ($'), (d)bezeich- 
neten Systeme yon Grsssen erfllllt die im Eingange dieses Artikels ftir 
17- 665007 Acta mathematica. 3 



250 A. Krazer und F. Prym. 

ein System yon Grsssen c gestellten Bedingungen (I), (II), wenn nur, der 
gemachten Annahme entsprechend, allgemein e~ ~ I ist, und es kann 
daher ftlr jede der Grossen e sowohl der Werth + I, als auch der Werth 

i gesetzt werden. Die sammtllchen speciellen Systeme, welche auf 
diese Weise aus einem der drei Systeme (~:~), (2~), (d) hervorgehen, 
kSnnen aber  stet~ auf ein beliebiges unter ihnen dadurch reducirt 
werden, dass man bei jedem derselben die sammtliehen Glieder gewisser 
seiner Verticalreihen mit - - x  multiplicirt, und sind folglich nach'frt~her 
getroffenem lJbereinkommen als nicht verschieden zu betrachten. Man 
kann daher, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, bei den Systemen 
(Z~), (2"), (d) eine jede der Grossen ~ naeh Belieben durch eine der beiden 
Zahlen + I , - - I  ersetzen. 

Bei dem Systeme (2~) setze man nun: 

es entsteht dann ein System von Grsssen c, zu dem als Gleichungen- 
system (O) das System: 

geh0rt. Dieses Gleichungensystem ist filr das Folgende von keiner Be- 
deutung, da die ihm entsprechende Thetaformel, einerlei, welchen Werth 
man der ganzen Zahl r beilegt, in Bezug auf die darin vorkommenden 
Thetafunctionen immer den Charakter einer identischen Gleichung besitzt. 

Bei dem Systeme (2.') setze man dagegen: 

dem dadurch entstehenden Systeme von Grsssen c entspricht dann als 
Gleichungensystem (O), wenn man noch zur Abkiirzung die ganze Zahl" 

er mit 9 bezelchnet, also er ~ = g setzt, das System: 

(0 ' )  

(g - - ' r )x (~)  + gx  (~ + �9 . . + 

gx(" + ( g -  r )x  ̀ ') + . . .  + 

gX (n) = ry(1)~ 

gx(") = ry ~), 

9x  (') + .qx (~' + �9 . . + ( g -  r)x(,) = ~#"). 
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Ft~r die weitere Untersuchung dieses Systems ist jetzt der Fall, wo n eine 
ungerade Zahl ist, yon dem Falle, w o  n eine gerade Zahl ist, zu trennen. 

I.) Es sei n eine ungerade Zahl, n ---- 2~ -I- I;  dann muss die ganze 
Zahl r,  da 2r durch n theilbar sein soll, die Form r ---- k(2~ ~ I) haben, 
w o k  eine ganze Zahl bezeiehnet, und es ergeben sich welter fitr g und 
g - - r  die Werthe g-----2k, g ~ r - - - - - k ( i ~ 2 ~ ) .  Nun ist aber die dem 
Systerne (0') bei beliebigem Werthe yon k entsprechende Thetaformel yon 
der dem Systeme (0') fQr k = I entsprechenden nicht wesentlich ver- 
schieden, insofern als man, wie eine einfache Uberlegung zeigt, jene aus 
dieser erhalten kann, indem man jede der vorkommenden unabhangigen 
Veranderlichen v dutch kv ersetzt, wodurch dann gleichzeitig jede Variable 
u in ku (ibergeht. Man kann sieh daher far das Folgende, w o e s  sieh 
um die Aufstellung der dem Systeme (0') entsprechenden Thetaformel 
handelt, auf den Werth k -~ I beschranken, oder, was auf dasselbe hinaun- 
kommt, den allen Coeffieienten des Systems (0') gemeinsamen ganzzahligen 
Factor k dutch Division entfernen, und man erhMt so far den vorliegenden 
Fall, wo n eine ungerade Zahl ist, das wohl bestimmte'fundamentale System: 

(~ - -  2~)x~) + :x(~' + . . .  + 2x  ~'§ = (2,~ + i)y('),  

:~(,, + ( , -  :~)~,,, + . . .  + :~(,~§ = (:~ + ,)y(~,, 
(0 , )  

2x(~) + : z  (') + . . .  + (I - -  :~ )x  (~+') = ( :~  + ~)y('~+'). 

2.) Es sei n eine gerade Zahl, n----- 2~; dann muss die ganze Zahl r, 
da 2r durch n theilbar sein soil, die Form r ---- k~ haben, wok  eine ganze 
Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter ftir g und g -  r die Werthe 
g = k, g - -  r ~ k(I - -  ~). Aus dennelben Grfinden wie vorher kann man 
sich aber auch hier auf den Werth k ~ i beschranken und erhMt dann 
ftir den vorliegenden Fall, w o n  eine gerade Zahl ist, dan wohl be- 
stimmte fundamentale System: 

(I - -  ~)x (') + x (~) + . . . + x (~) = ~/ ' ) ,  

x ('} + (I  - -~)x( '}  + . . .  + x {') = ~ f f ,  
(0 , )  

x ( ' ) +  z " ) +  . . .  + (I - - ~ ) x  ('~) = ~y(2~,. 
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Es ist jetzt schliesslich noch das im Falle n----4 hinzugetretene 
System (d) n~hcr zu untersuchen. Bei demselben setze man: 

$1 = $~ ----- $8 = $4 = 5f- I 

und berticksichtige, dass die ganze Zahl r bei diesem Systeme durch 2 
theilbar, also v o n d e r  Form r----2k sein muss, w o k  eine ganze Zahl 
bezeichnet. Ebenso wie frfiher kann man sich aber auch hier unbeschadet 
der Allgemeinheit auf den Werth k = I beschr~nken und erhalt dann 
aus dem Systeme (d) ein System von Grsssen c, dem als Gleichungen- 
system (O) das im Folgenden mit (o')bezeichnete System entspricht. Man 
hat daher, wenn man das aus (O~) ffir ~----- 2 hervorgehende specielle, im 
Folgenden mit (o) bezeichnete, System noch hinzunimmt, im Falle n-----4 
die beiden Systeme: 

(o) 

__  x(~) § x (~) q- x(3) § x ( ' ) =  :y(~), 

:~(~)__ x('~) q_ x(') § x(') = :y(~), 

x(~) _[_ s  x(~) q_ x(~) = ~ ) ,  

x (l) -b x (:) -[- x (3 ) -  x (~) ~ ~y(4) 

(o') 

x(1) -[_ x('~) _[._ x(3) ..[_ x(4) --__ ~y(1), 

X ( l ) _ _  x(2) -[- X(~) - ~  X (4) ~ 2y (2 )  

X (1) -[- X ( 2 ) _ _  X(S) -[- X (4) - -  2 y  (a), 

X (t) - -  X (~) - -  X (3) 2f- x (4) ~_. 2y (4 )  

die zunachst als verschieden zu betrachten sin(t, da das Coefficientensystem 
des einen nicht aus dem des anderen dadurch erhaltcn werden kann, dass 
man die Verticalreihen des letzteren in passender Weise umstellt und die 
sammtlichen Glieder gewisser der Verticalreihen mit - - I  multiplicirt. 
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Nun kann man abet das System (o') aus dem Systeme (o) dadurch er- 
halten, dass man in der letzten Gleiehung desselben y(4~ durch w y(4) er- 
setzt und zugleieh linke und reehte Seite dieser Gleichung mit - - x  
multiplieirt. Die dem Systeme (o) entspreehende Thetaformel, die aus der 
Formel (02) des Art. 3 far r-----: hervorgeht, wird daher in die dem 
Systeme (o') entsprechende fibergehen, wenn man das System ( - -v  r an 
Stelle des Systems (d ')) setzt. Da aber eine jede der in dieser Formel 
vorkommenden The.tafunctionen in ihrer Charakteristik nur halbe Zahlen 
als Elemente entht~lt und folglich entweder eine gerade oder eine ungerade 
Function ist, so bewirkt die Anderung des Argumentensystems (v (4)) in 
( - -v  (')) bei dem auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen als 
allgemeines Glied stehenden Thetaproducte nur die Ausscheidung eines 
Factors, der entweder den Werth + I oder den Werth - - I  besitzt, und 
es bleibt daher der Typus der ursprtlnglichen Formel, der darin besteht, 
dass die sammtlichen Thetafunctionen eines Productes dieselbe Charak- 
teristik besitzen, erhalten. Aus diesem Grunde sind die Systeme (o), (o') 
als nicht verschieden zu betrachten, und da zudem das System (o')in 
alas der RI~MAsN'schen Thetaformel zu Grunde liegende System (5)da- 
durch ~lbergeftlhrt werden kann, dass man bei demselben die sl~mmtlichen 
Coefficienten der ersten Verticalreihe mit - - x  multiplicirt und dann die 
Verticalreihen der Coefficienten in passender Weise umstellt, so folgt 
sehliesslich, dass auch die RIEMANS'sche Thetaformel yon der dem Systeme 
(o) entsprechenden Thetaformel nicht wesentlich verschieden ist, und es 
ist daher die dem Systeme (O~) entsprechende, fiir eine beliehige gerade 
Zahl n = 2p auftretende Thetaformel (Formel (02) des Art. 3)im engeren 
Sinne als die Verallgemeinerung der RIV.MAss'schen Thetaformel anzusehen, 
w~hrend die dem Systeme (O1) entsprechende Thetaformel (Formel (01) 
des Art. 2) als die zu einer beliebigen ungeraden Zahl n = 2v + x ge- 
hsrige analoge Thetaformel erseheint. Diese Thetaformeln sollen jetzt  
hergestellt werden. 
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2. 

Die dem Systeme (01) entsprechende Thetaformel soil zunltehst auf- 
gestellt werden. Bezeiehnet man in diesem Systeme die Zahl ~p + x 
wieder mit r, so nimmt dasselbe die Gestalt: 

(o1) 

(2 - - r ) x  <" + ~ r  + . . . + 

2x<'> + (2 - - r ) x  <'> + . . . + 

2 X  (r) ~ 11~1) i 

2X (r) ~ ptJ(l)~ 

2x  ('> + 2x <') + . . . + (2 - - r ) ~  <'> = n d  ">, 

an; man hat abet dabei im Auge zu behalten, class r eine ungerade Zahl 
bedeutet. L~sst man nun das in der vorigen Arbeit zu Grunde gelegte, 
allgemeine orthogonale System (0) in das soeben aufgestellte speeielle 
System (O1) Qbergehen, indem man berllcksiehtigt, dass bei diesem letzte- 
ten n = r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O) 
entsprechende Thetaformel (0) in die dem Systeme (01)entsprecheude 
fiber, und man erhMt dadurch diese Ietztere in der Gestalt: 

o,' ..... , - '  r e 1  

wobei die Grsssen u lineare Funetionen der als unabh~ngige Ver~nder|iehe 
anzusehenden Grsssen v bezeichnen, definirt dutch die p Gleichungen- 
systeme: 

, ~ ' 2 =  ( ~ -  r),,'2 + ~r + . . .  + ~,,~', 

n,~>= ~,,',~, + (~--,.),,~' + . . .  + 2r 
(~ffi- l,$,...,p) 

- ~ ,  + 2~> + . . .  + ( 2 -  ~)~,; 
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wobei ferner far # ~ i ,  2, . . . ,  p: 

-{- 2 a(~r)~ 

+ 2 =  0") , 
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~ , , =  (~--,-)~,, + ~ , y +  . . .  + ~ . , ,  

~ ) =  :~,) + ( : - , . ) ~ , ,  + . . .  + :#;,, 

~ : ' =  ~g" + :P2' + . . .  + ( 2 -  ~)~';', 

und die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuffihren ist, 
dass jede der rio Grsssen a, wie auch jede der r p  Grsssen fl unabhangig 
yon den anderen die Werthe o, x, . . . ,  r -  I durchlauft; wobei endlich 
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich aus Zahlen der 
Reihe o, i, . . . ,  r - - i  als Elementen gebiideten Lssungen des Congru- 
enzensystems: 

(2 - - r )x ( ' )  + 2x (~) + . . .  + 

2 x ( ' +  ( 2 - - r ) x ( ~ ) +  . . .  + 

2x (') --- o (mod r), 

= e ' ) -  o (rood r), 

2 x  ~'' + 2 x  ~' + . . .  + (2 - -  r)x(')---- o (mod r), 

bezeichnet. 

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, berocksichtige man, dass die 
r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzdn 
bilden, in frtiher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r, und dass in Folge dessen die Lssungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den Lssungen einer einzigen der in ihm enthaltenen 
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Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit  den Lssungen der 
Congruenz: 

2z(1) "4- 2x(~) "4- �9 �9 �9 A- 2x (') -- o.(mod r). 

Diese Congruenz besitzt aber r "-" nach dem Modul r incongruente Ls- 
sungen; man erhttlt dieselben, wenn man in den Gleichungen: 

an Stelle des Systems der ~ ' - - t  Zahlen ~(~), ~(~), . . . ,  ~('-~) der Reihe 
nach die sammtlichen ~'-~ Variationen der Elemente o, ~, . . . ,  ~ " -  I 
zur ( r -  ~)t,. Classe mit  Wiederholung treten l~sst und jedesmal dann ftlr 
~(') diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, i,  . . . ,  r - - i  setzt, welche 
der Congruenz: 

25( ' ) - - - - -  - -  2 ~  (~) - -  2 ~  (~, - -  . . . - -  2 ~  ( ' - ~ ,  ( m o d  r )  

genftgt. Es ist demnach s-----~'-~. 
Die auf  der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei der Aus- 

fahrung der Summation auftretenden r "~ Thetaproducte ksnnen mit  Halfe  
der Relationen: 

, , [ l : "+ ' i ; ]  , : "  " " 
h,  . ((v)) = Lb. h,  ((v)), 

�9 " " - -  

auf  eine 
ftir p---- I, 2, . . . ,  p: 

2~ ~' + ~ "  + . . .  

2 : ,  + 2fl~') + . . .  

geringere Anzahl reducirt  werden. Zu dem Ende setze man 

+ ~ ; ' - - ~ , .  

+ ,fl~.,= B,. 

und bringe die Grsssen a, # in die Form: 
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Unter Benutzung der soeben angeschriebenen Hfilfsformeln erhMt man dann 
die Relation: 

LT_] L r _ l  

f f i r  ~ ---- [ ,  2 ,  . . . ,  r ,  und  wel ter ,  da f f i r  11 --~ I,  2~ . . . ,  p :  

+ + + B,, 
�9 , ~  r,.l~ ~ ? 

ist, die Gleichung: 

~,, ((rv(')))... # > ((rv('))) = 0 ((rv")))... ,9 ((rv(")))~, "=' 

L-7- _l L)- -~  L r 

Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine CharakteHstik 

[ g ' ' " g ' ]  abgekfirzt dureh [g] bezeichne,.. Auf Grund der yon der Form h, hp 

letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 
darin noch an Stelle yon s den dafQr gefundenen Werth r "-1 einftihrt 
und, indem man berficksichtigt, dass die ganzen Zahlcn A, B s~mmtlich 
gerade sind, 

--~/t=l 'J" / . t = l  
e durch e 

ersetzt, zunachst die Gestalt an: 

l t = p  

Z -- -- r 
= rv<'>))... ~ ((rv ('))) e " ~  , -( ' , - '>,0((ru,>)). . .  ~((ru(~))) ~ " 

Bei der Ausffihrung der auf" der "rechten SeRe dieser Formel an- 
gedeuteten Summation durchll~uft jede der 2p in der Charakteristik: 
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sowie in dem hinter dem Thetaproducte  stehenden Exponent ialfactor  vor- 

kommenden  Grsssen A~, . . . ,  A~, B~, . . . ,  Bp unabhangig  yon den an- 

deren die Reihc der r" ganzen Zahlen, die aus 

2x ( ~ ) +  2x ( 2 ) +  . . .  -~- 2x(~) 

hervorgehen, wenn man  an Stelle des Systems der  r Grsssen x (~), x(~),... ,  x (~ 

der Reihe nach die si~mmtlichen Variat ionen der Elemcnte  o, I , . . . ,  r - - I  

zur r ~" Classe mi t  Wiederho lung  treten li'~sst. Berticksichtigt man nun,  

dass die Congruenz: 

2x (1) + 2x (:) -4- �9 . .  "t- 2x (r) ---- o (modr) ,  

wie schon oben angegeben, r "-~ nach dem Modul r incongruente  Losungen 

besitzt, dass aber auch eine jede der r - -  I aus der Congruenz: 

2x(') + 2x(~) + . . . + 2 x  ( ' )_=p (rood r) 

fiir p -  I, 2, . . . ,  r - - x  hervorgehenden Congruenzen r r-] nach dem 

Modul r incongruente Losungen hat., welche ill j edem Falle aus einer be- 

l iebigen untcr  ihnen erhalten werdcn k0nnen, indem man zu dersclben 

dcr Reihe nach die r ~-~ L5sungen der Congruenz: 

2x ( ' )Jr  2x ( 2 ) +  - . .  + 2 x ( ~ ) - - o ( m o d r )  

addir t  und die dabei auftretenden Zahlen auf  ihre kleinsten positiven 

Reste nach dem Modul r reducirt ,  so erkcnnt  man,  dass yon den r" an 

Stelle einer jeden der 2p Gr6sscn A1, . . . ,  A~, BI,  . . . ,  Bp auftretenden 

ganzen Zahlen rr7 ~ der Zahl o, r "-~ der Zahl x, . . . ,  endlich r r-~ der 

Zahl r - - I  congruen t  sind nach dem Modul r .  Dieses Resultat  kann 

man  aber, wenn man  zwei Charakterist ikcn, deren entsprechende Elemente  

sich nur  u m  ganze -Zahlen untcrscheiden, congruent  nennt,  auch dahin 

aussprechen, dass die Charakterist ik:  

[:I 
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bei der Ausffihrung der Summation (r'-~)~r-mal einer jeden derjenigen r "~' 
speciellen Charakteristiken congruent wird, welehe aus 

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben 
�9 ~, . . . ,  ep, e'~, . . . ,  ~ der Reihe nach die sammtlichen Variationen der 
Elemente 0, I, . . . ,  r -  I zur 2p re" Classe mit Wiederholung treten lasst, 
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
:Nun andert aber das auf  der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wie aus den frilher aufgestell- 
ten Htilfsformeln folgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik 

! ]  durch eine ihr und da auch die hinter dem Theta- congruente ersetzt, 

7 
producte stehende Exponentialgrssse, weil r ' - - - i  eine gerade Zahl ist, 
ungeandert bleibt, wenn man die 2p Zahlen A, B um ganze Vielfache 
von r ~ndert, so kann man die Summe von r ~ Gliedern, welche die rechte 
Seite der in Reae stehenden Formel bildet, durch das (r~-~)~P-fache der- 
jenigen Summe ersetzen, die entsteht, wenn man in dem Ausdrucke: 

r v " ) ) )  . . .  ((rv('))) e 

r _ _ ]  

an Stelle des Systems der 2p Buchstaben ~ ,  . . . ,  er, e'i, . . . ,  e~ der Reihe 
n.ach die sammtlichen Variationen der Elemente o, I," . . . ,  r - - I  zur 
2p re" Classe mit Wiederholung treten lasst und die Summe der so ent- 
stehenden r 2p Terme bildet. Dividirt  man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel dutch it '-l) 2 p =  r (2r-2)p, so 
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erhMt man sehliesslieh die dem Systeme (O1) entspreehende Thetaformel 
in der einfachen Gestalt: 

Z _ ; Z ~ ' ~  
rp  #((ru(D)) . .. #((ru(~))) = ~ rv(1)) ) . ~  ((rv(~)))e ~=1 

S~ . . , ~  ~'p 

bei der also r eine ungerade Zahl bezeichnet, die auf der rechten Seite 
angedeutete Summation in der Weise auszuffthren ist, dass an Stelle der 

Charakteristik der Reihe naeh die sgmmtliehen r '2p Normaleharakte- 

ristiken treten, endlieh die Gr~ssen u die dureh die Glelehungen: 

~ui" = (2 -~)v~, ,  + 2v,2 + + o,,<r, �9 �9 �9 --~p. 

~ '  = :r  + ( 2 -  ~),~,) + . . .  + 2vl ~), 
(p=l,2 ..... p) 

:v'2 + . . .  + ( : -  r)v~:', 

definirten linearen Functionen der als unabhangige Veri~nderliche anzu- 
sehenden GrOssen v bezeichnen. 

Li~sst man auf dcr rechten Seite der gewonnenen Formel (0~) ,  indem 
man unter zh, . . .  , 7/p, 7]'~, . . . ,  y/~ beliebige ganze Zahlen versteht, die 
Systeme: 

(.rd~>), , (rd "~) abergehen in rv(l)..~ - 7 �9 . . ~ �9 . . ~ F V  ( r )  ~ 

7q' 

V 

s o  gehen dadurch glcichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 

( r~ , ' , ) , . . . ,  (r,,')) t'~ber in I r/~(D "4- . . ,  r u  (r) -[- 

7 
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und man erhalt, wenn man die, in der Formel (A)der vorhergehenden 
Arbeit als specielle Falle enthaltenen, Formeln: 

,9 rv  (') q-  

- - ~  ~"  ~-" alq~'TiF~l~'--r#~_ 1 -'ttt\'/'T(')# + T wi + 
((rv('))) e ~' ~  ~ ' ' I  = , 

(v= 1,2,...,e') 

I ~ I #=P p'=p 

- ~ ~ .  7 ~  - / - ( ' )  
= 0 ((ru('))) e ~=~ = "Jt,\""~, 

L r J  

anwendet und unter Beri~cksichtigung der Relation: 

y ~ P  v ~ r  

Z u,(: ) = Z , , ' ~  
v = I ~ff 

(/L=l,2, ..., p) 

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, zunachst: 

r v  *9 ((ru~ . . . .9 ; ((ru(r))) 
L . 7 " j  

O,l ....... 1 [ r  +)2] [~ + ~-1 ~-"~ #=P ~P=~=~ 
Z /.9 r / (1) l s ' i ~ ' J  I Z $#t(prC~-- ~ ~p.~~ = ( ( r v ) ) . . . . 9  ((rv(')))e ~~ = 

A u f  der rechten Seite diesel" Gleiehung setze man nun ffir jedes # yon z his/9: 

e . ~ s  J 
, ~,rL 
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es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied 
fiber in: 

~ . _  i p = p  , �9 P ~ P  

/ - /  / - /  
LF~ LF~ 

[;t und de bei der AusNhrung der Summation die Charakteristlk ein 

und nur ein Mal einer jeden der r 2p Normaleharakteristiken congruent 
wird, welter aueh das soeben angesehriebene allgemeine Glied der Summe 

" " dureh sieh nieht ~ndert, wenn man die Zahlen ~,  . . . ,  ~p, s~, . . . ,  ep 
irgend welehe ihnen naeh dem Modul ~" eongruente, speeiell Mso dureh 
ihre kleinsten positiven Res~ naeh dem Modul r ersetzt, so kann die 
Summation in Bezug auf die Grossen ~, d' aueh in der Weise ausgeNhrt 

werden, dass die Charakteristik [ i ' 1  die Reihe der r 'p Normalcharak- 

teristiken durchli~uft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die 
Punkte bei den Buchstaben k, k' unterdriickt, zu der Formel: 

- . - , .  ~,&~ 
rP O , ((ru('))) . . .  0 ((ru(')))e 

[_.-r ~ t_  r _~ 

# = P  

o Ill Ill 
- 7 -  ~ .  ( ' ~ / ~ - ~ ' ~ , ) ' ~  - - ~  

p = l  
= e 0 rv(~))) . . .  0 ((rv(~)))e t, o l  

El , ..*~ ~t, 

Lasst man jetzt weiter, indem marl unter ~t~) p~(~), ~,=~,2,..,p 2 r p  
/~'p. :, v = 1 , 2 , . . . , r  ~ 

ganze Zahlen versteht, welche for jedes /~ yon I b i s  p den Bedingungen: 

~)  + ~ + . . .  + ~ ) =  o, ~ + ~ + . . .  + ~ , ~ =  o 
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genagen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme: 
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/ 
( rv ( " ) , . . . ,  (rv ̀ '>) iibergehen in (rv<" + W"' 

so gehen dadurch gleiehzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 

t~ber in 

, I >1) ' ' 

und man erhMt, indem m~m die Formeln: 

~9 [ r V  @) ; +1~ 

[ , + p(v) ] __ _ 

L 7- ~ 

i / t = p  ! z ' = ~ ,  / L = p  e x-,  x--, a (v) (v) _2 x- ,  (v)/ (v) 
. , ( v )  

-7- 
9 

(~=1,2,..., r) 

_~p,.,j((ru'"))e 
/t = p IL' = io u.= p ~, ~ ,(v) ' ) 

alqdP# /~/'" + ~=1 IJlt ~'~,a + p . =  1 ,u . '=  1 ~" = I" r 

,t 

anwendet und unter Beriicksichtigung der Relation: 

v ~ r  y ~ r  

E~/L~(V) U( O~t ~---- ~ a--, ~ ' # ~  ~(~)~,(V)~ (/L = l, 2,..., ~') 
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die den beiden Seiten gemeinsainen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, schliesslich die Formel: 

( 0;3 
__ p(r)  1 r - - I  I~=P 

~*o , ( ( r u ( " ) )  . . . ~ ( ( ~ u ( " ) ) e  " : '  = 

u "]  

Z 
- -  Z(~,,~',,-~',,~,,).~ ~ ~ X ~,,~,,~ 

" = '  0 p . ~ , _  ((rv('))) . . . ,~ r v ( ' ) ) ) e  " ~  
+ 

, ; . . . , ~  -; _3 " r "_.I 

Diese Formel umfasst die Formeln (O~), (O'~) als specielle FMIe und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (0~), (#);), (0;') entsprechen beziehlich den Formeln 
(0), (0'), (0") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenso wie (~)  
aus (#9) abgeleitet wurde, auch (0~) aus (0 ') ,  (O;') aus (6r') direct abgeleitet 
werden ksnnen; nachdem abet einmal die Formel (~9~) gewonnen war, 
erschien das bier zur Herstellung der Formeln (Oi), (Oi') eingeschlagenc 
Verfahren als das einfachere. 

Setzt man in der Formel (01'): 

--r-- 
( ( rv  ")) . . .  ,9 "=~ ----- .'C (~) 

-5-. ~ '~,,~'~,'/ ((~u(')) ~ -__"- �9 " "  . p.(,) ((ru("~))e , .= ,  

L 7 _J 

r 

wobei die den Buchstaben x, x' beigefiigten Zeici~en [~], [re] die Complexe 

[~' " e ' ]  [~  "" ~,~1 beziehlieh vertreten sollen, und setzt zugleich, 
r "gp ' L~,  ~pJ 

~--I /~=p 

indem man 'zur  Abkfirzung e "  mit r, ,.=~ (7t,.r . - -  :q'.G) mit b ] l [d  
bezeichnet: 
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~._.71 It=p 

e z=l _ r[,lli~ 1 

so entsteht aus der gena~nten Formel die Gleichung: 

r n x {,I [..) 

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation fiber 
alle Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, 
indem man darin an Stelle des Systems der 2p in [$] vorkommenden 

t Buchstaben Xl, " - ' ,  ~p, e~, . . . ,  zp der Reihe nach die s~mmtlichen r 2p 
Variationen der Elemente o, I, . . . ,  r - -  I zur 2p t~ Classe mit Wieder- 
holung treten lasst. Die letzte Gleichung umfasst, da das mit  xl, I be- 
zeichnete Thetaproduct ungeandert bleibt, wenn man die Grsssen ~- , . . . ,#p,  

t # ; , . . . ,  7/p um ganze Vielfache von r 'Andert, im Ganzen nur r 2p verschiedene 
specielle Gleichungen; man erhMt dieselben, wenn man an Stelle des 
Systems der 2p in [#] vorkommenden Buchstaben 71, " " ,  ~ ,  72;, . . . ,  ~ 
der Reihe nach die r 2p soeben angefQhrten Variationen setzt. Das auf  
diese Weise entstehende System yon r 2p l inearen Gleichungen, dem man 
durch passend gewahlte Anordnung eine iibersichtliehe Gestalt verleihen 
kann, lasst sich far  die Untersuchung der aus der Formel (O'~') entspringen- 
den Relationen zwischen Thetafunctionen mit  Vortheil  verwenden. 

. 

Es soll jetzt die dem Systeme (0~) entsprechende Thetaformel auf- 
gestellt werden. Bezeichnet man in diesem Systeme die Zahl ~ wieder 
mit  r ,  so n immt  dasselbe die Gestalt anl  

(o,) 

(x - -r)x(1)  + x (~) + . . .  + 

x ( l ) +  (I - -r )x(~'  + . . .  + 

X(2r) ~ r~(1)~ 

X(2r) ~ ~y(2) 

x (~) + 

18-6~5oo7 Aeta matI~enmtica. 3 

~) + ... + (I ~ r)~ (~')--- ,'~). 
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Lasst man nun das in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegte, 
allgemeine orthogonale System (O) in das soeben aufgestellte speciclle 
System (O~) tibergehcn, indem man beriicksichtigt, dass bei diesem letzteren 
n = 2r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O) ent- 
sprechende Thetaformel (0) in die dcm Systeme (O=) entsprechende fiber, 
und man erhMt dadurch diese letztere in der Gestalt: 

o, . . . . . . .  , U<,_,I I - ~ l  
(r i 's)VO((ru(l ' )) . . .  ,9((ru"">)) ----- 0 i> ((rv''))) " ' '  # ~.) ( O r ) ) '  

a , J  l ' r  J L r  J 

wobei die Grsssen u lincare Funetionen der als unabh~tngige Veri~nder- 
llche anzusehendcn Gr0ssen v bezeichnen, definirt durch die i0 Gleichungen- 
systeme: 

,.u~,> = ( ~ -  ,.)vS:> + ~,5~,> + . . .  + ,,~:'>, 
ru~)  ~__ ~)(1) .31_ ( I -  l r ) ~  ) + . . . + ~ r ) ,  

( u ~ l , 2 , . . . , p )  

r u ( 2 r )  ~ vO) ~-  
" " I  I. ~ II 

wobei ferner for /~ = i, 2, . . . ,  p: 

a'" = ( ,  - O 5 : '  + 

# ) +  + (I --r �9 �9 , - - ] ~  :P 

a(~, + + 

+ (I - - r  <~, )~; + . . . +  

OCp ( 2 r )  

_(1) _(2) % +  + + ~ - -  

y, , ,  = ( i  - -  ~)~,> + ~:, + . . .  + #:,,, 

~i:' = y,:> + ( , -  r)~,:, + . . .  + ~,y,, 
�9 �9 �9 ~ . 

~,>= ~> + ~ ,  + . . .  + (, -r)y,:,,, 

und die Summation auf  der rechicn Seite in der Weise auszuftahren ist, 
dass jede der 2rp Grsssen a, wie auch jede der :r/~ GrSssen/9 unabhangig 
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yon den anderen die Werthe o, I, . . . ,  r - - i  durchl~uft; wobei endlich 
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
oder, was auf dassclbe Mnauskommt, der ausschliesslich yon Zahlen aus 
der Reihe o, I , . . . ,  r - - I  als Elementen gebildeten L0sungen des Con- 
gruenzensystems: 

(I - -  r)x  + x + . . .  + x ( ' ' ) -  0 (mod r), 

+ + . . .  + x (*~,-- o (rood r ) ,  

x u) + x (~) + . . .  + (x - -  r ) x  ( m = o  (rood r),  

bezeichnet. 

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, berllcksiehtige man, dass die 
2r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen 
bilden, in friiher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r~ und dass in Folge dessen die Lssungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den LSsungen einer einzigen der in ibm enthaltenen 
Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit den Lfsungen der 
Congruenz: 

x ( 1 ) +  x (~) + . . .  + x ( 2~ ) - -o  ( m o d r ) .  

Diese Congruenz besitzt aber r ~-~ nach dem Modul r incongruente Lo- 
sungen; man erhMt dieselben, wenn man in den Gleichungen: 

X(1) ~(1) ~ X(2) ~(2) X(2r--1) ~(2r-~l) ~ 3 . . . .  ~ ~ ~ x(2r) ~ ~(2r) 

an Stellc des Systems der 2 r - - i  Zahlen ~(i), $(~), . . . ,  $(~.-1) der Reihe 
nach die s'~mmtlichen r ~'-~ Variationen der Elemente o, I, . . . .  , r -  i 
zur ( 2 r - -  i) t~n Classe mit Wiederholung treten litsst und jedesmal dann 
ftir ~(2.) diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, I, . . . ,  r - - i  setzt, 
welche der Congruenz: 

~(~r) 7 - - -  ~(1) " ~(2) - -  . . .  - - ~ ( ~ r - - 1 )  (mod r) 

gent~gt. Es ist demnach s ~ r ~r-1. 

Die auf der reehten Seite der aufgestellten Thetaformel bei Aus- 
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fahrung der Sum,nation auftretenden r 4'* Thctaproductc k0nnen ,nit Halfe 
der Relationen: 

~['~: �9 �9 �9 " ~ , + '  ;; ] ~ . . . , . . . . [ ; ]  = ~[~: .~ . . .  //v/l, 

auf eine geringere Anzahl redueirt werden. 
fiir / i =  I, 2, . . . ,  p: 

( ~ = l , 9 , . . . , p )  

Zu dem Ende seize man 

a<,,'> A,, - - "> 

/~,(1 ) 

Unter Benutzung der 
dann die Relation: 

aJ," + ~<." + . . .  + C ' > =  &,  

;;,> + N> + . . .  + ; ; ,>=  B,, 

und brlnge die Gr0ssen i ,  j in die Form: 

a;<,, = & - , ~ F ' ,  . . . .  , s<. ' ' ,  = ~ .  - -  "~;~'>, 

~'>---- B , , -  rg" ,  . . . .  , j ; ' " =  B t < -  rfl; m. 

soeben angesehriebenen Hrllfsformeln erhltlt man 

2 ~ P  

i::'/<" ="i; i<<,v<,,,, : o  o ((rv)) ((,'v<g) e 

. - 7 - .  L.v 'd  ,__,_, 

ft~r v = i, 2, . . . ,  2r, und weiter, da fctr /t = I, 2, . . . , p :  

~,>+ ~,, + . . .  + ~ , . , =  m, 

ist, die Gleichung: 

ram-I  i-2'(~'---~ -I [--~-I a-4- ~"=" 
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Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik 

yon der F o r m - .  -_ [g'. " '  ~:] abgekQrzt durch [~]  bezeichnet. Auf  Grund 

der letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 
darin noch an Stelle yon s den daf~r gefundenen Werth r ~'-1 einfQhrt, 
zun~chst die Gestalt an: 

. . .  

Bei der Ausft~hrung der auf der reehten Seit~ dieser Formel sngedeu. 
teten Summation durchlguft  jede der ~p, in der Charakteristik: 

L] - - - .  . , ,  

; tJ 
sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor- 
kommenden,  Grsssen A1, . . . ,  A~, B1, . . . ,  B e unabh~ngig yon den anderen 
die Reihe der r ~" ganzen Zahlen, die aus: 

z (~) + x (~) + . . .  + z ~r) 

hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der 2r Grsssen x ~ x(2), . . . ,  x (~') 
der Reihe nach die sammtlichen Variationen der Elemente o, l, . . . ,  r -  [ 
zur 2r ten Classe mit  Wiederholung treten l~sst. Berticksichtigt man nun, 
dass die Congruenz: 

x (1) + x (2) -~ . . .  ~- x (2~) ~ o (mod r), 

wie schon oben angegeben, r 2~-1 naeh dem Modul r incongruente Lssungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der r -  I aus der Congruenz: 

x ~ + x (2) + . . .  -F x (~r)-- p (rood r) 

ft~r p -  i,  : ,  . . . ,  r - - I  hervorgehenden Congruenzen r ~'-1 nach dem 
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Modul r incongruente LSsungen hat, welche in jedem Falle aus einer 
beliebigen unter ihnen erhalten werden kOnnen, indem man zu derselben 
der Reihe nach die r 2~-~ Losungen der Congruenz: 

x(1) .+. x(.~) Jr_ . . .  qt. x(~) ~ 0 (rood r) 

addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul r reducirt, so erkennt man, dass von den r 2 '  an StelIe 
einer jeden der 2p Grossen Aa, . . . ,  Ap, Ba, . . . ,  Bp auftretenden ganzen 
Zahlen r 2r--a der Zahl o, r :~-~ der Zahl x , . . . ,  r 2'-~ der Zahl r - - I  
congruent sind nach dem Modul r. Dieses Resultat kann man aber, wenn 
man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin aussprechen, dass 
die Charakteristik: [ '] ; 

bei der husfiihrung der Summation (r2r-')~-mal einer jeden dcrjenigen 
r 2p speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus: 

7- "' 7 J  

hervorgehen, wcnn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben 
el, . . . ,  %, ~[, . . . ,  e~ der Reihe nach die sammtlichen Variationen der 
Elcmente o, I, . . . ,  r - -  i zur 2p t~n Classe mit Wiederholung treten li~sst, 
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
Nun andert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeiehen stehendc Thetaproduct, wic aus den fr0her aufge- 
stellten Holfsformeln folgt, scinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik 

I i ]  durch eine ihr und da auch die hinter dem Thcta- congruente ersetzt, 

producte stehende Exponentialgr~3ssc ungei~ndert bleibt, wenn man die 2p 
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Zahlen A ,  B u m  ganze Vielfache yon r andert, so kann man die Summe 
yon r 4''p Gliedern, welche die rechte Seite der in Rede stehenden Formel 
bildet, dutch das (r2~-')2~-fache derjenigen Summe ersetzen, die entsteht, 
wenn man in dem Ausdrucke: 

,~ . ((rv('>)) . . .  ,~ . ((rv(")))e 

L r  J L r _ . I  

~' ' d e r  Reihe an Stelle des Systems der 2p Buchstaben z ~ , . . . ,  % ,  ~ , . . . ,  % 

nach die sammtlichen Variationen der Elemente o, I , . . . ,  r ~  I zur 
2p ten Classe ~nit Wiederholung treten lasst und die Summe der so ent- 
stehenden r 2p Terme bildet. Dividirt man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel (lurch (r~-~) 2p = r(4"-2)% 
so erhMt man schliesslich die dem Systeme (O~)entsprechende Theta- 
formel in der einfaehen Gestalt: 

(8~) r~ ,~( (ru( ' ) ) ) . . .O((ru(~) ) )= O ( ( r v ( ' ) ) ) . . . O  , rv(~>))e "=' 

el ..... ep L r __1 L r / J  
r ..,~ s  

bei der also r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die auf der reehten 
Seite angedeutete Summation in der Weise auszufahren ist, class an Stelle 

d e r  Charakteristik der Reihe naeh die s~mmtliehen r ~p Normal- 

L r  _..m 

eharakteristiken treten, endlich die Grossen u die dutch die Gleichungen: 

~ul: ~ = (i r)v~ ~' + ~ '  + . . .  + 
\ 

~u'2 = ,~', + ( i -  ~)~, + . . .  + 

V@r) p 9 

V(#2~), 
�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 ~ �9 . �9 �9 �9 

-"~'  v~ ~' § v'2 + + ( , -  ~ ~  

~=l,2,...,t~) 

definirten linearen Functionen der al.~ unabhangige Veranderliche an- 
zusehenden Grsssen v bezeichnen. 
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Lasst man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (02), indem 
t man unter ~h, " " ,  7/~, 7/t, . . . ,  :Tp beliebige ganze Zahlen versteht, die 

Systeme : 

( ~ r  . . ,  , . . .  , �9 (rv ('')) iibergehen in rv ~ 4- , rv('") q- ~ 7' 
7 

so gehen dadureh gleichzeitig die auf  der l inken Seite stehenden Systeme: 

(~u,')), ..., (~u, ,,,) fiber in it) 
und -man erhMt, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent- 
sprechenden Stelle angeschriebenen Hillfsformeln ffir ~ = I, 2 , . . . ,  2r 
anwendet und wieder unter Beriicksichtigung der Relation: 

v ~ 2 r  y ~ r  

(,tt= 1, 2, . . . ,  p)  

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt,  zunltchst: 

r . ( (ru( ' ) ) )  . . .  ~ ((ru("))) 
t_;-_l 

o ,  . . . . .  , ,  

= Z '~1 ] G--~|e+'~'/ 
~'! ,  . . . ,  cp L r 1 

s  " " P  s  

_ _  ~ _ P = P  4 P = P  

/ ~ + ' ~ l  - - ~ V ' ~ ' , r / - - - ] ~  ' " 
l ~ l  , f ~ "  P P lr ~IZr 

( ( r r  J((rr ,,=1 

A u f  der rechten Seite diescr Gleichung setze man nun f~r jedes p yon 
I b i s / 9 :  

I ~  ? e 
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es geht dann dan hinter dem Summenzeiehen stehende allgemeine Glied 
t~ber in : 

--~ 5:>~ 7,,=1 1 
' "  r d )  - .~=  # ( v ) ) . . .  # ((rv(m))e . e . e 

und nur ein Mal einer jeden der r ~p Normaleharakteristiken congruent wird, 
weiter aueh dan soeben angesehriebene allgemeine Glied der Summe sieh 

" dureh irgend nieht ~ndert., wenn man die Zahlen ~1, . . . ,  ~p, ~;, . . . ,  ep 
welehe ihnen naeh dem Modul r eongruente, speeiell also dureh ihre 
kleinsten positiven Reste naeh dem Modul r ersetzt, so kann die Summa- 
tion in Bezug auf die Grsssen ~, ~' such in der Weise ausgeft~hrt werden, 

dass die Charakteristik [ i ~  die Reihe der r ~p ~Tormalcharakteristiken 

durchlauft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die Punkte bei 
den Buchstaben ~, ~' unterdrt~ckt, zu der Formel: 

(~;) [;],, l;l : 
: ~  , ru('~)) . . .  # ((ru(~'~))e , o '  

L . r _ J  

0 , l ,  ..., r  2 P = P  2 / t = p  

--- e - ~  ((rv(~')) . . . ' 0  ((rv(2r')) e r ~ , ' ~  

Li~sst man jetzt welter, indem man unter v:, "(~), r,,,"'(~), ~'=~'~,~ ..... ..... P~, 4 r p  

ganze Zahlen versteht, welche ft~r jedes p yon I bis p den Bedingungen: 

p~, + p~, + . . .  + p ~ ' , =  o,  p;<,, + p;c,, + . . .  + p;~., ___ o 
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genfigen, auf der reehten Seite der letzten Formel die Systeme: 

(rv(')),..., (rv (2~') fibergehen in <rv(')+ p , { D  ~ " " " s ~.f)(9,,) - ' l -  :P 

so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 

fiber in, t r / ,~  ( D  _ _  , . " " -  , 

und man 'erhMt, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent- 
spreehenden Stelle angeschriebenen Hfilfsformeln for v-----7, 2 , . . . ,  2r 
anwendet und wieder unter Berficksichtigung der Relation: 

V=~r v=2r  

='-"1 r-st --/L ~'-~lt't* v ~  ( p = l ,  2, . . . , p )  

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, schliesslich die Formel: 

(el') 

2 I c = p  , . 

'I'; J 
r ~9 ' f - - " ' ( ' )  ((ruU))) . . .  r 

k -~ __1 

e - ,+{o) ((rv('))) . . . .  ,9 + .o,, rvC"l))e "" 
, , ,  .... ,, 7 J 
S*11 ,..~ Sap 

Diese Formel umfasst die Formeln (~2), (~;) als specielle Falle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (02) , (~) ,  (tO~') entspreehen beziehlieh den Formeln 
(~), (0'), (8") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenso wie (02) 
aus (0) abgeleitet wurde, aueh (~)  arts (~'), (~;') aus (~") direct ab- 
geleitet werden ksnnen. 
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Setzt man in der Formel (O;'): 

F + ; " l  

I I 
�9 bQ ,r p = l  

e' -b p,(l' ((rv('))) " '"  ~. + p,(m ((rv(m)) e ------ x[,], 

L_ r _J L_ -r "_J 
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2 , a = P  

~' m~2'--p '(~')" 

p 
= X[v ] 

wobei d ie  den Buchstaben x, x' beigefOgten Zeichen [z], [~,] die Complexe 

, , beziehlieh vertreten sollen, und setzt zugleieh, 
2 - - - ~  p.=p 

indem ~ n  zur i b k ~ r z u n g  ~ " mi t  ~', Z ( ~ , ~ ' , , - - ~ ; , ~ , )  , , l it  I~]1[~] be- 
p . = l  

zeiehnet: 

2 P - = P  

so entsteht aus der genannten Formel die Gleichung: 

r Xr~1 = 9 [e] 

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation fiber alle 

Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, indem 
man darin an Stelle des Systems der 2p in [r vorkommendcn Buchstaben 

] zl, . . . ,  r r . . . ,  % der Reihe nach die st~mmtlichen r :p Variationen 
der Elemente o, I, . . . ,  r - - I  zur 2p t'" Classe mit Wiederholung treten 

l'hsst. Die letzte Gleichung umfasst, da das mit x[,,~ bezeichnete Theta- 

product ungeandert  bleibt, wenn man die Grsssen 7h,...,7]p, ~;, . . . ,  7/'p 
um ganze Vielfache von r i~ndert, im Ganzen nur  r ~ verschiedene specielle 
Gleichungen; man erhi~lt dieselbcn, wenn man an Stelle, des Systems 

der 2p in [z]] vorkomInenden Buchstaben rh, . . . ,  7/p, Zi'l, . . . ,  ~'p der 
Reihe nach die r ~r soeben angefahrten Variationen setzt. Das auf diese 

Weise entstehende System yon r 2p linearen Gleiehungen, dem man durch 

passend gewahlte Anordnung eine i~bersichtliche Gestalt verleihen kann, 
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l~s t  sich filr die Untersuchung der aus der Formel (0~') entspringenden 
Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden. 

Vergleicht man jetzt die Endformel (0~') des vorhergehenden Artikels 
mit der hier gewonnenen Formel (02'), so erscheinen diese beiden Formeln 
zwar in Ansehung dessen, dass die erste einem beliebigen ungeraden 
n---- 2 ~  i ----r, die zweite einem beliebigen geraden n----  2 ~  2r  ent- 
spricht, als gleichberechtigt, nicht aber, wenn man die ganze Zahl r, die 
durch ihr Auftreten als gemeinsamer Nenner bei den Charakteristiken- 
elementen eine Gruppe zusammengehoriger Thetafunctionen fixirt, und die 
mit l~ticksicht darauf als die eigentliche Fundamentalconstante in den 
Formeln zu betrachten ist, als gegeben ansieht. Alsdann zeigt sich viel- 
mehr ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Formeln. :Nicht 
nur gilt die Formel (0.") far  beliebiges r, wahrend die Formel (0~') auf 
ungerades r beschr~nkt ist, sondern es erscheint auch bei ungeradem r die 
Formel (82') als die allgemeinere, well sic zu gegebenem Werthe von r 
eine welt grSssere Anzahl yon Thetarelationen zu liefern vermag als die 
Formel (8'1'). 

Was schliesslich die Bedeutung der in der vorliegenden Arbeit 
gewonnenen Formeln betrifft, so mag bier nur kurz bemerkt werden, dass 
dieselben die Mittel gewahren, um die Relationen zwischen jenen Theta- 
functionen zu gewinnen, deren Charakteristilden aus beliebigen rationalen 
Zahlen als Elementen gebildet sind, wahrend die Anwendbarkeit der 
RIEMA~N'schen Thetaformel auf den Fall, wo diese Elemente halbe Zahlen 
sind, beschrankt ist. Diese allgemeineren Thetafunctionen sind aber ftir 
die Theorie der ABEL'schen Functionen und der algebraischen Gleichungen 
von nicht geringerer Bedeutung wie die zuletzt erwahnten, bis je tzt  fast 
ausschliesslich betrachtcten speciellen. Durch die Gewinnung der Formeln 
(0'1'), (82') ist somit der mathematischen Speculation ei'n Gebiet zuganglich 
gemacht, in das einzudringen bisher mit den gr0ssten Schwierigkeiten 
verkntipft war. Bezt~glich der Anwendung der gewonnenen Formeln auf 
einen speciellen Fall mSge auf eine im 22 t~n Bande tier Mathema t i s chen  

A n n a l e n  erscheinende Arbeit: )~ber  Thetafunctionen, deren Charakteristiken 
aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind)) verwiesen werden. 

Wt~rzburg, im Mai I883. 


