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Je  pr6sente dans cette note quelques remarques simples et dl6mentaires qui 

compl6tent en quelques parties, je pense, la th6orie des fonctions d6terminantes, 

th6orie dont  l ' importance a 6t6 reconnue depuis longtemps, et qui devient en- 

core plus int6ressantc a cause des t ravaux parus derni~rement sur la s6rie de 
DIRICHLET. 

i .  Soit q0 (t) une fonction r6elle ou complexe de la variable rdelle, limitde 

et intdgrable dans ehaque intervalle fini entre c et + ~.  Etudions l'intdgrale 

co 

/ qD (t) e - t~ d t .  (x) 

Rappelons quelques r6sultats connus qui se rapportent  ~ l 'expression (i). Si la (z) 

est convergente pour une valeur x = x0 elle est aussi convergentc pour chaque 

valeur x dont  la partie rdelle est plus grande que la partie rdelle de Xo, c'est 

dire, selon une notation tr6s connue, si ron a 

R (z) > R (x0). 

Il s'ensuit l 'existence d'un demiplan de convergence pour (i), c'est & dire 

d 'un hombre a tel que la (i) converge pour R ( x ) > a ,  tandis qu'elle ne converge 

pas pour R(x) < a .  Sur la droite de convergence R ( x )  = a on ne peut  affirmer 

en g4ndrat ni la convergence ni la divergence. On appellera le hombre a abscisse 

de convergence pour l'expression (I), ou bien ordre de la fonction ~f(t). Ce nombre 
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a peu t  ~tre - -  ~ ,  en ce cas la (i)  est  convergen te  dans tou t  le p lan  x; a p e u t  6 t re  

+ ~ ,  alors la (I) n ' es t  jamais  convergente .  Dans le demiplan R(x)>a,  ~ l 'ex- 

cept ion au  plus de la dro i te  de convergence,  la (1) repr6sente  une branehe  s une 

seule valeur  d ' une  fonct ion ana ly t ique ,  r6guli~re dans  chaque  rdgion finie du 

demiplan.  Cet te  fonct ion ana ly t ique  / (x ) ,  qui peu t  8tre  quelque fois cont inu6e 

s gauche de la droi te  de convergence,  est  appel6e /onction dgterminante de cf (t), 

et  celle-ci s 'appelle /onction ggndratrice de / (x) .  P o u r  indiqucr  la cor respondance  

fonct ionnel le  en t re  /(x) et  (p(t) j '6cr irai  quelque  fois: 

/ (x) : J (~). (2) 

Nous  laissons de c6t6 quelques g6n6ralisations 6videntes,  en t re  au t res  celle que 

(t) puisse 6tre donn6e, p lu t6 t  que sur un  segment  infini de l 'axe r6el t, sur  une  

ligne qui  s '6 tend ~ l ' infini dans le p lan  de la var iable  t, sous des condi t ions  

analogues h celles que nous avons  6nonc6es. ~ 

2. E n t r e  beaucoup  do quest ions qui  se pr6sen ten t  dans l '6tude de l 'expres-  

sion (i),  il y a celle de la d6 te rmina t ion  de l 'ordre  a de of(t). LAI~DAU [G.p .  215] 

a 6nonc6 le th6or6me su ivant :  

Si a > o  on a:  

log (u) du 

a ~ lira 
t = ~  t (3) 

oh lim repr6sente le maximum des limites dans le sens bien connu de CAUCHY 

et HADAMARD. 

Je  vais m o n t r e r  comme on peu t  faire cor respondre  au th6or6me de LANDAU 

un  au t re  analogue pour  le cas a <  o. Dans ce cas on a: 

log (u) du 

a = lira (4) 

La  d6mons t ra t ion  est analogue it celle de LANDAU. 

Soit  - - f l  le max imum  des limites dans le second membre  de (4), e t  soit 

x > - - f l  + d (d positif);  je dis que la (z) est  convergen te  pour  ce t te  va leur  de x. 

Soit e < d ;  il existe un [ t e l  que, pour  t > t ,  on aura  

i Voir mon m6moire ~Sur les fonctions d6terminantes~ Ann. de l']~cole Normale (3)XXII 
(I9o5) P- 9 (qui sera indiqu6 par D); E. LXh'DA.U ~Grundlagen der Theorie der Facultatenreihen, 
Sitzungsber. der K. Bay. Akad. der Wssst XXXVI (x9o6) p. 2o8 (qui sera indiqu6 par G); W. 
SCHSEE )Inaug. Dissert., Berlin I9o8 (imprim6 i~ G6ttingen, Dict. Un. Buchdruc.) p. 59. 
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(u) du  < e-",~-~; 

si i <  v < w, en posant 
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(5) 

t t~ co 

I = j ' ~ f  (t) et(,~-e) d t ,  f r163 (u) 
v t 

on d6duit, par une int6gration par parties, 

du = e (t), (6) 

w 
~ 

I ~ o, (w) e'~(z-e~ - -  q (v) e ~3-~'~ ~ (;t - -  g ) J  e (t) e t(z-e) dr. 

Dans le second membre de cette expression les deux premiers termes sent, en 

valeurs absolues, plus petits que e -'~ et e -v(e-o ,  tandis que le troisi6me est 

plus petit  que 
~o  

(fl-- g) f e-"~'-', 
v 

on peut  done les rendre, pour v suffisamment grand, aussi petits que l'on voudra. 

La (I) est done convergente pour R ( x ) > - - f t .  
Inversement, soit (i) convergente pour une valeur n6gative - - y  de x. On 

peu~, fix6 d 'avanee a, d6terminer un nombre t tel que, pour t <  v < w, l'on ait 

t) e tu dt  

Puisque q(t) est eonvergente, je forme 

< ~ .  

w w 

H ~= (f(t) . (It; 

en posant  
t 

l(--Y, t)=f(f(u)e":,du, 
c 

on d6duit, par une int6gration par parties, 
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w 

H : [ / ( - - y ,  t)e-tul + y j  / (--y,  t)e-tu dt. 

A cause de la convergence d e / ( - - y )  il existe un nombre positif B tel que, pour 

chaque t, I / ( - -y , t ) l<B; done 

IHI < 2 B + e-vy). 

En faisant tendre w vers l'infini, on d~duit 

(t)dt <2Be  -vy, 

el~ d e  1~ 

log t) dt 
< - - y .  

V 

I1 en r~sulte done que - - y  n'est pas inf6rieur s - - # ;  et  puisque la (i) est 

eonvergente pour R (x) > - - f l  et n'est pas eonvergente pour R (x)< - - ~ ,  il s 'ensuit 

que - - f l  est l'abseisse de convergence. 

3. Parmi les questions auxquelles donne lieu la eorrespondanee fonctionnelle 

(e), l 'une des plus int~ressantes est eelle qui met en rapport  le earaetgre asymptot ique 
de la fonetion g~n~ratriee pour t ~ ~ avee le earaetgre analytique de la fonetion 

d~terminante, en partieulier quant  h ]a position et h~ la nature de ses singulari- 

t~s. I1 y a peu de th~or~mes sur ce sujet. Nous rappelerons lea th~or~mes des 

n ~ io, i i ,  I7 du M~moire D, le th~or~me X'" b~ la page 2i 7 du M~moire G e t  

les propositions ~nonc~es aux pag. 6 9 ~ 7 i  de la dissertation de W. SCHemE. Au 

m~me e6t6 de la question se ra t taehent  ~troitement quelques propositions sur la 
s~rie de DmrCHL]~T. 1 

La proposition suivante sur le m~me sujet, quoique tr~s ~l~mentaire, a des 

eons6quences utiles. C'est s cause de cela que je l'~nonce explicitement. 

>)Soit 7 (t) une fonction g~n~ratriee d 'ordre z~ro, donn~e pour t > c, et posi- 

tive; sa fonction d~terminante q(x) soit telle que pour Ix[ < r 

Iq (z)z l < A, (7) 
A et Q 4tant des nombres positifs. Soit lo(t) une fonction limit~e et int~grable 

entre c et ~ qui tend s z$ro pour t ~  r162 Alors la fonction 

I V. LANDAU, Acta X X X  (I905) I). I9~ (O~1 l 'on trouve cit(ies aussi les r eche rches  ant~r ieures  
de Dmm~LET et P~RAGM~). SC~NEE 1. C. p. 34 id. Rend. Cir. 5Iat. di Pa le rmo X X V I I  (Igoc)) p. 87. 
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oo 

I (x) = j r  (t) ,o (t) e -t* at, (S) 
r 

lorsque x-----~ + i72 reste darts un angle V dont le sommet est z~ro, qui contient 

l 'axe rdel positif et dans lequel ~ ne d~passe pas en valeur absolue un nombre 

positif m, donne: 

lira zo l (x ) = o .,> 
a r  

Observons d 'abord que, puisque 7(t) est positive, q(x) admet, d'apr~s un 

thdorgme de LA~DAV~, nn point singulier pour x = o. Cela pos~, qu'on prenne 

un nombre positif ~, que l'on fixe u de mani&re que pour t > u  soit 

I ,o(t) l<a,  

et que l 'on ddeompose (8) en 

a (9) 
3 A V7-I+ m* 

La premi6re 

absolue, 

donne 

u 

g u 

e - tz  dr. 

int~grale est une fonetion enti~re de x, infdrieure done en valeur 
pour [ x [ < r ,  ~ un nombre M qu'on peut  fixer. La seeonde int6grale 

I/ I ;  7(t)w(t)e- t :~dt  < a  7( t )e - t2d t ,  
u 

avec 

f 7  (t) e- t~dt  = q (~) - -  g(~), 
u 

et g(~) est aussi uno fonetion enti~re, infdrieure en valeur absolue, pour ~ < r, 

un nombre N qu'on peut  fixer. 

De sorte que pour [ x l < r  on a, 

,/(x)z I< Mlz~l + aq(~)~o (l~-')~+ ~ Nlzl~; 

mais on a, puisque x est dans l'angle V, 

1 G. p. 2I 7 (d6j~ donn6 par  l 'auteur  dang Math.  Ann.  L X I  (19oi) p. 548). 

Aeta mathematlea. 36. Imprim6 le 2 d6eembre 1912. 35 
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] x J < VI  + m s 

d'ofi, h cause de (7) et (9), 

I/(x) xO] < M ixl~ + + aNixP. 
3 

En prenant  ]x I moindre que le plus petit  des trois hombres 

on aura 

r~  

1 1 

w-v ) ~ 

En multipliant 7(t) par co (t), qui tend ~ z6ro pour t = co, on abaisse done, 
pour ainsi dire, l'infini de q(x) pour x =  o. On pourrait  faire disparaitre tout  

fair la singularit6 si co(t) tendait  s z6ro d'ordre exponentiel. 

4- a). Si ~0 (t) est donn6 avec los conditions d u n  ~ x entre t----o et l'infini 

positif, envisageons sa d6terminante 

co 

/ (x) = /qJ  (t) e -t~ dr; 
0 

(io) 

supposons que x se trouve & l'int6rieur d 'un angle V dont  le sommet soit un point 
c du demiplan de convergence de [(x), et dont les c6t6s aient respectivement les 

arguments - - ~ r + ~  e t~ r  ( ~) 2 ~---r~, o < ~ <  . On peut sans aucun inconv~nientsup- 

poser c r6el. Dans tout  l'int6rieur de l'angle V l a  fonction ana ly t i que / (x )  est, 
en valeur absolue, moindre qu'un nombre m qu'on peut fixer [D, n ~ iz]; si donc 
on conduit une demidroite par tant  du point c, dont l 'argument soit O, contenue 
clans l'angle V, et si, par une intdgration le long de cette demidroite, on forme 

e i O  

Fo(z) = ; /(x) e-zzdx, 
,.) 
c 

(if) 

/(x) sera dans eette expression une fonction g6n~ratrice d 'ordre z~ro et sa 
d6terminante Fo(z) sera une fonction analytique r6guli6re dans le demiplan So, 
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en avant d'une perpendiculaire conduite par l'origine ~ l a  direction dont l'argu- 

ment est - -  ~9. ~ 

Lorsque O varie de ---~ + ,] ~ ~---~i dans le sens des rotations positives, le 
2 2 

demiplan Se tournera dans le sens contraire et couvrira tout  le plan z, sauf un 

angle dont l 'amplitude est 2~ et dont l'axe r6el n6gatif est la bisectrice. Appe- 

Ions T l'aire ainsi form6e dans le plan z. 

))La (II) donne la d6finition d'une branche de fonction analytique ~ une seule 

valeur, qu'on peut prolonger dans toute l'aire T ainsi d6finie.)> En effet envisageons 

deux demidroites partant  du point c, dont les directions soient a e t  fl, avec 

7g 9T 
---2 + r ' < a < ; ~ < 2  + r ' ;  

apr~s avoir trac6 le cercle de rayon R, nous int6grons ](x) e -*~ sur le contour 

du seeteur compris entre la circonf6renee et les deux rayons a e t  /?. L'appliea- 

tion du th6or~me de CAUCHY et le passage ~ la limitc pour R ~ - ~  montrent  sans 

aucune difficult6, puisque ] ] (x) ] < m, que 

F~ (z) = F~ (z), 

de sorte que, dans les parties non communes des demiplans, l 'une de ces expres- 

sions est la continuation analytique de l'autre. On a d6fini ainsi une branche h 

une seule valeur de fonction analytique F(z) dans toute l 'aire T. 

Mais puisque l'angle ~ est aussi petit que l'on veut, on peut conclure que 

~)la d6terminanto F(z)  de la d6terminante d'une fonetion el(t) donn6e entre 

o e t  co avec les conditions du n o i, est une fonction analytique qui a une branehe 

s une seule valour r6guli~re dans tout  le plan z saul une coupure faite le long 

de l'axe r6el positif.,) 

Dans le cas oh la (IO) a u n  demiplan de convergence absolue, on pren- 

dra dans le plan z le point c sur l 'axe r6el; on pourra alors intervertir les int6gra- 

tions dans l'expression de F(z) ,  
~o c o  

F(z)  = t t e- '*e  - t ~ ( t )  dt dx  
c 0 

et on aura ainsi, sous la condition R (t + z)> o, 

t Voi r  mort mdmoi re  ,~Sur l ' inversion des i~t('~grales d~fi~ics, Mere. de la Soci~6t~ des X L  
(3) X V  (Rome, 19o9) p. I5. Avec un  demip l an  S O en avan t  de la droi te  qui le l imite ,  j ' e n t c n d s  

le demip l an  dans  lequel les segments ,  compt~s  k p a r t i r  de l 'or ig ine  sur  la demid ro i t e  don t  l 'ar- 
g u m e n t  es t  - - ~ ,  c ro issent  ind~f in iment .  
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o o  

e - ~  fep (t) e -ct d t  
F ( z ) =  J tT~ ; 

0 

eelle-ei repr6sente dans tout  le plan z, sauf une eoupure le long de l'axe rdel 

n6gatif, une branche ~ une seule valeur de fonction analytique. D'apr6s un 

th6or~me connul,  2 z icp( - - t )  repr6sente le saut de cette fonetion k travers la 

coupure. 

b). Les fonctions r6guli6res dans l'entourage de x = o o  appartiennent ~ la 

classe des fonetions d6terminantes, et leurs g6n6ratriees sent des fonctions enti~rcs 

d'ordre I au plus. Si la fonetion d6terminante est reprdsent6e par 

convergente pour I x I> r, la g6n6ratrice est donn6e par 

n !  ' 
( I 4 )  

et r6eiproquement, si la fonetion (r4) est donn6e sous la condition 

I k , , l < m ( r  + ~)", 

m, r positifs et e aussi petit  que l'on veut, la d6terminante est r6guli~re dans 

l 'entourage ] x ] > r de l'infini. 

Remarquons, comme parenth~se, qua s i s  (x) est une s6rie de DmICHLET, 8 (X) 
X 

est une fonction d6terminante d'une g~n6ratrice discontinue ct ne peut pas 6tre 

r4guli~re pour x = oo. 

Supposons maintenant  qu'on ait dans la s~rie (i4) 

on aura aussi 

0 

]C a = (-- I)n f {~ (U)U n du,  
o 

a 

(t) = ;(~ (U) e -tu d u  
o 

(~e) 

1 V. p. ex. Hermi to ,  Cours l i th.  d 'Analyse  de I89x p. I55. 
On a a ins i  la v6rif icat ion d 'une  r emarque  fa i te  par  HURWITZ e t  rappel6e  par  LANDAU. 

Rend.  du Circ. Mat. di Pa le rmo X X I V  (x9o7) p. ;32. 
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et alors, d'apr~s le n o 4, ](x) appar t iendra  h la classe des fonctions d6termi- 

nantes de d6terminantes et sera r6gulibre dans tout  le plan, sauf une coupure le 

long de l 'axe r6el n6gatif, qui dans ce eas est limit6e au segment - - a  . . . .  o. 

Si nous envisageons comme r6solu le problbme de d6terminer la g6n6ratrice d 'une 

fonction ddterminante donn6e, on aura donc r6solu aussi le probl6me de d6ter- 

miner le saut d 'une telle fonction ](x) h travers la coupure, et puisque ce saut 

est donn6 par la fonction qui permet de donner aux coefficients kn la forme (I5), 

on a r6solu aussi pour ceux-ci le probl6me eonnu des moments. 

c). Soit co(t) une fonction p6riodique avec la p6riode a, int6grable entre o 

e t a  et limit6e pour t o u s l e s  points entre o e t a .  Elle sera donc limit6e entre o 

et Qo et sera ainsi une g6n6ratriee d'ordre o. Sa d6terminante 

h (x) = f r o  (t) e -t~ dt 
D 

est r6gulibre pour  R (x)> o. Mais on a, h. cause do la p6riodicit6, 

G r 

h ( x ) =  + 
t /  

0 0 

La premi6re intdgrale est une fonction enti6re g(x), donc 

h(x) = g(z) 
I - -  e - a x  

La d6terminante d 'une fonction p6riodique est donc une fonction m6romorphe 

et le num~rateur est une fonction enti~re de la forme (r6). 

R6ciproquement, il est facile de vSrifier que route fonction de Ia forme (i7) 

est la d6terminante d 'une fonction p6riodique. 

d). Aux fonctions d6terminantes de d~terminantes se ra t tachent  ]es d6ter- 

minantes des sdries de ~)IRICHLET 

of(t) -= ~,c,,e -~' t .  (~8) 
1 

Si les a ,  sont des nombres positifs croissants et tendant  s l'infini et si la 

s6rie a un demiplan de convergence absolue, si c est un nombre r6el dans ee de- 

miplan, en prenant  un nombre positif quelconque e, on peut  choisir un nombre 

m tel que 
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e t  a for t ior i  [p( t ) [  <~ pour  t > c, si 

p (t) = ~ cn e -ant. 
r ~  

Soit  

on d~duit  

c ~  

/ (x) = ( o f  (t) e -~  dt; 
c 

m-1 C-can ; 
] ( x ) = e  -c~: ~ c ~ _  + Q(t) e -t~dt, 

x +an  ,~ 
1 c. 

off le dernier  t e rme  est  en va leur  absolue inf~rieur s 

e e -oR(x) 

R (x) 

On en d~duit  que la fonct ion d~te rminan te  est  repr~sent~e p a r  

~ Cn C -can 
! (x )  = c - c ~  ~ - - - - ,  (~9)  

X + a n  
1 

et  s cause de la convergence  absolue de la s~rie des num~rateurs ,  c 'es t  une  

fonc t ion  m~romorphe avee  les p61es - - a n  sur l 'axe n~gatif e t  les r~sidus res- 

peet ifs  cn. 1 

5' Soit ~f(t) une  fonct ion  cont inue  ent re  c e t  r don t  tou tes  les d~riv6es 

successives soient  aussi cont inues  en t re  e e t  ~ .  La  fonct ion el(t) et  ses d~riv6es 

soient  d 'o rd re  fini. Soit ~f (t) d ' o rd re  n~gatif --i t0;  la fonot ion 

aura  l 'o rdre  z6ro. Soit la d~riv~e rf0 (t) d 'o rd re  n~gatif - - ~ , .  L ' in t~grale  

1 Le saut  ~ ( - -  t) est  iqi z~ro, mais  si on envisage  l ' in t~gra le  de f(x), donn6e  par  une  s~rie 
do logar i thmes ,  le saut  es t  la fone t ion  scMaire, cons t an te  darts les in t e rva t l e s  - - a  n . . . .  --q-n-t-1, 

(t) 
doi t  env i sager  comme la gdn~rat r ice  de "~t qu 'on  
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dt 
C C 

sera eonvergente pour R ( x ) > - - 4 o .  En int6grant par parties, on aura 

90(e) e-~(~+~) + z 
I (~) = x + 40 ~ 11 (x), (20) 

ot~ 
O0 

/, (x) = j g ' o  (t) e-*(,+~,) dr. (2I) 
c 

D'apr~s l 'hypoth~se faite, /~ (x) est convergente pour 

R(x) >-- (40  + 4,); 

de l'6galit6 (2o) on d6duit done que ~ ).0 est un p61e pour ] (x). Puisque les d6riv6es 

sous Ie s i g n e . ]  en (2i) existent, on sait [D, n o I5] que s i x  

f l  

de la fonction tend 

~T 
h l ' infini  dans un angle V dont les e6t6s ont les directions - - z  + ~2 et - - - ~  

2 2 

(0<~2<~)  la fonction ecx/t(x ) tend uniform6ment s z6ro du premier ordre. En 

prenant  , positif quelconque, on a done, pour x assez grand, 

90 (c) ~-o~ 
(~+40)  / ( ~ ) e ~  ~%~ /<~. (22) 

Soit 9'o(t) dans les m6mes conditions que 9(t) ;  c'est ~ dire que 

d'ordro z6ro, ait sa d~riv6e d'ordre n~gatif - - 4  2. On aura 

off 

l,(z) 

et en posant 

91 (c) e-c(x+~o+;-,) + I 
x + 4~ + 41 x + 40 + 4,/2 (x), 

/~ (x) = . ; 9 ' 1  (t) e -t('+~'+~-') dr, 
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ao=~o, -1-----~o-F21, 

o n  a u r a  

d'ofi 

~f0 (c) e -~.0 = k0, ~I (c) e -~ = k, 

k I e - c x  I 

+ L (x), 

/ (x) = e-c~ ( x -~a  ~ kl ) I 
+ (x + a0) (x + . ,)  + (x + .o) (x + "1)/5 (x). 

Et  puisque, pour x tendant  s l'infini dans l'angle V, e c*/: (x) tend uniform6- 

ment h z6ro, on aura pour Ix] suffisamment grand: 

(x + .o)(X + . , ) / / (x)  e= ko kl / x + a 0  ( x + a 0 ) ( x + a l )  < ~" (24) 

Et  ainsi de suite; en poursuivant de la m~me mani6re, aveo des hypoth6ses 

et des notations analogues, on arrivera pour / ( x ) e  ~ au d6veloppement asymp- 
totique:  

f (x) e~  = ko + k, 
x--+ a o  (x + ao)(x + a,) + . . . . . .  (25) 

pr6cis6ment dans le sens exprim6 par les in6galit6s (22) et (24), c'est s dire dans 

le sens d6fini par  POINCAR~ pour les d6veloppements asymptot iques en s6ries 
de puissances n6gatives de x. 

L'application de ce qui pr6c~de au cas off ep (t) est donn6e par une s6rie 

(18) est 6vidente. La d6terminante d 'une s6rie de DIRICHLET admet  donc un 

d6veloppement asymptot ique de la forme (25). 

On doit remarquer que dans le cas de la convergence effective du d6ve- 

loppement qu'on vient de trouver, la m6thode que nous avons esquiss6e sert s 

donner la transformation d 'une fonction m6romorphe avec des pSles simples en 
une s6rie de factorielles g6n6ralis6es. 


