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ALLGEMEINEN KLASSE DIRICHLETSCHER REIHEN.

VYox
HARALD BOHR

in KOPENHAGEN.

Einleitung.

Unter einer Dirichletschen Reihe der komplexen unabhdngigen Variabeln
&=0 + it wird bekanntlich eine unendliche Reihe der Form

f(8) = Danernt (1)
-]
verstanden. Die Koeffizienten der Reihe, d. h. die Groéssen a,, sind hierbei
beliebige reelle oder komplexe Zahlen, und die Exponenten A, sind reelle Zahlen,
die den Bedingungen
R PR PR P (lim 2, = o)

geniigen.

Bekanntlich hat Herr JENSEN! bewiesen, dass das Konvergenzgebiet der
Reihe (1) eine Halbebene ist, welche von einer zu der reellen Achse senkrecht
stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine reelle Zahl 4 (die Kon-
vergenzabszisse der Reihe (1)) derart, dass die Reihe (1) fiir 0 > 4 konvergiert,
fir 0 <A dagegen nicht konvergiert. In den beiden Grenzfillen, wo die Reihe
(1) tiberall bezw. nirgends konvergiert, wird 4 = — o bezw. 4 = + o gesetzt.

! Betreffs der Literatur werde ich auf das fundamentale Werk des Herrn Laxpau:
» Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen> (Leipzig 1909) verweisen.
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Ferner ist bekanntlich, wie leicht zu beweisen, das Gebiet der absoluten Konvergenz
einer Dirichletschen Reihe auch eine Halbebene, welche von einer zu der reellen
Achse senkrecht stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine reelle
Zahl B (die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (1)) derart, dass die Reihe
(1) fiir o> B absolut konvergiert, dagegen fiir ¢ < B nicht absolut konvergiert;
hierbei ist eo ipso B> 4. Es ist also die Reihe (1) in der Halbebene o > B
absolut konvergent, im Streifen B > o > 4 bedingt konvergent, und in der
Halbebene o< A divergent. Es kann bekanntlich vorkommen, dass 4 < + o,
B =+ « ist, d. h. dass die Reihe (1) ein Konvergenzgebiet besitzt ohne jedoch
irgendwo absolut zu konvergieren; dies ist z. B. bei der Dirichletschen Reihe

2 ((l—ggI'n),’)" _ 2 (__ I)” e—s-loglogn
der Fall.

Ferner ist, wie von Herrn CAHEN bewiesen, bei jedem &> o, £ > o die Reihe
(1) im Gebiete 0 >4 + ¢, |s|< E gleichmassig konvergent. Hieraus folgt un-
mittelbar, da ja die einzelnen Glieder der Reihe (1), d. h. die Grossen a,e—’»*,
ganze Transzendenten sind, dass die durch die Reihe (1) fiir 0> 4 dargestellte
Funktion f(s) eine in der ganzen Halbebene o > 4 iiberall regulire analytische
Funktion ist.

Es sei eine Dirichletsche Reihe (1) gegeben; dann fragt sich: wie weit kon-
vergiert diese Reihe? Eine solche Frage ldsst sich auf verschiedene Weise auf-
fassen. Man kann zunidchst fragen: wie lassen sich die beiden Konvergenzab-
szissen 4 und B als Funktionen der Koeffizienten a, und der Exponenten
An bestimmen? Diese Frage, welcher bei einer Potenzreihe die Frage nach dem
Konvergenzradius als Funktion der Koffizienten der Potenzreihe ganz entspricht,
ist von Herrn CAHEN gelost und zwar in ahnlicher Weise, wie die entsprechende
Frage bei der Potenzreihe durch CavcHy und HADAMARD seine Losung gefun-
den hat. Die Frage: wie weit konvergiert eine Dirichletsche Reihe?, ldsst sich
aber auch ganz anders auffassen, namlich: wie lassen sich die beiden Konver-
genzgeraden 6=4 und ¢=B bestimmen, nicht aus der Dirichletschen Reihe
selbst, d. h. aus den Koeffizienten und Exponenten der Reihe, sondern aus der
Kenntnis der analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dargestellten Funk-
tion; oder genauer ausgedriickt: Es sei eine analytische Funktion f(s) gegeben,
und es sei bekannt, dass sie in einer gewissen Halbebene durch eine dort kon-
vergente Dirichletsche Reihe darstellbar ist; wie ldsst sich alsdann die Lage
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe aus dem analytischen Charakter der
Funktion erkennen? Dieses Problem, welches sich an die Frage in dieser
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letzten Formulierung ankniipft, oder vielmehr an die Frage, inwiefern die Lage
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe mit einfachen analytischen Eigen-
schaften der Funktion in Zusammenhange steht, ist es, welches Problem man ge-
wohnlich als das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen bezeichnet.?

Ich werde im folgenden einfach vom Konvergenzproblem reden, wenn es
sich um die Bestimmung der Konvergenzgeraden ¢ = A handelt, dagegen werde
ich die Bezeichnung »das absolute Konvergenzproblem» benutzen, wenn es sich
um die Bestimmung der absoluten Konvergenzgeraden ¢ = B handelt.

Bei einer Potenzreihe, fiir die das Konvergenzproblem mit dem absoluten Kon-
vergenzproblem zusammenfallt, ist dies Problem bekanntlich einfach dahin zu
beantworten, dass der Konvergenzkreis die dem Mittelpunkt am nachsten gele-
gene singuldre Stelle enthdlt. Bei den Dirichletschen Reihen gilt bekanntlich
kein entsprechender Satz; so ist z. B. die Reihe

2 g:nsi)’_l — 2 (._ I)n e—slogn

nur fiir 0>o0 konvergent, wihrend die durch die Reihe dargestellte Funktion
iiber die Achse des Imagindren hinaus regular ist, ja sogar eine ganze Tran-
szendente ist.

Uber das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen haben die Herren
LANDAU und SCHNEE, unter gewissen einschrinkenden Bedingungen fiir die
Exponentenfolge der Reihe,? einige sehr interessante Sitze bewiesen, welche den
Zusammenhang zwischen der Lage der Konvergenzgeraden ¢ = 4 und der Gros-
senordnung der Funktion f(s) auf vertikalen Geraden (d. h. bei konstanter
Abszisse und ins Unendliche wachsender Ordinate f) behandeln. Es geben je-

1 Es sei die Funktion f(s) in einer gewissen Halbebene durch eine dort konvergente
Dirichletsche Reihe darstellbar; dann lassen sich bekanntlich die Koeffizienten an und Expo-
nenten An dieser Reihe aus den analytischen Eigenschaften der Funktion f(s) bestimmen. Mit
Benutzung dieser Bemerkung kann man offenbar die von Herrn Camex gefundenen Ausdriicke
fir die Konvergenzabszissen 4 und B so formulieren, dass man dadurch eine genaue Be-
stimmung der beiden Konvergenzgeraden o¢=A und ¢= DB aus den analytischen EKigen-
schaften der Funktion erbilt. Eine derart komplizierte und fiir die Anwendung véllig un-
brauchbare Bestimmung der Konvergenzgeraden der Reihe aus den analytischen Eigenschaften
der Funktion ist aber keineswegs als eine Lésung des Konvergenzproblems zu betrachten. Bei
diesem letzten Problem handelt es sich ja eben darum, den etwaigen Zusammenhang zwischen
der Lage der Konvergenzgeraden der Reihe und einfachen analytischen Eigenschaften der
Funktion zu studieren. Vergl. in dieser Beziehung auch die interessante Arbeit des Herrn W.
Scaxee: »Uber die Koeffizientendarstellungsformel in der Theorie der Dirichletschen Reiken» (Got-
tinger Nachrichten, Math. phys. Kl., 1910).

? Diese einschrinkenden Bedingungen laufen im Wesentlichen darauf hinaus, dass die
Exponenten iz nicht allzu dicht aneinander folgen diirfen, und dass ihre Verteilung nicht allzu
unregelméssig sein darf.
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doch diese Sitze nur hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der Reihe
(1) in einer Halbebene ¢ > Konst., aber keine Bedingungen, die zu gleicher Zeit
notwendig und hinreichend sind, und es ist somit das Problem: die Konvergenz-
gerade ¢-—=A einer Dirichletschen Reihe aus einfachen analytischen Eigenschaf-
ten der durch die Reihe dargestellten Funktion genau zu bestimmen, nicht durch
die oben erwihnten Untersuchungen gelést. Es ldsst sich sogar, wie ich in mei-
ner Habilitationsschrift! bewiesen habe, eine genaue Bestimmung der Konver-
genzgeraden ¢ = A iiberhaupt nicht ermitteln, wenn man sich auf die Unter-
suchung der von den Herren LanpAU und ScHNEE betrachteten analytischen
Kigenschaften der Funktion (d. h. der Regularitit einerseits und der Grdssen-
ordnung von f(o + it) bei ins Unendliche wachsender Ordinate ¢ anderseits) be-
schréankt.

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung des absoluten Konvergenzpro-
blems. Ich werde in dieser Abhandlung dieses Problem, welches meines Wissens
bisher nicht direkt in Angriff genommen worden ist, fiir eine allgemeine Klasse
Dirichletscher Reihen erledigen, namlich fiir alle solche Reihen, deren Expo-
nentenfolge im rationalen Korper linear unabhiingig ist. Es ergibt sich fir
diese Klasse Dirichletscher Reihen, dass die absolute Konvergenzgerade ¢ =B
eine Gerade ist, welche sich aus den allereinfachsten analytischen Eigenschaften
der durch die Reihe definierten Funktion genau bestimmen lisst.

Das Hauptziel dieser Abhandlung ist der Beweis des folgenden allgemeinen
Satzes:
Es seien die Elemente der Zahlenfolge

0L Ay <Ay Ky o (lim 4, == ) (2)

linear unabhdingig, d. h. es bestehe fiir kein ganzzahliges positives N eine Relation
der Form

gidy + g2+ - +gvAn=0

in ganzen rationalen nicht simtlich verschwindenden Zahlen g, g,, ..., gn.
Es sei ferner

]‘(s);—f(o+it)=iane‘in8 (1)

1 ,Bidrag til de Dirichletske Rekkers Theori> (Kopenhagen 1910), 8. 34.
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eine zur Zahlenfolge (2) gehorige Dirichletsche Reihe, die ein Konvergenzgebiet be-
sitzt.  Dann 1ist es eine fiir die absolute Konvergenz der Reike (1) fiir 0 > 0, not-
wendige und hinreichende Bedingung, dass die durch die Reihe (1) definierte ana-
lytische Funktion f(s) fir ¢ > o, requldr und beschrankt® ist.

In diesem Satze ist die Exponentenfolge (z) nur der rein arithmetischen
Bedingung unterworfen, dass ihre Elemente linear unabhingig sein sollen. Die
wesentliche Rolle, welche diese arithmetische Bedingung beim Studium des ab-
soluten Konvergenzproblems der Dirichletschen Reihen spielt, habe ich schon
an anderem Orte? gezeigt.

§ 1 des Folgenden behandelt die Frage nach den Werten, welche eine Dirichletsche
Reihe mit linear unabhéngiger Exponentenfolge auf einer im absoluten Konver-
genzgebiete der Reihe gelegenen zu der reellen Achse senkrecht stehenden Gera-
den annimmt; ich beweise hier die Existenz eines Kreisringes derart, dass die
angenommenen Werte similich in diesem Kreisringe gelegen sind, und zwar in dem
Kreisringe diberall dicht liegen. Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich wesentlich
auf einen von KRONECKER herriihrenden Satz iiber Diophantische Approxima-
tionen. KEs ist die oben erwihnte arithmetische Bedingung der Exponentenfolge
eben eingefiihrt, um diesen Satz iiber Diophantische Approximationen auf unsern
Problemkreis verwenden zu kénnen.

In §2 werden aus dem Satze des § r einige fiir das Folgende wesentliche
Hilfssdtze gezogen.

In §3 wird u. a. bewiesen: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear
unabhdngiger Exponentenfolge fiir ¢ > B absolut konvergent, fir o = B dagegen nickt
absolut komvergent; dann nimmt die Funktion f(s) in der Halbebene o > B jeden
Wert an.

In §4 beweise ich: Es besitze die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unab-
héngiger Exponentenfolge ein absolutes Konvergenzgebiet, und es sei die durch

* Unter dem Ausdruck: >Eine Funktion f(s) ist fiir ¢ > g, beschriinkt» ist zu verstehen: Es
gibt eine positive Konstante K derart, dass, fiir ¢ > a5, | f(s)] < K ist.

2 »8ur la convergence des séries de Dirichlet. (Comptes rendus, Paris, 1. August 1910).
Die obige Bedingung unterscheidet sich wesentlich von allen Bedingungen, die man bei fri-
heren Untersuchungen tiber Dirichletsche Reihen der Exponentenfolge auferlegt hat. Diese
‘letzten Bedingungen behandeln namlich stets die ungefihre Lage der Exponenten, sie sagen
z. B. aus, dass die Exponenten nicht allzu dicht aufeinander folgen diirfen oder dergleichen;
wihrend die obige Bedingung des Textes eine arithmetische Bedingung ist, d. h. eine Be-
dingung, welche die genaue Lage der Exponenten betrifft.

Acta mathematica. 36. Imprimé le 9 octobre 1912, 26
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die Reihe definierte Funktion fiir ¢> g regulir und beschrinkt; dann ist die
Reihe (1) fiir 6 > g absolut konvergent.

In § 5 erinnere ich an einen Hilfssatz des Herrn PERROX.

In § 6 wird der oben erwihnte Hauptsatz bewiesen. In diesem Satze ist
iiber das Konvergenzverhalten der Reihe nur vorausgesetzt, dass sie diberhaupt
ein Konvergenzgebiet besitzt; beim Satze des § 4, welcher Satz in dem Hauptsatze
als spezieller Fall enthalten ist, war noch die weitere Bedingung hinzugefiigt,
dass die Reihe ein absolutes Konvergenzgebiet besitze.

In den vorangehenden Sitzen war der Exponentenfolge die einzige Be-
dingung auferlegt, dass sie linear unabhidngig sei; dass diese Bedingung aber
eine wesentliche ist, d. h. dass die Sitze, wenn dicse Bedingung weggelassen wird,
nicht mehr gelten, wird schliesslich in § 7 durch passend konstruierte Beispiele
bewiesen. Es wird hier u. a. die Existenz einer, in einer gewissen Halbebene
konvergenten, Dirichletschen Reihe bewiesen, die eine fiir ¢ > o regulire und
beschrinkte Funktion definiert, und die jedoch nirgends absolut konvergiert.

In einer spiteren Abhandlung werde ich die in dieser Arbeit dargestellte
Theorie auf einige spezielle Dirichletsche Reihen verwenden, sowie eine &hnliche
Theorie derjenigen Dirichletschen Reihen entwickeln, welche in der analytischen
Primzahlentheorie die Hauptrolle spielen, nimlich derjenigen Dirichletschen Reihen

vom Typus 2%, welche eine Produktdarstellung einer der beiden Formen

n L n
SE-Wl XSl

(I + I—)‘vZ)
V4
zulassen, wo p die Primzahlen 2, 3, 5... durchliuft.
§ 1.
Es sei
f(s) = X aneint (1)

n=1

eine zur linear unabhingigen Zahlenfolge (z) gehirige Dirichletsche Reihe, die
auf der Geraden ¢ =0, absolut konvergiert; d. h. es sei die Reihe
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Elanle—l""o

n=l
konvergent.

Ich werde dann in diesem Paragraph untersuchen, welche Werte die Funk-
tion f(s)=f(o + i¢¢) auf der vertikalen Geraden ¢ = ¢, annimmt.

Es sei die foilgende Hilfsbetrachtung vorausgeschickt. Es sei

015 Q25+ Ony - - (3)

eine unendliche Folge von reellen, nicht negativen Zahlen derart, dass die Reihe

2o
nwl

konvergiert und etwa die Summe R besitzt. Ich werde dann zunéchst die Werte
bestimmen, welche die unendliche Reihe

Flo, 0500y Pny...) =293e"¢n

n=1

annimmt, wenn die Grissen ¢, ¢,, ..., ¢n, ... unabhingig von einander simt-
liche reelle Werte, oder, was auf dasselbe herauskommt, simtliche reelle Werte
zwischen o (incl.) und 27 (excl.) durchlaufen.

Es sei das Gebiet G folgendermassen definiert:

Fall 1. Wenn in der Zahlenfolge (3) ein Element ¢, vorhanden 1ist, das gros-
ser ist als die Summe aller ubrigen Glieder, d. h. wenn

On, > zgn: R—_in

n = ny

ist, bezeichne ich mit G den Kreisring (incl. Begrenzung)

R2>fz| 2,
wo
r:gnl——zgn:zgnl__R
ns<m
81,

Fall 2. Wenn dagegen in der Zahlenfolge (3) kein Element vorhanden ist,
das grosser st als die Summe aller dibrigen Glieder, bezeichne ich mit G den Kreis
(incl. Rand)
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|2] £ R.
Es gilt nunmehr der folgende
Hilfssatz 1: Es liegen die Werte von

F(q)l’ Pyseves Py o- -)=20nei(p”

n=1

samtlich im Gebiete G, und es wird jeder Wert im Gebiele G angenommen.
Beweis: Da, fiir jede reelle Folge ¢,, ¢,, ..., @n...., im Falle 1

R=0n> | 0a9| > 0n—Doa=7
Ne=| n=-l n o5& Ny

ist, im Falle 2

Zg,.e‘% <R

nel
ist, sieht man zunichst, dass die Werte von F (¢,, ¢,,..., ®n,...) simtlich im
Gebiete G liegen. Ferner ist klar, dass, wenn die Funktion F den Wert 2’ an-
nimmt, nimmt sie gewiss jeden Wert z an, fir den |z]=|2'] ist, d. h. jeden

Wert auf dem Kreis mit o als Mittelpunkt und |z'| als Radius; denn, wenn

o o3
F(@y, Gaseens @arer) = Doni¥n—z =2

ne]

und
z=|2'|eif

ist, so ergibt sich ja unmittelbar

F(p,+0—0,¢,+0—0,..., ¢gut0—0,.. )= 0nelsn+t—0"

n=1

ed
= eH8~06" | 2 On € Pn=1¢! 007/ =2,

nw=l

Um den Hilfssatz zu beweisen, geniigt es daher offenbar nachzuweisen, dass die
Funktion

IF((plx Pas s (pn,)";,z eneiwn

=1
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im Falle 1 jeden reellen Wert zwischen » und R (beide incl.), im Falle z da-
gegen jeden Wert zwischen o und R (beide incl.) annimmt.
Beweis des Falles 1. Es sei speziell

Py =0, Pn=0¢ (n=n,)

gesetzt, wo ¢ das Intervall o (incl.) bis 27 (excl.) durchlduft. Dann durchlduft
in der komplexen Ebene die Zahl

F((Pp Pasenes Pry...)= Zenei%‘:’@m‘*‘ (R‘"’Qm)e“p

Nl

einen Kreis mit dem Mittelpunkte ¢,, und dem Radius B —g,,, also Punkte,
deren Abstand vom Nullpunkte alle reellen Werte von
Q”I—(R_Q”1)=2(J”1—R:T
bis
ony + (B—gn) =R
(beide incl.) annimmt. q. e. d.

Beweis des Falles 2. Es darf offenbar ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit beim Beweise angenommen werden, dass

ist. Ferner darf g, > o angenommen werden, denn im Falle ¢, =0, d. h. g, =0
fiir alle n, ist der Satz von vornherein klar.
Es sei nunmehr N diejenige (gewiss existierende) Zahl, fiir die

N @
2> en
nel neN+1

ist, wiahrend
N-1 =
2 on = 2(’”
ne=l n=N
ist. Hierbei ist eo ipso N >2. Es sei

N @
@ =0y, p):EQn; 7=2(’n

n=2 naN+1

gesetzt. Dann erfiillen die drei nicht negativen Zahlen «, 8 und y, deren Summe
gleich R ist, die drei Relationen
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a+ 32y, et+y2p, ft+r2a; (4)

denn es ist nach Voraussetzung

N o
et p=Den> Qon—7

n=l ne= N1

sowie
B+y=XenZe =0,
nw2
und aus
N—1 e
Dons Qo
nm=l n=N
d. h.
et f—en=y+en
folgt
¢+ y>20+g—2on=pF+20,—2082 8.
@ Aus (4) folgt nunmehr unmittelbar (siehe Figur), dass
'\/\5 in der komplexen Ebene zwei Punkte P und ¢ derart
/ \ existieren, dass P auf der reellen Achse rechts vom
0 “ 7 Nullpunkte O liegt, und das

ist; mit anderen Worten, es folgt aus (4) die Existenz ciner komplexen Zahl ¢
(der Zahl, die dem Punkte ¢ entspricht) derart, dass

lg—ecl=8, lgl=7
ist. Es sel

g—a=geh, —q-=ye’s;
dann ist offenbar
o+ p’ewx + yew’ =o0.
Ich wahle nunmehr speziell
Pr=0, p,=(, = =@y=1t.0; QPny1=0¢N4z=""—=1.0,

wo die reelle Variable ¢ von o bis 1 (beide Grenzen incl.) lduft. Dann ist
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=|a+ﬁeit‘)1+7e7"09|

a0

N\ .

2 i
On€¥n

Ne=]l

IF((pl’ Prsr e v - (pn,)lz_-

eine stetige Funktion F, (2) von ¢{. Weil aber fiir t =o

Joe + p’e’wl 4 ;fe“07| =a+fg+y=R
ist, und fiir f=1
Ia + [}e"wl + ?,e’l'tg._,l =Ia + /))e@.’]l + 781'07}: o
ist, nimmt die obige Funktion F,(¢)=|F (¢, ¢5,..., ¢Pn,...)| alle Werte von
o bis R (beide incl.) an. q. e. d.

Damit ist der Hilfssatz T bewiesen.

Bevor ich zu der am Anfang des Paragraphen erwiihnten Untersuchung
iibergehe, erinnere ich noch an den folgenden KroNECKER'schen Satz {iber Dio-
phantische Approximationen, welcher fiir unsere Untersuchungen eine funda-
mentale Rolle spielt.

Hilfssatz 2: Wenn N linear unabhingige reelle Zahlen i,, 1,, ..., Ly und N
beliebige reelle Zahlen u,, u,, ..., uy sowie ¢ >0 gegeben sind, so gibt es ein reelles
T und N ganze Zahlen g,, ¢,, ..., gn derart, dass die N Ungleichungen

172, —w,—g,|<e
| Thy — 1, — g, <e¢

|TAv—un—gn| <e

samitlich erfillt sind.
Ich gehe nunmehr zum Beweis des folgenden allgemeinen Satzes iiber.
Satz 1: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhingiger Exponenten-
folge fiir ¢ = o, absolut konvergent, und es sei fir alle n=1, 2, 3,...

|an| e=nts = g,

gesetzt. Es bezeichne ferner G = G(o,) das auf Seite 203 definierte Gebiet (also den
Kreisring r<|z|< R, bezw. den Kreis |z|<R). Dann ist, fir jedes reelle t,
f(o, +it) im Gebiete G gelegen, und es liegen die Werte von (v, + tt) (— w0 < t < ®)
dberall dicht vm Gebiete G.

Beweis: Dass die Werte von

Fo, +it) = zane_zn(onﬂn (— oo <t< »)

n=1
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simtlich im Gebiete G liegen, ist, wegen |a, e=*n(%t® | =|a,|e~’n% — g,, unmittel-
bar klar. Xs sei nunmehr z eine beliebige Zahl im Gebiete @ (incl. Rand), und es
sei 0 >0 beliebig gegeben; dann ist zu beweisen: es gibt ein reelles 7' derart, dass

|f(o, +iT)y—z|< o

ist. Die Existenz eines solchen 7' wird folgendermassen nachgewiesen. Es sei
N so gewihlt, dass

i|an|e—’~n°n - ign < g

nw=N+1 n=N+1

ist, und N fest. Es sei ferner, was nach dem Hilfssatze 1 moglich ist, eine

Folge reeller Zahlen ¢,, ¢,, ..., @n, ... so gewdhlt, dass
D=1z
ne=1

ist, d. h. dass

0
2|a,,| e~*n%  ein =2

=]

ist. Dann ergibt sich fiir jedes reelle ¢, indem ich fiir alle n =1, 2, 3,... die
Amplitude der Grésse a, durch «, bezeichne,

> L2l
2 lan] eien e=nto, +it 2|a”|e—znaoei¢,,

n=1 nej

lf(go+ it)—z]:

@
é +2 2 Iaﬂl e~*n%

n=N+1

N
2 | ar | e n% (& @n—int) — givn)

nm=]

& . 24
< D lan]in | eiten=iad] | 1— et onmrad | 4

n=l

20
+ 5" (5)

N 0 ,('.-n : a”—qwn)
”“’o+"t)—zl<2|an|e-’-n°°|r—e wilgh -

n=1

Es sei nunmehr, was offenbar aus Stetigkeitsgriinden moglich ist, ¢ >0 so (d. h.
8o klein) gewihlt, dass die Summe der N Glieder
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N
2 lanle—lnu‘, . II__ eZ:u@nI
n=l
. J . .. . .
kleiner als 3 ist, wenn, fiir alle n=1, 2,..., N, die reelle Zahl 4, von einer

ganzen Zahl g, um weniger als ¢ abweicht. Wir bestimmen alsdann, was nach
dem Hilfssatze 2 moglich ist, ein reelles 7' sowie N ganze Zahlen g¢,, g¢,,..., gv
derart, dass fir alle n=1, 2,..., N

An On — Pn

2—7tT—_27~r__g" <eg¢

ist. Fiir dieses 7' ergibt sich dann weiter nach (s)

|f(6°+iT)—z|<g +2§=6.

Hiermit ist der Satz I bewiesen.

§ 2.

Wir ziehen nunmehr in diesem Paragraphen einige fiir das Folgende wesent-
liche Folgerungen aus dem Satze des § 1.

Satz 22: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Exponen-
tenfolge fiir 0 = o, absolut konvergent; es ses & >o beliebig gegeben. Dann existiert
ein reelles t, derart, dass

o w
Dlan]einn— Fayemincotrit)| < e (6)

nw=1 nw=l
ist.
Beweis: Es habe G = G (o,) die Bedeutung des § 1, d. h. es bezeichne G den
Kreisring r<|z]< R bezw. den Kreis |z|]<R. Dann folgt die Existenz eines
reellen ¢, fiir das (6) erfiillt ist, unmittelbar daraus, dass einerseits die Zahl

Lo o
R Slarfeine

nel

dem Gebiete G angehort, wihrend anderseits die Werte von

@®
flo, + it)=2ane—’-n(ﬂo+"t) (—ow<t<»)

el

in dem Gebiete G iiberall dicht liegen.
Acta mathematica. 38. Imprimé le 11 octobre 1912. 27
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Hiermit ist der Satz 2* bewiesen.
Da

la|—|b]<|a—b]

ist, folgt aus dem Satze 2% unmittelbar der

Satz 2b: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdingiger Exrponen-
tenfolge fiir ¢ —= o, absolut konvergent, und &> o beliebig gegeben. Dann existiert ein
reelles t, derart, dass

(=] e o]
2|an|e—l"°°— zan e—tnlootitd] < ¢

n=] nw=}
ist.
Wir brauchen fiir das Folgende den Satz 2® in der folgenden allgemeineren
Formulierung:
Satz 2¢: Es seien die Elemente der Zahlenfolge (2) linear unabhdngig, es seien
die M + 1 zur Zahlenfolge (2) gehorigen Dirichletschen Reihen

a =] ol
fo(s) = Zag’) e~ 'ns, f(8)= Za;‘)e*’wﬁ, ey fu(8) = zag") e n*

nel n=1 ne=1

samilich fir ¢ =0, absolut konvergent, und es sei fir jedes n=1, 2, 3,...

Amplitude (a®) = Amplitude (all’) = --- = Amplitude (ald0); (7)

es sei ferner &€>o0 beliebig gegeben. Dann gibt es ein reelles t, derart, dass gleich-
zeitig, fir alle m=o, 1,..., M,

[+ ] o
2|a£‘m)|e—zna‘,_ zai‘m) e—nloatite) | < ¢
n=1 n=1
ist.
Beweis: Wir betrachten die fiir 0 =g, absolut konvergente Reihe

o
2 by e—4ns,

ne=l

wo, fiir alle n=1, 2, 3,...

— i ] M)
bp=0a® + a4 --- 4 ol

ist. Hierbei ist auf Grund von (7)

[bal = 12| + [a] + -+ + Jao)].
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Wir wihlen nunmehr, was nach dem Satze 2® moglich ist, ein reelles ¢,
derart, dass

o«
2 by, = inlotital

ne=]

@®
2lbaletnro—

n=]

<e

ist, oder anders geschrieben derart, dass

© fed @*&
(Z|aiﬁ”|€"ﬂ"° 44 2|a§‘m|e-zna°) _l Eaﬁ» e—nldetite) 4 ...

nw=l ne=l nw=l

x
(M) g—2p(0+ite)
+ Zan"‘)e nloo+ita) | < ¢
nw=}
ist, also a fortiori derart, dass
o a o
(2|a§?’|e—lndo 4ot 2 |a20] e-lnoo) — ( Zaﬁ» e—intoptitd] 4 ...
nw=l nwm] nwl
o
+ | D ald e—inton+ita )<E (8)

n=l

ist. Wegen der fiir alle m=o, 1, 2,..., M giltigen Ungleichung

a0 k.4
21@31’"! e—Hn0o — Ea;’”)e'ln‘“ﬁ”ﬁ >0
nel n=]
folgt aber unmittelbar aus (8), dass fiir jedes m =o, 1, 2,... M
[ e
2 |aim| e—no— 2 alm) e=inlostitd | <
nel nw=]

ist. q. e. d.

Korollar: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhéngiger Ex-
ponentenfolge fiir ¢ >« absolut konvergent; dann ist bekanntlich, wie sehr leicht
zu bewsisen, fiir jedes m =o, 1, 2,... die Reihe

i An (__ l,,)'" e—'ns
n=]

fiir 0>« absolut konvergent und stellt die Funktion f (s) dar. Ferner ist ja

Amplitude (an,A™) = Amplitude (an).
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Es ldsst sich daher der Satz 2¢ auf den Fall anwenden, wo 6, =a + 1! ist, wihrend
fiir jedes m=o0, 1, 2,... M

)= (0= Snig i
fnim]

tst. Dies werden wir spiter verwenden.

Satz 3: Es sei die Dirichletsche Reihe (1) mat linear unabhdngiger Expo-
nentenfolge fiir ¢ > B absolut konvergent, fiir ¢ = B dagegen micht absolut konvergent,
dann ist die durch die Reihe (1) dargestellte Funktion f(s) fir ¢ > B nicht be-
schrankt, d. h. nach Annahme einer beliebig grossen positiven Grosse K ldsst sich
eine Zahl s, =0, + it, derart wdhlen, dass

g, > B, I/ (s0)| > K
ist.
Beweis: Aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe mit reellen nicht
negativen Gliedern

o
Zlanle—lnB

fim]

folgt die Existenz eines ganzzahligen N derart, dass

N
Dlanle B> K + 1

n=1
ist. Nunmebr wéhlen wir ein ¢,> B derart, dass

N
Dlaafeinn>K +1

ne=l

ist, was aus Stetigkeitsgriinden moglich ist; dann ist a fortiori

Dlan]en%> K +1.

=l

Ferner lisst sich nach dem Satze 2* ein reelles ¢, derart wihlen, dass

e @
I 2 | @n] e—nt — 2 @, e=inlotit) | < 1

ne=l ne=l

! An Stelle von 1 kénnte natiirlich auch jede andere positive Konstante stehen.
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ist. Dann ergibt sich fiir dieses ¢,

If (o, + ito)lizlanle_;'"%_lEIGnIe""n%—f(ao +it){>K+1—1=K.

nml n=1

Damit ist der Satz 3 bewiesen.

§ 3.

Es moge die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhingiger Exponenten-
folge ein absolutes Konvergenzgebiet besitzen; ich werde dann in diesem Para-
graph diejenigen Werte bestimmen, welche die Funktion f(s) im absoluten Kon-
vergenzgebiet der Reihe annimmt. Es sei zundichst derjenige Fall betrachtet,
in dem die Reihe eine im Endlichen gelegene absolute Konvergenzgerade o = B be-
sitzt, d. h. es sei B endlich und die Reihe (1) fiir ¢ > B absolut konvergent,
fiir 0 < B nicht absolut konvergent. Es sind nunmehr zwei Fille zu unterschei-
den, je nachdem die Reihe (1) auf der absoluten Konvergenzgeraden ¢ — B abso-
lut konvergiert oder nicht. Ich fasse zunichst den zweiten Fall ins Auge. Es
gilt hier der folgende

Satz 42: Es mdge die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Ezx-
ponentenfolge fiir o> B absolut konvergieren, fiir c = B dagegen micht absolut kon-
vergieren. Dann nimmt die Funktion f(s) in der Halbebene o > B jeden Wert an.

Dem Beweis dieses Satzes wird der folgende, mit Benutzung des Satzes 1
sehr leicht beweisbare Hilfssatz vorausgeschickt.

Hilfssatz 3: Es seien die Voraussetzungen des Salzes 4° erfillt, und es sei
die komplexe Zahl a beliebig gegeben. Dann existiert eine reelle Zahl o,> B derart,
dass die Funktion

1

f(s)—a
fir o> o, reguldr ist, sowie, bei jedem o< e <1, tm Streifen
Oy +e<o<0,+1

beschrdankt ist, wihrend sie auf der Geraden o = o, nicht beschrinkt ist.
Beweis: Aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe

o0

2 |an|e—"no

nel
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fir o < B folgt zunichst, dass die Koeffizienten a, der Reihe (1) nicht samtlich
gleich o sind. Es darf daher offenbar beim Beweise a,-=0 angenommen werden.
Es habe, bei jedem festen ¢ > B, das Gebiet G = G (¢) die Bedeutung des § 1 (d. h.
es sei G der Kreisring r<|z|< R bezw. der Kreis |z|<R). Es sind nunmehr
zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem die gegebene Zahl a verschieden von o
oder gleich o ist.

Fall x. a=Fo.

Es sei, fir jedes ¢ > B,

R =R(o)= Ela,,le—ln"

n=1

gesetzt; die hier fiir ¢ > B definierte Funktion R (¢) ist dann bekanntlich, und
wie sehr leicht zu beweisen, eine stetige Funktion, die mit wachsendem o stets
abnimmt, und es ist

lim R (0) =o; lim R{c)=w.
=4 o= B

Es folgt hieraus die Existenz einer reellen Zahl ¢, > B derart, dass
B (00) = Ia’l
ist. Dann ist, fir o> g,

[f(s)—al>]a]—]|f(s)|>|a|— R (o) = R (0,) — E(0) >0,
also ]‘—(S—)I——&a, fir ¢ >0, regular. Ferner ist, bei jedem ¢>o0, die Funktion

f(sA)I:—a in der Halbebene ¢ >o0,+ ¢ (also a fortiori, bei jedem o0<e<1, im

Streifen ¢, + ¢ <0 <o, + 1) beschrinkt; denn es ist fiir 6 >0, + ¢

l1(s) —al2la|—|f(s)| 2 |a] — R(0) > R(0,) — R (0, + ¢).

Es ist dagegen L auf der Geraden o — g, nicht beschrinkt, denn es gehort

fs)—a
ja nach § 1, wegen R(0,) =|a|, der Wert a dem Gebiete G = G'(o,) an, so dass
f(o,+ 2t) (— o <t< o) beliebig nahe an a herankommt.
Fall 2. a=o.
Da, fiir alle 6 > B, R= R (o) positiv ist, ist in diesem Falle fiir kein ¢> B,
R(c)=|a], und es muss daher die im Falle 1 verwendete Beweismethode hier
etwas geiindert werden. Es sei, fiir jedes ¢ > B,
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* <]
1y =nr,(0) =|a,|e~"7— 2 fan]e—*n®

nm=2

gesetzt; die hier fiir ¢ > B definierte Funktion 7, (¢) ist dann eine stetige Funk-
tion, die bekanntlich fiir alle hinreichend grosse ¢ positiv ist, und es ist

lim ¢, (0) = — .
o~B

Es folgt hieraus die Existenz einer reellen Zahl o, > B derart, dass
r (0,) =0

ist, wihrend, fir o> g,
r, (6) >0

ist. Dann ist fiir 6> g,

a
1/ (92, es0— Dlan]en* =7,(0) >0,

7 =2

also die Funktion - —- "~ fiir 6> o, regulir; ferner ist, fiir jedes o <e<1,

f(s)—o  f(s)
die Funktion f_f?) im Streifen ¢, + e<0<o,+ 1 (picht aber in der ganzen

Halbebene ¢ > 0, + ¢) beschriankt; denn es ist in diesem Streifen
[f(8)I27 (0) 2m>o0,

wo m=m{(¢) das Minimum der stetigen Funktion 7, (¢) im Intervall 6, + e< 0 <o, + 1

bedeutet, in welchem Intervall » (o) >0 ist. Dagegen ist die Funktion — auf

f(s)

der Geraden o = ¢, nicht beschrankt; es ist namlich, wegen

. @
i (00) =la,le=hm — X [an[e=inn —o,

nw=2
in der unendlichen Reihe

fed

Dlan|erne

fi=]

kein Glied grosser als die Summe aller iibrigen Glieder, so dass o dem Gebiete
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G(o,) angehort, und es nimmt somit die Funktion f (g, + ¢#) (— o <t < ) beliebig
kleine Werte an.

Es ist hiermit der Hilfssatz 3 hewiesen.

Ich gehe nunmehr zum Beweise des Satzes 42 iiber.

Es sei a eine beliebige komplexe Zahl, dann ist zu beweisen: es nimmt die
Funktion f(s) fiir 6 > B den Wert a an. Es habe ¢, =0¢,(a) die Bedeutung des
Hilfssatzes 3, also insbesondere: es ist f(s)==a fir ¢>0,. Ich werde dann
beweisen: es nimmt, sogar bei jedem &> o, die Funktion f(s) in der Halbebene
0 >0,—e& den Wert a an. Gesetzt, dies sei nicht der Fall, dann gibe es eine

feste Zahl ¢ >0, die ich <o¢,— B sowie <§ annehmen darf, derart, dass f(s) in

der Halbebene ¢>o¢,—e verschieden von a wire. Es bezeichne unter dieser
Annahme F(s) einen beliebigen, fiir 0 > ¢,— e reguléren Zweig der Funktion

log (f(s)—a).

Dann ist, im Streifen 6,—e<a<g, + 1, R(F(s))! nach oben beschrinkt, denn
es ist in diesem Streifen

R(F (5)) = R (log (f(s) —a)) = log 11 (5) —al < log | Blas]entee=0 + faf) < K,,

n=1

wo die positive Grosse K, (sowie in der Folge K, >0, K,>o0,...) von s nicht
abhingt.

Ferner ist, auf der Geraden ¢ =g, + e, R(F (s)) auch nach unten be-
schriinkt, d. h. es ist fiir 6 =0, + ¢

—R(F(s) <K,

denn es ist

—R(F(s)) = log

o
jls)—a

und, nach dem Hilfssatze 3, die Funktion fiir o ==0, + ¢ beschrinkt.

T

f(s)—a
Nun hat aber Herr CARATHEODORY bewiesen:
Es sei die analytische Funktion F(s) fir |s—8,| <r reguldr und A das

Maximum von R(F (s)) fir |s—s,|<r. Es sei 0<e<r. Dann ist fiir |s—s,|Ze

! R(2) bedeute stets den reellen Teil einer komplexen Zahl z.
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IRFEILIRE @)L +24 -2

r—e 9
Wir wenden nun diesen CARATHEODORY’schen Satz an auf die Funktion
F (s) = log (f (s) —a),
den Punkt
8,==0, + e+ it (—o<t<x)
und die Zahlen
r=2e, g=e=€.

Die Voraussetzungen des Satzes (d. h. insbesondere die Regularitit von F(s)
fir |s—s,|<r) sind offenbar erfiillt; denn es gehort ja der Kreis |s—s,| <7
dem Streifen ¢,—e <06<0,+ 1 an.

Ferner ist im Streifen 6,— e <0 <0, + 1, also a fortiori im Kreise |s —s,| <7,

R(F(s)) < K,,
d. h. es ist die Zahl 4 < K,, und aus

R(F () <Ky,  —R(F(s) <K,
folgt
IR(F (s )< K,

wo K; die grossere der beiden positiven Zahlen K, und K, bedeutet.
Der CaraTHEODORY’sche Satz ergibt alsdann fiir |[s—s,|] <o =¢

2e+e e _
ISR(F('S))I<K32€__€+2Kx26__e_3K3+2K1 K,.

Es wire also insbesondere im Punkte s=o, + ¢¢, der vom Punkte s, genau
den Abstand ¢= e hat,

{R(F(NI<K,,
also a fortiori
— R(F (0, + it)) < K,. (— o<t <)
Die Funktion
f(s)I— 7| = EFW

Acta mathematica. 36. Imprimé le 12 octobre 1912, 28
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wire also auf der Geraden o =0, beschrinkt, im Gegensatze zu den Voraus-
setzungen.

Es muss also unsre Annahme f(s)==a fiir ¢ >0, —e falsch gewesen sein.

Damit ist der Satz 4* bewiesen,

Dem Satze 4* schliesst sich der folgende Satz 4® an, der den Fall be-
handelt, in dem die Reihe (1) auf der absoluten Konvergenzgeraden ¢ = B absolut
konvergiert,

Satz 4b. Es set die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Expo-
nentenfolge fir o> B absolut konvergent, fir ¢ < B dagegen nicht absolut konver-
gent, und es sei a,==o0. Dann liegen die Werte, welche f(s) in der Halbebeneo > B
annimmt, simtlich im Innern (excl. Rand) des Kreises |z| < R, wo

R= R(B)= Y |as|e /B

n=1

tst; und es mimmi die Funktion f(s) in der Halbebene o > B jeden Wert vm In-
nern des Kreises |z|< R, bezw. jeden Wert im Innern des Kreises |z| < R ausser
den einzigen Wert o, an, je nachdem

[e o
Iale—’-'B|< ZIine—;'lLB

N}

bezw.

la,e47] > 3 lan|ein?
ne=2
18t

Die Ausfiihrung des Beweises dieses Satzes iiberlasse ich dem Leser, da er
im Wesentlichen ganz wie der des Satzes 4 verliuft.

Die beiden Sitze 4* und 4® behandelten den Fall, dass die absolute Kon-
vergenzabszisse der Reihe (1) im Endlichen gelegen war. Es sei nunmehr der-
jenige Fall betrachtet, in dem die Reihe (1) iiberall absolut konvergiert. Hier gilt
der folgende ‘

Satz 4¢. Es moge die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Ex-
ponentenfolge in der ganzen FEbene absolut konvergieren, und es mogen mindestens
zwes der Koeffizienten der Reihe von o verschieden sein.! Dann nimmit die in der
ganzen Ebene reguldre Funktion f(s) jeden Wert an.

! Wenn die Koeffizienten der Reihe (1) siimtlich gleich o0 sind, nimmt die Funktion f(s)
nur den Wert 0 an; wenn nur ein Koeffizient ==0 ist, nimmt f(s) jeden Wert ausser o an.
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Der Beweis dieses Satzes verlauft wortlich wie der Beweis des Satzes 43,
wenn nur in dem letzten B iiberall durch — <« ersetzt wird.

Schliesslich will ich noch erwihnen, dass ich durch eine tiefergehende
Untersuchung, auf die ich hier verzichte, das folgende allgemeine Resultat be-
wiesen habe, aus welchem offenbar die obigen Sitze 4%, 4* und 4¢ speziell abzu-
leiten sind: Es ist die Menge M(o,) aller Werte, welche die Dirichletsche Reihe (1)
mit linear unabhdingiger Exponentenfolge in unendlicher Néihel der im Innern des
absoluten Konvergenzgebietes gelegenen vertikalen Geraden o = o, annimmt, mit der
Menge aller Zahlen, welche in der komplexen Ebene im Gebiete G(o,) (d. k. im Kreis-
ringe r <|z| < R, bezw. im Kreise |z| < R) gelegen sind, identisch.

§ 4.

Satz 5. Fs besitze die zur linear unabhdingigen Exponentenfolge (2) gehorige
Dirichletsche Reihe (1) ein absolutes Konvergenzgebiet, und es mége die durch die
Reihe definierte Funktion f(s) fiir 0 > 8 reguldr und beschrinkt sein. Dann st die
Reihe (1) fiir 0 > B absolut konvergent.

Beweis: Es ist nach Voraussetzung eine reelle Zahl « derart vorhanden, dass
(1) fiir ¢ >« absolut konvergiert; da fiir 8>« der Satz trivial ist, darf beim Be-
weise § <o angenommen werden.

Es ist ferner nach Voraussetzung die Funktion f(s) fiir ¢ > # beschrinkt,
d. h. es gibt eine positive Zahl K derart, dass fiir ¢ >

, )< K
ist.

Es sei nunmehr d>o0 beliebig gegeben; dann lautet die Behauptung: es
ist die Reihe

3
2 [@n]e—int3+0)

n=1

konvergent. Es darf hierbei offenbar d <1 angenommen werden.
In der Umgebung von s=co + 1 +:7, wo 7 eine beliebige reelle Zahl be-
deutet, mit einem Radius » =#(T) >« + 1 —# gilt die Potenzreihenentwickelung

fs) = i(s——(a + 1+ 7)™

m/

f e+ 1+ T);

m=0

! Unter dem Ausdruck: es nimmt die Funktion f{s) den Wert #z in unendlicher Nihe der
Geraden o=, an, ist zu verstehen: Bei jedems ¢ >0 nimmt die Fanktion f(s im Streifen
0,—0 <a< oo+ ¢ den Wert z an,
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denn es ist ja nach Voraussetzung die Funktion f(s) in der Halbebene o> g
reguldr.
Weil aber nach Voraussetzung, fiir [s— (¢ + 1+ ¢T)|La+1—3,

[f(8)I<K

ist, so ergibt sich die Existenz einer Konstanten (d. h. einer von T unabhdngigen
Grosse) K, =K, (e, B, §, K) derart, dass, fir |s—(e¢+ 1 +:T)|<a+1—8—9,

w

2

M0

(s—(e+1+2T))m
m/!

cfm (e + x +iT)|<K,
ist.t

Hieraus folgt speziell im Punkte s =8 + d + ¢T, der vom Punkte o + 1 +:T
genau den Abstand « + 1-—g8—4J hat, die Ungleichung

o

2

mm=(

(e +1—p —d)m

m/

(— 1) fom (e + T+ iT)|<K1 (0)
d. h., wenn ich fiir alle m=o, 1, 2,...

(—1ymfomi (@ + 1 +iT) = 2 @ dm g=inlat14iD)
nw-l
einfiihre,
o kel
e+ 1—B—~—0)" .
2( + m;g ) 2 anzz;e—-).n(a'* 14¢7)
m=0 ’ nel

<K,

Ich werde nunmehr zeigen, und dieser Nachweis ist der Kern des Beweises,
dass man aus der fir alle reellen 7 giltigen Ungleichung (9) die Konvergenz
der Doppelreihe mit reellen nicht negativen Gliedern

Qe +1—F—0)" &

2 p— 2,(1”'1;:; e—nle+1)

m=0 n=1

folgern kann, ja sogar beweisen kann: es ist

1 Es ist hier der folgende Satz angewendet: »Es sei 0 < r; < vy, und die durch die Potenz-

reihe ZAm am dargestellte Funktion F(x) fir |xler, regulir, sowie, fir fx|<rs, | Fx)l <k;
m=0
o

dann gibt es eine Konstante ky =k (r,, vy, k) derart, dass fir zlcr, Z | Amam| < &, st

mw=(
Die Richtigheit dieses Satzes ist unmittelbar einzusehen. Aus [F(z)] < k fir |z]|<rs folgt
niamlich fir alle m =o0, 1, 2,... die Abschitzung | 4dm| < k:7,m, und hieraus ergibt sich weiter

fiir o] <r

N Q [r\™ ¥
2|Awm|<k2(,—;) =k =h aqed

me=Q m=0
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o I __Am o
Z(a+1m§)‘ d) S janimeintern < K,

m =0 =]

wo K, die obige Konstante bedeutet.
Gesetzt, dies sei nicht der Fall, dann wiirde ein ganzzahliges M derart
existieren, dass

M
E(Ot-*-Im/ﬂ a)ym 2'(1 Ilme_/”(u+l)_K >K,

m=0 n=l

wire. Hieraus ergibt sich aber ein Widerspruch in folgender Weise.

Es sei
& == Kz“‘Kl
i (¢ + 1—B—0d)m
m!

mm=0
gesetzt, und zu diesem ¢, was nach dem Satze 2¢ (vergl. Korollar dieses Satzes)
moglich ist, die reelle Zahl ¢, so gewihlt, dass fiir alle m=o, 1, 2,... M

-3

Zlan | AZL e—*plat+l) I (.__ I)’" /(m) (a + 1+ f[to)l <

n=1

ist. Dann ergibt sich fiir dieses ¢,

M m Y S
Pl et TR Y TR TN ek bt Skl FPN TP

m/ m!
m=0 m=0 n=1
M
a+1—p—0 .
— 2( mf ) (2'“ IA.’"G—;'ﬂ(u"H) _I — I ,’(m)( + 1+ zto) |)
m=0 n=1
>K—82a+1— _6) ;:Kz"‘(-Kz_Kl):
me=(

also a fortiori

2(a+ I_ﬂ—a)ml(‘_l

m! ymfm (o + 1+ ity)| > K,

m =0
im Gegensatze zu der fiir alle reellen 7' giltigen Beziehung (9).
Aus der somit bewiesenen Konvergenz der Doppelreihe mit reellen nicht
negativen Gliedern

i(a'{*lﬁ—/—a Zia |A'" —ipla+1)
m!

m =0 n=1

folgt nunmehr die Konvergenz der durch Summationsvertauschung entstehenden
Doppelreihe
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m/! n
n=1 m=0
d. h. die Konvergenz von
- o
2 [@n] e=2nlu4)) | ghplati-i—0) — 2 | @n] eintd ),
n=] n=1

Damit ist der Satz V bewiesen.’

§ 5.

Es ist in dem vorangehenden Paragraph bewiesen: Es besitze die Dirich-
letsche Reihe (1) mit linear unabhingiger Exponentenfolge ein absolutes Kon-
vergenzgebiet, und es moge die durch die Reihe definierte Funktion fiir ¢ >
reguldr und beschriunkt sein; dann ist die Reihe (1) filr ¢ > £ absolut konvergent.

Ich werde nunmehr im folgenden Paragraph, d. h. im § 6, beweisen, dass
in dem obigen Satze die Voraussetzung der Existenz einer absoluten Konver-
genzhalbebene glatt weggelassen werden kann, oder vielmehr durch die (wie es
in der Natur der Sache liegt, notwendige) Voraussetzung ersetzt werden kann:
es besitze die Reihe (1) iiberhaupt ein Konvergenzgebiet.

Wie der Leser bemerkt haben wird, stiitzte sich die Beweismethode des § 4
wesentlich auf die dort vorausgesetzte Existenz eines absoluten Konvergenzge-
bietes. Ich wende daher im §6 eine ganz andere Beweismethode an, die iibri-
gens keinen Gebrauch von dem im § 4 gewonnenen Resultate macht.

In diesem Paragraph s erinnere ich an einen fiir den Beweis des Satzes in
§ 6 wesentlichen Hilfssatz des Herrn PERRON.

* Die oben verwendete Beweismethode, nimlich von der TavLror'schen Reihenentwicke-
lung der durch die Dirichletsche Reihe dargestellten Funktion auszugehen und dann nachher
durch Summationsvertauschung einer Doppelreihe zu der Dirichletschen Reihe zuriickzukehren,
ist zuerst von Herrn LaNpau benutzt, der sie verwendet um den folgenden Satz tiber Dirich-
letsche Reihen mit positiven Koeffizienten zu beweisen: »Es habe die Dirichletsche Reihe

zdn €= 8, wo stets an >0 ist, die im Endlichen gelegene Konvergenzgerade s = A. Dannists= A

ein singulirer Punkt der fiir ¢ > A dwrch die Reihe definierten Funktion f(s)> Beim Beweise des
Lawpau'schen Satzes war die Erlanbnis der Summationsvertauschung der dort vorkommenden
Doppelreihe von vornherein klar, weil ihre Elemente simtlich >0 waren. Beim obigen Be-
weise des Textes dagegen, war es gerade die wesentlichste, und erst durch Heranziehen des
recht tief liegenden Satzes I zu iiberwindende Schwierigkeit, die Erlaubnis dieser Summations-
vertauschung der Doppelreihe zu beweisen.
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Es ist bekanntlich, und mit Hilfe des Caucmy’schen Integralsatzes sehr
leicht zu beweisen, fiir y > o
rie i
ys
T egdszy x?ry>o
2y ) 8 o fir y<o,

y—im

wo das Integral rechts lings der vertikalen Geraden 6 —y von y—io bis
7+t erstreckt ist.

Herr PErrON hat, von dieser Formel ausgehend, bewiesen: Es besitze die
Dirichletsche Reihe (1) ein Konvergenzgebiet, und es sei die Gerade ¢ =y, wo
7 >0 ist, im Innern des Konvergenzgebietes gelegen; es sei ferner x eine be-
liebige reelle Zahl; dann ist

y+io 7Hio
1 evs I I X )
— | = fls)ds = — ~2a e(’—’-n)sds=2a r—Ay).
Wfsgm stg ; (2 — )
7—im y—~iw Tl In<z
Dureh Anwendung einer einfachen Variabelntransformation s =g —s, lisst sich

dieser PERRON’sche Satz auch so formulieren:

Hilfssatz 4: Es besitze die Dirichletsche Reike (1) ein Konvergenzgebiet, und
es set 6 =y 1m Innern dieses Konvergenzgebietes gelegen; es sei ferner s, eine kom-
plexe Zahl, fir die R(s,) <y ist, und es sei x eine reelle Zahl. Dann ist

7+t®
I ez(s~.x°) -y S0
sri) oy s = Bla—taueinn

y—i® g <z

§ 6.

Satz 6: FEs besitze die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Ex-
ponentenfolge ein Konvergenzgebiet, und es moge die durch die Reihe definierte Funk-
tion f(s) fir o>8 reguldr und beschrinkt sein. Dann ist (1) fiir ¢ > 8 absolut
konvergent.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante K derart, dass fiir
o2f

(9| <K
ist.
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Es sei d>o0 beliebig gegeben; dann ist zu beweisen: Die Reihe (1) ist fiir
o6 =@ + 0 absolut konvergent.

Ich bemerke zunichst, dass die Funktion f (s) auf der Geraden 6 =g 4 ¢
beschriankt ist; denn es ist nach dem CavcHY’schen Satze, fiir jedes reelle ¢,

s)
Fg+d+it)= 2nzf(s—(,8+d‘+zt))ds

wo das Integral rechts lings der Kreisperipherie C mit dem Mittelpunkte £ + d + 7t
und dem Radius 0 erstreckt ist; und hieraus ergibt sich sofort

1f(B+d+i)|< Jyadﬂ—*

wo K' von ¢ nicht abhingt.
B4iV riT Es sei nunmehr y> g + 6 eine reelle Zahl, die
im Inneren des Konvergenzgebietes der Reihe (1)
gelegen ist. Es sei 7' eine beliebige reelle Zahl, und

+s es sei s=p8+ 0+ +T gesetzt. Is sei ferner z>1
} eine feste positive Zahl. Dann ist nach dem Hilfs-
| satze 4 des § 5
|
i 7+io
p18+a T I ex(s—3)
= = — — n%,
27e) (8—8, Zan v e (xo)
y—io in<lz

wo das Integral links ldngs der Geraden o=y er-
streckt ist.

B—iU r—iU Wir wenden nunmehr den CavcHy’schen Satz
auf den Integranden

und das Rechteck
[y—«U, y+2V, g+iV, §—1U]
an. Dann ergibt sich fiir alle hinreichend grosse U und V

r+iV p—U B4iV 7V

271” F(s)ds= —fF(s)ds + —f

[ 174 y—iU B+z 14

)+ f(s); (x1)
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denn es ist die Funktion

F(s)———(—?—_(;'—;}f(s)

im Rechteck und auf dessen Begrenzung iiberall regulir bis auf den einzigen
Punkt s = s,, wo sie einen Pol der zweiten Ordnung mit dem Residuum =z f(s,)+f'(s,)
besitzt. 1

Lassen wir nunmehr in (11) U und ¥ gegen « wachsen! Dann konvergiert
das erste und dritte Integral rechts gegen o; denn es ist auf den beiden Strec-
ken (y—+U, g—¢U) und (B + 1V, y +1V)

z (8— ex(r—(8+0)) L

£0)
|F(s)|=1F (o +it)] = é__——mf(s)|<vjﬁ K=a=7y

wo k von ¢, d. h von U und V, nicht abhingt.
Ferner konvergiert, nach (10), die linke Seite von (11) gegen

2 Oy (x—A,) e~ tn%,

ipn<z
Es folgt daher aus (11)
A+io
Stz —in) et = L f Fla)ds + z](s;) + ['(s0). (12)
Ap<wm A
n B—im

Untersuchen wir zunichst das erste Glied auf der rechten Seite von (12), und
setzen wir die Variable s gleich g + ¢¢, wo die reelle Variable ¢ von — o bis
+ o lduft; dann ergibt sich

B4+io

1 I T (B+it—(8+04:T)) L.
?Efms)dszzni Bri—( o imp P+iidi=
B—t> —
I [0 es(=o+itt=—T ,
~ix) Car =T/ B Hi0dl
also

! Die Formel (11) gilt, wie unmittelbar zu ersehen, auch in den beiden speziellen Fallen
f(8) =0, f'(s0)==0, bezw. f(8) =0, f (8) =0, wo die Funktion F(s) im Punkte 8 einen Pol der
ersten Ordnung, bezw. eine regulire Stelle besitzt.

Acta mothematics. 35. Imprimé le 14 octobre 1912, 29
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B+ice o ®
. ? K du
X F(s)dsl<}_e-msKj~__‘y___ A 20
2701 270

- %% K <K,
R+ ({E—T3¢ 2=n ¢¥ + ul <A
B—iw —®

wo K, >0 (sowie in der Folge K,, K,, K,,...) von T und z(>1) unabhdngig ist.
Ferner ist

l2f(so) + f(s)] <K+ K'<z(K+ K')<zK,.
Es ergibt sich daher aus (12)

I Zane—ln-'o(x—l,‘)|<Kl+ xK,<zK,.

p<z
Es ist somit fiir alle reellen 7' bewiesen, dass

I Zan(x—ln)e‘ln‘“"””l<xK3 (13)
Ip<ax

1st, wo K, von T und z(>1) nicht abhdngt.
Wir wihlen nunmehr, bei festem z > 1, ein reelles ¢, derart, dass

2 lan](x — i,) e—?ntd+® _I 2 A (2 — Ap) e~ 'mtd+o+ita | < 1 (14)
In<lz lp<z

ist. Eine solche Wahl ist nach dem Satze 2 des § 2 moglich; man hat ihr nur
auf die fiir 0 =g + J absolut konvergente Dirichletsche Reihe

24
2 b” e—).,,s

n=l

anzuwenden, wo

n =

an(x—24,) fir i, <z

) fir A,> 2
ist.

Aus (13) und (14), wenn in der ersten Ungleichung 7T speziell gleich ¢, ge-
setzt wird, ergibt sich nun weiter

S an](@— in) e=20+9 < 2K, + 1 <2 (K, + 1) <2 K,,
in<lz

also a fortiori
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z Ianle—ln(ﬂ+d) (x'—ln) <z Kn

x
12< F

S [an] e=n i+ (g) <z K,

z
ln< E

x
5 Z fan|e—n B+ <z K,

x
In<g

2|an|e—z,,(ﬁ+o) <2K,= K.,

4
In< §

wo K; von x unabhingig ist. Dies gilt fiir jedes > 1. Es ist folglich die Reihe
mit reellen nicht negativen Gliedern

oD
2 | @y fe—nt3+0)

n=1

konvergent. Damit ist der Satz 6 bewiesen.
Es ldsst sich nunmehr der Beweis des in der Einleitung erwahnten Haupt-
satzes in wenigen Worten fiihren.

Hauptsatz: Es besitze die Dirichletsche Reihe (1) mit linear unabhdngiger Ex-
ponentenfolge ein Konvergenzgebiet. Dann ist es eine fir die absolute Konvergenz
der Reihe (1) fiir ¢ > f notwendige und hinreichende Bedingung, dass die durch die
Reihe definierte Funktion f(s) fiir 6 > 8 reguldr und beschrankt ist.

Beweis. 1.) Die Bedingung ist notwendig; denn aus der absoluten Kon-
vergenz der Reihe (1) fiir 0 > 3 folgt erstens die Regularitit von f(s) fiir o > 3;
ferner ist, der fiir ¢ > g giltigen Ungleichung

|f(8) li EIG,J e“)'n.?

n=1

zufolge, f(s) in der Halbebene o > 8 beschrinkt.

2.) Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn es sei f(s) fir ¢> 8,
also a fortiori, bei jedem &> o, fiir ¢ > 8 + ¢, regulir und beschrinkt; dann ist,
nach dem Satze 6, die Dirichletsche Reihe (1) fir ¢ >p + ¢, d. h. fiir 6> 3,
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absolut konvergent. Es ist aber die Reihe (1) auch fiir 0 =g absolut konver-
gent, denn wenn dies nicht der Fall wire, dann wiirde nach dem Satze 3 des
§ 2 folgen: ves ist f(s) fiir ¢ > g nicht beschrankt,» im Gegensatze zu den Voraus-
setzungen.

Damit ist der Hauptsatz bewiesen.

Wie unmittelbar einzusehen, lisst sich der Hauptsatz auch folgendermassen
formulieren:

Es besitze die Reihe (1) mit linear unabhdngiger Exponentenfolge ein Konver-
genzgebiet; dann sind drei Falle zu unterscheiden:

Fall 1. Es sei fiir kein reelles o, die Funktion f(s) fiir ¢ >0, reguldr und
beschrinkt; dann ist die Reihe (1) nirgends absolut konvergent.

Fall 2. Es sei fiir jedes reelle o, die Funktion f(s) in der Halbebene o > o,
reguldr und beschrdnkt; dann ist die Reihe (1) dberall absolut konvergent.

Fall 3. Es mégen zwer Zahlen o, und o, derart existieren, dass f(s) in der
Halbebene o> 0, reguldr und beschrdinkt ist, dagegen in der Halbebene ¢ > 6, nicht
sowohl requldr als auch beschrinkt ist, und es bezeichne unter dieser Annahme B
diejenige reelle Zahl, fir welche, bei jedem ¢ >0, f(s) tn der Halbebene ¢ > B + ¢
reguldr und beschrankt tst, dagegen in der Halbebene o > B — & nicht reguldr und
beschrankt ist. Dann ist B die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (1). Ferner
18t (1) auf der absoluten Konvergenzgeraden ¢ = B absolut konvergent oder micht, je
nachdem f(s) in der ganzen Halbebene ¢ > B (nicht etwa in der Halbebene ¢ > B +¢)
beschrinkt ist oder nicht.

In nicht ganz priziser Ausdrucksweise lasst sich der Hauptsatz auch so
formulieren: Eine Dirichletsche Reihe mit linear unabhingiger Exponentenfolge
ist stets so weit und nur so weit absolut konvergent, als die durch die Reihé
dargestellte Funktion regulir und beschrinkt bleibt.

§7.

In dem Hauptsatze, sowie in allen Sdtzen der Paragraphen 1, 2, 3, 4 und
6, ist die Exponentenfolge der (und nur der) Bedingung unterworfen, dass ihre
Elemente linear unabhéngig sein sollen. Diese Bedingung wurde in § 1 einge-
fiihrt, um den KrONECKER’schen Satz iiber Diophantische Approximationen auf
unsren Problemkreis verwenden zu konnen. Die Einfilhrung jenes KRONECKER'-
schen Satzes gestattete uns in § 1 den Satz 1 zu beweisen, welcher letzte Satz
gewissermassen die Grundlage der in dieser Abhandlung dargesteliten Theorie
bildet. Es fragt sich aber nunmehr, ob diese arithmetische Bedingung, welche
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der Exponentenfolge auferlegt ist, nur fiir die von uns verwendete Beweisme-
thode notwendig ist, oder aber ob sie eine fiir die Sitze selbst (in erster Linie
fiir den Hauptsatz) wesentliche Bedingung ist, d. h. ob die Sitze noch bestehen
bleiben, wenn in denselben die einschrinkende Bedingung fiir die Exponenten-
folge weggelassen wird.

Ich werde nunmehr in diesem letzten Paragraph beweisen, dass dies letzte
nicht der Fall ist, d. h. dass die arithmetische Bedingung der Exponentenfolge in
der Tat eine fir die Probleme selbst wesentliche Bedingung ist. Der Kiirze halber
werde ich mich nur mit dem Hauptsatze sowie mit dem Satze 4% des § 3 be-
schiftigen.

Es sei zunéchst der Satz 4* ins Auge gefasst.

Dieser Satz sagt aus: Es nimmt eine Dirichletsche Reihe mit linear unab-
hiéingiger Exponentenfolge, die fiir ¢ > B absolut konvergiert, fiir ¢ = B dagegen
nicht absolut konvergiert, in der Halbebene ¢ > B jeden Wert an.

Dass dieser Satz nicht allgemein besteht, wenn die arithmetische Bedingung
fir die Exponentenfolge weggelassen wird, folgt unmittelbar durch Betrachtung
der folgenden speziellen, zur linear nicht unabhingigen Exponentenfolge 2,—n
gehorigen, fiir 0 >0 absolut konvergenten, fiir ¢ = o dagegen nicht absolut kon-
vergenten Dirichletschen Reibe

—38 o0
- [4 — — ze—ns_

n=1

8
—, in der Halbebene ¢ >0 z. B. keinen Wert im

Es nimmt ja die Funktion Ii—

Kreise |z + 1]< 2 an; denn es ist fir ¢>o0, d. h. fir je*| <1,

e
+1|=
I—e™s

Ein anderes Beispiel bildet die zur linear nicht unabhingigen Exponentenfolge
An=1log n gehorige Dirichletsche Reihe

C(S)—_- i ;?3: ie-——logn.s’

ne=l n=1

I—e™*

wo [ (s) die Riemann’sche Zetafunktion bedeutet; es ist namlich 27% fir o> 1

absolut konvergent, dagegen fiir ¢ =1 nicht absolut konvergent, wihrend be-
kanntlich fiir 6> 1
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L{s)4o
ist.t

Wir wenden uns nunmehr zum Hauptsatze.

Es handelt sich hier vor allem darum, die Existenz einer solchen Dirich-
letschen Reihe (die selbstverstindlich zu einer linear nicht unabhingigen Expo-
nentenfolge gehéren muss) zu beweisen, dass die durch die Reihe definierte Funk-
tion fiir o> 0 regulir und beschrinkt ist, ohne dass die Reihe jedoch fiir 6> o
absolut konvergiert.

Zu diesem Zwecke entnehme ich aus der Theorie der Potenzreihen den fol-
genden

Existenzsatz 1: Es existiert eine fir |x| <1 absolut konvergente, fir |x|=1
nicht absolut konvergente, Potenzreihe

F(x) = ib,.x"

n=1

derart, dass die Funktion F(x) im Innern des Einheitskreises beschrdnkt ist, d. h.
derart, dass es eine solche Konstante K gibt, dass, fur |x}<1,

|F ()| < K
1st.
Ich betrachte nunmehr die fiir |e—*]<1, d. h. fiir 6 >0, absolut konver-
gente Dirichletsche Reihe

f(s) = z b, e~ "8 == i by (e = F (e7%),

n=1 nw=l

wo die Grossen b, die Koeffizienten der im obigen Existenzsatze vorkommen-

! Pagegen nimmt, wie ich vor karzem bewiesen habe (> Uber das Verhalten von ¢ (s) in der
Halbebene ¢ > 1», Géttinger Nachrichten, 1911), die Funktion ¢ (s) in der Halbebene ¢ > 1 jeden
Wert ausser den einzigen Wert o an. Da hier von der Zetafunktion die Rede ist, bemerke
ich beildufig, dass aus dem Satze 43 des § 3 unmittelbar folgt, dass die beiden Dirichletschen

Reihen
I logp - _, . -
EIF und EjT (P=2357..)

welche mit der Zetafunktion in naher Verbindung steht, in der Halbebene o > 1 jeden Wert an-
nimmt; denn es ist die Exponentenfolge log p linear unabhangig, und es sind die beiden obi-
gen Reihen fiir ¢ > 1 absolut konvergent, fiir o = 1 dagegen nicht absolut konvergent.

> An Stelle von o koénnte natiirlich hier und im folgenden jede andere reelle Zahl
stehen.
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den Potenzreihe sind. Die durch diese Dirichletsche Reihe definierte Funktion
f(s) = F(e*) ist alsdann, dem Existenzsatze zufolge, fiir |e—*| <1, d. h. fiir
o >0, regulir und beschrinkt; es ist aber die Dirichletsche Reihe

i bn e—ns

fir >0 doch nicht absolut konvergent (sondern nur fiir o >0); denn es ist,
fiir ¢ = o0, die unendliche Reihe

2|b,,|e—”'°=2|b,,|

n=1 n=1
divergent.

Es ist durch dieses Beispiel gezeigt, dass in dem Hauptsatze die Voraus-
setzung der linearen Unabhingigkeit der Exponentenfolge nicht weggelassen
werden kann. Es fragt sich aber weiter, und dies ist durch das Vorhergehende
noch nicht erledigt, ob nicht doch fiir alle (d. h. zu einer beliebigen, linear un-
abhiéingigen oder nicht unabhingigen Exponentenfolge gehérigen) Dirichletschen
Reihen, die ein Konvergenzgebiet besitzen, aus der vorausgesetzten Regularitit
und Beschrinktheit fiir ¢ > 0, der durch die Reihe definierten Funktion, die absolute
Konvergenz der Reihe wenigstens fiir ¢ > g, folgt. (Es ist durch das obige Beispiel
nur bewiesen: es folgt nicht die absolute Konvergenz der Reihe fiir ¢> o).

Dass dies aber nicht der Fall ist, werde ich nunmehr durch den folgenden
Satz beweisen.

Satz A: Es existiert, zu jedem k> o, eine Dirichletsche Reihe mit den beiden
folgenden Eigenschaften :

1.) Die Reihe ist fiir o>k absolut konvergent, fiir ¢ =k dagegen nicht ab-
solut konvergent.

2.) Die durch die Reihe definierte Funkiion ist fiir o > o regulir und be-
schrdnkt.!

Dem Beweis dieses Satzes wird der folgende sehr leicht beweisbare Hilfs-
satz vorausgeschickt.

Hilfssatz: Es sei auf der reellen Achse eine abzihlbare Menge von Intervallen
iy Tgseeny Im,... beliebig gegeben. Dann existiert eine reelle Zahlenfolge d,, J,,. ., Om,. ..
derart, dass erstens, fir alle m=1, 2, ..., die Zakl 6., dem Intervalle i, zugehort,
und dass zweitens, fir kein ganzzahliges positives M, eine Relation der Form

! Es kann natiirlich, dem Hauptsatze zufolge, die Exponentenfolge der Reihe hierbei linear
nicht unabhingig sein.
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9o +916| +gzdz + +9M5M= (o]

wn ganzen nicht samtlich verschwindenden Zahlen g, ¢,, ..., gu besteht.
Beweis: Ich wihle zunédchst 0, im Intervalle ¢, derart, dass keine Relation

der Form
go + 910, =0

besteht, d. h. ich wihle eine irrationale Zahl 6, im Intervalle ;. Nachdem ¢,
festgelegt ist, wihle ich nunmehr eine Zahl d, im Intervalle i, derart, dass keine
Relation der Form

go+ 9.0, + 9,0, =0

besteht. Eine solche Wahl ist offenbar méglich, denn die samtlichen Zahlen d',,
die eine Relation der Form

9o+ 9.6, +¢,8, =0
(wobei eo ipso g,--o0 sein muss) geniigen, d. h. die Zahlen ¢', der Form
de=r,+ 1 0,,

wo r, und 7, zwei rationale Zahlen bedeuten, bilden bekanntlich eine abzéhlbare
Menge, wihrend ja die simtlichen Zahlen im Intervalle 7, eine unendliche nicht
abzihlbare Menge bilden. Wir setzen nunmehr die obige Methode fort, bestim-
men, nachdem J, und J, festgelegt sind, eine Zahl d, im Interwalle ¢, derart,
dass keine Relation der Form

9o + 9,9, + ¢:0, + g9y =0
besteht, u. s. w.
Die Moglichkeit dieser sukzessiven Bestimmungen ergibt sich unmittelbar
durch Induktion, wenn man sich daran errinnert, dass bei jedem festen m, die
Zahlen der Form

Om=r,+ 10, + - + rm—10m—,

wo 0, 0,, ..., O,m—1 feste Zahlen sind, wihrend r,, r,,. .., rm—1 beliebige rationale
Zahlen bedeuten, eine abzihlbare Menge bilden.
Die somit erhaltene unendliche Zahlenfolge d,, d,, ..., Om, ... erfiillt offen-

bar die Bedingungen des Hilfssatzes; damit ist dieser Satz bewiesen.
Wir gehen nunmehr zum Beweise des Satzes A iiber.
Es sei also die Zahl & >0 gegeben.
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Es habe
F(x) = 2 bpan
Rl

die Bedeutung des obigen Existenzsatzes 1, und es sei wie vorher

He)=F(e*) = i bpe™*

n=]

gesetzt. Dann ist die zur Exponentenfolge A, —n gehérige Dirichletsche Reihe

f(s) = X bt

n=1

fiir ¢ > o absolut konvergent, fiir ¢ = o dagegen nicht absolut konvergent.
Aus der Divergenz der Reihe

215

nw=]

folgt bekanntlich fiir zu o abnehmendes ¢

@™
lim 2 |bnl e = oo;
c=0 nel
ferner ist

lim i {bulem=o0.

Cm®
n=I

Hieraus folgt unmittelbar die Existenz einer unendlichen Folge von posi-
tiven, d. h. auf dem positiven Teil der reellen Achse gelegenen, Intervallen
%45 %35+, Im, ... derart, dass fiir jede Zahl y, die dem Intervall ¢, angehort,

X
e+km < 2 |b,] e—nk¥ < 2 eli+lom

. ne=1
18t.

Es sei nunmehr, was nach dem obigen Hilfssatze moglich ist, die reelle
Zahlenfolge d,, d,,..., Om,... so gewihlt, dass, fiir alle m =1, 2,..., die Zahl
0m dem Interwalle ¢,, angehort, wihrend fiir kein M eine Relation der Form

Jo+ 9.6, 4+ - +gudy=o

in ganzen nicht simtlich verschwindenden Zahlen g,, g,, ..., g besteht. Dann
ist fiir alle m=1, 2,...

o
el+him < 2|bn| e—mm.k < 2 e(1+km

nm=]

Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 octobre 1912, 30
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und es erfilllen die positiven Zahlen 6,, J,,..., 0m,... hierbei eo ipso die Be-
dingung
lim 6, = o.

Es sei nunmehr, fiir alle m=1, 2, 3,...

,fm (8) =/(8 6m)= i bne—”bm.x

n=1

gesetzt. Es gehort also die fiir 60, >0, d. h. fiir 6> 0, absolut konvergente Dirich-
letsche Reihe fn(s) zur linear nicht unabhéngiger Exponentenfolge 0m, 20, 30m,...
Hierbei ist, fiir ¢ > 0, fn(8) = f(sdn) reguldr, und es ist fiir 6 >0

| fm(s) l <K.
Ich setze nunmehr
g (S) — 2 e—m g—ma fm (S) —_— 2 2 (b-n e——m) e—(m+m)m)s_
Me] Mme=l el

Wegen der fiir ¢ >0 giltigen Ungleichung
lememsf,(s)|<e™.1.K
ist die Reihe

g(8)= 3 e e=ms f ()

me==1

fiir ¢ > 0 gleichmissig konvergent. Es folgt hieraus, da ja die einzelnen Glieder
der Reihe, d. h. die Grossen e—™e—m4{,,(s) fiir ¢ > o regulir sind, dass g(s) eine
fiir ¢>o0 regulire analytische Funktion ist. Ferner ist, fiir ¢>o0, g(s) be-
schrinkt; denn es ist fiir o> o0

lg ()< Dem. K=K,

mm=]1

wo K, von s nicht abhdngt.
Es sei nunmehr die Doppelreihe

i i (bn e-—m) e—(m+ndm):

Mmml =l
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durch Umordnung ihrer Glieder in eine Dirichletsche Reihe

®
2 cr e—l'-s

re=l
formell verwandelt, d. h. es sei die Doppelfolge

m + ndy, m=1,2,3,...;=1,2,3...)

in eine Einzelfolge

0< M <hyor < hy. .. (lim 2, = o)

e o

umgeordnet; dies ist offenbar moglich, denn es sind erstens die Grissen m + 76,
simtlich >o (sogar > 1), zweitens ist, nach der obigen Bestimmung der Zahlen-
folge 0, d,,... Om..., eine Relation

m 4+ 0 0m=m" + n" I

d. h. eine Relation

(m' i m”) + n’ 6".' —_ n” (5mu =0

nur dann vorhanden, wenn m'=m", n'=n" ist, und drittens sind offenbar,
bei jedem X >o, nur endlich viele Elemente der Doppelfolge m + ndn, kleiner
als .

Ich behaupte nunmehr: es ist die Dirichletsche Reihe

ao
2 Cr e-l,. H

r=]

fir o>k absolut konvergent und gleich g(s); dies ist offenbar bewiesen, wenn
ich nachgewiesen habe: es ist fiir ¢ >k die Doppelreihe mit reellen nicht nega-
tiven Gliedern

oo o

2 2 l bn I e—m g—(rm+ndmy)o

mw=l n=]

konvergent, d. h. es ist, bei jedem ¢> o0, die Doppelreihe

» L
z 2 l b” l e—m e-(’"+"0,,.)(k+e)

Ml nem]
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konvergent. Dies ist tatsichlich der Fall und folgt unmittelbar daraus, dass,
fiur alle m=1, 2, 3,...

P®
2 | by] e e—(m+ndm) (k+e) — g—m(k+1+e) i | bs | e=n0mtk+e)

2n=1 n=1
@
< e—m(k+1+s) 2 Ibﬂl e-—ndmk < e—m(k+1+5) .2 em(k+1) < zeme
n=]
ist, wihrend ja die Reihe
m
2 2 e—me
me=]

fiir jedes ¢ > o konvergiert.

Ich werde nunmehr beweisen: es ist 20, e—*r* fiir 0 =k nicht absolut kon-
rel

vergent, oder was offenbar auf dasselbe herauskommt: es ist die Doppelreihe

ke w o w®
3 Sltalemmemtmentmi— Semiien Sy |e=ront
ma=ln=1 m=1 Nl

divergent. Dass dies letzte der Fall ist, folgt aber unmittelbar daraus, dass,
wegen

@©
Zlbnl 10k > gmU+k)

ni=]1

fir alle m =1, 2, 3,.

o
e—mO+k) Z'bnle—ndmk S e—mil+k)  gm(l+k) > 1

fim]
ist.
Es ist also die Dirichletsche Reihe

g9~ Serec

re=1

fir o>k absolut konvergent, fiir ¢ =% dagegen nicht absolut konvergent, wah-
rend die durch die Reibe definierte Funktion g(s) fiir ¢ > o reguldr und be-
schrankt ist.
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Damit ist der Satz A bewiesen.

Aus dem vorangehenden Satze A4 folgt speziell, dass keine feste positive
Zahl k derart existiert, dass allgemein aus der vorausgesetzten Regularitat und
Beschrianktheit fiir 6 >0 der durch eine Dirichletsche Reihe definierten Funktion
die absolute Konvergenz der Reihe fiir ¢ >k folgt.

Ich werde nunmehr den folgenden Satz B beweisen; damit sind alsdann die
simtlichen mit dem Hauptsatze in Zusammenhang stehenden Existenzfragen
vollig erledigt.

Satz B. Es existiert eine in einer gewissen Halbebene konvergente Dirichlet-
sche Reihe (1) derart, dass die durch die Reihe dargestellte Funktion fir ¢>o
reguldr und beschrdankt ist, wdihrend die Reihe jedoch mirgends absolut komvergiert.

Zum Beweise dieses Satzes entnehme ich aus der Theorie der Potenzreihen
den folgenden Existenzsatz 2, der etwas mehr aussagt als der friiher benutzte.

Existenzsatz 2. Es existiert eine fiir |x| <1 absolut konvergente, fiir |z]=1
nicht absolut konvergente Potenzreihe

F(a:)=ib,,x”,

nw=]1

derart, dass fir alle [x|<1 und alle ganzzahligen N > 1

N
Zb,.x"

n=1

<K

wst, wo K eine von x und N unabhdngige, positive Zahl bedeutet. Hieraus folgt
speziell, dass, fir jx|<1, |F(x)]<K ist.

Es mogen im folgenden die Grissen b, die Bedeutung dieses letzten Exi-
stenzsatzes haben.

Ich bestimme nunmehr, auf ganz dieselbe Weise wie beim Beweise des
Satzes 4, eine Folge von positiven Zahlen d,, d;, ..., dn, . .. derart, dass erstens,
fiir alle m=1, 2,...,

2 I bn|——m)m -ms em+m’
n=]

ist, und dass zweitens fiir kein ganzzahliges M eine Relation der Form

Jo+ 90, + - +gudy=o0
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in ganzen nicht simtlich verschwindenden Grissen g,, ¢,, ..., gu besteht. Fer-
ner setze ich wie vorher, fiir 6 >o0,

frn(8) = Sbnenims,

n=1

Dann ist offenbar, wegen |fm(s)|< K fiir 6 >0, die Reihe

g(6) = Semems ()

m=1

fir ¢>o0 konvergent und stellt eine fiir 0 >0 regulire und beschrinkte Funk-
tion g (s) dar.
Es sei nunmehr, ganz wie beim Beweise des Satzes 4, die Doppelreihe

L e e e}
\! \
b ) e—Mmg—ms 2 bpendms = 2 2 (bn 6_’”} e—(mtniy)s

m=1 nel Ml el

durch Umordnung ihrer Glieder in eine Dirichletsche Reihe

@

=]

formell verwandelt.

Dann ist zunichst diese Dirichletsche Reihe, oder, was auf dasselbe heraus-
kommt, die obige Doppelreihe, nirgends absolut konvergent, d. h. es ist bei
jedem festen o, die Doppelreihe mit positiven Gliedern

o w
2 e~ g—mag 2 I b, | e—"m%

m=1 el

divergent; dies ergibt sich unmittelbar daraus, dass fiir alle m > g,

o o
2 | b”| e~ "m0 > 2 I b, | e~ - M 5 gm+m?

n=1 nel

ist, also fir alle m > ¢,

0
g—m g—moo 2' b" l e~ > g—me—moy  gmt m? . pm(m—oy) > 1

fiwe]

ist.
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Ich werde nunmehr beweisen: es ist, sogar fiir jedes o> o, die Dirichlet-
sche Reihe

o0

=]
konvergent und gleich g(s).
Ich bemerke zundchst, dass offenbar, bei jedem ganzzahligen R > o, die
endliche Summe

B » Nm © N
St = 3 Yipem) cmimintmos 3 o ems Yo emnims
r=1 me=] n=] M=l ne=l

ist, wo die Zahlen N,, = N,,(R) ganze Zahlen >o sind, die iibrigens von einer
gewissen Stelle an, d. h. fiir m > m, = m,(R), alle = o sind;! hierbei ist ferner,
bei jedem festen m, lim N,, = .

B

Hieraus ergibt sich aber leicht die Behauptung: es ist fiir 6 >0

R
lim cre et = g(g).
R"”,;; r€ °r g(8)

Es set 6,>0 und s, =0, + i, eine feste Zahl; es sei ferner & > o beliebig gegeben.
Ich bestimme alsdann zundchst eine ganze Zahl M > 1 derart, dass

Sl &
dem< 3K
meM4l
ist, wo K die Konstante des Existenzsatzes 2z bedeutet.
Nachdem M festgelegt ist, bestimme ich nunmehr eine ganze Zahl N >1

derart, dass fiir alle m =1, 2,... M und #'> N

a
S, evime

ne=n’41

<_£.
3M

ist, und zu diesem N bestimme ich schliesslich eine ganze Zahl R, > 1 derart,
dass fir R> R, und alle m=1, 2,... M

Nn=Nmn(R)2N

0
! Unter Zun ist 0 zu verstehen.

nwl
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ist. Eine solche Wahl von R, ist mdglich wegen der bei festem m giltigen Re-
lation:éim N, (R)=1c0.

Dann behaupte ich: es ist fiir alle B> R,

R
Dereiro—g(s)|<e

r=1

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich folgendermassen: Es ist fir R > R,

26' e™hr% — g (so) | = 26""6_""0 2 b e™"0m % — Ze""'e“"”o Zb e ~"0ms%

Tael m=1 n=1 m=1 n=1
M ) @ Ny ® trf‘
< 2 e m 2 b, e~Om%b| + E e m 2 bn e "m% | + Z e—m z by e~ 0m% |,
m=1 n=Npy+1 meMitl n=1 m=M+1 ne1
Nun ist aber dem Existenzsatz 2 zufolge
Nm e
D bpenims [ <K | Dboeimn [<K.

n=1 n=l

Es ergibt sich somit fiir B> R,

em. N em. K <M.
< e ~3—]—u+22e <

mm} me M+1

R
D ereirn—g(s,)

r=]

M'*‘ZK}’—I-(— €.

Es ist hiermit die Behauptung:

] ’_—-).:_.
Rl_tgoglce g(s)

fiir alle ¢ > 0 bewiesen.

Die Dirichletsche Reihe 2 c et erfiillt somit die simtlichen Bedin-

rel
gungen des Satzes B.
Damit ist dieser Satz bewiesen.
Kopenhagen, den 1 Dezember 191x.




