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Einleitung. 

Unter einer Diriehletschen Reihe der komplexen unabh~ngigen Variabeln 

s----a + i t  wird bekanntlieh eine unendliehe Reihe der Form 

c~  

] ( s )  = ~_~a,,e-~',," (I) 
n--1  

verstanden. Die Koeffizienten der Reihe, d. h. die GrSssen a , ,  sind hierbei 

beliebige reel]e oder komplexe Zah]en, und die Exponenten 2~ sind reelle Zablen, 

die den Bedingungen 

o < ZI < Z2 . . . .  < Z,, . . . .  (lim 2,, = ~)  

geniigen. 

Bekannt| ieh hat  Herr JENSEN 1 bewiesen, dass das Konvergenzgebiet der 

Reihe (x) eine Halbebene ist, welche yon einer zu der reellen Achse senkrecht 

stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine ree]le Zahl A (die  Kon- 

vergenzabszisse der l~eihe (z)) derart, dass die Reihe (I) fiir a > A konvergiert, 

fiir a < A dagegen nieht konvergiert. In den beiden Grenzf~llen, wo die Reihe 

(z) iiberall bezw. nirgends konvergiert, wird A ~ - -  ~ bezw. A = + ~ gesetzt. 

i Be~reffs de r  L i t e r a t u r  werde  ich auf  das f u n d a m e n t a l e  Werk  des H e r r n  LAND~.U: 
~Handbuch der Lehre yon der Verteilung der l~rimzahlen~ (Leipzig 1909) verweisen.  
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Ferner ist bekanntlieh, wie leieht zu beweisen, das Gebiet der absoluten Konvergenz 

einer Dirichletsehen Reihe aueh eine Halbebene, we]ehe yon einer zu der reellen 
Aehse senkrecht stehenden Geraden begrenzt wird, d. h. es existiert eine reelle 

Zahl B (die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (i)) derart,  dass die Reihe 

(i) fiir a > B absolut konvergiert, dagegen fiir ~<  B nieht absolut konvergiert; 

hierbei ist eo ipso B ~ A .  Es ist also die Reihe ( I ) i n  der Halbebene a > B  

absolut konvergent, im Streifen B > a > A bedingt konvergent, und in der 

Halbebene a < A  divergent. Es kann bekanntlieh vorkommen, dass A < + ~ ,  

B = + ~ ist, d. h. dass die Reihe (I) ein Konvergenzgebiet besitzt ohne jedoch 
irgendwo absolut zu konvergieren; dies ist z. B. bei der Dirichletsehen Reihe 

(log n)' 

der Fall. 

Ferner  ist, wie yon Herrn  CAHEZ~ bewiesen, bei jedem ~ > o, E > o die Reihe 
(I) im Gebiete a > A + e, I s [ <  E gleiehm/issig konvergent. Hieraus folgt un- 

mittelbar, da ja die einzelnen Glieder der Reihe (x), d. h. die GrSssen a,,e-~.n ~ , 

ganze Transzendenten sind, dass die durch die Reihe (I) fiir a>  A dargestellte 
Funktion [ (s) eine in der ganzen Halbebene a > A iiberall regul/ire analytisehe 
Funktion ist. 

Es sei eine Dirichletsche Reihe (I) gegeben; dann fragt sich: wie welt kon- 

vergiert diese Reihe? Eine solche Frage l~isst sich auf versehiedene Weise auf- 
fassen. Man kann zun~chst fragen: wie lassen sich die beiden Konvergenzab- 
szissen A und B als Funktionen der Koeffizienten a~ und der Exponenten 

~ bestimmen? Diese Frage, welcher bei einer Potenzreihe die Frage nach dem 

Konvergenzradius als Funktion der Koffizienten der Potenzreihe ganz entsprieht, 
ist von Herrn CAHEN gelSst und zwar in ~hnlicher Weise, wie die entsprechende 

Frage bei der Potenzreihe durch CAvour und HADA~IARD seine LSsung gefun- 
den hat. Die Frage: wie weit konvergiert eine Dirichletsehe Reihe?, l~sst sich 

aber auch ganz anders auffassen, n~imlich: wie lassen sieh die beiden Konver- 
genzgeraden a =  A und a = B bestimmen, nicht aus der Dirichletsehen Reihe 
selbst, d. h. aus den Koeffizienten und Exponenten der Reihe, sondern aus der 
Kenntnis der analytischen Eigenschaften der dureh die Reihe dargestellten Funk- 
tion; oder genauer ausgedriickt: Es sei eine analytische Funktion [(s) gegeben, 

und es sei bekannt, dass sie in einer gewissen Halbebene dutch eine dort  kon- 
vergente Dirichletsche Reihe darstellbar ist; wie l~sst sich alsdann die Lage 
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe aus dem analytischen Charakter der 

Funktion erkennen? Dieses Problem, welches sich an die Frage in dieser 
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letzten Formulierung ankniipft, oder vielmehr an die Frage, inwiefern die Lage 
der beiden Konvergenzgeraden der Reihe mit einfachen analytischen Eigen- 

sehaften der Funktion in Zusammenhange steht, ist es, welches Problem man ge- 

wShnlieh a]s das Konvergenzproblem der Dirichletsehen Reihen bezeichnet. ~ 
Ich werde im folgenden einfaeh vom Konvergenzproblem reden, wenn es 

sich um die Bestimmung der Konvergenzgeraden a =  A handelt, dagegen werde 
ich die Bezeiehnung ,das absolute Konvergenzproblem~) benutzen, wenn es sich 

um die Bestimmung der absoluten Konvergenzgeraden a ~ B handelt. 

Bei einer Potenzreihe, fiir die das Konvergenzproblem mit dem absoluten Kon- 
vergenzproblem zusammenf~llt, ist dies Problem bekanntliCh einfach dahin zu 

beantworten, dass der Konvergenzkreis die dem Mittelpunkt am n~ichsten gele- 
gene singul~ire Stelle enth~It. Bei den Dirichletschen Reihen gilt bekanntlieh 

kein entspreehender Satz; so ist z. B. die Reihe 

nur fiir a > o  konvergent, w~hrend die durch die Reihe dargestel]te Funktion 
fiber die Aehse des Imagin~ren hinaus regulKr ist, ja sogar eine ganze Tran- 
szendente ist. 

Uber das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen haben die Herren 

LANDAU und Scn~.E, unter gewissen einsehr~inkenden Bedingungen fiir die 
Exponentenfolge der Reihe, 2 einige sehr interessante S~itze bewiesen, welche den 
Zusammenhang zwischen der Lage der Konvergenzgeraden a ~ A und der Grfs- 
senordnung der Funktion /(s) auf vertikalen Geraden (d. h. bei konstanter 

Abszisse und ins Unendliehe waehsender Ordinate t) behandeln. Es geben je- 

1 Es sei die Funktion f(s) in einer gewissen Halbebene durch eine dort konvergente 
Dirichletsche Reihe darstellbar; dann lassen sich bekanntlich die Koeffizienten an und Expo- 
nenten An dieser Reihe aus den analytischen Eigenschaften der Yunktion f(s) bestimmen. Mit 
Benutzung dieser Bemerkung kann man offenbar die yon Herrn CXHE.~ gefundenen Ausdriicke 
ffir die Konvergenzabszissen A und B so formulieren, dass man dadurch eine genaue Be- 
stimmung der beiden Konvergenzgeraden a =  A und a ~  B aus den analytischen Eigen- 
schaften der Funktion erh~tlt. Eine derart komplizierte und ffir die Anwendung vfll ig un- 
brauchbare Bestimmung der Konvergenzgeraden der Reihe aus den anaIytischen Eigenschaften 
der Funktion ist aber keineswegs als eine L~sung des Konvergenzproblems zu betrachten. Bei 
diesem letzten Problem handelt es sich ja eben darum, den etwaigen Zusammenhang zwischen 
der Lage der Konvergenzgeraden der Reihe und einfachen analytischen Eigenschaften der 
Funktion zu studieren. Vergl. in dieser Beziehung auch die interessante Arbeit des Herrn W. 
SCI:INEE: ~Uber die Koeffizientendarstellungsfo~vael in der Theorie der Dirichletschen Reihen, (Got- 
tinger ~Nachrichten, Math. phys. Kl., I9m). 

2 Diese einschrankenden Bedingungen laufen im Wesentlichen darauf hinaus, dass die 
Exponenten ,in nicht allzu dicht aneinander folgen diirfen, und dass ihre Verteilung nicht allzu 
unregelm~tssig sein darf. 
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doch diese SEtze nur hinreichende Bedingungen ffir die Konvergenz der Reihe 

(i) in einer Halbebene a > Konst. ,  aber keine Bedingungen, die zu gleicher Zeit 

notwendig und hinreichend sind, und es ist somit das Problem: die Konvergenz- 

gerade ~ ~ A  einer Dirichletschen Reihe aus einfachen analytischen Eigenschaf- 

ten der dutch die Reihe dargestellten Funkt ion genau zu bestimmen, nicht dutch 

die oben erwiihnten Untersuchungen gelSst. Es liisst sich sogar, wie ich in mei- 

ner Habilitationsschrift  I bewiesen habe, eine genaue Bestimmung der Konver- 

genzgeraden a = A  iiberhaupt nicht ermitteln, wenn man sieh auf die Unter- 

suchung der yon den Herren LA•DAV und SCHI~EE betrachteten analytischen 

Eigenschaften der Funktion (d. h. der Regularitiit einerseits und der GrSssen- 

ordnung yon ](0 + it) bei ins Unendliche wachsender Ordinate t anderseits) be- 

sehriinkt. 
Wit  wenden uns nunmehr zur Betrachtung des absoluten Konvergenzpro- 

blems. Ich werde in dieser Abhandlung dieses Problem, welches Ineines Wissens 

bisher nicht direkt in Angriff genommen worden ist, ffir eine allgemeine Klasse 

Diriehletscher Reihen erledigen, n~mlich fiir alle solehe Reihen, deren Expo- 

nentenfolge im rationalen K6rper linear unabhiingig ist. Es ergibt sich fiir 

diese Klasse Dirichletscher Reihen, dass die absolute Konvergenzgerade ~ ~ B  

eine Gerade ist, welche sich aus den allereinfachsten analytischen Eigenschaften 

der durch die Reihe definierten Funkt ion genau bestimmen l~isst. 

Das Hauptziel  dieser Abhandlung ist der Beweis des folgenden allgemeinen 

Satzes : 

Es seien die Elemente der Zahlen/olge 

o < )~ < )~2 "'" < ~.n "" " (lim ~,~ = r ) ( 2 )  

linear unabl~dngig, 

der Form 

d. h. es bestehe /i~r kein ffanzzahliges positives N eine Relation 

in ganzen rationalen nicht sdmtlich verschwindenden Zahlen gl, g~ , . . . ,  gN. 

Es sei /erner 

oo  

/(s) = / ( a  + it) = 2ane-~..~ ( i )  
n = l  

1 ~Bidrag til de Dirichletske Rtekkers Theori~ (Kopenhagen 19Io), S. 34- 
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eine zur Zahlen]olge (2) geh6rige Dirichletsehe Reitte, die ein Konvergenzgebiet be- 

sitzt. Dann let es eine ]i~r die absolute Konvergenz der Reihe (x) ]iir a ~ a  o not- 

wendige und Mnreic]~ende Bedingung, dass die durch die Reihe ( i )  de]inierte ana- 

lytische Funktion / (s)  [iir a > a o reguldr und beschriinkt ~ ist. 

In  diesem Satze  ist die Exponen t en fo lge  (s) n u t  de r  rein arithmetischen 

Bedingung  un te rwor fen ,  dass  ihre E l emen te  l inear  unabhi ingig  sein sollen. Die 

wesent l iche Eolle,  welche diese a r i thmet i sche  Bed ingung  be im S tud ium des ab-  

so lu ten  K o n v e r g e n z p r o b l e m s  der  Dir ich le tschen  Re ihen  spielt ,  habe  ich schon 

an  a n d e r e m  Or te  2 gezeigt.  

w i des Fo lgenden  behande l t  die F r a g e  nach den Wer ten ,  weIche eine Dir ichle tsehe 

Reihe  mi t  l inear  unabh~ng ige r  E x p o n e n t e n f o l g e  auf  einer im abso lu ten  K o n v e r -  

genzgebie te  der  Reihe  gelegenen zu der  reellen Achse senkrech t  s t ehenden  Gera -  

den a n n i m m t ;  ich beweise hier die Existenz eines Kreisringes derart, dass die 

angenommenen Werte sdmtlich in diesem Kreisringe gelegen sind, und zwar in dem 

Kreisringe i$berall dicht liegen. D e r  Beweis dieses Satzes  s t i i tz t  sich wesent l ich  

auf  einen yon  KRONECl;ER her r i ih renden  Satz  fiber D iophan t i s che  A p p r o x i m a -  

t ionen.  Es  ist die oben e rw~bn te  a r i t hme t i s che  Bed ingung  der  Exponen t en fo ]ge  

eben  eingeffihrt ,  um diesen Satz  f iber Diophan t i sche  A p p r o x i m a t i o n e n  au f  unsern  

P rob lemkre i s  v e r w e n d e n  zu kSnnen.  

I n  w 2 werden  aus  dem Satze  des w I einige ffir das  Fo lgende  wesent l iehe  
Hi l fssgtze  gezogen.  

I n  w wird u. a. bewiesen:  Es sei die Dirichletsche Reihe ( I ) m i t  linear 

unabhdngiger Exponenten/olge /is a > B absolut konvergent, [i~r a = B dagegen nicht 

absolut konvergent; dann nimmt  die Funkt iou /(s)  in der Halbebene (r> B ]eden 
Wert an. 

In  w 4 beweise ich: Es  besi tze  die Dir ichle tsche Reihe  (x) mi t  l inear  unab-  

hgngiger  Exponen t en fo Ige  ein abso lu tes  Konve rgenzgeb i e t ,  und  es sei die du rch  

1 Unter dem Ausdruck: .~Eine Funktion f(s) ist for e > ,7 o beschrankt~ ist zu versteben: Es 
gibt eine positive Konstante K derart, dass, ftir a > 00, If(s) I < K ist. 

~,Sur la convergence des sdries de Di.richlet,. (Comptes rendus, Paris, I. August JgIo). 
Die obige Bedingung unterscheidet sich wesentlich yon allen Bedingungen, die man bei frfi- 
heren Untersuchungen fiber Dirichletsche Reihen der Exponenteafolge auferlegt hat. Diese 

letzten Bedingungen behsndeln n~mlich stets die ungefiihre Lage der Exponenten, sie sagen 
z. B. aus, dass die Expouenten nicht allzu dict~t aufeinander folgen dtirfen oder dergleiehen; 
w~thrend die obige Bedingung des Textes eine arithmetische Bedingung ist, d. h. eine Be- 
dingung, welche die genaue Lage der Exponenten betrifft. 

Acta mathematica. 36. Imprim6 le 9 octobre 1912. ~6 
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die Reihe definierte Funktion fiir a ~ f l  regul~ir und besehr~inkt; dann ist die 

Reihe (I) ffir a > fl absolut konvergent. 

In w 5 erinnere ieh an einen Hilfssatz des Herrn PERROh'. 

In w 6 wird der oben erwiihnte Hauptsatz bewiesen. In diesem Satze ist. 
fiber das Konvergenzverhalten der Ileihe nur vorausgesetzt, da,ss sie iiberhaupt 
ein Konvergenz.qebiet besitzt; beim Satze des w 4, welcher Satz in dem Hauptsatze 
als spezieller Fall enthalten ist, war noeh die weitere Bedingung hinzugefiigt, 
class die Reihe ein absolutes Konvergenzgebiet besitze. 

In den vorangehenden Siitzen war der Exponentenfolge die einzige Be- 
dingung auferlegt, dass sie linear unabhiingig sei; dass diese Bedingung aber 
eine wesentliche ist, d. h. dass die S~itze, wenn diesc. Bedingung weggelassen wird, 

nieht mehr gelten, wird schliesslieh in w 7 durch passend konstruierte Beispiele 
bewiesen. Es wird bier u. a. die Existenz einer, in einer gewissen Halbebene 
konvergenten, Dirichletschen Reihe bewiesen, die eine fiir ( r>o  regul~ire und 

beschriinkte Funkt.ion definiert, und die jedoch nirgends absolut konvergiert. 

In einer sp~iteren Abhandlung werde ich die in dieser Arbeit dargestellte 

Theorie auf einige spezielle Dirichletsche Reihen verwenden, sowie eine iihnliehe 
Theorie derjenigen Dirichletschen Reihen entwiekeln, welche in der analytischen 
Primzahlentheorie die Hauptrolle spielen, n~imlich derjenigen Dirichle~schen Reihen 

vom Typus ~a,~ ~ ,  welehe eine Produktdarstellung einer der beiden Formen 

a~ bp/ an I 

zulassen, wo p die Primzahlen z, 3, 5 . . .  durehl~iuft. 

Es sei 

w I .  

o o  

= 

eine zur linear unabh~ingigen Zahlenfolge (2) gehSrige Diriehletsche 
auf der Geraden a = ao absolut konvergiert; d. h. as sei die Reihe 

Reihe, 

(1) 

die 



Das absolute Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen. 203 

~ la,~l e-Zn~o 

konvergent. 

Ich werde dann in diesem Paragraph untersuchen, welche Werte die Funk- 

tion ] ( s ) = / ( a  + it) auf dcr vertikalen Geraden a = ao annimmt. 

Es sei die fo]gende Hi]fsbetrachtung vorausgeschickt. Es sei 

ql ,  q2 . . . . .  q , , ,  �9 �9 �9 (3 )  

eine unendliche Folge yon reellen, nicht negativen Zahlen derart, dass die Reihe 

c ~  

konvergiert und etwa die Summe R besitzt. ]eh werde dann zun/ichst die Werte 

bestimmen, welche die unendliche Reihe 

F @ , ,  % . . . . .  ~p, , . . . )  = ~ r  ~ .  
n - - I  

annimmt, wenn die GrSssen cf[, ~_, , . . . ,  of,, . . . .  unabifiingig yon cinander siimt- 

liche rcclle Werte, oder, was auf dasselbe herauskommt, s/imtliche reelle Werte 

zwischen o (incl.) und 2J~ (excl.) durchlaufen. 

Es sei das Gebiet G folgendermassen definiert: 

Fall z. Wenn in der Zahlen]olge (3) ein Element e,~ vorhanden ist, das 9rSs- 
set ist als die Summe aller iibrigen Glieder, d. h. wenn 

o~,,, > ~q, ,  = R- -q , ,  1 
n p,~ n l  

ist, bezeichne ieh mit G den Kreisring (incl. Begrtnzung) 

W O  

ist. 

R > l z l > r ,  

R r ~ Q,,~ - -  F_~ o , ,  ~ 2 q , , t  

~ ~ rt l  

Fall z. Wenn dagegen in der Zahlen/olge (3) kein Element vorhanden ist, 
das gr6sser ist als die Summe aller iibrigen Glieder, bezeichne ich mit G den Kreis 
(incl. Rand) 
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I z l A R .  

Es gilt nunmehr der folgende 

Hilfs.qat~. 1: Es liegen die Werte yon 

F(~,, r  . . . .  , ~ , ,  . . . .  ) =  ~,o.e'~. 
n - - 1  

s(~mtlich im Gebiete G, und e8 wird ]eder Weft im Gebiele G angenommen. 
Bowels: Da, fiir jede reelle Folge q~, ~ 2 , . . . ,  rf~ ", im Falle i 

R =  2 Q n ~  Qne'~n ~ Q n , - - 2 Q , , = r  
n - -  I -- n ~ n l  

ist, im Falle 2 

helen < R 

, n ~  1 

ist, sieht man zun~ichst, dass die Werte yon F ( % ,  el: . . . . .  efn . . . .  ) s~imtlich im 

Gebiete G liegen. Ferner ist klar, dass, wenn die Funktion F den Wert  z r an- 

nimmt, nimmt sie gewiss jeden Wert z an, ffir den [z[=lzr [  ist, d. h. jeden 

Wert auf dem Kreis mit o als Mittelpunkt und ]z'] als Radius; denn, wenn 

und 

F(q~',, ~f'~, . . . .  ., el',,, . )=~-~, ,e ir  e'~ 
n - - 1  

ist, so ergibt sieh ja unmittelbar 

F(q~'l + 0--0' ,  qY2 + 0 - -0 ' , . . . ,  ~',  + 0 - 0 ' , . . . ) = ~ r 1 6 2 1 7 6 1 7 6  
n w l  

e i(O-O') �9 ~ Qn eiYn ~ e i(O-O') z r ~  z. 

Um den Hilfssatz zu beweisen, geniigt es daher offenbar nachzuweisen, dass die 

Funkt ion 

IF(~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~ ,  . . . .  ) l ~  q,~d~,, 
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im Falle x jeden reellen Weft  zwischen r u n d  R (beide incl.), im Fal]e 2 da- 

gegen jeden Wert zwischen o und R (beide incl.) annimmt. 

Beweis des Falles 1. Es sei speziell 

~fnl = O, ~fn = Cf (n =i = n, ) 

gesetzt, wo 9 das Intervall o (incl.) bis 2ze (excl.) durehliiuft. Dann durehlguft 

in der komplexen Ebene die Zahl 

o~ 

F(~f~, % . . . . .  ~ n , . . . )  = 2 0 n e i q : n = q n t  + ( R ~ o m ) e  i~ 
'n.--1 

einon Kreis mit dem Mittelpunkte r und dem Radius R - - e r a ,  also Punkte,  

deren Abstand yore Nullpunkte allo reellen Werte yon 

bis 

r  

r + (R--r  = R 

(beide incl.) annimmt, q. e. d. 

Beweis de8 Falles 2. Es daft  offenbar ohne Beschriinkung der Allgemein- 

heir beim Beweise angenommen werden, dass 

ql>e2 > 0 3  �9 �9 . > e  . . . .  

ist. Ferner daft  01 > o angenommen werden, denn im Falle 01 = o, d. h. On ~ o 

fiir alle n, ist der Satz yon vornherein klar. 

Es sei nunmehr N diejenige (gewiss existierende) Zahl, fiir die 

N 

20->20- 
n--I n--N+l 

ist, wiihrend 

N--1 ~c 

<=20. 
n--I n--N 

ist. Hierbei ist eo ipso N_>2. Es sei 

N 

0 $ = 0 1 ,  /~ = 2 0 ~ ,  ~ =  2 0 n  
n--2  n - - N §  

gesetzt. Dann erfii]len die drei nicht negativen Zahlen a, fl und 7, deren Summe 
gleich R ist, die drei Relationen 
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a+fl>7,  ,~+7>fl, f l+7>a; 

denn es ist nach Voraussetzung 

2 a + 1':r ~ 0,, > O n = 7  
n = l  n - - N + l  

sowie 

und aus 

d .  h~  

oo 

> 
+ r =  

n - - 2  

n--1 n - -N  

folgg 

a + ~ - - q N < 7  + Cg 

c~ + 7 ~ 2 ~  + ~ - - 2 Q N =  fl + 2 Q 1 - -  2QN ~ f f .  

Q 

 ,J\o 
,q. 

o .P 

(4) 

Aus (4) folgt nunmehr unmittelbar (siehe Figur), dass 

in der komplexen Ebene zwei Punkte  P und Q dorart 

existieren, dass P auf der recllen Achse rechts vom 

Nullpunkte O liegt, und das 

O P = c ~ ,  P Q = f i ,  Q O = 7  

{q--al=fl, {ql=7 

q - - a = f l e i ~  - - q = T e i ~  

c~ + fie iO, + 7e iO~ = o. 

Ieh w~hle nunmehr speziell 

~1 ~ O, (~2 ~ (])3 . . . . .  r fN  - -  l . O~ ; r fN+l  - -  i f  N+2 . . . . .  t .  02,  

wo die reelle Variable t yon o bis I (beide Grenzen incl.) liiuft. Dann ist 

dann ist offenbar 

ist. Es sei 

ist; mit  anderen Worten, es folgt aus (4) die Existenz ciner komplexen Zahl q 

{der Zahl, die dem Punkte  Q entspricht) derart, dass 
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" n = l  

eine stet ige F u n k t i o n  F1(t) yon t. Weft abe r  f ib  t ~ o 

[c~ + i t e  a~ + 7eit~ = a + fl + 7 = R  

ist, und fiir t = x 

[a + fie it~ + 7eit~ = l a  + fie i~ + 7eiV, i = o 

ist, n immt  die obige Funk t i o n  F l ( t  ) = [F(rfl ,  ~f.~ . . . . .  el,, . . . .  )] alle Wer te  yon  

o bis R (beide incl.) an. q. e. d. 

Dami t  ist de r  Hi]fssatz I bewiesen. 

Bevor  ich zu der am Anfang des Pa rag raphen  erw~ihnten Un te r suchung  

fibergehe, er innere  ieh noeh an den folgenden KRONECKER'sehen Satz fiber Dio- 

phant ische  Approx imat ionen ,  welcher  f ib  unsere  Un te r suchungen  sine funda-  

menta le  Rolle spielt. 

Hilfssatz 2: Wenn N linear unabhdngige reelle Zahlen ;q, 9 .2 , . . . ,  )..v und N 

beliebige reelle Zahlen PI, g,. . . . .  , !IN sowie ~ > o  gegeben sind, so gibt es ein reelIes 

T und N ganze Zahlen gl, g~ . . . . .  gN derarl, dass die N Ungleichungen 

I T)., - -  ! q -  gl I < [;" 

, . . . , . . . .  

I T%v--!~N--gNI < e 

s~imtlich er/iglt sin& 

Ich gehe n u n m e h r  zum Beweis des folgenden al lgemeinen Satzes fiber. 

Satz 1: Es sei die Dirichletsche Reil~e (i)  mit  linear unabhiingiger Exponenten- 

/olge /iir a = a o absolut konvergent, und es sei [iir a l l e n  ~-- I ,  2, 3 , . . .  

la,,le-X,,~o=r 

gesetzt. Es bezeichne /erner G = G(ao) das au/ Seite 203 de/inierte Gebiet (also den 

Kreisring r < l z ] < R  , bezw. den Kreis [ z l s  ). Dann ist, [iir ]edes reelle t, 

](a o + it) im Gebiete G gelegen, und es liegen die Werte von [(a o + it) ( --  ~ < t< or 

i~berall dicht im Gebiete G. 

Beweis: Dass die Wer te  yon  

/(a~ + it) = 2ane-Zn(~ (--  or < l< ~)  
n - - 1  
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siimtlich im Gebiete G liegen, ist, wegen ]a .  e-;',,(",+U) l = [a .  I e-z"~176 ~ .o., unmit te l -  

bar klar. Es sei nunmehr  z eine beliebige Zahl im Gebiete G (incl. Rand),  und es 

sei d > o  beliebig gegeben; dann  ist zu beweisen: es gibt  ein reelles T derart ,  dass 

I1(,~o + i T ) - - z l  < 

ist. Die Existenz eines solchen T wird folgendermassen nachgewiesen. 

N so gewKhlt, dass 

~ l a " l e - ~ ' " ~  ~ q" < 3 
n - N + l  n - N + l  

Es sei 

ist, und  N fest. Es sei ferner, was nach dem Hilfssatze 1 mSglich ist, eine 

Folge reeller Zahlcn ff~, % , . . . ,  el, . . . .  so gewiihlt, dass 

ist, d. h. dass 

~ n ~ t q ~ n  ~ Z 

ist. Dann ergibt sich ffir jedes reelle t, indem ich fiir alle n = i ,  2, 3 . . . .  die 

Ampli tude der GrSsse a,, durch a .  bezeichne, 

I 1('~o + i t ) - z l  = la , , I  e'~ ~ l a ,  le-~.,",e'~,, 

- -  "n --1 n - - N + 1  

N 26 
< ~]a.le--~' .  ~0 ] e '(-.-x.t) I . ] i - -  e,; . . ,-(-.-~.)) I + -~ 

rt--1 

d, h. 

N I ] / (a  o + i t ) - - z  I < 2[anle--;.,,~o 
n--1 

(5) 

Es sei nunmehr ,  was offenbar aus Stetigkeitsgri inden mSglich ist, ~ > o so (d. h. 

so klein) gew~ihlt, dass die Summe der  N Glieder 
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N 

2 [an[ e-Z- oo . [ i  - -  e 2"~i~" ] 
n - - 1  

kleiner als d_ ist, wenn, fiir alle n ~ i ,  2, . .  ., N, die reelle Zahl 0,~ yon einer 
3 

ganzen Zahl gn um weniger als s abweieht.  Wir  best immen alsdann, was naeh 

dem Iti lfssatze 2 mSglieh ist, ein reelles T sowie N ganze Zahlen g~, g 2 , . . . ,  9N 

derar t ,  dass fiir alle n ~ I ,  z . . . . .  N 

l ln a. -- ~. I 
2Jr 

ist. Fiir dieses T ergibt sich dann  weiter nach (5) 

_ J 
[/(ao + i T ) - - z [ <  d + 2 - - ~ .  

3 3 

Hiermi t  ist der S a t z I  bewiesen. 

w  

Wir ziehen nunmehr  in diesem Paragraphen  einige ffir das Folgende wesent- 

liche Folgerungen aus dem Satze des w 1. 

Satz 2a: Es  sei die Dirichletsche Reihe (x) mit  Hnear unabhdngiger Exponen- 

ten/olge /iir a = a o absolut konvergent; es sei t > o beliebig gegeben. Dann  existiert 

ein reelles to derart, dass 

a.le-Z.o.-- ane-~,(Oo +"0) < e (6) 
n - - 1  

ist. 

B e w e i s :  Es habe G =  G(ao) die Bedeutung  des w x, d. h, es bezeichne G den 

Kreisr ing r ~ l z ] < R  bezw. den Kreis I z [ < R .  Dann folgt die Existenz eines 

reellen to, fiir das (6) erfiillt ist, unmi t te lbar  daraus,  dass einerseits die Zahl 

oo 

rt--I. 

dem Gebiete G angehSrt,  wiihrend anderseits die Werte  yon 

/ (a  o + it) = 2 a ,  e-;.,(ao +*t) ( - -  Qo < t < o~) 
n u l  

in dem Gebiete G liberal| d icht  liegen. 
Acta mathematlca. 38. Imprim~ le 11 octohre 1912. 27 
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H ie rmi t  ist der  Satz  2 a bewiesen. 

Da 

lal--lbl<la--bl 

ist, folgt aus dem Satze 2 a unmi t t e lba r  der 

Sa tz  2b: Es sei die Dirichletsche Reihe (i) mit linear unabhdngiger Exponen- 

ten/olge /i~r a ~ a o absolut konvergent, und e > o beliebig gegeben. Dann existiert ein 

reelles t o derart, dass 

I ,.I e- .oo- a,, e--Xn (~176176 < 8 

ist. 

Wir b rauchen  fiir das Folgende den Satz 2 b in der folgenden al]gemeineren 

Formul ie rung:  

Satz  2r Es seien die Elemente der Zahlenfolge (2) linear unabMingig, es seien 

die M + i zur Zahlen/olge (z) gehSrigen Dirichletschen Reihen 

/o (S )=~a(~  ~, / , ( s ) =  a~'e-"n s . . . .  , /M(S)=2a(,,M)e--Z"* 
n- -1  n - -1  n - - I  

sdimtlich [i~r a = a o absolut konvergent, und es sei /iir jedes n =  I ,  z, 3 , . . .  

Amplitude (a~)) -~ Amplitude (a~)) . . . . .  Amplitude (at, M}); (7) 

es sei /erner ~ > o beliebig gegeben. 

zeitig, liar aUe m = o, i , . . . ,  M ,  

(m) ] e--Zn~o a(m) e--~.n(~o+ito) 
a n 

n - - 1  

ist. 

Dann gibt es ein reelles t o derart, dass gleich- 

< e  

Beweis:  Wir be t rach ten  die fiir a = a  o absolut  konvergen te  Reihe  

bn e - z n s ,  

wo, fiir alle n = I ,  2, 3 . . . .  

bn = a~) + a~) + "" + a~ M~ 

ist. Hierbei  ist auf Grund  von  (7) 

]bn]--= [ a~]  + la(~l~l + --" + la(~M)l. 
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Wir w~ihlen 

derart ,  dass 
nunmehr ,  was nach dem Satze 2 b mSglich ist, ein reelles to 

[bnle-~',~ ~  b,,e-~.,,r176176 I < e 
~,~1 ~'1~1 

ist, oder anders gesehrieben derar t ,  dass 

ist, also a fortiori derart ,  dass 

la~' le-~ . -~  + - + I ~ J I  ~-~ .o~ - -  .~)~-~-.(o~ + - -  

n- -1  

r a i l  

ist. Wegen der fiir a l le  m =  o, x, 2 , . . . ,  M giltigen Ungleichung 

0 

folgt aber unmi t te lbar  aus (8), dass fiir jedes m = o, z, 2 . . . .  M 

I ~ I x = J w n  [ 

n - - 1  n - -1  

ist. q. e. d. 

Korol la r :  Es sei die Dirichletsche Reihe (I) mi t  linear unabh~ngiger  Ex- 

ponentenfo]ge fiir a > a  absolut  konvergent ;  dann ist bekanntl ich,  wie sehr leicht 

zu beweisen, fiir jedes m : o, x, 2 , . . .  die Reihe 

fiir a > a absolut  konvergent  und stell t  die Funk t ion  f -o  (s) dar.  Ferner  ist ja  

Amplitude (a,~)J~)= Amplitude (a,). 
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Es  ldsst sich daher der Satz 2 ~ au/  den Fal l  anwerwlen, wo ao 

/~r ]edes m ~ o, I ,  2 . . . .  M 

/.~(s) = ( - -  I)'n/(~) (s) = ~,a.)~me-~.,* * 
g ~  n 

n - - 1  

a § ~ ~ ist, wdhrend 

ist. Dies werden wit  sparer  verwenden.  

B&tz 3: Es  sei die Dirichletsche Reihe (i)  mi t  linear unabhdngiger Expo-  

nentenfolge ]i~r a > B absolut konverqent, /i2r (~ = B dagegen nicht absol~t ]convergent; 

dann ist die dutch die Reihe ( i )  dargestellte Funkt ion  /(s) /i~r a >  B nicht be- 

schrdnkt, d. h. nach Annahme einer beliebig grossen positiven GrSsse K l~isst sich 

eine Zahl So = ao + ito derart wdhlen, class 

s o > B ,  I / ( s o ) l > K  

ist. 

Beweis: Aus der  vorausgese tz ten  Divergenz der  Reihe mi t  reellen nicht  

nega t iven  Gliedern 

n - - |  

folgt die Exis tenz  eines ganzzabl igen N dera r t ,  dass 

N 

n - - 1  

ist. N u n m e h r  w~hlen wir  ein a o > B derar t ,  dass 

N 
21anle-~.n% > g + i 

n - - 1  

ist, was aus Stet igkei tsgr i inden mSglich ist; dann  ist a f o r t i o r i  

n - - 1  

Ferne r  l~sst sieh nach  dem Satze 2 a ein reelles t o de ra r t  w~ihlen, dass 

an e ~ n % ~ I 

1 An Stello yon I ktinnte natfirlich auch jede andere positive Konstante stehen. 
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Dann ergibt sieh fiir dieses to 

I/(ao + it0)l> anl e - ' , ~ ~  anle-~.,,~o--/((~o+ito) > K + z - - ~ = K .  
n--1  n--1 

Damit ist der Satz 3 bewiesen. 

213 

w 

Es mSge die Dirichletsche Reihe (x) mit linear unabh~ingiger Exponenten- 

folge ein absolutes Konvergenzgebiet besitzen; ich werde dann in diesem Para- 

graph diejenigen Werte bestimmen, welche die Funktion /(s) im absoluten Kon- 

vergenzgebiet der Reihe annimmt. Es sei zun~chst derjenige Fall betrachtet ,  

in dem die Reihe eine im Endlichen gelegene absolute Konvergenzgerade a ~ B be- 

sitzt, d. h. es sei B endlich und die Reihe ( I ) f i i r  a > B  absolut konvergent, 

fiir a < B nicht absolut konvergent. Es sind nunmehr zwei Fiille zu unterschei- 

den, je nachdem die Reihe (I) auf der absoluten Konvergenzgeraden a ~ B abso- 

lut konvergiert oder nicht. Ich fasse zun~chst den zweiten Fall ins Auge. Es 

gilt hier der fo]gende 

Satz 4a: Es mSge die Dirichletsche Reihe (I) mit  linear unabMingiger Ex-  

ponenten/olge /i~r a > B absolut konvergieren, /i~r a ~ B dagegen nicht absolut kon- 

vergieren. Dann  n immt  die F u n ~ i o n  / (s )  in der Halbebene a > B jeden Wert an. 

])em Beweis dieses Satzes wird der folgende, mit Benutzung des Satzes 1 

sehr leicht beweisbare Hilfssatz vorausgeschickt. 

Hflfssatz 3: Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4 a er/i~llt, und es sei 

die komplexe Zahl  a beliebiff gegeben. 

dass die Funk t ion  

Dann  existiert eine reelle Zahl  ao > B derart, 

l ( s )  - -  a 

/iir a > a o reguldir ist, sowie, bei ]edem o < e < I ,  im Strei/en 

a o + e < a < a o +  I 

beschrdnkt ist, wdhrend sie au/  der Geraden a = a o nicht beschrginkt ist. 

Beweis: Aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe 

 p.le-'n~ 
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fiir a<=B folgt zun/ichst,  dass die Koeff iz ienten an der  Reihe (I) nicht  siimtlich 
[ 

gleich o sind. Es daf t  daher  offcnbar  beim Beweise at-,=o angenommen werden.  

Es habe,  bei jedem festen a > B,  das Gebiet  G = G (a) die Bed eu tu n g  des w i (d. h. 

es sei G der  Kreisr ing r ~ ] z l  < R  bezw. der  Kreis  ] z ] ~ R ) .  Es sind n u n m eh r  

zwei F~lle zu unterscheiden,  je nachdem dio gegebene Zahl a verschieden yon o 

oder  gleich o ist. 
i Fal l  I. a =L =o. 

Es sei, ffir jedes a > B,  

o v  

gesetz t ;  die hier fiir a > B  definier te  F u n k t i o n  R ( a )  ist dann  bekannt l ich,  und 

wie sehr leicht zu beweisen, eine s tet ige Funk t ion ,  die mi t  wachsendem a s te ts  

abn immt ,  und  es ist 

lim R (~) -= o; lira R (~) = ~ .  

Es folgt hieraus die Exis tenz  einer reellen Zahl  a o > B derar t ,  dass 

R/ao) =lal 

ist. D a n n  ist, fiir a > a  o 

II(s)-al_>._lal-II(s)l>=laI--R(a) = R ( a o ) - - R ( a )  > o ,  

also I fiir a > a 0 regular .  Fe rne r  ist,  bei jedem ~ > o, die F u n k t i o n  
/ ( s ) - - a  

I in der Ha lbebene  a > a  o + ~ (also a f o r t i o r i ,  bei jedem o < ~ <  I ,  im 
/ ( s ) - - a  

Streifen ao + ~ < a < 0% + z) beschr~,nkt; denn  es ist ffir a > ao + 

II(s)--al>=lal-II(s)l&lal--R(~) > R ( ( r o ) - - R ( ~  + e). 

I auf  der  Geraden a : a o n icht  beschriinkt,  denn es gehSrt  Es ist dagegen f ( s ) - - a  

ja n a c h w  I, wegen R ( a o ) = l a ] ,  der W er t  a dem Gebiete  G = G ( a  o) an, so dass 

/ ( a  o + it)  ( - -  ~ < t < co) beliebig nahe  an a he rankommt .  

Fal l  2. a = o. 

Da, fiir alle a > B ,  R ~ R ( a )  p o s i t i v i s t ,  ist in diesem Falle fiir kein a >  B ,  

R ( a )  ~ [ a l ,  und  es muss daher  die im Falle I ve rwende te  Beweismethode  hier 

e twas geiindert  werden.  Es sei, fiir jedes a > B ,  
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r, = r, ( o ) =  la l l  e - ~ - , " - - ~  l a , ~ l e - ~ . , ,  ~ 
n--2 
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lira r,(~) = - -  ~ .  
o ' ~ B  

Es folgt hieraus die Ex i s t enz  einer reellen Zahl ao > B dera r t ,  dass 

ist, wKhrend, fiir a > oo, 

ist. Dann  is~ fiir 0 > ao 

r, (ao) = o 

r, (0) > o 

o~ 

I / (s)  I > l a ,  I e-~-,~ la ,  I e -~'-~ = r, (o) > o, 
n ~ 2  

also die F u n k t i o n  I i / ( s ) - - o  ] ~  fiir o > a o  regulgr;  fe rner  ist, fiir jedes o ( ~ ( i ,  

I 
die F u n k t i o n  ~ im Streifen o o + e < a < a  o + I (nicht  aber  in der  ganzen 

Ha lbebene  a > o 0 + e) beschr&nkt; denn  es ist in diesem Streifen 

11(8 ) l~ r ,  (0) ~ m  > o, 

wo m=m(~)  das Minimum der  s tet igen F u n k t i o n  rl (a) im In te rva l l  a o + e <  a ~  o o + I 

I 
bedeute~, in welchem In te rva l l  r~ (a )>  o ist. Dagegen ist die F u n k t i o n  / ~  auf  

der  Geradea  ~ = e o  n ieht  besehrgnkt ;  es ist niimlieh, wegen 

r, (oo) = [a, [e -'-,~o - -  ~ [a .  I e-~n a~ = o, 
n ~ 2  

in der  unendl ichen  Reihe  

ov 

kein Glied grSsser als die Summe aller iibrigen Glieder, so dass o dem Gebiete  

gesetzt ;  die hier  ffir a > B def inier te  F u n k t i o n  r 1 (a) ist dann  eine s tet ige Funk-  

t ion,  die bekannt l i ch  fiir alle h inre ichend grosse a posi t iv  ist, und es ist 
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G(a0) angehSrt ,  und es n imm t  somit  die F u n k t i o n / ( a  o + it) ( - -  ~ < t < ~ )  beliebig 

kleine Wer te  an. 

Es ist h ie rmi t  der  Hilfssatz  3 bewiesen. 

Ich gehe n u n m e h r  zum Beweise des Satzes  4a fiber. 

Es  sei a eine beliebige komp]exe  Zahl, dann ist zu beweisen: es n im m t  die 

Funk t i on  / (s)  fiir a > B den Wef t  a an. Es habe a , ) - a  o(a) die Bed eu tu n g  des 

Hilfssatzes 3, also insbesondere :  es ist /(s)]=a fiir ~ > a 0 .  Ich werde dann  

beweisen: es n immt ,  sogar bei jedem e > o, die F u n k t i o n  ](s)  in der  H a l b e b e n e  

> a o - - e  den W e r t  a an. Gesetzt ,  dies sei n ieht  der  Fall, dann  gEbe es eine 

feste Zahl  e > o, die ieh < a o - - B  sowie < z annehmen  daft ,  derar t ,  dass ](s) in 
3 

der  Ha lbebene  a ~ a , - - e  verschieden yon  a w~ire. Es bezeichne un te r  dieser 

Annahme  F ( s )  einen beliebigen, ffir ~ > ~ 0 - - e  reguls  Zweig der  F u n k t i o n  

log (] (s) - -  a) .  

Dann  ist, im Streifen ao--e~r<~ao + I, !R(F(s)) 1 nach oben besehri~nkt, denn  

es ist  in diesem Streifen 

�9 o o  

9~(F(s)) = ~R(log ( / ( s ) - - a ) ) =  log I / ( s ) - - a l  < log (~llanle-~'n(Oo-e)= 4. lal)< K,, 

we die posi t ive GrSsse Kt  (sowie in der Folge K2 > o ,  K~ > o . . . .  ) yon  s n icht  

abh/ingt.  

Fe rne r  ist, auf  der  Geraden  ~ = a o  + e, 9~(F(s)) auch nach  u n t e n  be- 

schriinkt,  d. h. es ist  fiir a = ao + e 

denn  es ist 

- -  ~ (F  (s)) < K~, 

III - - ~ ( F ( s ) )  ~ log / ( s ) - - a  

r fiir a ~ a0 + e beschr~inkt. und, naeh  dem Hil fssa tze  3, die F u n k t i o n  / ( s ) - - a  

Nun  ha t  aber  H e r r  CARATItkODORY bewiesen:  

Es sei die analytische Funktion F(s) /iir IS - -So l<r  reguldr und A das 
Maximum von !R(F(s)) /iAr ]s--so[<r. Es sei o < e< r. Dann ist /i~r I s - - so l<  e 

fR(z) bedeute stets den reellen Toil einer komplexen Zahl z. 
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i ~ (F (8 ) ) l< lm(F(ao ) ) l r+e  + 2 A  Q 
r - - r  r - - o  

Wir  wenden  nun  diesen CARATtII~ODORY's0hen Satz  an auf  die F u n k t i o n  

F (8) = log (/(s) - - a ) ,  

den P u n k t  

und  die Zahlen 

s o ~ a o +  e + i t  ( - - ~ < t < ~ )  
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Es  wgre also insbesondere  

don Abs t and  ~ e ha t ,  

also a f o r t i o r i  

Die F u n k t i o n  

I I I  /(8)----a = 
~1$4a maShcmativa. 36. Imprlm6 le 12 oetobre 1912. 

Der  CARATH~ODORY'sche Satz  ergibt  a lsdann fiir I s - - S o ] < Q  = e 

]9~(F(s))]<K32e+e +2Kt e 
2 e - - e  2 e - - e  

3 K 3 + 2 K I = K 4 "  

im P u n k t e  s = a  o + i t ,  der  vom P u n k t e  so genau 

19r (F  (8))[ < K , ,  

- -  9~ (F  (a o + i t))  < K , .  ( - - ~ < t < ~ )  

e--~(F(.~)) 

~8 

Die Vorausse tzungen  des Satzes (d. h. insbesondere  die Regularit~it yon  F(s)  

fiir I S - - So l<r )  sind of fenbar  erfiillt;  denn es gehSr t  ja der  Kreis  ] s - - s o [ < r  
dem Streifen a o - -  e < a < ~o + i an. 

F e r n e r  ist im Streifen a o - -  e < a < ao + ~, also a fort iori  im Kreise  ]s - - so]<r ,  

9r (F (s)) < g , ,  

d. h. es ist die Zahl  A < K , ,  und  aus 

(F  (so)) < K~, - -  9r (F  (so)) < K2 

folgt  

I~(F (80}) I < K~, 

wo K 8 die grSssere der  beiden posi t iven Zahlen K,  und  K2 bedeute t .  
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w~re ~lso uuf dcr  Geraden  a ~ a  0 besehr~inkt,  im Gegensatze  zu den  Voraus-  

se tzungen .  

Es  muss  also unsre  Ann~hme  ](s)~l=a fiir o > a o - - e  falseh gewesen sein. 

D a m i t  ist  der  Sa tz  4 a bewiesen.  

D e m  Satze  4 a schliesst  sich der  folgende Sa tz  4 b an,  der  den Fal l  be-  

handel t ,  in dem die l~eihe ( i )  auf  der  abso lu ten  K o n v e r g e n z g e r a d e n  a ~ B abso lu t  

konverg ie r t .  

Sa tz  4 b. Es sei die Dirichletsche Reihe (I) mit linear unabhdngiger Expo- 

nenten/olge ]i~r a > B absolut konvergent, l ibra < B dagegen nicht absolut ]conver- 

gent, und es sei a~ =1=o. Dann liegen die Werte, welche /(s)  in der Halbebene ~ > B 

annimmt, s(imtlich im Innern (excl. Rand) des Kreises [z[ < R, wo 

R =  R(B)  = ~la , , le-~, ,  B 

ist; und es nimmt die Fun]orlon /(s) in der Halbebene a> B ~eden Weft im In- 

nern des Kreises I z l S  R,  bezw. ~eden Weft im Innern des Kreises [zl < R ausser 

den einzi~en Wert o, an, ]e nachdem 

bezw. 

ist. 

Die Ausf i ihrung des Beweises dieses Satzes  fiberlasse ich d e m  Leser,  d a  er 

im Wesent l i chen  ganz  wie der  des Satzes  4 a verl~iuft. 

Die beiden S~itze 4 a und  4 b behande l t en  den Fall ,  dass  die abso lu te  K o n -  

vergenzabsz isse  der  Reihe  (I)  im End l i chen  gelegen war.  Es  sei n u n m e h r  der-  

jenige Fall  be t r ach t e t ,  in dem die Reihe  (~) fiberall  abso lu t  konverg ie r t .  H ie r  gil t  

der  folgende 

Sa t z  4 c. Es m6ge die Dfrichletsche Reihe (z) mit linear unabhdngiger Ex- 

ponenten/olge in der ganzen Ebene absolut konvergieren, und es mSgen mi~destens 

zwei der Koe/]izienten der Reihe yon o verschieden sein} Dann nimmt die in der 

ganzen Ebene regul~ire Fun]ction / (s ) jeden Wert an. 

i Wenn die Koeffizienten der Reihe (i) s~tmtlich gleich o sind, nimmt die Funktion f(s) 
nut den "Wert o an; wenn m~r ein Koeffizient =i=o ist, nimmt f(s) jeden Wert ausser o an. 
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Der Beweis dieses Satzes verl/~uft wSrtlich wie der  Beweis des Satzes 4 a, 

wenn nur  in dem letzten B iiberall durch - -co  ersetzt  wird. 

Schliesslieh will ieh nooh erwghnen,  dass ieh durch  eine t iefergehende 

Untersuehung,  auf  die ich hier verzichte,  das folgende allgemeine Resu l ta t  be- 

wiesen habe, aus welehem offenbar die obigen Sgtze 4 a, 4 b und 4 ~ speziell abzu- 

leiten sind: Es ist die Menge M(ao) aller Werte, welche die Dirichletsche Reihe (I) 

mit linear unabhdngiger Exponenten/olge in unendlicher Ndhe I der im Innern des 
absoluten Konvergenzgebietes geleffenen vertilcalen Geraden ~ = a o annimmt, mit der 
Menge aller Zahlen, welche in der komplexen Ebene im Gebiete G(ao) (d. h. im Kreis- 
r inger  ~ [ z ] <~ R, bezw. im Kreise ] z ] < R) gelegen sind, identisch. 

w 

Satz 5. Es besitze die zur linear unabhdngigen Exponenten/olge (2) gehbrige 
Dirichletsche 2~eihe (I) ein absolutes Konvergenzgebiet, und es m6ge die durch die 
Reihe de/inierte Funktion ] (s) /iir o~[~ reguldr und beschrdnkt sein. Dann ist die 
Reihe (i)  /i~r a > fl absolut konvergent. 

Beweis: Es ist, nach Voraussetzung eine reelle ZahI c~ derarL vorhanden,  dass 

(I) fiir a > a absolut  konvergier t ;  da fiir b ' > a  der Satz trivial ist, darf  beim Be- 

weise fl < a angenommen werden. 

Es ist ferner naeh Voraussetzung die Funk t ion  /(s) ffir o > f l  besehr~inkt, 

d. h. es gibt eine positive Zahl K derar t ,  dass fiir o > f l  

ist. 

Es sei nunmehr  6 > o  

ist  die Roihe 

I/(s)l<K 

beliebig gegeben; dann  lau te t  die Behaup tung :  es 

oo  

konvergent .  Es darf  hierbei offenbar  ~<  I angenommen werden. 

In der Umgebung yon a-----a + i + iT ,  we T eiae beliebige reelle Zahl be- 

deutet ,  mi t  einem Radius  r = r ( T ) > a  + I - - f l  gilt die Potenzreihenentwiekelung 

1(8) = ~ ( s - - ( a  + z + i T ) ) "  m~ ./(m)(a + I + iT);  
rn~O 

1 Unter dem Ausdruck: es nimmt die Funktion f(s) den Weft z ill unendlicher Nahc der 
Geraden a~-~0 an, ist zu verstehen: i~ei jedem ~ > 0 nimmt die Funktion f(s) im Streifen 
ao-3 < a < ao + ~ den Weft z an. 
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denn es ist ja nach Voraussetzung die Funktion / ( s ) i n  der Halbebene a ~ f l  

regulEr. 

Weil aber nach Voraussetzung, fiir I s - - ( a  + I + i T ) [ < a  + I - - ~ ,  

I/(s)l<K 
ist, so ergibt sich die Existenz einer Konstanten (d. h. einer yon T unabMingigen 

GrSsse) Kt  ~ K ~ ( a ,  fl, ~, K)  derart,  dass, fiir [ s - - (a  + I + i T ) [ < a  + I - - f l - - ~ ,  

(s-(" +iT): [ x~0, m /  " [(~) (a + I + i T )  < K s 

ist. 1 

Hieraus folgt speziell im Punkte  s ~ fl + ~ + i T ,  der vom Punkte  a + I + i T  

genau den Abstand a + I - - f l - - ~  hat, die Ungleichung 

I m /  ( - - x ) m / ( m ) ( a + I + i T )  < K ,  (9) 

d. h., wenn ich fiir alle r e = o ,  I,  2 , . . .  

e~ 
- )jn e--).n(a+l+iT) (--I)m](m}(a + I + i T ) =  z:~,, 

einfiihre, 

((~ ~- I--~--ml J [ 2  an~:  'e-, 'n{a+lTiT, < I ~ 1 "  
m~0 In--1 

Ich werde nunmehr  zeigen, und dieser Naehweis ist der Kern des Beweises, 

dass man aus der fiir alle reellen T giltigen Ungleichung (9)d ie  Konvergonz 

der Doppelreihe mit reellen nicht negativen Gliedern 

m! [a,, ] ~m e-~.n(. + 1) 
m--O n--1 

folgern kann, ja sogar beweisen kann: es ist 

Es ist hier der folgende Satz angewendet: ~Es sei o < ra < r~, uncl die durch die Potenz- 
oo 

reihe 2 Am xm dargestellte Funktion F(x)  f ~ r  I x [ ~ r2 regultir, sow~e, ffWr I x I <= r2, I F(x)  I < k; 
m--O 

dann gibt es eine Konstante kl = k l ( r l ,  r2, k) derart, dass f~r  [ x ] < r l ,  ~ [ A m x m l  < kl ist.,~ 
m~O 

Die Richtigheit  dieses Satzes ist unmittelbar einzusehen. Aus i F ( x ) [ <  k for [xl<=rs folgt 
nitmlich ftir alle m-~ o, I ,  2 , . . .  die Abschlttzung [Aml  < k:r~m, und hieraus ergibt sich woiter 
fiir ] x l s rl 

ra-O m_o\r--~] ~- r~--r----~ ----kl q. e. d. 
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~ (,~ + x--R--O)" ~ l a ,  l,Z~e_;.,,~,~+~)< K,, 
m /  

m~O n--1 

we K1 die obige Konstante bedeutet. 
Gesetzt, dies sei nicht der Fall, dann wfirde ein ganzzahliges M derart  

existieren, dass 
M (a + i - - f l - - 6 )  m ~ l .  

I ~m r +l) K o > K ,  
m~O n ~ l  

w~re. Hieraus ergibt sieh aber ein Widerspruch in folgender Weise. 

Es sei 
Ks - -  K, 

M (. _{_ I--/~--(~)rn 

m--0 
gesetzt, und zu diesem e, was nach dem Satze 2 r (vergl. Korollar dieses Satzes) 

mSglich ist, die reelle Zahl t o so gew~hlt, dass fiir alle m ~ o, I, 2 , . . .  M 

~1"~,, ,'Z"e-~"c"+')-I(--I)"l(")('~. + i + / t o ) l < *  

ist. Dann ergibt sieh fiir dieses to 

~(a- '~ I - -~--O)rn[  M(ct -J- I - - / ~ - - 6 ) ' n s  
m !  ( - -  i ) " f ' m ( c ~ +  i + ito)l= ~ m !  ]a"l)"~' e-~"("+') 

m =0 m--O n--1 

) _ ~ ( a  + i - - f l - - 6 )  m ~la,~li~:,e_Z.(.+l ) _ 1 ( _  i),./(,,,~(a + i + ito)l 
m /  

m--O n--1 

> K s - - ~  ~ ( a  + I - - f l - - d ) "  m /  = K~ ~ (Ks  - -  K t )  - -  K ,  
m--O 

also a fo r t io r i  

s  + ~--R--a)"  I m/ (-- i)'/(")(a + i + ito)l> K,, 
~ mO 

im Gegensatze zu der fiir alle reellen T giltigen Beziehung (9). 
Aus der somit bewiesenen Konvergenz der Doppelreihe mit reellen nieht 

negativen Gliedern 

s  + I - - f l - - ( ~ ) ' n  m /  ]an  ~'~e -)'n(a+l) 
m - o  n--I 

folgt nunmehr die Konvergenz der dureh Summationsvertausehung entstehenden 

Doppelreihe 
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~ [a,~[ e-)n (~+l) ~(cc + I - - f l - -  (~)"~),,~ 
m /  n 

n=l m=O 

d. h. die Konvergenz von 

~[an]e- - ) .n ( ( t+l ) .  e;.n(a+l--,~--b) = ~ [ a . ]  e -).n(fl+~ �9 

n~l  n-1 

Damit ist der Satz V bewiesen) 

w 

Es ist in dem vorangehenden Paragraph bewiesen: Es besitze die Dirich- 
letsche l~eihe (I) mit  linear unabh~ngiger Exponentenfolge ein absolutes Kon- 
vergenzgebiet, und es mSge die durch die Reihe definierte Funktion fiir a>/?  
reguliir und besehr~nkt sein; dann ist die Reihe ( i)f i i r  a > fl absolut konvergent. 

Ieh werde nunmehr im folgenden Paragraph, d. h. im w 6, beweisen, dass 
in dem obigen Satze die Voraussetzung der Existenz einer absoluten Konver- 
genzhalbebene glatt weggelassen werden kann, oder vielmehr dureh die (wie es 
in der Natur der Sachs liegt, notwendige) Voraussetzung ersetzt werden kann: 
es besitze die Reihe (I) iiberhaupt ein Konvergenzgebiet. 

Wie der Leser bemerkt haben wird, stiitzte sieh die Beweismethode des w 4 
wesentlieh auf die dort vorausgesetzte Existenz eines absoluten Konvergenzge- 
bietes. Ieh wende daher im w 6 eine ganz andere Beweismethode an, die iibri- 
gens keinen Gebraueh von dem im w 4 gewonnenen Resultate maeht. 

In diesem Paragraph 5 erinnere ieh an einen fiir den Beweis des Satzes in 
w 6 wesentliehen Hilfssatz des Herrn PERROZr 

1 Die oben ve rwende te  Beweismethode,  nRmIich yon der  TxYLort'schen Re ihenen twicke-  
lung der  durch die Dir ichletsche Re ihe  dargeste l l ten  Funkt ion  auszugehen und dann nachhe r  
durch Summat ionsver tauschung  einer  Doppelre ihe  zu der Dir ichle tschen Reihe zuri ickzukehren,  
ist zuerst  von Her rn  L).IqDAU benutzt ,  der sie ve rwende t  um den fo]genden Satz fiber Dirich- 
letsche Re ihen  mit  positiven Koeff iz ienten zu beweisen:  , E s  habe die Dirichletsche _~eihe 

~ane - -~ tns ,  wo stets an L o ist, die im Endlichen gelegene Konvergenzgerade ~ = A.  Dann ist s = A 

ein singul?irer Punkt  der fi~r a > A dutch die tgeihe definierten F~nktion f(s)., Beim Beweise des 
LxxDxc'schen Satzes war die Er laubnis  der Summat ionsver tauschung  der dort  vorkomrnenden 
Doppelreihe von vo rnhe re in  klar, weil ihre E lemente  s~tmtlich L o waren. Beim obigen Be- 
weise des Textes  dagegen, war es gerade die ~vesentlichste, und ers t  durch Heranz iehen  des 
recb t  fief l iegenden Satzes i zu f iberwindende Schwierigkeit ,  die Erlaubnis  dieser  Summations- 
ver tauschung der  Doppelre ihe  zu beweisen. 
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Es ist b'ekanntlich, und mit Hilfe des CAucHY'schen Integralsatzes sehr 
leicht zu beweisen, fiir 7 > o 

7+io~ 

2 z ' - -  d s =  y > o  
fiir y < o, 

7--~m 

wo das Integral reehts l~ings der vertikalen Geraden a----7 von 7- - ior  bis 
7 + ir erstreekt ist. 

Herr  PERRO~ hat, yon dieser Formel ausgehend, bewiesen: Es besitze dis 

Dirichletsche Reihe (I) ein Konvergenzgebiet, und es sei die Gerade a = 7, wo 

7 > o ist, im Innern des Konvergenzgebietes gelegen; es sei ferner x eine be- 
liebige reelle Zahl; dann ist 

?+io~ 7+ic~ 
/ i  i 

I ] e xs I I 

2 ~ i  d ~ / ( s ) d s :  2 ~ i J ~  
7--i a~ 7--i ~ 

oo 

n--1 ) . n < x  

Durch Anwendung einer einfachen Variabelntransformation 8 -  s ' - - so  liisst sich 
dieser PERRO~'sche Satz auch so formulieren: 

Hilfssatz 4: Es besitze die Dirichletsche Reihe (~) ein Konvergenzgebiet, und 
es sei a ~ 7  im Innern dieses Konvergenzgebietes gelegen; e8 8ei /erner 80 eine kom- 
plexe Zahl, [i~r die ~(,%)< 7 ist, und es sei x eine reeUe Zahl. Dann ist 

7 + i ~  
I (1 ex O-sol 

j x ~ 0 /  
,,--ioo ),n ~ x 

w 

Satz 6: Es besitze die Dirichletsche Reihe (i) mit linear unabhangiger Ex- 
ponenten/olge ein Konvergenzgebiet, und es mSge die dutch die Reihe delinierte Funk- 
tion /(8) /iir a > fl reguldr und beschrSnkt sein. Dann ist (I)[i ir  e > fl absolut 
konvergent. 

Beweis: Naeh 

ist. 

Voraussetzung gibt es eine Konstante  K derart, dass fiir 
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Es sei d > o  beliebig gegeben; dann ist zu beweisen: Die Reihe (I) ist fiir 

a = fl + 6 absolut konvergent. 
Ieh bemerke zun~ichst, dass die Funktion ]' (s) auf der Geraden a = fl + 

beschr/inkt ist; denn es ist nach dem CAvcrIv'schen Satze, fiir jedes reelle t, 

/ l(s) 
/'(fl + 6 + . i t ) = ~  ( s - - ( f l  + 6 + it)) ~ds 

c 

wo das Integral rechts l~ngs der Kreisperipherie C mit dem Mittelpunkte fi + 6 + it 
und dem Radius 6 erstreckt ist; und hieraus ergibt sich sofort 

~+iv  

p - i u  

+ 8o 
I 
t 
] 
I 
r 

~+~ 

I j ' g  
I I ' ( f l + c ~ + i t ) l < ~  ~ i 6 d  

+ i V  

"- iU 

K 
0 = ~ = K ' ,  

0 

wo K' yon t nicht abh~ingt. 

Es sei nunmehr 7 > fl + ~ eine reelle Zahl, die 
im Inneren des Konvergenzgebietes der Reihe (i) 

gelegen ist. Es sei T eine beliebige reelle Zahl, und 

es sei s o - - f l + 6 + i T  gesetzt. Es sei ferner x > i  

eine feste positive Zahl. Dann ist naeh dem Hilfs- 

satze 4 des w 5 

7+ic~ 
I ( '  e x ( s - so )  

2 ~ i J ( s _ s J . / { s ) d s  = 2a, , (x- -2n)e-~ . ,"o ,  (IO) 
7--i~ ).n < X 

wo das Integral links liings der Geraden a =  7 er- 

streckt ist. 

Wir wenden nunmehr den CAVCHV'schen Satz 

auf den Integranden 

und das Rechteek 

ex ( s--s~) 
F (s) (s-- s~)~ l(s) 

[ r - i u ,  ~, + iv ,  ~ + iv ,  # - i u ]  

an. Dann ergibt sich fiir alle hinreiehend grosse U und V 

"/+iv ~--iu ~+iv ",,+iv 

7--iU r--iU ~--iU a+iV 
+ xl(so) + 1'(8o); (H) 
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denn es ist die Funkt ion 

F (s) = ( 8 - -  so)' / (s) 

im Rechteck und auf dessen Begrenzung iiberall regular bis auf den einzigen 

Punk t  s ----- so, wo sie einen Po lder  zweiten Ordnung mit dem Residuum x ](so) + f (so) 
besitzt. ~ 

Lassen wir nunmehr in (H) U und V gegen o~ wachsen! Dann konvergiert 

das erste und dritte Integral reehts gegen o; denn es ist auf den beiden Stree- 

ken ( 7 - - i U ,  # - - i U )  und ( f l + i V ,  7 + i V )  

I ex(s--~) I 
IF(~)I = IF (~  + i t ) l= i (E~_ ~ ,  I(8) ez(r--{~ +a)) k 

< K 
Ct -- T)' (r T)' 

w o k  yon t, d. h von U und V, nieht abh~ngt. 

Ferner konvergiert, naeh (io), die linke Seite von (iI) gegen 

X a,~ ( x  - -  ~.,~) e-~. , , 'o.  

~ n < x  

Es folgt daher aus (Ii) 

Untersuchen wir zun~ichst das erste Glied auf der rechten Seite yon (i2), und 

setzen wir die Variable s gleich ~ + it, wo die reel]e Variable t yon - -  co bis 

+ oo Hiuft; dann ergibt sich 

f l + i ~  oo 

2~ri (fl+ i t - - ( ~  + d + (~ + i t ) i d t =  

I t ~(--a+i(t--~} 

- -  o o  

also 

1 Die Fo rme l  (~x) grit, wie  uumi t t e l b~ r  zu e r sehen ,  auch  in  den  be iden  spezie l len  Fi~llen 
f ( so)  -~ o, f '  (so)=l = o ,  bezw. f ( s o )  ~ o,  9 ~ (so) = o, wo die F u n k t l o n  F(s)  im P u n k t e  so e inen  Pol der  
e r s t en  Ordnung,  bezw. e ine  regu la te  Stel le  besitzt .  

,4eta math~medica. 36. Imprlm6 Is 14 octobre 1912. .99 
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~ + i oo oo oD 

I i /  i , , j  - ~  F (s)ds < - -  e-'~ K -~ -- e - ~  (~ 
2~r + ( t - -  T) ~ 2~r 

~ - - i ~  --~o - - ~  

du 
@ %t ~ 

- -  ~-  K ~  e -=~  < K ~ ,  

wo K, > o  (sowie in der Folge K2, K~, K, ,  . ..) von T und x ( > I )  unabhSngig ist. 

Ferner ist 

[x/(So) + f ( s o ) [ < x K  + K' < x ( K  + K ' ) < x K z .  

Es ergibt sich daher aus  (12) 

I ~a"e -~"~ (x - -~" ) [  < K ' +  xK2<xK~.  
~ n < x  

Es ist somit fiir alle reellen T bewiesen, dass 

[ [~ a. (x - -  Zn) e--~-(Z+~+iT~ [ < x K3 (13) 
Z n <  x 

ist, wo K3 yon T und x ( >  z) nicht abhSngt. 
Wir ws nunmehr, bei festem x > I,  ein reelles t0 derart ,  dass 

2 12 I <1 
2 n < x  2 n < ~  

(14) 

ist. Eine solche Wahl ist nach dem Satze 2 b des w 2 mSglich; man hat  ihr nur  

auf die fiir a = fl + ~ absolut konvergente Dirichletsche Reihe 

anzuwenden, wo 

ist. 

co  

b .  e - ~ ' n  s 

b. = {a . (x - -Z , , ) f i i r  ~,n<X 

fiir 2. > x  

Aus (13) und (I4), wenn in der ersten Ungleichung T speziell gleich to ge- 

setzt wird, ergibt sich nun weiter 

[a,, [ ( z - -  L,) e -2,,c~+6) < x Ks + 1 < x (K~ + x) < x K, ,  
2 n < x  

also a fortiori 
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la,~] e-z,, (~+~ (x--),n) < x K, ,  

,~n< 2 

227 

d~ h. 

2 
x 

~ la~le-~-,,(, ~+~) < ~ K , -  K~, 

) .n~ 2 

wo K 5 yon x unabhdngig ist. Dies gilt fiir jedes x>  I. Es ist folglich die Reihe 
mit reellen nicht negativen Gliedern 

konvergent. Damit ist der Satz 6 bewiesen. 
Es l~sst sigh nunmehr  der Beweis des in der Einleitung erw/~hnten Haupt-  

satzes in wenigen Worten fiihren. 

Hauptsatz" Es besitze die Dirichletsche Reihe (I) mit linear unabhdngiger Ex- 
ponenten/olge ein Konvergenzgebiel. Dann ist es eine ]iir die absolute Konvergenz 
der Reihe (I) /iir a > fl notwendiffe und hinreichende Bedingung, dass die durch die 

Reihe de]inierte Funktion /(s)  ]iir tr > fl reguldr und besehrdinkt ist. 

Beweis. i.) DiG Bedingung ist notwendig; denn aus der absoluten Kon- 
vergenz der Reihe (i) fiir a>/~ folgt erstens die Regularit/it yon /(s) ffir o>i'~; 

ferner ist, der ffir a > fl giltigen Ungleichung 

I / (s ) l  < la,,I 

zufolge, /(s) in der Halbebene a > fl beschr~nkt. 
2.) Die Bedingung ist aber auch hinreiehend; denn es sei ](s) fiir a > f l ,  

also afor t ior i ,  bei jedem e > o, ffir a ~ f l  + e, regul/ir und beschr/inkt; dann ist, 

naeh dem Satze 6, die Dirichletsche Reihe (I) fiir a > f l  + e, d. h. fiir a > f l ,  
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absolut konvergent. Es ist aber die Reihe (i) auch ffir a-~ f l  absolut konver- 
gent, denn wenn dies nicht der Fall w~re, dann wfirde naeh dem Satze 3 des 

w z folgen: ~>es ist / ( s )  ffir a >fl  nicht besehrs im Gegensatze zu den Voraus- 
setzungen. 

Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 
Wie unmittelbar einzusehen, ls sich der Hauptsatz aueh folgendermassen 

formulieren : 

E8 besitze die Reihe (I) mit  linear unabhdngiger Exponenten]olge ein Konver- 

genzgebiet; dann sind drei Fdlle zu unterscheiden: 

Fall  i. Es  sei /iir kein reelles oo die Funkt ion / (s )  /iir o > a o reguldir und 

beschrdinkt; dann ist die Reihe ( i )  nirgends absolver konvergent. 

Fall  2. Es  sei ]iir ]ede8 reelle 0o die Funkt ion  / ( s )  in der Halbebene 0 > o o 

reguldir und beschrdinkt; dann ist die Reihe (I) iiberall absolut konvergent. 

Fall  3. Es  mdgen zwei Zahlen 01 und 02 derart existieren, dass / ( s )  in der 

Halbebene o > 01 reguldir und beschrdnkt ist, dagegen in der Halbebene a > 02 nicht 

sowohl reguldr als auch besch@inkt ist, und es bezeichne unter dieser Annahme  B 

die]enige reelle Zahl, /i2r welche, bei ]edem e > o, / (s)  in der Halbebene ~ > B + e 

reguldr und besehrdinkt ist, dagegen in der Halbebene a > B - - ~  nicht reguldir und 

beschrdinkt ist. Dann  ist B die absolute Konvergenzabszisse der Reihe (i). Ferner 

ist ( r) au/  der absoluten Konvergenzqeraden a ~ B absolut konvergent oder nicht, ]e 

nachdem /(s)  in der ganzen Halbebene a > B (nicht etwa in der Halbebene a > B +  e) 
beschr~inkt ist oder nicht. 

In nieht ganz pr/iziser Ausdrueksweise liisst sieh der Hauptsatz auch so 

formulieren: Eine Diriehletsche Reihe mit linear unabh~ngiger Exponentenfolge 
ist stets so welt und nur so welt absolut konvergent, als die dureh die Reih~ 

dargestellte Funktion regul/ir und besehriinkt bleibt. 

w 

In dem Hauptsatze, sowie in allen S/itzen der Paragraphen i, 2, 3, 4 und 
6, ist die Exponentenfolge der (und nur der) Bedingung unterworfen, dass ihre 
Elemente linear unabhs sein sollen. Diese Bedingung wurde in w I einge- 
ffihrt, um den KRO~SCKER'sehen Satz fiber Diophantische Approximationen auf 

unsren Problemkreis verwenden zu kSnnen. Die Einffihrung jones KRO~ECXER'- 

sehen Satzes gestattete uns in w I den Satz 1 zu beweisen, welcher letzte Satz 
gewissermassen die Grundlage der in dieser Abhandlung dargestellten Theorie 
bildet. Es fragt sich aber nunmehr, ob diese arithmetische Bedingung, welehe 
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der Exponentenfolge auferlegt ist, nur fiir die yon uns verwendete Beweisme- 

rhode notwendig ist, oder aber ob sie eine fiir die S~tze selbst (in erster Linie 

fiir den Hauptsatz)  wesentliche Bedingung ist, d. h. ob die S~tze noch bestehen 

bleiben, wenn in denselben die einsehr~inkende Bedingung fiir die Exponenten- 

folge weggelassen wird. 

Ich werde nunmehr in diesem letzten Paragraph beweisen, dass dies letzte 

nieht der Fall ist, d. h. das8 die arithmetische Bedingung der Exponenten/olge in 
der Tat eine ]i~r die Probleme selbst wesentliche Bedingun 9 ist. Der Kfirze halber 

werde ich mich nur mit dem Hauptsatze  sowie mit dem Satze 4 a des w be- 
seh~ftigen. 

Es sei zun~ehst der Satz 4 ~ ins Auge gefasst. 

Dieser Satz sagt aus: Es nimmt eine Dirichletsche Reihe mit linear unab- 

h~ngiger Exponentenfolge, die fiir a > B absolut konvergiert, fiir a = B dagegen 

nicht absolut konvergiert, in der Halbebene a > B jeden Wert  an. 

Dass dieser Satz nicht allgemein besteht, wenn die arithmetische Bedingung 

fiir die Exponentenfolge weggelassen wird, folgt unmittelbar durch Betrachtung 

der folgenden spezielIen, zur linear nicht unabh~ingigen Exponentenfolge )~ ,=n  

gehSrigen, ffir a > o absolut  konvergenten, fiir ~ = o dagegen nieht absolut  kon- 
vergenten Diriehletschen Reihe 

e--s s 
- -  e--n s. 

I -- e - s  
n - 1  

Es nimmt ja die Funktion - -  
e - s  

I - -  e - $  
in der Halbebene a > o z. B. keinen Wert  im 

I 
Kreise I z + I ] < 2  an; denn es ist fiir a > o ,  d. h. fiir ] e - ' ] < i ,  

i -s i l i i  I I  = _ _  > . . . .  

I--6 -s I ~- I 2 

Ein anderes Beispiel bilde~ die zur linear nicht unabhangigen Exponentenfolge 

Z. = log n gehSrige Dirichletsche Reihe 

s s I 
( 8 )  = = e " ' s  

n ~ l  n--1 

wo ~ (s) die l~IEMA~'sche Zetafunktion bedeutet ;  es ist n~imlich ~ fiir a > i 

absolut konvergent, dagegen fiir a = i nicht absolut  konvergent, w~ihrend be- 
kanntlich fiir ~ > x 
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i s t .  ~ 

W i r  w e n d e n  u n s  n u n m e h r  z u m  H a u p t s a t z e .  

E s  h a n d e l t  s ich  b i e r  v o r  a l l e m  d a r u m ,  d i e  E x i s t e n z  e i n e r  s o l c h e n  D i r i c h -  

l e t s c h e n  R e i h e  (d ie  s e l b s t v e r s t S n d l i c h  zu  e i n e r  l i n e a r  n i c h t  u n a b h ~ i n g i g e n  E x p o -  

n e n t e n f o l g e  g e h S r e n  muss )  zu  b e w e i s e n ,  d a s s  d i e  d u r c h  d i e  R e i h e  d e f i n i e r t e  F u n k -  

t i on  f i i r  a > o ~ r e g u l a r  u n d  beschr~ ink t  is t ,  o h n e  d a s s  d i e  R e i h e  j e d o c h  f i i r  a ~ o 

a b s o l u t  k o n v e r g i e r t .  

Z u  d i e s e m  Z w e c k e  e n t n e h m e  ich  a u s  d e r  T h e o r i e  d e r  P o t e n z r e i h e n  d e n  fol-  

g e n d e n  

E x i s t e n z s a t z  1: E s  existiert eine /i~r [ x [ < z absolut konvergente, /iir [ x [ = z 

nicht absolut konvergente, Potenzreihe 

F ( x )  = ~ b,~x" 

derart, dass die F u n k t i o u  F (x) im  Inner~  des Einhei tskreises beschrdnkt ist, d. h. 

derart, dass es eine solche Kons lan te  K ffibt, dass, /fir Ix  I <  i ,  

I F ( x ) [ < K  

ist. 

I c h  b e t r a c h t e  n u n m e h r  d i e  ff ir  [ e - ' [ < I ,  d. h. f i i r  a > o ,  a b s o l u t  k o n v e r -  

g e n r e  D i r i c h l e t s c h e  R e i h e  

/ (s) ~ ~ b,~ e . . . .  ~ ~ b,,(e-~)" = F (e- ') ,  
n ~ l  n--1  

wo d ie  G r S s s e n  b,, d i e  K o e f f i z i e n t e n  d e r  im o b i g e n  E x i s t e n z s a t z e  v o r k o m m e n -  

1 Dagegen nimmt, wie ich vor kurzem bewiesen habe 0(~ber das Verhalten yon ~ (s) in der 
t talbebene a > 1% GOttinger Nachrichten, I9~]), die Funktion ~(s) in der Halbebene o > i jeden 
Wef t  ausser den einzigen Wert  o an. Da hier yon der Zetafunktion die Rede ist, bemerke 
ich beil~ufig, dass aus dem Satze 4 a des w 3 unmittelbar ~olgt, dass die bei&n Dirichletscheu 
Reihen 

2 ~  und '~ . l ogp  ,-- 1 ;s , ( p = 2 ,  3, i , 7  . . . .  ), 

welche mit der Zetafunktion in naher Verbindung s/eht, in der Halbebene ~ > I je4en IVert an- 
nimmt; denn es ist die Exponentenfolge log p linear unabhfingig, und es sind die beiden obi- 
gen Reihen fiir a > ~ absolut konvergent, f(ir a = x dagegen nicht absolut konvergent. 

An Stelle yon o kOnnte nattirlich hier und im folgenden jede andere reelle ZahI 
stehen. 
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den Potenzreihe sind. Die dureh diese Diriehletsche Reihe definierte Funktion 

/(s) = F ( e  -~) ist alsdann, dem Existenzsatze zufolge, fiir l e-~l< I, d. h. fiir 

a > o ,  regulgr und beschr~inkt; es ist aber die Diriehletsehe Reihe 

oo 

~ b, e -n* 
n - - 1  

fiir a ~ o  doeh nieht absolut konvergent (sondern nur fiir a > o ) ;  denn es ist, 
fiir a = o, die unendliche Reihe 

0= lb.] 
n - - 1  n ~ l  

divergent. 

Es ist dureh dieses Beispiel gezeigt, dass in dem Hauptsatze  die Voraus- 

setzung der linearen Unabhs der Exponentenfolge nicht weggelassen 

werden kann. Es fragt sich aber welter, und dies ist durch das Vorhergehendo 

noeh nieht erledigt, ob nicht doeh fiir alle (d. h. zu einer beliebigen, linear un- 

abh~ingigen oder nicht unabhiingigen Exponentenfolge gehSrigen) Dirichletsehen 

Reihen, die ein Konvergenzgebiet besitzen, aus der vorausgesetzten Regularitiit 

und Besehr~nktheit fiir a > a o der durch die Reihe definierten Funktion, die absolute 

Konvergenz der Reihe wenigstens fiir a > ao folgt. (Es ist durch das obige Beispiel 

nut  bewiesen: es folgt nieht die absolute Konvergenz der Reihe fiir a~a0) .  

Dass dies abet  nieht der Fall ist, werde ich nunmehr dutch den folgenden 
Satz beweisen. 

Satz A: Es existiert, zu ]edem k > o, eine Dirichletsche Reihe mit den beiden 
/olgenden Eigenscha/ten : 

I.) Die Reihe ist liar o > k absolut konvergent, /i~r a = k  dagegen nicht ab- 
solut konvergent. 

2.) Die dutch die Reihe de/inierte Funktion ist /iir a > 0  reguMr und be- 
schrdnla. 1 

Dem Beweis dieses Satzes wird der fo]gende sehr |eicht beweisbare Hilfs- 
satz vorausgeschiekt. 

Hilfssatz: Es sei au/ der reellen Achse eine abzdhlbare Menge von Intervallen 

i~, i2 . . . . .  im .... beliebig gegeben. Dann existiert eine reelle Zahlen/olge 61, 62,.., 6m,... 
derart, dass erstens, /i2r alle m = I,  2 , . . . ,  die Zahl ~,, dem Intervalle im zugehSrt, 

und class zweitens, /is kein ganzzahliges positives M, eine Relation der Form 

1 Es kann nattirlich, dem Hauptsatze zufolge, die Exponentenfolge der Reille hierbei linear 
nicht unabhangig sein. 
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go + ffl(~l + g~O2 + "'" + gM(~M=O 

i n  f fanzen n ich t  sSmt l ich  verschwindenden  Zah len  go, g~ . . . . .  gM besteht. 

B e w e i s :  Ieh w~hle zun~ichst ~l im Intervalle i~ derart, dass keine Relation 
der Form 

go + g~ d~ = o 

besteht, d. h. ieh w~ihle eine irrationale Zahl 61 im Intervalle i~. Nachdem 6~ 

festgelegt ist, whhle ieh nunmehr eine Zahl ~2 im Intervalle i 2 dernrt, dass keine 

Relation der Form 

go + g l ~  + g2~2 = o 

besteht.  Eine solche Wahl ist offenbar mSglich, denn die s~mtlichen Zahlen ~'2, 
die eine Relation der Form 

go + gl ~l + g2 ~'2 = o 

(wobei eo ipso g2=l=o sein muss) genfigen, d. h. die Zahlen ~F 2 der Form 

we re und rl zwei rationale Zahlen bedeuten, bilden bekanntlich eine abz~hlbare 

Menge, w~ihrend ja die s~imtlichen Zahlen im Intervalle i 2 eine unendliehe nieht 

abz~hlbare Menge bilden. Wir setzen nunmehr die obige Methode fort, bestim- 

men, nachdem ~1 und ~ festgelegt sind, eine Zahl 63 im Interwalle i3 derart, 
dass keine Relation der Form 

go + g~ l  + g2~2 + g3~s ~ o 

besteht, u. s. w. 

Die Mfgliehkeit dieser sukzessiven Bestimmungen ergibt sich unmittelbar 

dutch Induktion, wenn man sich daran errinnert, dass bei jedem festen m, die 
Zahlen der Form 

~l,n ~- ro -F rl ~1 + �9 "" + rm-1  ~ra-1, 

W O  (~1, {~2, ~  " ,  (~m--1 feste Zahlen sind, w~ihrend re, r ,  . . . .  rm-1 beliebige rationale 

Zahlen bedeuten, eine abz~hlbare Menge bilden. 

Die somit erhaltene unendliche Zahlenfolge dl, 6 2 , . . . ,  ~m, . . .  erffil|t often- 

bar die Bedingungen des ttilfssatzes; damit  ist dieser Satz bewiesen. 

Wir gehen nunmehr zum B e w e i s e  des  S a t z e s  A fiber. 
Es sei also die Zahl k > o gegeben. 
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F(x) = ~ b,,x" 
~ - - l  

dio Bedeu tung  des obigen Existenzsatzes 1, und es sei wie vorher  

gesetzt. 
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1(~) = F (e-,) = ~ b,, e-"" 
n n l  

Dann  ist die zur  Exponentenfolge L, = n geh6rige Dirichletsche Reihe 

cv 

/(,) = b .  

n m l  

fiir a > o absotut  konvergent ,  fiir a = o dagegen nieht  absolut  konvergent .  

Aus der Divergenz der Reihe 

21b.  
n- -1  

folgt bekannt l ieh fiir zu o abnehmendes  a 

ferner ist 

lira ~ Ib, , le-" ,=o.  
O u ~  n ~ 1  

t I ie raus  folgt unmi t te lbar  die Exis tenz einer unendl ichen Folge yon posi- 

t iven, d. h. auf  dem posit iven Tell der  reellen Achse gelegenen, In terval len  

i 1, i : , . . . ,  im . . . .  dorart ,  dass fiir jede Zahl y,  die dem Interval l  im angehSrt,  

e (l+klm < ~ lb,  I e - "ky  < z e (~+k)m 

ist. 

Es sei nunmehr ,  was naeh dem obigen Hilfssatze mSglich ist, die reelle 

Zahlenfolge ~1, ~ . . . .  , dm . . . .  so gew~hlt, dass, fiir alle m = i ,  2 . . . . .  die Zahl 

~ra dem Interwalle  im angehSrt ,  wKhrend fiir kein M eine Relat ion der Form 

go q- gl ~t -b "'" q- gM~ll/~ 0 

in ganzen nieht  s~imtlieh versehwindenden Zahlen go, g~ . . . . .  gM besteht .  Dann  

ist  fiir alle m = x, ~ . . . .  

oo 

eCl+~  < ~lb,,le-,,~,,,.k < zeIl+klm, 

A c t a  maShemat iva .  ~6. Imprim6 le 15 octobre 1912, 3 0  
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und es erfiillen die positiven Zahlen ~1, ~2 , . . . ,  ~,~ . . . .  hierbei eo ipso die Be- 

dingung 

lim ~,~ = o. 

Es sei nunmehr, fiir alle m = i ,  2 ,  3 . . . .  

Ira(s) = / ( s  o~,,~) = ~ b,,e -'•am'" 
f l . - - I  

gesetzt. Es gehSrt also die fiir a~m>o, d. h. fiir a>o ,  absolut konvergente Dirich- 

letsehe Reihe /re (s) zur linear nicht unabh~ingiger Exponentenfolge 3~, 2 ~,~, 3 ~m,... 

Hierbei ist, fiir a > o, /m (s)=/(srL,,)  regul~ir, u n d e s  ist fiir a > o 

I I , , ,(s)l<g. 
Ieh setze nunmehr  

m - - 1  m - - 1  n - - I  

Wegen der fiir a > o giltigen Ungleiehung 

l e - " e - " " l m ( s ) l  < e - m  �9 i .  K 

ist die Reihe 

g(s)= ~ e--m e-~'/~(,) 

fiir a > o gleichm~ssig konvergent. Es folgt hieraus, da ia die einzelnen Glieder 
der Reihe, d. h. die GrSssen e--~e-m*/m(s) fiir a > o  regul~ir sind, dass g(s) eine 
fiir a > o  regul~ire analytische Funktion ist. Ferner isL fiir a > o ,  g(s) be- 

schr~nkt; denn es ist ffir a > o 

]g(s)]< ~ e  -m.  K = K , ,  

wo K1 von s nieht abh~ingt. 
Es sei nunmehr  die Doppelreihe 

~ (b,, e--~) e -'m+"~'`'* 
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durch Umordnung ihrer Glieder in eine Dirichletsche Reihe 
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oo 

Cr e - i t s  

formell verwandelt,  d. h. es sei die Doppelfolge 

m+n~,,, ( m = i ,  2, 3 , . . . ;  n = I ,  2, 3 . . - )  

in eine Einzelfolge 

0 < ~ 1  < ~'2 " " �9 < ) ~ r "  �9 �9 (lim).,  = cr 
r m ~  

umgeordnet; dies ist offenbar mSglich, denn es sind erstens die Gr5ssen m + n~,,, 

s/imtlich > o (sogar > I), zweitens ist, nach der obigen Bestimmung der Zahlen- 
folge dL, 62 . . . .  5,~ . . . .  eine Relation 

m r + n' c~m, = m" + n" ~m" 

d. h. eine Relation 

( m  f - -  m ' )  "4- n r c}m, - -  n "  ~m" ~ 0 

nur dann vorhanden, wenn m' =m", n '=n" ist, und drittens sind offenbar, 

bei jedem E > o, nur endlich viele Elemente der Doppelfolge m +ncL~ kleiner 
als E. 

Ich behaupte  nunmehr: es ist die Dirichletsche Reihe 

Cr e~;~r s 

r--1 

fiir a > k absolut konvergent und gleieh g(s); dies ist offenbar bewiesen, wenn 

ieh naehgewiesen babe: as ist fiir a > k die Doppelreihe mit reellen nicht nega- 
t iven Gliedern 

~ [ b,, l e-" e-('+"o.," 
m - - 1  n = l  

konvergent, d. h. es ist, bei jedem e > o, die Doppelreihe 
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konvergent. Dies ist tatsiichlich der Fall und folgt unmittelbar daraus, dass, 

fiir alle m =  I ,  2, 3 , - . -  

2 ~ [b, , le-" e -(re+nOra) (k +~) = e--m(k+l + ~ ) 2  [b,,[ e-' '~''(k+') 

c~ 

<~ e--hi (k+l+e)~lb,, I e - '~  < e - ' ' ( k + J  +*). 2 e m(k+l)  < 2 e - m *  

n - - 1  

isL wiihrend ja die Reihe 

~ 2 e -me 
~ t u l  

fiir jedes e > o konvergiert. 

Ich  werde nunmehr beweisen: es ist ~ c r e - ~  s fiir a = k nieht absolut kon- 
r - - 1  

vergent, oder was offenbar auf dasselbe herauskommt: es ist die Doppelreihe 

r a - - l n - - I  r a - - 1  n - - 1  

divergent. 

wegen 

Dass dies letzte der Fall ist, folgt aber unmittelbar daraus, dass, 

~ I b,,I e--"o,.,l' > e,,,.+k), 

fiir alle m = i ,  2, 3 , . . .  

e -~( l+k)  . ~ [ b,, [ e-"~"k > e- ' ( l+k~,  e"(l+k) > I 
n--1 

ist. 

Es ist also die Dirichletsche Reihe 

r~ 

r--1 

fiir a > k absolut konvergent, fiir a ~ k dagegen nicht absolut konvergent, w~h- 

rend die durch die Reihe definierte Funktion g(,) fiir 0 >  o regul~r und be- 

schr~nkt ist. 
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Damit ist der Satz A bewiesen. 

Aus dem vorangehenden Satze A folgt speziell, dass keine feste positive 
Zahl k derart existiert, dass allgemein aus der vorausgesetzten Regularit~it und 
Beschr~inktheit fiir a > o der durch eine Dirichletsche Reihe definierten Funktion 
die absolute Konvergenz der Reihe fiir a > k folgt. 

Ich werde nunmehr den folgenden Satz B beweisen; damit sind alsdann die 
sgmtlichen mit dem Hauptsatze in Zusammenhang stehenden Existenzfragen 
vSllig erledigt. 

Satz B. Es existiert eine in einer gewissen Halbebene konvergente Dirichlet- 
sche Reihe (i) derart, dass die dutch die Reihe dargestellte Funktion liar a > o 
reguldr und beschrdnkt ist, wdhrend die Reihe ]edoch nirgends absolut konvergiert. 

Zum Beweise dieses Satzes entnehme ich aus der Theorie der Potenzreihen 
den folgenden Existenzsatz 2, der etwas mehr aussagt als der frfiher benutzte. 

Existenzsatz 2. Es existiert eine /i~r Ix I< i absolut konvergente, /i~r I x l ~  i 
nicht absolut konvergente Potenzreihe 

o o  

n--1 

derart, dabs liar aUe Ix[ < I und alle ganzzahligen N ~ I 

ist, wo K eine yon x und N unabMingige, positive Zahl bedeutet. Hieraus [olgt 
apezieU, dass, ]iir ~ x ] < I,  ] F (x) ] s K ist. 

Es mSgen im folgenden die GrSssen b, die Bedeutung dieses letzten Exi- 
stenzsatzes haben. 

Ich bestimme nunmehr, auf ganz dieselbe Weise wie beim Beweise des 
Satzes A, eine Folge yon positiven Zahlen ~ ,  ~2, . . . ,  ~m,.. .  derart, dass erstens, 
fiir alle m ~  i ,  2 , . . . ,  

n- - I  

ist, und dass zweitens fiir kein ganzzahliges M eine Relation der Form 

g a + g ~ + " "  +gM~M-~O 
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in ganzen nicht s~imtlieh versehwindenden GrSssen go, g l , . . . ,  g.~ besteht. 
her setze ich wie vorher, fiir a > o, 

co 

n - - 1  

Fer- 

Dann ist offenbar, wegen [/m (s)J< K fiir a > o, die Reihe 

g(8)---- ~ e-'~e-'n'/,,~(s) 
r o l l  

fiir a > o konvergent und stellt eine fiir a > o regul~re und besehr~nkte Funk- 
tion g(s) dar. 

Es sei nunmehr,  ganz wie beim Beweise des Satzes A, die Doppelreihe 

durch Umordnung ihrer Glieder in eine Diriehletsehe Reihe 

av 

2 Cr ~--I-r 8 
r--1 

formell verwandelt.  

Dann ist zuniiehst diese Diriehletsche Reihe, oder, was auf dasselbe heraus- 
kommt, die obige Doppelreihe, nirgends absolut konvergent, d. h. es ist bei 

jedem festen a0 die Doppelreihe mit positiven Gliedern 

divergent; dies ergibt sich unmittelbar daraus, dass fiir alle m > ao 

~_~Jb, Je-nOm.~o> Jb,~Je-,O,,~.,,,>e,,+'n~ 
nml n i l  

ist, also fiir alle m > ao 

~v 

e-,,,e-moo ~Jb,~le-,,~m~o>e-~e-,~oo.e,,~§176 i 
n--1 

ist. 
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Ieh  werde nunmehr  

sche Reihe 

konve rgen t  und  gleieh g(s ) .  
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beweisen: es ist, sogar fiir jedes a > o, die Dir ichlet-  

~ e r  e -~ ' r  m 

Ieh  bemerke  zun~ichst, dass offenbar ,  

endliehe Summe 

bei jedem ganzzahligen R > o, die 

R ~ Nra Nm 

= 2 2 
r= l  rn--1 r m--1 n~ l  

ist, we die Zahten Nm = N,n(R)  ganze Zahlen _>o sind, die iibrigens yon  einer  

gewissen Stelle an, d. h. fiir m ~ m o = m 0 (R), alle -----o sind; 1 hierbei ist ferner,  

bei jedem fes ten m, lira Nm ~ ~ .  

Hieraus  erg ib t  sieh abe r  leieht die B e h a u p t u n g :  es ist fiir a >  o 

B 
lira ~ Cr e-x,  * ---- g (s). 
R--a~  1 

Es sei a, > o und so = ao + ire eine feste  Zah!;  es sei f e rner  e > o beliebig gegeben. 

Ich  bes t imme alsdann zuniiehst  eine ganze Zahl M > i derar t ,  dass 

e-m < 3 K  
m--M§ 

ist, we  K die K o n s t a n t e  des Exis tenzsa tzes  2 bedeute t .  

Naehdem M festgelegt  ist, bes t imme ieh n u n m e h r  eine ganze Zahl  N > x 

derar t ,  dass fiir alle m = x, 2, . . .  M und n ' > N  

b,,e_n,~m~ < e 
I n ' ' ' + l  I 3M 

ist, und  zu diesem N bes t imme ich sehliesslich eine ganze Zahl Ro > I derar t ,  

dass ffar R >  R o u n d  alle m = x, 2 . . . .  M 

N , ~ N , n ( R ) >  N 

0 
U n t e r  2 u n  is t  o zu v e r s t e h e n .  
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ist. Eine solohe Wahl yon R0 ist mSglieh wegen der bei festem m giltigen Re- 
lation: lira N,, (R) = o~. 

Rwoo 

Dann behaupte ich: es ist fiir alle R > Ro 

cr e-~, ~ -  g(So) < ~. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich folgendermassen : Es ist fiir R > Ro 

~ - ~ - , ~ . - g ( ~ o )  = 2~--me--m~2bo*--~  -~'o bo*-~m~ 
] r--1 m--1 n ~ l  r a = l  n--1 

1'2 <( 2 e--m bn e -nero*~ 
m~l ]n-AVm+l I I + ~ ~ e -m bn e -n6m$~ + e-m bn e--n6mS~ 

r n - - M + l  m-M+l n-1 

Nun ist aber dem Existenzsatz 2 zufolge 

b, e-"~m 'o < K e-"~ ~ 
I . - I  I--1 

Es ergibt sieh somit fiir R>Ro 

3 M + 2  e - " . K  < M . - ~ +  - - - -~.  
r - - I  rn--1 m--/ke+l  

Es ist hiermit die Behauptung:  

R 

lira ~e,e-~-~ ' = g ( s )  

fiir alle ~ > o bewiesen. 

Die Diriehletsehe Reihe ~ c~e-~'~ * 

gungen des Satzes B. 
Damit ist dieser Satz bewiesen. 

erfiillt somit die sttmtlichen Bedin- 

Kopenhagen, den I Dezember I9iZ. 


