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Les  solut ions de l 'dquat ion  diffdrentielle lindaire: 

d n  ?1 d " - I  ~! 
P o d x , ,  + P l  d x n - ' i  + "'" + P n Y  ~ o ,  

oh les coefficients P sont  des po lynomes  en x,  sont  irrdgulibres au  vois inage du 

poin t  g l ' infini  quand  le degr6 des po lynomes  P dans  la suite:  

Po, P , ,  I ' .  . . . .  P,,, 

no v a  pas  e o n s t a m m e n t  en d~croissant .  M. PoIxc.~r~g * a 6tabli  qu 'el les pou-  

va ien t  alors ~tre repr6sentdes  a s y m p t o t i q u e m e n t  pa r  des s6ries en g4n4ral diver-  

genres  de la forme:  

[ a , ,  1 
s ~ e q  x "  a o + a j  + . " . + x -'~ + ' ' " , 

2C 

off O est  un po lynome  ent ier  en x; a u t r e m e n t  dit,  si l 'on  d6signe p a r  y une de 

ees solutions,  le po in t  x s '61oignant h l ' infini  dans  une direet ion d&ermin6e,  on 

p e u t  en g6n6rM former  une s6rie S t.elle que l 'on ait ,  ~ ~ tan t  un n a m b r e  ent ier  

posi t i f  ehoisi a rb i t r a i r em en t :  

y = eq z"' ao J -  a t  - ~  �9 " �9 ~ ~- 
x ' x" ' x" ' 

�9 A c t a  M a t h e m a t i e a ,  T o m e  8, i8,~6: Sur  les i n td~ ra l e s  ir t-d~ulibres des  6qua t i , t n s  l inda i res .  
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tendant  vers o. Cette 6galit6 n'est d'ailleurs v6rifi6e que dans un certain angle 

et les diff6rentes s6ries S se permutent  entre elles pour repr6senter une m~me 

fonction y quand on fair varier l 'argument avec lequel x devient infini; le plan 

est ainsi divis6 par des rayons issus de l'origine en plusieurs r6gions dans cha- 

eune desquelles la fonction y est repr6sent6e asymptot iquement  par une s6rie 

diff6rente. 

De m6me la fonction F ( x ) ,  solution de l '6quation aux diff6rences finies 

lin6aire 

/(;Z + I ) - -  X / ( 2 )  = O 

est repr6sent6e asymptot iquement  par une s6rie ddduite de la s6rie de STIRLIN(~; 

cette derni~re s'6crit: 

x + I _ L 2 z +  B~ I B2 I ~-'-'-+ 
2 1 . 2 x  3.4 x3 

( - -  I )n B n + l  I 

(2 n + I ) ( 2 n + 2 )  x ~'*+1+ " " 

et l 'on montre que si S .  d6signe la somme des premiers termes jusque et y 

I 
compris celui qui contient ~ en facteur, l 'expression 

~"+~ [LI"  (x) - -  8,,], 

tend vers o quand x s'61oigne ~ l'infini avec un argument compris entre - - z  + v 

et z - - v ,  v 6tant un nombre positif aussi peti t  que l 'on veut;  on peut  donc 

former une s6rie divergente telle que l 'on air: 

l [  ] an ~ , 
r (x) = V ~  x ~-'-' e -~: I + a' + . + x .  + 

t tendant  vers o, quand x s'61oigne ~ l'infini avec un argument appar tenant  au 

m6me intervalle. 

II a d~s lors paru int6ressant d 'entreprendre sur les 6quations aux diff6- 

rences finies lin6aires, dont  les coefficients sont des polynomes, une 6tude ana- 

logue h celle qui fur faite sur les 6quations diff6rentielles du mSme genre et de 

chereher h former des s6ries repr6sentant  asymptot iquement  leurs solutions au 

voisinage de l'infini. Tel est l 'objet de ce travail qui fera ressortir une nouvelle 

lois les analogies d6js souvent signaldes entre les deux cat6gories d'6quations. 

On sait que la recherche des solutions de l '6quation aux diff6rences finies: 

i) A o / ( x  + r) + A , / ( x  + r - - I )  + -.. + A r / ( x ) =  o, 



Sur la repr6sentation des solutions d'une equation lin6aire aux difffirences finies. 

off A0, A, . . . .  A~ sent des 

formation 

3 

polynomes en x, so ram~ne au moyen de la trans- 

9 f b  

r  
a 

k l'6tude des solutions de l'6quation diff6rentielle 

dq ~f dq-~,f 3) yqBo dyq + yq-1 a ,  ~/-~_L + . . .  + Bqrp--o, 

dent  les coefficients B sent des polynomes en y. Los solutions de l'6quation 3) 

admettent  pour points singuliers les racines du polynomo B 0, l'origine et le point 

l'infini. 

Je eonsid~re un contour L contenant k son int6rieur un des points a, 

racines du polynome B 0 et laissant h son ext6rieur tous le s  autres points sin- 

guliers des solutions de l'6quation differentielle 3) et un contour L 0 qui laisse 

son ext6rieur tous les points singuliers de ces m~mes solutions saul l'origine; 

Je forme des solutions /(x) de l'dquation aux diff6rences finies d6finies par l'~galit6 

/ (x) ~ / y '~ - l  q) (y) dy  - -  / y X - i  ( k, v, + k~ v~ + . .. + k,  vq) dy.  

La fonction el(y) est une solution de 3) admet tant  le point a pour point 

singulier; les fonctions v ferment un syst~me de solutions ind6pendantes de cette 

mSme ~quation et les coefficients k sent des fonctions de x convenablement 

choisies. Ces solutions / (x)  de l'6quation aux diff6rences finies sent des fonctions 

m6romorphes de x, d6finies dans tout  le plan et dent  je d6termine lea pSlea 

avec leur ordre de multiplicit6. 

Dans le cas off les solutions de 3) sent r6guli~res en a, on peut ainsi former 

au moyen des contours L e t  L0 autant  de solutions de l'6quation I) que l'6qua- 

tion d6terminante relative s ce point admet de racines en g6n6ral non enti/~res, 

en prenant pour ep (y) les solutions de 3) correspondantes obtenues par la m6thode 

de M. FVOHS. C'est dans eette hypoth6se que j'ai form6 les d6veloppements 

asymptotiques des solutions / (x ) .  
Supposant que le point x s'61oigne ~ l'infini en restant constamment h droite 

de l'axe des ordonn6es, je forme des s6ries asymptotiques de la forme 

[ a z a ~ +  . . - +  + ' "  , 

~Z a o +  x 
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qui repr6sentent  les fonctions / ( x )  correspondant  ~ chacun des points  a,  racines 

de B0, situ6s s distance finie et  au voisinage desquels les solutions de 3) sont  

r6guli~res. 

Quand les solutions de 3) sont r~guli~res au voisinage de routes les racines 

finies du polynomo B0, ces s6ries se pe rmuten t  entre  elles, pour  reprdsenter les 

fonetions / ( x )  eorrespondant  aux diff~rents point  a, le point  x s '~loignant 

l ' infini avec un a rgument  quelconque. 

Les diff~rentes fonctions ](x) correspondant  aux points c~ au voisinage 

desquels les solutions de 3) sont r~guli~res sont  des solutions ind6pendantes  de 

l '~quation aux diff6rences finies, au~rement dit, elles ne peuven t  satisfaire identi- 

quement  h aueune relation de la forme 

T~ (x)/ ,  (x) + T~ (x) 1~ (x) + --. + T ,  (x)/~ (x) -~ o, 

off les T sont  des fonctions p~riodiques a d m e t t a n t  pour  p~riode l 'unit~. 

I. F o r m a t i o n  des so lu t ions  de l '~quat ion  aux  differences finies. 

Soit l '~quation aux differences finies lin~aire d 'ordre  r 

I) F [ / ( x ) ]  : A o / ( X  + r) + A 1 / ( x  + r - - I )  + . . .  + A r / ( x ) - =  o, 

off / ( x )  est une fonction inconnue de la variable x et  off Ao,  A t , . . .  Ar  sont  des 

polynomes en x de clegr~ q. Je  d~signe par  le symbole Ix + k~" le produi t  de 

p facteurs 

(x + k)(x + k + ~ ) . . .  (x +/r + p - - ~ ) ,  

off k et  p sont deux entiers positifs, en convenant  que 

Ix + k ] ~  I .  

Les polynomes A peuvent  se met t re  sous la forme: 

Ao ~- ao, o [x + r]q + ao, l Ix  + r] q -1  -b, . . . .  ~- ao, q I x  -[- r]  ~ 

A, = al,0 [x + r - -  z]q + al, L Ix + r - -  ~]q-1 + ... + al,q [x + r - -  I] ~ 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . . . . . . . . . .  

A r ~ ap, o [x -t- r - -  p]q + am,1 Ix ~- r - -  p]q-t § . . .  § ap, q [X + r - -  p]0,  

. . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . , . . . . . .  

Ar  ~ ar, o [xjq -k at,1 [X]q--i @ . . .  + ar, q Ix] ~ �9 
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Je  cherehe ~ satisfaire h l%quation i) au moyen  de la fonet ion:  

On a: 

/(x) f :-, 
( t  

(y) dy. 

f dp ?lX+k+P -[ Ix + k)p/(x  + 1r ~ of(y) -ilyv . . . .  dy.  
( t  

En faisant  usage de l ' int~grat ion par  parties,  il v ient :  

pj'~ dy(fp [ dp-lyx+k+p-l dq~dp-2yx+k+p-I 

a 

fl 
�9 -1  dP-1 rp y~+k+p-1]  

�9 " + ( - - ~ :  d ~ - ~  

( I  

Le premier  membre  de I 'dquat ion aux  diffdrenccs finies dev ien t  ainsi: 

fl 
dq-1 q~ 

-F[/(x)]= / [yq Bod;~f + yq-l B~ d~:_i 
(~  

+ .. �9 + Bq rf] y~:-i dy + M [~f (fl)] - -  M [ep (cO], 

en posan t  

Bo ~= ( - -  ~)~ [ao, o y" + a~, o y"-~ + "" + a~, o], 

B,  ~= ( - -  x)q-1 [ao,1 y~ + al,l ~d r - l  ~ . . . .  + a t : ] ,  

Bp = ( - -  I)q-p [ao, p y~ + al,py ~-1 + ... + a~,p], 

et  

Bq ao, q y" + a~,~ yr f l  ~ . . . . .  ~- a,.,q, 

d q-1 C,, drf dq-" C O , -1 dq-J ~p 
Mgef(y)]=, f  dyu_ ~ dy  dyq :::2 § ' + ( - - ~  dy ~q-:'C~ 

d q-2 C1 dq~ dq-a C~ -2 dq-2 c v r, 
+ (P dyq -2 - - d y  dyq :3 + " '  + ( -  i)q dyq_ ~(~'~ 

+ ~pCq-1, 
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C O = (-- i)q y~+q-i Be, 

C~ = (-- i)q -1 .~+q-2Bl,  

�9 . o o �9 �9 ~ . �9 . o �9 

Cq-1 --  - -  y" Bq- l .  

choisit pour ep (y) une solution de l'6quation diff6rentielle lin6airo 

dq ~p dq -1 q) 
yq Be ~ + yq-1 B, d-yq%l + ... + Bq ep ~ o, 

E r l  {x) l  = M [~ (fl)l - -  M I~  ( - ) ] .  

Les points singuliers des solutions de l'~quation 3) sent l'origine, le point 

]'infini et les points a racines du polynome B0. 
Si ]'~quation fondamentale relative ~ rorigine admet les q racines simples 

( 0 ~  0 ) 2 ~  . . .  f o g 1  

on peut former q solutions ind~pendantes de l'~,quation 3), 

~)i, Y2, "'" Vq, 

qui, par une rotation clans le sens direete autour de l'origine le long d'un contour 

laissant tous lea points a k son ext~rieur, deviennent: 

V l  ~ ( 0 1  7 )1  

V 2  ~ ( - 0 2  V 2 ,  

Vq ~ fOq ~,q. 

Si l'~quation fondamentale admet des raeines multiples, on peut former q 

solutions ind6pendantes vl, v2 . . . .  vq qui se r6partissent en au tan t  de groupes, 

qu'fl y a de raeines distinctes et les l solutions vl, v2 , . . ,  vt du groupe corres- 

pendant  ~ la racine o h d'ordre de multiplicit~ l deviennent par une rotation 

autour de l'origine 
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732 = ~02,1 Vl  ~- (Ol V2 , 

v j = c o j ,  l v~  + ~oi,2 v2 + "-" + ~ v j ,  

�9 . . �9 . . . .  �9 . �9 . . 

1 

V l ~ W l ,  l V  1 + t o l , 2 V ~ +  "'"  + to,  V l .  

Duns le premier  cas, ~ ]a fonct ion vj on peu t  faire correspondre  une solution 

Vj de l '6quat ion 3) 

v~=r~v~, 

qui, pa r  une ro ta t ion  dans le sens d i rec t  au to u r  de l 'origine, devient  ~ tel que 

4) e2~'~ V i- Vj= vj. 

II suffi t  de p rendre  pour  la valeur  de la cons tan te  7J 

i 
7J ~ { o j  e 2 1 " ~ z ~  I " 

Dans le second eas la solut ion gj  de l '6quat ion 3) 

V j  ~ ~ , l v ~  + 7j, o. v2 + " "  + 7j, j v j ,  

satisfai t  h la m~me relat ion 4), si les eons tantes  7j,1, 7J, z , . . .  7J, J sont  la solut ion 

du  systbme 

((01 !l - -  I) ~'j,1 • tl (02,1 ~/j,2 + !t {03,1 7j,3 -~- ' '"  + !t {Oj,1 yj, j = O, 

(W, !t - -  I ) 7J,~ + !1~03,2 7j,3 + "'" + g ~Oj,2 yj, j ~ O, 

I I  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(w~ !t - -  I ) Yj, j - 1  + g ~oj, j - 1 7 i ,  j = o ,  

dans lequel 
It ~ e 2 i.z x . 

Ce syst6me admet  d 'ai l leurs toujours  une solution, sauf pour  les valeurs 

isol6es de x sat isfaisant  h la re la t ion 

g O  l e  2 i ~ z -  I ~ O .  
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P a r  une ro t a t i on  a u t o u r  de l 'or igine la quant i t~  

d m y  ~+k d" Vj 

d y '~ d y ,~ 

off k est  entier ,  dev ien t  

et  l 'on a 

d m y x + k  d n ~ i  
e2 i :vx . . . . . . .  

d y "  d y"  

M [ F~ (y)]  - -  M [ V~ (y)] = M [v~ (y)] .  

Soit L 0 un con tour  ferm~ p a r t a n t  d 'un  po in t  a du p lan  pou r  y revenir ,  

c o m p r e n a n t  k son int~r ieur  l 'or igine e t  la issant  ~ son ext4r ieur  ]es points  ~; en 

p o s a n t  

Ir~ = t ' y  ~:-1 [cl V~ + c,. V~_ + . . .  + Cq Vq] d y ,  
. 2  
1,o 

c x, c : , . . ,  cq 6rant  des cons tan tes  p a r  r a p p o r t  aux  deux var iab les  x e t  y,  on a 

F [IL0] ~ M [clv, (a) + c: v2 (a) + . . .  + Cq Vq (a)]. 

Soit  un con tour  L p a r t a n t  du mfimc poin t  a pour  y reveni r  et  c o m p r e n a n t  

s son int6r ieur  un  olx plusieurs  points  ce, mais  la issant  ~ son ex t6r ieur  l 'or igine;  

une solut ion tf (y) de l '6quat ion  diff~rentielle dev ien t  ~ (y )  p a r  une ro t a t ion  de 

la var iab le  le long de ce con tour ;  en posan t  

on a la re la t ion  

Mais la fonct ion 

f, 
I L  ~ l y  ~-l  q' (y) d y ,  

F [IL] = M [7r (a) - -  'r (a) ] .  

~, : -  7p ( y )  - ,z ( y ) ,  

�9 t 

est  solut ion de l '6quat ion  dlff~reutielle;  uu vois inage du  poin t  a ,  ellc s ' exp r ime  

l in~airement  en fonct ion de v~, v~, . . .  vq; les cons tan tes  c p e u v e n t  5tre choisies de 

telle sorte q u ' a u  voisinage de a la re la t ion  

5) u - - c : v l + c , v ~ +  . - .+CqVq 
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soit identiquement satisfaite; il en r4sulte que 

F [ I L ]  - -  F [ I t , ]  :~  o ,  

c'est k dire que la fonction 

/ ( x ) = I L - I ~  

est une solution de l '4quation aux differences finies; la valeur de cette fonction, 

d'apr~s la m4thode m6me qui a servi h la former, est ind4pendante de la posi- 

tion du point a e t  de la forme des contours L e t  Lo, pourvu  que dans leurs 

d4formations, ces derniers ne traversent jamais aucun point singulier des solutions 
de l '4quation diff4rentielle. 

Dans ce qui suivra, je prendrai pour contour L, un contour L s n e  com- 

prenant ~ son int~rieur qu'un seul point a, le point a s par exemple; de plus je 

supposerai qu'au voisinage du point a s les solutions de l '4quation diff4rentielle 
3) sent  toutes r~guli~res. 

Cette derni~re condition est remplie, s i a  s est une racine simple du polynome 

B0; les racines de l '4quation determinante relative k oc point sent alors 

o, I ,  2 , . . .  q - - 2 , ~ ,  

et l 'on choisit pour cp Is solution ~j, correspondant ~ la racine en g6n6ral non 
enti~re ~j, qui s'~crit 

6) es(Y) = (Y--as) ~s ~PS (Y), 

]a fonetion (,PS ~tant holomorphe en a i .  

A chaque racine simple du polynome B0 correspond ainsi une solution ]s (x) 
de l'~quation aux diff4rences finies 

F / -  
/ S ( T , ) - - - - - l y $ - - l ~ j ( y ) d y  - J y~ - - l [ c l [ / "  1 -~- c 2 V  2 -~- . . . .~ -  Cq~?q]dy ,  

r )go 

les eonstantes r 4tant les coefficients des fonctions v dans le second membre de 
la relation 5), qui devient ici 

5') (e 2~ '~s -  i )  ~s(Y) = clv~ + c ,v ,  + . . .  +c~vq. 

Passons aux eas particuliers. Nous supposerons d 'abord que 2i est entier 

positif ou n4gatif et que la fonction eS(Y) eontient un logarithme 

8) q~j(Y) = ( Y - - a s )  ~s [qzj,1 + (Pj,~ L (y  - -  ai)]; 
A~a mc~h~m~ioa. 88. Iml~z~m6 le 15 d~cembre 1011. 
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les fonctions tp sent  holomorphes en aj; la fonction /y(x) est toujours d~finie par 

la relation 7) dans laquelle c~, cz . . . .  cq sent  d6termin~s de fagon que l'6galit4 5) 

soit satisfaite. 
Si itj est entier n~gatif et si 9~j (y) ne contient pas de ]ogarithme, le point a i 

est un pSle d'ordre k de la fonction Cj(y) 

On en eonclut que F[ILi] est nul et la fonction /j(x) est d6finie par la formule: 

9) /i(x) Z(  dy. = y=-~ ~ (Y) 

Mais au voisinage de aj, la fonction ~Vj(y) se d6veloppe en s6rie enti~re: 

~V.~ (y)  = ao + a ,  ( y  - -  ai) + . . .  + an ( y - -  ai) n + ' " .  

I1 en est de m6me de la fonction y~-l, 

[ .~-1 [ (x- -x) (y- -~j )  
aj j a~ z +  aj 

et l'int~grale d~finissant /~ (x) est ~gale au r~sidu 

(x--~)(z--2)...(x--k+~)+ 
/ / ( x ) = 2 z i a ~  -1 ao ( k - - i ) !  a] -1 

(x- - I ) (X--2)(Y--ai )s  + ...7 + 
2! a~ ~ J 

+ al (x--  I)(X--(k__2).--2)! a] -2(x-k + 2) + ... + ak--l] 

La fonction /~(x) est le produit  de l'exponentielle a~ -1 par un polynome de 

degr6 k - -  I .  
Si ;~j est entier positif et si q~j(y) ne contient pas de logarithme, ]'int~grale 

IL~ est nulle; l'expression de l~(x) est illusoire; mais on salt que ~ est alors 

sup~rieur i~ q - - z ;  il en r~sulte que 

M [ ~  (aj)]  = o .  

On remplace alors le contour L~ par un contour par tan t  du point a pour 

aboutir en aS; la fonction /~(x) est alors d~finie par la formule 
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~o) b(X)=ja Y'-lepj(y) dy + ~  yx-I[c'V' + c2V" + + cqVq]dy' 

dans laquelle les coefficients c sent  choisis, de telle sorte qu 'au  voisinage du 

point  a ,  l 'on air 

rpj(y) = c,v, + c~v2 +"" + cgv~. 

J 'examinera i  encore le cas off a s 6rant  une racine multiple de Be, les solu- 

tions de l '6quation diff6rentielle res tent  encore r6guli~res au voisinage de ce 

point.  Si B0 admet  la racine a s a v e c  l 'ordre de multiplicit6 p, l 'dquat ion d6ter- 

minante  admet  les racines 

O, I ,  2 , . . .  q - - p - - I ,  

et p autres  racines ~j,1, ~j, 2 . . . .  ~j,p en g6n6ral non enti~res; ces p racines Be r6par- 

t issent en groupes tels que les racines d 'un  mfime groupe diff6rent  d ' un  entier  

positif, n6gatif ou nul;  ~ chaque groupe correspond un groupe de solutions de 

l '6quation diff6rentielle de la forme 

ii) 

(I/1,1 ~ 

efj,2 = (y - -  aj-i,2 [(p2J,1 + tpi2,2 L (y - -  @ ] ,  

(rJ, '  : ( Y  - ((j)):i,l [~)lJ,1 "~- ~)*/0 z,. L (y - -  @ + . . .  + V~I~ [L ( y - -  @]z-~] .  

Les racines 2j,~,.. .  2i, z du groupe sent  rangdes dans un ordre tel que leur 

pa t t ie  r6elle n'aille jamais en croissant,  quand on passe de )v,t s )v,z; les fonctions 

~p sent  holomorphes en a s. 

A ehaque fonction ffr de ee genre, la formule 7) et l'6galit6 5) font eorres- 

pondre une solution /r de l '6quation aux diff6rences finies. 

Au lieu de se servir du contour  Lo entourant,  l 'origine et laissant h son 

ext6rieur tous les points a,  on aura i t  pu former d 'au t res  solutions 9 (x) de l '6qua- 

t ion aux diff6rences finies en se servant  du contour  L| comprenant  b~ son in- 

t6rieur l 'origine et t o u s l e s  points a;  aux fonctions v, il conviendrai t  alors de 

subst i tuer  les fonctions w,, w2 . . . .  wq, qui, par  une ro ta t ion  dans le sens direct 

le long du contour  L| deviennent  w,, w2, . .  wq, sat isfaisant  h u n  syst~me ana- 

logue au systbme I ;  au moyen des fonctions w l 'on formerai t  des fonctions W, 

analogues aux fonctions V e t  la solution gs (x) serait d6finie par  la formule:  
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,./ ,.1 
Lj ~| 

et l'6galit6 

x3) ~ t ~  C Iw  1-4-  C 2w 2 + " "  -4- r 

Sur les deux contours Lo et L= on aurait pu prendre les int6grales en 

sens inverse, au lieu de les prendre en sens direct; aux fonctions v e t  w l'on 

substituerait alors des fonctions v r et w t devenant par une rotation en sens 

inverse v r et w r qui satisfont ~ des relations analogues h celle du  syst~me I; 

dans les 6quations I I  d~terminant les constantes 7, il faudrait remplacer e 2i~* 

par e-~i~*; on verra d'ailleurs plus loin, que les fonctions ainsi form~es ne sent 

pas distinctes de celles quo l'on a obtenues en prenant les int~grales en sens 

direct. 
En r~sum6 la m~thode fait eorrespondre s chaque racine d'ordre de multi- 

plicit6 p, non nulle du polynome B0, au voisinage de laquelle les solutions de 

l%quation diff~rentielle 3) sent r6guli~res, p solutions [ e t  p solutions g de l'~qua- 

tion aux differences finies. Si les solutions de l'~quation 3) sent r~guli~res au 

voisinage de toutes les racines non nulles du polynome B o, le nombre des solu- 

tions de chaque groupe ] e t  g est 6gal g eelui de ees raeinee. Le polynome B~ 

est en g~n~ral de degr6 r et n 'admet pas de raeines nulles; dans ces conditions 

le nombre des solutions de chaque groupe ] et ~ est 6gal ~ l'ordre r de l'6quation 

aux differences finies; si le polynome B0 est de degr6 inf~rieur s r, o~ s'il 

admet des racines nulles, le nombre des solutions de chaque groupe est in- 

f~riour ~ r. 

II. Quelques propri~t~s des fonctions ! et g solutions de I'~quation 
aux differences finies. 

Supposons d'abord que l%quation fondamentale relative ~ l'origine n 'admette 

que des racines simples ~ol, to2 . . . .  tel . . . .  ~a; d'apr~s les r6sultats du chapitre 

pr6c6dent on a: 

Vl 

V l  = {Ol e 2 i ' ~ x  - -  I 

et ]a formule 7) d~finissant ]j(x) s'~crit" 
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[ i (x)=  y--~rf j(y)dy--  %eU.~ - y~ ~vl(y)dy +. .-  

c~ ~ y:C-i vz (y) dy 
~-  ~ O 1 8 2 i a x  - 

13 

cq _. i] 'yX_~vq(y)dy].  
+""  + tsq e 2i'~x I~ 

Or toute int6grale de la forme 

t y~-i Z (Y) d y 

prise le long d 'un contour L situ6 enti~rement ~ distance finie, ne passant pas 

par l'origine et sur lequel X (Y) reste fini, est une fonction holomorphe de x dans 
tout  le plan. 

Les seules singularit6s de la fonction / j ( x )ne  peuvent done 6tre que des 

pSles simples, racines des d6nominateurs 

En posant 

(O1 e 2 i ' ~ x  - -  I ~ o .  

t o  l ~ e 2 i Z f l l  

oes points racines sont donn6s par les formules 

x = - - i l l  + m ,  

x = - - f i ~  + m ,  

x = - - f l ~  + m, 

x = - - # q  +m, 

off m est entier positif, n6gatif ou nul. 

Comme les racines de l'6quation fondamentale sont toutes distinctos on a 

vz ~ y:~Z ~'z (y); 

la fonction ~Pz est uniforme au voisinage de l'origine; elle peut se mettre sous ]a 

forme, soit d'une somme de deux s6ries dont l 'une est ordonn~e par rapport aux 

puissances croissantes et l 'autre par rapport aux puissances d6croissantes de la 

variable, si la solution vz est irr6guli~re, soit d'une seule s6rie ordonn~e par rap- 
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por t  aux  puissances eroissantes, si cet te solution est r~gulibre; dans ce dernier 

cas en prenant  pour flz la racine de l '6quation d6terminante  relative s l 'origine la 

s6rie (p~ ne eont ient  que des puissances positives de y et  commence par  un  terme 

cons tan t  non nul. 

Le terme ind6pendant  de x dans le d6veloppement de la fonction 

t y~-l+zz ~ (y) dy 
tJ  
L 

au voisinage du point  - -  flz + m, su ivant  les puissances croissantes de x + flz -- m, 
es t  

f y~-~ ~z (Y) dy. 

Si la fonction vz est irr6gulibre s l 'origine, cette int6grale n 'es t  pas nulle en g6n6ral 

quand m est entier positif, n6gatif ou nul. Si la fonction v~ est r6guli~re s l'ori- 

gine, l ' int6grale est nulle pour  les valeurs de ra entibres positives; elle est diff6- 

rcnte de o, quand m est entier, n6gatif ou nul. Dans le premier eas la fonction 

[j (x) admet  pour p61es t o u s l e s  points 

x . . . .  t)'l § m. 

Dans le second elle n ' admet  pour p61es que les points donn6s par  cet te formule 

pour m entier n6gatif ou nul. 

Examinons  le cas off l '6quation fondamentale  relative s l 'origine admet  des 

racines multiples; les fonctions v appa r t enan t  au groupe correspondant  s la racine 

~1 d 'ordre  de multiplicit6 l sat isfont aux relations I du  chapitre pr6c6dent; la 

fonction V1 est d6finie par  la formule 

les coefficients 7 6tant  des fonctions de x, solutions du systbme II .  Dans ce cas 

encore les seuls singularit6s de la fonction /j(x) ne peuvent  6tre que des pSles 

racines des 6quations 

( 0 1  e 2 i z r x  - I ~ 0 

off to1 est une racine de l '6quation fondamentale .  Pour  v6rifier si toutes ces racines 

sont bien des pSles de ]i(x), je vats 6tablir une expression nouvelle des fonc- 

tions V. 

Les fonetions v peuvent  se met t re  sous la forme: 
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i,i{ V 1 ~ (/Jl,1 

'U2 = t ~ 2 , 1  + t/)2", 2 L y 

v z = t p z , ~  + ~Vz,~ L y  + . . .  + g ' z 3 [ L y ]  ~-~. 

Les fonctions e/ sont  de la forme 

~p _ ya z (v) 

les Z 6tant  uniformes au voisinage de l'origine. 

Les fonctions ~0 et  les constantes  ~ du  syst~me I sont  li6es par  les relations:  

IV 

f O)j, 1 1/)l,1 + f.Oj,~ 1~2 ,] + "'" + (Oj,.i--I I/Jj--l,1 = 

= to1 [2i~r q~,2 + "-- + (2i~r) g-] qS,g + '  + (2i~) j-1 ~V~,i], 

toj, 2 tP2,2 + . .  + t~j,i_z ~Vj_],2 = ~o t [2izr C~ ~j,3 + ""  + (2i~r)/-2C)-z ~i,J], 

%,J-g ~j-g,J-a + ""  + toj, j_l ~Vi_l,j-g = 

= ,01 [2 i~r C~j-~ -1 ~Vi, i_u+ 1 + -  + (2 iJr) t7 C~-g1-1 ~PJ, i J '  

Wj, j--2 ~r/j--2,j--2 + ~)j , j - - I  ~/)j--l,j--2 = (01 [2 i zr C~j___32 (Pj, j-1 + (2 ire) z C~j~ (Pi, i] ' 

tOj, j - - I  ~) j - - l , j - - I  = 2 i x  wl CJ -2  ~Vj,r j--I  

en d6signant par  C g. le nombro des combinaisons de ] objets pris g h g. 
J 

D'au t re  par t  en posant  

7J, g-- r  I 
et  

le syst~me I I  devient  II ' ,  

to~ u - -  I 

IIr / 
( 0  ! ! ~ ! 7'j,z+ 2 ,17 j ,2+- - -+ to j ,17 j ,  j = o ,  

0.)r t 7~,2+ - ' +  j , 9 7 j , ~ = o ,  
. . . . . . . . .  o . 

t 
7'j,j-~ + toj, j -17j ,  j = o, 
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Or on a 6videmment  

d 'oh 

en posant  

De m~me on a: 

d 'oh  

V2 

H. Galbrun. 

VI ? . ) 1 ,  
W! ~t - -  I 

(oj It - -  I 

V2 ' , Vl 
to~ u - - I  t o ~ t t - - I  

- -  p ~o2, i (p,,, + r 
((o l l l - I f f  to 1 ~ 1 -  I 

§ 

En  ver tu  de la relation 

(P2,2 L y 

to: ! t - -  I 

C02,] (111,1 2 i z  co, (P2.,, 

eette 6galit6 peut  s'$erire 

OU 

(,o,;:V? J' 

d K  
y.-1 V2 = ~P2,1 K + ~,2 d x "  

D'une  fa~on g6n~rale, je dis que l 'on a 

d K d~ -~ K 
i6) y~-~ Vi = ~/'j, I K + (/'j',2 d x  + "'" + q~,~ ~ ; - i  " 

Cette 6galit6 & a n t  vrai  pour VI et V~, j ' admets  qu'elle est v6rifi6e pour  

V3 . . . .  Vj_I et  je d6montre qu'elle est encore vraie pour V i .  En se repor tan t  

au syst~me II' ,  on volt  que l 'on a l e s  relations de r6eurrence V: 
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v I 
7~,j-1 = -- tot j,~-~ 7~--L~--], 

7'~,~-~ t '  �9 ' d ' ~--- - -  0j,$--1 7j--1,j--2 - -  j , j --2 7j- -2 , j - -2 ,  

La relation I6) s'6crit, 

~6') 
d r  - z  K 

Y*--~-] [r~,xv,+ r~,~v: + .  + r'~,jv~] = ~Pj, z K + ~ P ~ , ~ x  + + tpj, j dxJ_  ~ 

Si l 'on remplace darts le premier  membre  Ies fonct ions v par  leurs valeurs  

tir6es de I I I  et  si l 'on 6gale ensuite  les coefficients des m~mes puissances de L y  

dans les d e u x  membres  de z6'), il v ien t  en d6signant  pa r  M la quant i t6  i , 
to z ,tt - -  I 

V[ 

r d M dJ - 1 M ]  
r j ,  1 tPl, 1 + Z j ,  2 ~22,1 + "'" + rt~,j--1 ~Oj--l,1 = ((01 II - -  I )  L~Jj,2 - ~  + "'" "J- r  d - ~  j ,  

d M  . d~ -2M3 
~'~,2 ~ ,2  + - - +  r[/,r tP,~-l,~ = ( % , - - -  ~) C~ ~P.~,s-~- + - . .  + C)_, ~ ' , r  

Y~,.~-u ~-g,~-t, + " + ' �9 - y~,j_t ~P~-],r - -  

d M  r'd-'~],, ,  d a M ]  
= ( , o , , - ~ )  ~ : ~ - ' ~ - ~ + ~ - d ~  + + ~'-' w J ~ j ,  

d x  

II s 'agit  de d6mont re r  que ees re la t ions  sen t  bien v6rifi6es; p renons  eelle 

d ' en t r e  elles den t  le premier  t e rme est 7'/,~-g ~Oi-a,~-~ et  rempla~ons y les let t res  

7' pa r  leurs valeurs  tir6es de V; on a 

I7) + ~o'~,~_~+~ [r'J-~+~,~-~ q~-g,~-, + r'~-~+~,~-~+~ ~j-~+~,~] 
+ co~j,j_~ r J-g, J-a ~3J--9, J--~ 

+ 6 i -a  ~PJ, J-a+~ ~ + " + ~- :~-]  ~PJ, i dz* 3 o.  

Aeta ,na~hsma~iea. 36. Imprlm6 lo lfi dfiQembre 1911. 
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Mais les relations VI sont v6rifi6es par  hypoth~se pour  V~_x; la relat ion 

17) peut  donc s'6crire: 

~8) 

, [ j-a-a d M , da-1 M-1 
tOj,~--I C~_g ~ - l , ~ - g + l  O~~L" -{-" ' "  -{- C~JZ'g2-' (Dj- I , j -1 -~xg__~J  (tO, U -  I )  + 

+ to),i-1 ~Vy-l,y--~ 

O)j)~--2 C~j--g g - I  (/)~-2 $'1+1 ~ -  -~- "-' (fa, ~t - -  I )  -~- OJj,~--2 ~-.tj--2,j-- a + , r 

Of (~--a--1 d M ( ( o l . _  I) + co' + j,j-~+x t-.~-a (Pi-g+l,j-a+l dx-  ' . i,.i-a+l tP.i-a+l,/-a 

t 
+ ~ (PJ-a,.i-m 

[ . a M  �9 d . i ]  = 
+ (tO t [ l  - -  I )  ~--g-- I  ~/tj, j._g+l dX + "  + C~J-g-' ~/~i,j dxa  I o.  

En  ver tu  du  syst~mo IV le premier  membre  de 18) s '6crit 

x9) 

C~_g - '  (o, ~, dMc--d~ L2 i 7~ C~-g+l'-~ q%j-o+2 + (2irr) ~ ~-~+2 q~/,j-g+3 4- - "" "+ (2 igT) a-1 C~--~1 ~j , j]  

d ~ M r  �9 e,!-g+l 
�9 --1 ~l ~-x~ L2s~'v ~Pj,j-g+a + ' - - +  {2 i~r) g-2 O~jZga +l ~PJ, i] + jO~--g+l {o t ~j-g+2 

+ ~_-~-i ~-~to, ," (2 i~r) da- l~a  ~/5~J 

+ to,#t [2i~C~_~g_lqzjj_g+i + . ' +  (2ig)g ~,j_1_l (pj, j] 
to~ f t -  I 

]- :-g--1 d M ~P" .daM] 
+ (C01 ti - -  I ) [ C ~ _  a r  d x  + " "  + ~ - l g - 1  J ' $  d x  g J = o .  

Dans cet te  relat ion le coefficient de tpj.i_g+n est 

"-g-* [ f f[n(2i~r)n-l~x n(n-- I ) t2 izrV,  2dtM . .d"- lM5 CJ---~+n-x co, + 2! ' ' -  ~ ~ - " ' + n ( 2 z z )  d-dxW~J + 

d " M ] .  
+ ( 2 i ~ ) n  wlff + (w,  t l - - I )  d ~ n j  

{0 ~ t  - -  I 

I1 est facile de v6rifier qu'il est nul. 
Ainsi les relations VI sont bien v&ifi6es; la relation I6) est g6n~rale et la 

fonction /j(x) peut  se met t re  sous la forme: 
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Lj 

En se reportant  ~ ee qui a 8t~ dit plus haut  sur l'int~grale ; y ' - I  ~2 (y )dy  et en 
t l  

Lo 
remarquant que tout  pSle simple de l'int6grale 

K tp (y) d y 
Lo 

devient un p61e d'ordre l - - i  dans sa d6riv6e d'ordre l -  i par rapport  s x, on 

voit que, lorsque ]es fonctions vl, v~ . . . .  vq sont irr6gu]i6res au voisinage de l'ori- 

gine, ]a fonction /i(x) admet en g~n6ral t ous l e s  points racines du d6nominateur 

oJleei-~r--i eomme pSles d'ordre l - - I ,  puissance la plus 61ev6e du logarithme, 

figurant dans le groupe de solutions v, eorrespondant ~ la racine (~1 de l'6qua- 

tion fondamentale, 

Supposons que les fonctions v soient r6guli6res au voisinage de l~origine et 

soil fl~, fl~, . . .  fl~ les racines de l'~quation d~terminante relative s l'origine, corres- 

pondant s la racine ~o~ de l'~quation fondamentale; on a 

la fonction D,a 5tant holomorphe ~ l'origine; si le premier terme de son d~ve- 

loppement est de degr4 n, les seules pSles de l'int~grale 

I K ~ , e d y  

sont les points 

x ~ - - f l j - - n  + m, 

off m est entier n6gatif ou nul; ces points sont des pSles d'ordre g - - z  dans la 

d6riv6e d'ordre g - - i  par rapport  s x; on peut ainsi d~terminer ]eur ordre de 

multiplicit6; s partir d 'une valeur de m de module suffisamment grand les 

pSles correspondant ~ la racine (o I sont manifestement d'ordre l - - I ,  puissance la 

plus ~lev~e du logarithme dans le groupe de fonctions v correspondant h cette 

m6me racine. 

En r~sum~ les fonetions /j(x) sont m~romorphes et admettent  toutes les 

m6mes pSles avee le m6me ordre de multiplicit6. Ces pSles sont situds sur au- 
tant  de parall~les s l 'axe des abeisses, que l'~quation fondamentale relative ~ l'ori- 
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gine admet de racines distinctes; sur chacune de ces droites, ils forment une s6rie 

de points, dont les abcisses different d 'une unit6; ils s'6tendent de - -ac  

+ ~o, quand les solutions de l'~quation 3) sont irr~guli6res s l'origine; dans le cas 

contraire ils ne s'6tendent s l'infini, que dans la direction n6gative de l'axe des 

aboisses et l'on peut trouver une parall6le s l'axe des ordonn6es, s droite de 

laquelle les fonctions Jr(x) restent holomorphes. 
Dans cette derni~re r6gion, il est possible de simplifier la formule d6finissant 

/jlx); en effet x a alors sa partie r6e]le assez grande pour que yX-1 qjj,g ne con- 

tienne que des puissances de y, dans lesquelles la partie r6elle de l'exposant est 

sup~rieure ~. - - I ;  l'int6grale de la formule 7) prise le long du contour L0 

tend vers o, quand le contour L0 tend dans routes parties vers l'origine et l 'on 

peut 6erire 
. .  

21) /~ (x) = i y'-~ q'j (y) dy, 

Lj 6tant un contour par tant  de l'origine pour y revenir et ne contenant ~ son 

int6rieur que le seul point singulier aj. 

L'6tude des solutions g(x) form6es au moyen des int6grales prises sur le 

contour L| donnerait des r6sultats analogues aux prdc6dents; car les raisonne- 

ments faits sur les racines de l'6quation fondamentale relative h l'origine et sur 

les fonctions v sont encore exactes pour les raeines de l'6quation fondamentale 

relative h l'infini et les fonctions w; toutefois si ces derni6res sont r6guli6res, 

les p61es s'6tendent ~ l'infini dans le sens positif et non plus dans le sens n6gatif 

de l 'axe des abcisses; e'est alors dans un demi plan situ6 h gauche d'une paral- 

Igle ~ l'axe des ordonn6es que les fonctions g(x) sont holomorphes. Quand ]e 

point x est situ6 dans eette derni6re r6gion, la fonetion gi (x) peut ~tre d6finie par 

la formule 2i) dans laquelle Lj d6signe un contour contenant s son int6rieur le 

seul point a i e t  dont l'origine et l'extr6mit6 sont rejet6es ~ l'infini dans une m~me 

direction. 

Le d6veloppement en s6ries convergentes des coefficients 7 permet de trou- 

ver une nouvelle forme des fonctions ]j(x). 
En se reportant au syst6me d'6quations II, on volt que 

P (,.) 
(~r ! l  - -  i)S-g+l 

P(,u) 6tant un polynome en u do degr6 ? '--g;  on peut d6terminer une parail61e 

'~ l'axe des abcisses, tel que quand le point x est situ6 au dessus de cette droite, 
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los fonctions ~,j,g se d6veloppent  en s~ries convergentes ,  ordonn6es par  r a p p o r t  

aux  puissances croissantes de ~e, c 'est-h-dire de e~i"~; on a 

y~, g __ ~1 , ) : ,  + b(.~)~,.~,,-" + . . .  + b<.-),,g,,,- + . - .  

et si les deux indices sont  6gaux 

7J, j ~ - -  I + ~.)t.0),j,tt 4- - .  - + b !n)j,j,tt '~ ~-, . �9 �9 

Cette parall~le k l ' axe  des abcisses n 'es t  au t re  que la dro i te  p o r t a n t  les 

p6]es de la fonct ion / j (x) ,  racines de l '6quat ion ~o1,.--z = o .  

Je  remplace  les 7 par  ces d6veloppements  en s6ries dans les ~quations du 

systgme II ;  en annu lan t  les coefficients de !t, il v ient  

#I) 
uj,1 + r ~ o, 

,~ + w j , 2 ~ O ,  

bj(1} , j  + CO t ~ O .  

Or par  une ro ta t ion  de la variable y clans le sens di rect  le long du con tour  
7.(1) -(1) ,(1) L0, la fonct ion v1 devient  vJ~); les eonstantes  ~,1,  o ) , 2 . . ,  o).,) ne sont  autres  que 

les coefficients de v~, v2 . . . .  vj dans l 'expression de - -vs  (.1). D 'une  facon g6nbrale 

quand ]a var iable  y tou rne  le long du con tour  L0 dans le sens direct  n fois au- 
"(n) tour  de l 'origine, v1 devient  vj  . Or en annu lan t  les coefficients de !L~, on a: 

b(n-1) L(n--1) 
- - b J ? l  + o ) t  ~ , 1  + ' ' ' +  tO j ,  l O j , j  = : 0 ,  

- b~?)~ + ,~, b~?~ 1, + .  + ,oj,~ b ? . . "  = , , ,  

~(n) ~(n--1) 
- -  ' g j , 2  "1- r ~-*j,j ~ O .  

Si l 'on admet  que b "~-1) ~,1 . . . .  ~.~)-1) sont  les coefficients de v~, v.~, ... v~ dans l 'expres- 
-(n--l) sion de - -  vj 

- ( ' ~ - '  " ( " - ' )  b}%- '  v~ -~ " ( " - "  ~'- - -  V )  ~ O j , j  V ,  -[- + " ' "  , O j , j  j 

ces 6quat ions m o n t r e n t ,  que b~.,~ #."). sont  les coefficients de v~ vj  dans l 'ex- �9 . . ~ d , j  ~ �9 �9 . 

pression de - -  v~ ~}. 

En  rempla~ant  dans l 'expression de V~ les coefficients 7 par  leurs d6veloppe-  

ments  en s6ries, il v ient  ainsi 

v~ . . . .  v ~ - .  ;,.1) _ , , , ~v?  . . . . .  ,,,- ~? )  . . . .  
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Si l 'on pose 

on a de m~me 

U = c ~ V t  +c~V~-~ . . . .  + c ~ V a  

u = c~ v~ + c~ v~ + - - .  + cq v~ ~ 7f~ (y)  - -  ~f~ (y) ;  

U ~ - -  u - -  !~ u ~z) - -  !~ u (2) . . . . .  - "  u (n) . . . .  

ddvoloppement  valable dans tou t  le demiplan situ6 au dessus de colic dos paral-  

l~les ~ l 'axe des abcisses p o r t a n t  los p51es do la fonct ion  /j(x) d o n t  l 'ordonnde 

l 'origine est la plus grande.  

Ddsignant  par  fl0 l ' a rgument  du  point  a, origine du con tour  L0, et  in tdgrant  

sur ce contour ,  on t rouve  

po+2 ~ flo+2 .'~ ,~o+2 ,~ 

La somme de cet to s6rie n 'es t  au t r e  que 
+ ~  

- -  I ! f - ~  u d y , 
/ 

l ' intdgrale 6 tant  prise s pa r t i r  du poin t  a ,  sur le con tour  L0, parcouru  une in- 

finit6 de fois en sens direct.  Ainsi dans le demiplan situde au dessus de celle des 

para]l~les h l 'axe des abcisses p o r t a n t  les pSles de /j(x) dont  l 'ordonnde s l 'ori- 

gine est la plus grande,  la formule  7) peu t  s 'dcrire 

22) /j (x) = t y~:-i 'D (Y) dy  + i".y u dy .  
/ 

'~o 

De m~mo on peu t  d6terminer  une seconde parall~le h l 'axe des abcisses, 

telle que, quand  le point  x est situ6 au dessous de ce t te  droito,  les coefficients 

7 so d6veloppent  en s6ries convergentes  ordonndes su ivan t  les puissances ddcrois- 

santes de tt: 

I~),g ~'3, g ~'J,a+ . . . .  ~ _ . . .  + + . . . .  

En  p o r t a n t  ces valeurs  de 7 dans les 6quat ions I [  e t  en a n n u l a n t  le coefficient  

de ~ ,  il v ient  

w~i3, 2 + ..- + wj,2pj, i m- o~ 

w ~P)- i. 
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Si I'on eonsid6re la fonction N} 1~, 

on voit qu'elle devient par une rotation de la variable dans le sens direct le 

long du contour L0, _ ~ n  avec 

~1) ~ vj. 

D'une fagon g6n6rale posons 

N 3 ( " )  o("). ~,("). ~("). ~ l%lvl + l%2"v~ + '' '  + Vj 
t'J, $ �9 

I 
En annulant le eoefficien~ de ~ dans ]es 6quations II, oh les 7 ont 6t6 rem- 

plac6s par leurs d6veloppements en s4ries, on t rouve:  

- ~i,"~ -~, + '~, ~ 5 '  + + ,oj,~ ~i,", )- = o ,  

La fonction N} ~) par  une rotation de la variable en sens direct devient 

N~"-I); en r6sum6 ~,~ . . . .  ~j(.,"} sont les coefficients de v,, v2 . . . .  vi, dans l'expression 

de v~ -~), cette fonetion 6tant ce que devient vr quand la variable parcourt  n 

fois le contour L0 en tournant  en sens inverse. 

En rempla~ant les Z par leur d6veloppement en s6rie darts l'expression de 
v~, on a done 

d'ofi 

= + 5v -2, § + ! ; , - - ,  + 
H n J 

U = E u ~-'~ + i u~_2, ~ u~_~ +. ", 

d6veloppement valable dans tout  le demi-plan situ6 au dessous de celle des 

parall~les s l 'axe des abeisses por tant  les p61es de/ ; (x)  dont  l'ordonnde ~ l'origine 

est la plus petite. 

Or ]e second membre de la formule 7) d6finissant ]j(x) peut  s'6crire 

23) /.t(x)~ f y ' - l~ j (y )dy  + f y ' - ' u d y  + / y ' - ~  Udy,  
L2j --Lo --/~ 
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les deux derni~res int~grales 6tant prises sur le contour L0, parcouru h partir 

de son origine a, en sens inverse; en rempla~ant U par son d6veloppement en 

s6rie, il vient finalement: 

24) b(x)  ~i q~i(y)dy + i f - t u  yX-I dy ,  
r 

la seconde int6grale 6tant prise h partir du point a sur le contour L0 parcouru 

une infinit6 de fois en sens inverse. 

Nous avons remarqu6 qu'au lieu de consid6rer les fonctions v on aurait pu 

pour former des solutions de l'6quation aux diff6rences finies, faire usage des 

fonctions v r, solutions de l'dquation diff6rentielle qui par une rotation en sens 

inverse deviennent des fonctions v', li6es aux fonctions v ~ par des relations de 

m6me esp6ce que les relations I. On aurait alors former des fonctions V ~, 

V I j  ~ l Vf * ~ ~/'j, l V ' t  + 7 j ,  2 2 + " ' '  + 7 j ,  j V j ,  

les coefficients 7' satisfaisant s des 6quations analogues s celles du syst~me ]I, 

mais duns lesquelles ~L d6signerait non plus la quantit6 e ~i'~,, mais son inverse 

e - e i ~ ;  on aurait ainsi obtenu des solutions: 

25) 
r l  / ,  

les coefficients d 4tant tels que: 

u = "~ (y) - -  (p (y) = c'~ v', + c'.., v'~ + ... + dq v'q. 

En raisonnant sur les coefficients 7' comme on vient de le faire sur les fonc- 

tions 7, on d6montre que l'on peut d6terminer une parall~le ~ l'axe des abcisses 

telle que, pour les points x appartenant  au demi plan situ6 au dessus de cette 

droite, la fonction ]~(x) peut 6tre d6finie par la formule 22) et une parall~le 

l 'axe des abcisses telle que, pour les points x appartenant  au demi plan situ~ 

au dessous de cette droite, ]a fonction /'j(x) peut ~tre d4finie par la formule 24), 

Les deux fonctions ]j(x) et /3(x) qui ont les m~mes pSles et sent identiques dans 

deux demi plans sent done identiques duns tout  le plan. 

ll  est clair que l'on pourrait 6tablir des formules analogues pour les fonc- 

tions q(x) et que l'on concluerait qu'elles sent identiques aux fonctions gf fortunes 

avee les solutions w' de l'~quation 3). 
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III .  Des s6ries d ive rgen tes  r ep r6sen t an t  a s y m p t o t i q u e m e n t  les fonet ions  

/ (x) .  - -  Cas off l ' a r g u m e n t  de x est  eompr i s  en t r e  - -  ~ et  ~-. 
2 2 

Les fonctions / (x) ,  solutions de l 'dquation aux  diff6rences finies, so prison- 

t en t  d 'aprbs la formule 7), comme la somme de deux int6grales prises l 'une sur 

le contour  L0 en touran t  l 'origine et l ' aut ro  sur le contour  Lr en touran t  le point  

aj; pour  former les s6ries asymptot iques  qui les repr~sentent pour lea grandes 

valeurs de la variable, on divise ces contours en plusieurs parties convenablement  

choisies; d6signant par  11, 12 . . . .  I i  les intdgrales relatives h ehaeun de cea con- 

tours  partiels, den t  les limites peuvent  d'ailleurs varier, quand x crolt ,  on a 

/ (x)  = I ~  + 12 + --- + I t .  

Parmi  les intdgrales I ,  il en existe une, 11 par  exemple, pour  laquelle on 

peut  former une fonction P e t  une s6rie, 

a n  a 0 +  a-A+ "-  + + ' "  
x ~ ' 

telles que l 'expression, 

- o . ) ]  
x ~ __ a o + a ~ + . . . +  

x x ~  ' 

off n est un entier choisi a rb i t ra i rement  tende vers o quand x s'61oigne b~ l 'infini 

avee un a rgument  compris entre deux limites finies. 

On d6montre  d ' au t re  par t  que lea rapports  

12 ./z 
p p '  

t enden t  dans les m6mes conditions v e r s o  comme e -hd~, h et k 6 tant  deux nom- 

bres positifs et  Q 6tant  le module de x. L 'express ion 

tend donc v e r s o  dans les m6mes conditions, et le rappor t  /--~! est reprtsent$ 

asympto t iquement  par  la s6rie de terme g~n~ral a-2. Toute la d6monstra t ion 

repose done sur la format ion et l%tude des int6grales 11 . . . .  I l ;  l 'une d 'ent re  
Acta mathematiea. 38. Imprtm~ le 15 di~eem~re 1911. 4 
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elles donne naissance ~ la s6rie asymptotique; les autres disparaissent. Pour 

faciliter le langage nous dirons que les rapports I~,. 
I i  

�9 . ~  sent repr6sent6s asymp- 

totiquement par des s6ries dent  t ous l e s  termes sent nuls. 

Je  consid~re l'int6grale 

26) I ,  = f y,C-~ qD s (y) d y ,  
J 

prise le long du contour indiqu6 sur la figure i, h savoir: une portion m n  d'une 

droite passant par aS, une petite circonf6rence c de rayon as n et de centre aj 

parcourue en sens direct, la portion de droite n m .  Au voisinage du point a s, 

la fonetion ~S(Y) est de la forme 

~s (y) = ( y - - - J ) ' s  ~s (y),  

! 

X 

Plan des y 

~pj(y) ~tant holomorphe en as, 
Figure i. 

Plan des 

tpj(y) = a{ + a { ( y - - a j )  + . . .  + a ~ ( y - - a j )  '~ + . ' . .  

, 

y = -s(~ + ~), 

= Vd -~ , 

- - .  

~7~ x 

Soit r l 'argument de a t et soit 0 l 'un des angles que balaie une demi droite 

cotncidant d'abord avec ]a demi droite ajo~ d'argument wj et tournant dans Ie 

sens direct autour du point a) pour venir coincider a v e c l a  demi droite n m; 

je suppose qu'au point m, origine du contour d'int~gration, y - - a  i dans l'expression 

do 9~j (y) a pour argument co s + O; je pose successivement 
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I1 vient: 

a~,+~y _~ o:j + I) 

a v e e  

28) J ,  

L'int6grale J~ est prise clans le plan des ~ le long d'une portion m' n' d 'une 

droite, passant par l'origine, d 'une petite circonfdrence c' pareourue en sens direct 

et enfin de la portion de droite n'm'; b~ l'origine m' du contour, ~ a pour argu- 

ment ~ - -~ r  + a, si x est 6gal ~ # d  ~ 

Pour les valeurs de -~ dent  le module est inf6rieur & l'unit6, on a 
X 

en d6signant par  S la somme de la s6rie absolument et uniformement conver- 
genre: 

S=-  
2 x 3 x~ n x ~-1 

En ordonnant par rapport  aux puissances croissantes de I la s6rie 
X 

on obtient la s6rie 

Sl ~'n 
e S = I + S +  + . . . +  + . . .  

duns laquelle les coefficients e sent des polynomes en ~ et qui est absolument et 

uniformement convergente pour les valeurs de :_.', dent  le module est inf6rieur 

celui de x. D'autre  par t  pour les valeurs de ~- suffisamment petites on a 

X 

( La fonction i - -  se d6veloppe de m~me suivant les puissances croissantes 
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de -~. Finalement pour les valeurs de ~ dent  le modulo est infSrieur ou ~gal h 

K 0, K 6tant un nombre positif inf6rieur h l'unit6 et convenablement choisi, on a 

=d4* +d4+ 
' X X n 

la s6rie du second membre 6rant absolument et uniformement convergente. Dans 

[ ( ~)](  ~-)-: I eontient le d~veloppement du produit (p aj i - -  i -  le coefficient de x- ~ 

~" en facteur; dans la s6rie repr6sentant e s ,  e~ est un polynome en ~ dent  le 

terme de plus haut  degr6 est de degr6 2n. Il en rSsulte qu'h l 'exception du premier 
coefficient ~ qui est 6gal s ~ ,  les coefficients ~ sent des polynomes en ~; le 

terme de plus bas degr6 de d~ est de degrd p, le terme de plus haut degr6 est 

de degr6 2p. Je  consid~re le reste do la s6rie, 

] R . =  d *l .... 
xnL X 

Si le module de ~ reste iaf6rieur ou 6gal ~ Q3, fl 6rant un nombre positif satis- 

faisan~ ~ l'in6galit6 

2 ( n  + q ) f l - - q  < o 

d~+~ 
le terme ~ tend vers o quand (~ augmente ind6finiment. Or quand q varie 

depuis i jusqu's l'infini la fraction - q croit  s partir de I et tend vers i .  
. n + q  n + I  

Si l'on assujettit  f i h  satisfaire & l'in6galit6 

I 
f l< 2(n + I) 

tous les termes de ]a s6rie dans ]a parent6se tendent v e r s o  et la s6rie 6rant uni- 

formement convergente, on peut 6crire 

R n  ~ ~ , 
x n 

'I tendant  v e r s o  comme r quand r augmente ind6finiment. 
Je  choisis alors le contour sur lequel est prise l'int6grale J1 de la fagon sui- 

vante; la circonf6rence d conserve un rayon invariable; le point m r a pour module 
Q~ et s'61oigne ~ l'infini, quand r augmente ind6finiment, la droite nrm  r ayant  
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toujours  pour a rgument  O - - z  + a. Dans ces conditions le module de -~ est au 
gg 

plus 6gal k Q~-I et  tend vers o; le contour  ran, c, n m  sur lequel est prise r int~-  

grale ] 1 se d6forme en res tan t  semblable h lui-m6me, tous ses points t endan t  vers 

ai; il vient ainsi 

~- ~ + x  ~ _-. 

Consid~rons l ' int~grale: 

t ,  

et plus g6n6ralement l ' int6grale 

off p e s t  un  entier positif. 

Quand l ' a rgument  de ~ reste compris dans un intervalle off son eosinus est 

toujours  positif, ces int~grales t enden t  uni formement  vers o comme el; de m~me 
l 'int~grale 

r 

prise sur la droite m'n' ,  depuis le point  m' jusqu 's  l ' infini tend  uniform~ment  

vers o, comme e-he ~, h e t  k 6tant  deux nombres positifs, quand e augmente  in- 

d~finiment, pourvu que l ' a rgument  de ~" reste compris dans un intervalle off son 

cosinus est eons tamment  positif. On a done f inalement  

x x"J ~ + x " '  

~2 t endan t  vers o, a res tan t  eompris dans un intervalle tel que cos (~')--~ + a ) y  
soit toujours  positif. 

Chaque terme du polynome a~p donne naissance k une int~grale 

f l e - ~  ~-i +P d~. 

Si dans ees int~grales je rejet te  le point m' s I'infini, je ne fais qu 'a jouter  au se- 

cond membre de J~ des termes qui tendent  v e r s o  c o m m e  e--h~ on a donc 
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29) j , = ~ + ~ +  +E':+~, 
x ~ ~ '  

rt t endan t  encore uniform6ment  vers o, quand a reste eompris dans le m6me 

intervalle. Le coefficient E~ se d6duit  de ~ en rempla?ant  dans ce dernier ~ par  

(e2izzj__ :[) F ( ~ , j + q + I )  quand  O - - z  + o est eompris entre  _ _ z  et + z_; si 0 ~ z + o  
' 2 2 

est compris entre ~ _z + 2 KJr et  ~ + 2 K~c, K 6tant  entier positif ou n6gatif, on a : 
2 2 

f le - :  ~z~ +~d~ - e~"~'~[e 2"~- -  ~]r  (Z~ + q+ x). 

Les coefficients de la s6rie sent  alors multipli6s pa r  e~Ui'~zJ; de m6me si le cercle 

c 6tait  parcouru en sens inverse au lieu d '6tre  parcouru en sens direct,  les 

coefficients de la s6rie obtenue se d6duiraient  des coefficients E en mul t ip l iant  

ces derniers par - -e -" i~xJ .  

30) 

et si l 'on pose, 

3~) 

on a: 

32) 

En r6sum6 si l 'on d6signe par  Sj la somme: 

S;=E~ + E~ + . . . +  ~. 
X 

a~+~i e~-~(~j +~) 
P1 ~ x,~j +1 ' 

I,  % 
pj s~-- x,,' 

e, t endan t  uni formement  vers o, quand e augmente  ind6finiment,  a res tan t  com- 

pris dans  un intervalle off c o s ( O - - z  + a) est toujours  positif. La  quanti t6 r3 se 

pr6sente comme la somme de deux autres quanti t6s den t  l 'une tend v e r s o  comme 

~1, au t rement  di t  comme une certaine puissance n6gative de e, et l ' aut re  comme 

e-h0~; au total  e~ tend done v e r s o  comme une puissance n6gative de r La  s6rie 

d~ de terme g6n~ral ~ est eonvergente;  si l 'on int6gre seulement jusqu 'au  point  m r 

den t  la distance s l'origine est Q3, on obt ient  une s~rie convergente;  mais comme 

dans Sj les int6grales sent  prises au d61s de ce point,  jusqu'~ l 'infini, cet te s6rie 

peut  6tre divergente. 
Avant  d'aller plus loin je vais t ra i ter  imm~diatement  le eas oh dans l'int6- 

grale I t figure sous le signe ; une puissance enti~re et positive de L(y--aj). 

Supposons que l 'on ai t :  
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3~) i ,  = f y.-i (y _ ay)Xj L (y - -  a t) ~V (y) dy ,  

~p 6rant holomorphe au voisinage de aj; en operant  encore les m6mes change- 

ments  de variable, il vient :  

I,  = P~ f e-r L ei" aj~ [d, + d~ + . . .  + d_~ + 
J X L X ~n ~n j 

OU 

[ ] I ,  = P~ j[o) L a~ e "  + j(ll ) , 
x 

en d6signant par  J(1 ~ l ' int6grale de m6me na ture  que celle qui vient  d 'e t re  6tudi6e, 

: l  

34) jio) = f l  e-/-~::/ o + d, + ... + d,, + e, 

et par  j~l) l ' intdgrale 

35) Ji') = f e - ~  L~ [do ~_dt + + + d~.  
' X X n 

En re je t tan t  h l ' infini le point  m', on obt ient  pour ji0) la s6rie 

Eo + E ,  + . . .  + En ~- ~-+.--. 

Pour  j~l) on obt ient  la sdrie don t  les termes se ddduisent de ceux de la sdrie 

pr6c6dente,  en d6r ivant  par  r appor t  h Zj, 

On a donc:  

dEo I dE, I dEn + ... 

I ,  P j [SLaJe  ~ dS  e a s e  ~" d ]  + + - - L -  + ~  , 
X ~ X n X 

en posant,  

36) ~' = Eo + E, + + E,, 
x x n 

et  d t endant  vers o comme une puissance n~gative de q; mais , L  ~ - tend  
x 

alors v e r s o  comme le produi t  d 'une  puissance n~gative de q par  L o et finale~ 

ment  il vient :  



32 H. Galbrun. 

37) L azj + Pj  �9 ' 

," tendant  uniform6ment v e r s o  eomme le produit d'une puissance n6gativo de 

q par Lq quand l 'argument a reste dans un intervalle otk cos ( # ~ z  + a) est 

eonstamment positif. Plus g6n6ralement supposons que l'on ait: 

38) I, = f y ' - '  (y - -  aff'J [L (y - -  aj)]P ~V (y) dy,  

~V(y) 6tant holomorphe en aj et p 6tant entier positif. 
En faisant toujours les m6mes changements de variable, il vient: 

�9 

en posant, 

40 ) d~0)= e _ ~ .  ~ d o + d , + . . . + d ~  + ~  d~, 
2C X n 

4i ) j(z)= e-i~'J[L~] z do + d, + ... + + d~ - u ~ �9 

/ ,  
La s6rie figurant le signe J dans la formule 4o) est form4e au s o u s  m o y e n  

t /  

du d6veloppement de ~(y)  au voisinage de a~, comme la s6rie correspondante 

de terme g~n6ral din ~-~ a 6t6 form6o avec le d6veloppement de tpj (y); l'int6grale j~0) 

donne naissance, quand le point m est rejet6 h l'infini dans une direction telle 

que cos (O--~c + a) soit positif, g une s~rie de terme g~n6ral E~; l'int6grale J(~q) X n 

donne naissance dans les m6mes conditions g une s6rie, dont le terme g6n6ral 

i d~ En 
est . . . .  

X n d ) v q  

los quantit6s ,ILei~a--~J-[ q - -  tendent  vers o comme le pro- Comme d 'autre part  

duit d 'une certaine puissance n6gative de e par (Le)q, il vient: 

d~ P S  ~ ,  42) I ,=d-~p(  J ) + PYx" 
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S 6 tant  d6fini par  la formule 36) et ~ t endan t  vers o uniform6mPnt,  quand 

a reste compris dans un intervalle, telle que cos (0 - -  ~r + a) soit eons tamment  

positif. 

Soit un contour  L tou t  entier ~ distance finie, ne passant  pas par  l 'origine, 

sur lequel la fonction (p(y) reste finie et consid6rons la fonction de x, 

43) I = f y~ q., (y) dy. 
t.2 
Z, 

Si M est  une limite sup6rieure des vateurs prises par  (p (y) quand  y d6erit le 

contour  L ,  on a 

L 6tant  la longueur du contour  et y, le point  du contour  pour  lequel y" a un 

module maximum. 

J 'effeetue alors une t ransformat ion  don t  il sera souvent  fai t  usage par  la 

suite;  au  point  

y -- r e ~ 

je fais eorrespondre le point  z de coordonndes rectangulaires,  

44) z / ~ 
Lr, 

i 

t ~  - - 8 .  

Au point  a~ correspond ainsi un  point  d i  de coordonn6es ~j v d, 

Si suivant  les nota t ions  d6j~ 

Or la quant i t6  ~ cos ~ + t~ sin 

des z le segment  Op, a y a n t  pour 

r d = - -  arg aj. 

employ6es, x est 6gal ~ qe ~a, on vol t  qua 

a mesure en grandeur  et  en signe dans  le plan 

origine l 'origine des coordonn6es et  pour  extra- 

mit6 le point  p,  projection sur la direction a du point  (~, ~]). 

Quand le point  y parcour t  le contour  L,  son transform6 z pareour t  le eorr- 

tour  L', t ransform4 de L ;  si la projection Op de Oz reste inf6rieure k la pro- 

ject ion du veeteur  Oa~ pour  tons les a rguments  a de l ' intervalle (al, a2), le rappor t  
A ~ a  ma~h~tm~iea. 36. Imprim6 le d6cembre 1911. 5 
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~_I tend v e r s o  comme e-hQ, h 4rant poaitif, quand r augmente ind6finiment et ~p 
cela uniform6ment; quand a reste compris dans l'intervalle (a~, a2). 

Dans ces conditions, on peut done 6crire 

tendant  uniform4ment v e r s o  et l'on so trouve dana le cas signal6 au d6but 

I 
du pr6sent chapitre, oh le rapport ~ eat repr6sent~ asymptotiquement par une 

s6rie dent  t ous l e s  termes sent nuls. 

Ce m~me r6aultat subsiste, quand le contour L eat une portion de droite 

Oa, issue de l'origine O, sur laquelle on a 

(p (y) -~ yq ( L y )P g (y), 

p 6tant un nombre entier positif et X (Y) n'6tant ni nul, ni infini en aucun point 

de Oa y compris Porigine; on peut en effet trouver alors un nombre k positif, 

tel que le produit 
y~ ~ (y) 

reste en module, k l'origine et sur la droite Oa, inf6rieur h u n  nombre fini M;  

on a alors 
G 

M ~ eQf~o,o r~,._,,i,~l--I, Lr dr. [ I I 
, . 1  

0 

Si cos a est positif et si q est suffiaamment grand pour que r cos a - -  k + z 

soit positif, il vient en effectuant l 'int6gration 

[ I [ <  M r'--b+L eq[r176 ainu] 
# c o s a - -  k + z 

% 6rant la distance du point a ~ l'origine. Quand le transform6 a t du point a 

est tel que la projection du vecteur O~a r du plan z sur ]es directions de l'inter- 

(a~, a2) reste inf4rieure h la projection du vecteur Orag, le rapport ~ /  valle tend 

I 
uniform6ment vers o, ~ restant compris dans cet intervalle et le rapport ~ est 

encore represent6 asymptotiquement par une s6rie dent  tousles  termes sent nuls, 

comme dans ]e cas pr6c6dent; toutefois il eat n6cessaire que cos a reste poaitif 

dana tout  l'intervaUe (a~,a~). 
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Je  consid~re pour terminer  une eourbe L about issant  au point  aS; l ' int~grale 

I = / y ~ - ~  (y - -  aj)~J [L (y - -  ai)]~ ~0 (y) d y  

est prise sur cet te courbe depuis un point  p voisin de a i jusqu 'au  point  m den t  

la distance s a s est QZ-1, ~ d tan t  un nombre positif inf~rieur h l 'unit6 et  tend  

par  consequent v e r s o  quand x s'~loigne h l'infini. La  fonction ~(y)  reste en 

module inf~rieure ~ un nombre  positif, quand y varie sur la courbe L depuis p 

jusqu 'en aS; il en est done de m6me du quot ient  (P(Y) Enf in  le nombre  q est 
Y 

ent ier  positif  ou nul. 

On a 

Je  pose 

~ j - ~ a +  b i ,  

y - -  a j  ~ r t  e ira', 

y ~ re~*. 

] (y  - -  a~)~J l ~_ r'a e -bs" , 

q 

[ [ L ( y - - a ~ ) ] q [  = [ L r "  + s'~] ~ . 

Sur la courbe L ,  e - b "  reste fini; de plus en choisissant un point  p suffi- 

samment  voisin de aS, on peut  t rouver  deux nombres positifs M et k tels que 

sur t o u s l e s  points de p m ,  m t endan t  vers aS, on ait  

q 

r'a [(Lr')Z + s'~] 2 < M# k. 

Je  consid6re alors la eourbe L ), t ransform6e de L dans le plan z; elle about i t  

au point  a) ,  t ransform6 de aS; si l 'on suppose que L' est une port ion de droite,  

L o s t  un  arc de spirale; en d6signant par  r ~ les coordonn6es d 'un  point  de la 

droite L 1, on a 

Lr~-~--~. - -  ~.~ + u t ,  

u et  v 6rant  deux constantes;  de plus 

d y  ---- re  ~ (u  - -  i v )  dr ,  

et l 'on voit  que l 'on peut  ~erire f inalement:  



36 H. Galbrtm. 

o n  

t~ 

f ) ,d t ,  ] I I  < RO k ee[e~176 +vt ; . 

t t  

< R qk eo~- cos o +,,si~ o) t~ _ e.OtU oo, o +,  sin e] tl, 

u cos a + v s i n a  

tl e t  t2 6rant  les valeurs de t eo r respondan t  respeo t ivement  aux  points  p' et  m r, 

t ransform6s des points  p e t  m;  il convien t  de supposer  que u c o s a  + v s i n a  

n 'es t  pas nul, a u t r e m e n t  di t  qu ' aucune  des direct ions de l ' in terval le  (aj, a2) 

auquel  appa r t i en t  a n 'es t  perpendicula i re  ~ la droi te  L r. La quant i t6  

es t  la diff6rence 

(u cos a + v sin a) t~ 

O' P~t - -  O' p~ 

des project ions  sur la direct ion a des vec teurs  O'p '  et  O'a~ dans le plan des z. 

De m~me si m r, est  la p ro jec t ion  de m' ,  on a 

(u cos a + v sin a) t~ = O' mr1 - -  O' pj. 

D ' au t r e  pa r t  au voisinage du poin t  ay, sur la courbe L l e  module  r de y est une 

fonet ion du  module  r r de y - - ~ j  et  l 'on peu t  6crire 

r ~ r j + c ~ r ' +  c2r ' ~ + ' ' "  

rj 6 tant  le module  de a i .  

On en t i re  

L r - -  L r j =  u t = d l  r r + d2 r ~ + " ' ,  

d'ofi 

I 
t2 = u [ d ,  Qa-1 + d2 q e(~'-I) + ' "  "] 

pu i squ ' au  poin t  m l e  module  r' est  6gal ~ (~a-~, 

On pout  ehoisir  fl assez pet i t  p o u r  que dans le d6veloppement  du  p rodu i t  

q t2 tous les termes de la s6rie t enden t  vers o, quand  Q augmente  ind6finiment,  

sauf le premier  qui devient  infini comme ~)3; dans ces condit ions l 'expression 

- -  O' r [O' m'l Pi] 

devient  infini eomme qa. Quand  a res te  compris  dans un in terval le  (at, a s ) t e l  que 

les diff4renees O f p r  _ O r pj e t  O r mr' - -  O r P1 Y soient  c o n s t a m m e n t  n6gatives, le 
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rappor t  - /  tend uniform~ment v e r s o  eomme e -h-~ h e t  k ~tant  positifs. Ainsi 
~j 

I 
dans ee cas encore le rappor t  ~ est repr~sent~ asympto t iquement  par  une s~rie 

dont  t o u s l e s  termes sont  nuls. 

Les r~sultats qui prSc~dent, pe rmet t en t  de former les s~ries repr~sentant  

a sympto t iquement  s l ' infini les fonctions / j ( x )  solutions de l 'Squation aux diffe- 

rences finies form~es au chapitre I .  Les s~ries repr4sentant  une m~me fonction 

/ j ( x )  different  suivant  la valeur de r a r g u m e n t  avee lequel la variable x s'~loigne 

l ' infini; posant  toujours  

x ~ Qe i'~ 

nous dis t inguerons done plusieurs cas. 

Je  suppose d ' abord  que ~ appar t i en t  ~ l ' intervalle ~,, ~ --~, , J, ~tant  un nombre 

positif  aussi pe t i t  que l 'on veut .  Soit a i une racine simple du polynome B0; dans 

la formule 7) d6finissant la fonetion [~(x), la fonetion q,~(y) solution de l '~quation 

diff6rentielle 3) est de la forme 

~ ( Y / ~  (Y - -  -~)~ ~ (Yl, 

~J (Y) ~tant  holomorphe en ~j. Choisissant un point  a de la droite O a./ situg entre  

O et aj, ie prends pour contour  L 0 une eirconfgrenee de centre O e t  de rayon  O a ,  

parcourue dans le sens direct  5, par t i r  du point  a;  le contour  L~ se composera 

de la port ion de droite a n ,  n ~tant  un point de O ~  voisin de a./, d 'une  peti te 

eireonf6rence s~ de centre a / e t  de rayon  rx~ n, pareourue dans le sens direct et de la 

por t ion de droite h a .  

Figure 2. 

II 

s - 
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La transformation ddfinie prdcddemment fair eorrespondre dans le plan des z, 

la portion de droite a aj une parallgle h l'axe des abcisses passant par le point a),  

transform5 de aj; le point a r transformd de a est situd s gauche de a~; au eercle 

L0 parcouru en sens direct correspond une portion de droite a' b r paral]~le ~ l 'axe 

des ordonndes, dirigde dans le sens des ordonn~es ddcroissantes et de longueur 

2 z .  L'intdgrale prise le ]ong du contour L i se divise en trois parties. La pre- 
migre I~ correspond au contour ran ,  sj, n m ,  m dtant un point de Oe~#, situd entre 

a e t  n et dont la distance ~ aj est dgale ~ Q,~-~, fl dtant un nombre positif inf6- 

rieur s l'unitd; la seconde 12 comprend les deux portions d'intdgrales prises sur la 

portion de droite pro ,  p dtant un point fixe, entre a et n,  voisin de aj. La troi- 

sigme comprend les deux portions d'intdgrales prises sur a p .  

L'angle ddsignd plus haut par O est ici dgal s z ,  on a done 

Z + v e t  . . . .  ~, en choisissant convenablement fl, on a Si a est compris entre 
2 2 

d'apr~s la formule 32): 

tendant  uniform6ment vers o. 

Les rapports ~ , ~  song repr6sent6s par des s6ries asymptotiques dont tous 

les termes song nuls. I1 est en effet 6vident que quand le point z transform6 de 
y parcourt  la droite a ' m  r, la projection du vecteur O'z sur les directions a de 

l'intervalle - - ~  + r ,  ~ - - ~  reste infgrieure h la projection de O'~). 

Quand a appartient  h cet intervalle on a done finalement: 

46) y~-i  (f.i (Y) d y  = P j  S~ + ~a , 

Lj 

tendant  uniform6ment v e r s o .  
D'autre part  quand le point z d6crit la droite a' b', la projection du vecteur 

~ v )  est manifestement inf6rieure h la Or z sur lee directions de l 'intervalle v, ~- 

projection de O'a~; lee int6grales de la forme 

It = f y ~ - i  vt (y) dy 
/ 

s 
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II sont telles que les rapports ~ sont repr6sent~s asymptot iquement  par des s~ries 

termes nuls. Enfin les coefficients 7 solutions des syst6mes analogues k II  ten- 

dent uniform6ment vers o ou vers l'unit6 quand x s'6loigne k l'infini avec un 

argument eompris dans le m6me intervalle. Le quotient de ]'int~grale prise ]e long 

du contour L0 figurant dans la formule 7), par la fonction Pj  est repr6sent6 

asymptot iqucment  par  une s6rie ~ termes nuls et l 'on peut  6erire, 

47) lj(x) -~ar "xzy+ , E~ + Ed' +" '+Ei"  x-~ =PY S~+ ~ 

t tendant uniform6ment vers o quand q devient infini, a appartenant  h l'inter- 

valle (v, ~- -v ) .  

La m6me fonction /i(x) peut 6tre d6finie par la formule 23) 

23) /~(x)~/Y~--~q~(y)dy + I'Y~-~udy + f Y~-~ U 

Or l'image du contour - -L0 ,  autrement  dit de la eirconf6rence L0 pareourue 

partir du point a e n  sens inverse est dans le plan des z, une portion de droite 

a~b ", d'origine a', de longueur 2 ~  paral]~le ~ l'axe des ordonn6es et dirig6e dans 

le sens des ordonn6es croissantes. Quand le point z d6crit la droite a r b ' ,  la pro- 

jection du vecteur Or z sur les directions de l'interva]le l - - ~  + v , - - v /  reste in- 
2 f 

f6rieure ~ ]a projection de Oral; d'autre part  les coefficients 7 t e n d e n t t o u s  vers 

o quand x s'~loigne ~ l'infini dans une direction appartenant au m6me intervalle. 

Le quotient des int6grales de la formule 23) prises sur le contour - - L  0, par la 

fonction Pj est repr6sent6 par une s6rie asymptotique dont t o u s l e s  termes sont 

nuls et l'6galit6 47) subsiste, t tendant  uniform6ment vers o quand a appartient  

~t l 'intervalle ( - - 2  + v , - - , ) .  

I1 reste s examiner ce qui se passe quand l 'argument a reste compris dans 

]'intervalle ( - - v ,  v). Deux cas se pr6sentent. 

Si les fonetions v~ . . . .  vq sont r~guli~res au voisinage de l'origine, les p61es 

de la fonction /j(x) ne s '6tendent pas ~ l'infini dans la direction positive de l 'axe 
des abcisses; on peut tracer une parall~le ~ l'axe des ordonn6es s droite de la- 

queIle la fonction /.~(x) reste holomorphe; dans le demiplan ainsi d6fini elle est 

repr6sent6e par la formule 2i), le contour L i se composant de la droite On, de la 
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eirconftrence sj et de la droite n O. L'int~grale prise sur ce contour se divise en 

deux parties; l 'une correspond au contour a n ,  s t ,  n a  et donne naissance h la s6rie 

asymptotique Sj; l 'autre est la somme des deux int6grales prises sur la portion de 

droite O a ;  en prenant a suffisamment voisin de O, on constate que les rapports 

de ces int~grales h la fonction P~ sont repr6sent6s asymptotiquement par des s4ries 

termes nuls. Ainsi l'~galit6 47) subsiste encore; elle s'applique h l 'intervalle 

entier _ z + ~ ,  , 2 ~ -  tendant  uniform~ment v e r s o .  

II n'en est plus de m6me si les fonctions v~ , . . ,  vq ne sont pas toutes r~gu- 

li~res au voisinage de l'origine; les p61es de la fonction ]i(x)  s'~tendent alors 

l'infini dans la direction positive de l'axe des abcisses; l'~galit4 47)est vraie darts 

chacun des intervalles ~ + ~ , , -  r , ~,, ) - -  r , e tendant  uniform~ment vers o, 

si peti t  d'ailleurs que soit le nombre positif e; mais la direction positive de 

l'axe des abeisses forme coupure et elle n'est plus v~rifi~e dans l 'intervalle 

(-- ~,, ~), tout  au moins quand on n'astreind le point x s'~loignant ~ l'infini, b, ne 

satisfaire ~ aueune nouvelle condition. 

Lea fonetions 7 sont comme on l 'a d6j~ vu de la forme 

P (,~) 
7~,~ (~o, # - -  i) J-g+ 

P (~) 6tant un polynome en ~ de degr6 j - - g  avee 

,t~ ~ e 2 i z x .  

Quand le point x s'~loigne ~ l'infini, a restant compris dans l'intervalle ( - -~,  ~), 

cette fonction 7 reste done finie pourvu que le point x reste ~ distance finie des 

p6les raeines des 6quations 

tO l e 2 i ~ x -  I = O .  

D'autre part  si le point a e s t  assez rapproch5 de l'origine et l'angle r assez petit, 

Iz 
on volt manifestement que les rapports ~ / s o n t  repr~sent~s asymptotiquement 

par des s~ries h termes nuls. I1 en r~sulte que si l'on astreind le point x h 

s'~loigner h l'infini en ~restant toujours A distance finie des pSles de [ j ( x ) e t  seule- 

ment dans ce cas l'6galit~ 47) subsiste encore. 
Les raisonnements qui pr6c~dent supposent que sur la droite O a  1 entre O e t  

aj, les solutions de l'~quation diff~rentielle 3) n 'admettent  aucun point singulier; 

il se pourrait  qu'il n'en soit pas ainsi et que quelques points racines du polynome 

B 0 soient situCs pr~cisement sur cette portion de droite. Soit a: l 'un d'eux; on 
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$vite ce point al duns le contour L j e n  rempla~ant la portion de droite Oc~j voi- 

sine de az par une petite demicirconf~rence de centre az et situde par  rapport  

Oaj soit du cSt~ des arguments croissants, soit du cStd des arguments d~croissants. 

Il est facile de v6rifier que dans ces conditions, t o u s l e s  r~sultats d~montr~s sont 

encore exacts; toutefois il faut noter que suivant le c6t~ de la droite Oa2 off se 

t rouve le demi cercle, les fonctions ]j(x) d~finies par la formule 7) sont diff~rentes. 

A chacune des fonctions /i(x) correspondant ~ une racine simple du pply- 

nome B0 correspond une s4rie divergente S~ fortune au moyen de la solution rf~ (y) 

de l '6quation diffSrentielle 3) r~guli~re et non holomorphe en a 1. Cette s~rie re- 

pr(~sente asymptot iquement  le rapport  - ~ j  ~(x), [ ~r +'~, 2 _ r )  soit dans l'intervalle / --  2- 

si les solutions de l '4quation 3) sent r6guli~res h l'origine, soit dans les intervalles 

(: ~ + ~ ' , -  ~ , ~ , ~ - ~  ~, s i c e s  solutions sont irr~guligres en ee point. 

II eonvient de remarquer que pour former la s6rie divergente Sj dont le 

terme g6n~ral est E~ - -  on a suppos6 que duns la solution ~0~(y) 
X n 

~j (y) = (y - -  aj) ~/tpj (y) 

la quantit~ y - - a j  avai~ pour argument eoj + z ,  quand y vient en m, origine du 

contour ran,  sj, n m .  Si l 'argument de x, au lieu d 'etre compris entre - - - +  
2 

et z ~ - + 2 K z - - ~ ,  - - - r ,  ~tait compris plus g~n~ralement entre - - -  + 2 K z  + ~ et z 
2 2 2 

K ~tant entier, il est clair, d'apr&s ce qui a ~t~ dit au d~but du present chapitre, 

que les coefficients E de la s~rie devraient 8tre multiplies par ee~C'~i~'J; mais 

comme Pj  contient en d~nominateur x ~), ]e d~veloppement asymptot ique de [j(x) 
ne change finalement pus de valeur, ce qui est naturel puisque la fonction / j (x)  
es t  uniforme. 

IV.  Q u e l q u e s  eas  p a r t i e u l i e r s .  

Nous allons rechercher comment les r~sultats du precedent chapitre s'~ten- 

dent aux fonctions / (x )  correspondant aux racines multiples, non nulles du 

polynome B0, au voisinage desquelles les solutions de l '~quation diff~renticlle 3) 
sont r~guli~res. 

Soit aj une racine d'ordre de multiplicit~ p du polynome B0; supposons que 
Acia mathematlca. 36. Imprim~ le 6 f~vrier 1912. 6 
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les solutions de 3) sont toutes r4guli~res en ce point'; l '4quation d~terminante 
admet les raeines enti~res 

o, I , . . .  q - - p - - I ,  

et les p racines ~j,~ . . . .  k1,~ en g~n~ral non entiitres. 

Je  suppose tout  d 'abord qu'aucune des diff4rences des ;t n 'est  enti~re posi- 

tive, n4gative ou nulle. A ces racines correspondent p solutions de l 'dquation 

3) de la forme 

9oj, ~ = (y__ %)2j, l (PS, I (Y), 

~Pi, I (Y)  ~tant holomorphe en a2. Au moyen de chacune Welles on forme une 
solution /j,z de l '4quation aux differences finies h laquelle s 'applique les r4sultats 

du precedent ehapitre. L'int~grale prise sur le contour L~ est reprdsent4e asymp- 

totiquement par une s~rie SJ form4e avec la fonction lpj, z(y) et l 'on a 

48) 

a v e e  

= PJ 

a ~ + ; = ~ , l  ei,~(xj, t +1) 
49) PJ - -  x;.j,t+l ' 

tendant  uniform4ment vers o, quand a reste compris soit dans l 'intervalle 

- -  + ~, ~ - - - e  si les fonetions v song r4guli~res 5 l'origine, soit dans les inter- 

valles ---~2 + r , - - r  , ~,, ~ - - ~ ,  si les fonctions v sont irr4guligres ~ l'origine. 

Dans ce dernier eas l'4galitg 48) n'est v~rifi6e, quand ~ appart ient  ~ l 'intervalle 

( - -  e, ~,), que si le point x s'~loigne k rinfini en restant k distance finie des p61es 

des fonctions [(x). 

8upposons au eontraire que parmi les diff6renees des ;% il s'en trouve qui 

soient entigres positives, n~gatives ou nulles. Les p racines ~. se r~partissent en 

groupes tels que les raeines d 'un m~me groupe diffgrent d'un entier positif, n4- 

gatif ou nul; k ehaeun de ees groupes correspond un groupe de solutions de 3) 

de la forme II), 
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~ j , 1  ~ ( y ~ o t j ) ) ' J ' l  ~ l , 1 ,  

(~j,2 = ( y  - -  . j ) ) ' j ,  2 [~)2,1 "~- ~2 ,2  L (y  - -  a j ) ] ,  

I I )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

rpj, z =- (y--aj)zJ'a[r + ~,~ L ( y - - a j )  + " + ~P~,z[L(y--aj)]g-t], 
�9 o . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  . . . . .  

�9 J,, = (u--~)~J" [~3,, +---  + q,/,~ [L (y- -  .~)]'-'], 

~j,1, ~,2 . . . .  2~i,~ ~tant ranges dans un ordre tel que leur partie r4elle n'aille jamais 

en croissant quand on passe de 4i,1 ~ ).i,z; les fonctions ~ sont holomorphes en 
~j. Or quand le point x s'$1oigne ~ l'infini en restant ~ droite de l 'axe des 

ordonnSes l'int~grale 

~ y=-1 (y__ a~)~j,a ~fg, fd y, 

est d'apr~s les rSsultats du pr~c4dent chapitre repr~sent~e asymptot iquement  

par une s~rie 

~r176 ~ ).. .4-1 I 

L ~ ' r  + ~ J  ' 

form6e au moyen de ~ , f .  Nous avons vu que dans les m6mes conditions l'int6grale 

,;y~-~ (y - -  a~) ~j,a [L (y ~ aj)]f -~ q/g, f dy , 
z.j 

eat repr6sentSe asymptotiquement par 

d~,-;~L " ~r-, [.;+~,~ ~ ~,~ (~,~ +,~ g, ,] + .~ +~,. ~-+'~'~ (~,. +~) ~ 

11 en r6sulte que la fonction //,a, solution de l'~quation aux diff4rences finies 
form4e au chapitre I au moyen de la solution ~0~, a de l'~quation 3), est repr~- 

sent~e asymptotiquement par:  

5o) L , ( x ) =  Pi , ,5~ , ,+  [P~,~S~,~] + ... + dZfT----i [Pz~S~,t] + ... 

dit~ 7 P i , a ~ '  
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avec 
a~+~,~ e~ (~,~ +~) 

5I) Pj,~ = x~.j,~ +l " 

La  quant i t6  e t end  uniform6ment  vers o quand a appar t i en t  soit ~ l ' inter- 

valle - -  + v, ~ - -  v si les fonctions v sent  r6guligres ~ l 'origine, soit ~ ehacun 

des in te rwl les  - -  + v ,  - -  v , v, ~---~, si ees fonetions sent  irr6guligres ~ l'ori- 

gine; dans ce dernier cas l'6galit6 5 o) n 'es t  v6rifi6e dans l ' intervalle (--  v, r ) ,  que 

si le point  x est as t re int  ~ rester h distance finie des p61es de la fonetion [i,g. 

Le second membre de l'~galit6 5o) se pr6sente sous la forme: 

"+;"" [ x t ( a~ / ( a~/ + ~_n]. 
~ j  J , ~  _ _  

xXJ, a +l a~ o + a~x + " "  + an~ + L x  a'o + a~x + " "  + x'*! + " "" +(Lx)g-1  a g + . . . + ~ ]  

Ainsi dans la parenth/ise la s6rie ordonn6e par  rappor t  aux  puissances d6- 

croissantes de x des 6galit6s 47) et 48) est remplac6e par  une somme de s6ries 

de co genre, multiplides respect ivement  par  des puissances enti6res de L x  jusqu 'g  

la puissance g -  I ,  exposant  de la plus haute  puissance de L ( y - -ar  contenue 

darts l 'expression de 9j, g. 
Dans ee cas on peut  faire une remarque qui nous sera utile par  la suite;  

quand  on a:  

on sai t  que dans l 'expression de efi, g la dernibre des fonctions ~ , , ,  ~V~,=,... q/g,g 

holomorphes en aj den t  le d6veloppement  en co point  commence par  un  terme 

c o n s t a ~  non nul est V/~,f. I1 en r6sulte que la derni6re des s6ries S~3,x, 8~,2... S~g 

qui eommencent  par  un terme cons tan t  non nul, est S~f. Dans ees conditions le 

coefficient de ( L x ) f  -~ sera une s6rie ordonn6e par  rappor t  aux puissances d6- 

eroissantes de x den t  le premier terme est diff6rent de o; il est 6gal au terme 
cons tant  de ~ , f  multipli6 par  F(/Lm + I ) (e21~Eg-- I ) .  Los s6ries mul t ip l iant  les 

puissances de L x  supdrieures h / - - i  commencent  par  des termes constants  nuls. 

On pourra  donc 6crire en p renan t  n = o, 

52) /i,g (x) -~Pj ,  g [a, + a2 L x  + ... + a f ( L x )  f-1 -4- ~], 

lo coefficient af 6tant suremen~ diff6rent de o. 
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Quand les ~ sont tous diff6rents on voit que / est 6gal K I e t  toutes les 

puissances du logarithme sont multipli6es par des s6ries dont le terme constant 
est nul. 

Je signalerai encore les particularit6s des d6veloppements asymptotiques 
trouv6s par les m6thodes pr6c6dentes quand, a i 6tant une racine simple de B0, 
la racine h i de l 'dquation d6terminante est enti~re. 

Nous avons vu au chapitre I que si, ~j 4tant entier et n6gatif, la fonction 
ef~ (y) correspondante ne contient pas de logarithme, la fonction /i(x) solution de 
l'6quation aux diff6rences finies est d6finie par l'dgalitd 9)- Dans cette 6ga]it6 le 
contour Lj peut ~tre consid6r6 comme se composant d 'une portion de droite an,  
du cercle s 1 et de ]a portion de droite ha; en appliquant la m~thode du chapitre 

precedent on constate que les coefficients ~ de la s6rie de terme g6n6ral ~ ~P 

sont de la forme: 

E~ = ( e ~ s - -  ~) [d, r (~ + p + ~) + d~ r (Z~ + p + ~) + ... + d~ r (~  + p + q)] . 

Or comme it i est entier et n6gatif los produits 

(e ~ " ~ -  ~) r (hi + m), 

sont finis quand Jt~ + m est 6gal h u n  entier n~gatif ou nul; ces m~mes produits 

sont nuls quand 2~ + m est un entier positif. Les coefficients ~W~ sont donc nuls 
quand 

p > - - k i - - I ,  

et sont finis quand 

p<-ij-~. 

La s~rie asymptotique correspondant k ~ ( y )  a donc un nombre fini de 
termes; cUe se r~duit 

x ~7~j-i 

Ces r~sultats sont bien en conformit~ avec ceux du chapitre I oh l'on a vu 
que la fonction /j (z) n'est autre que le produit  d 'un polynome de degr6- - ; t  j - -  i 

par  la fonction aft. 

Quand ;~# es~ entier et n6gatif,  il se peut que Cj (y) soit  de la forme: 
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Rien n 'est  chang~ dans nos ra isonnements ;  la s6rie asympto t ique  formfie au 

moyen  de ~s (Y) est la somme de deux s6ries 

Ps,S',, + dd (Ps,S',~), 

et l ' o n  a 

[ dSs"-~i e i.'t e] 
53) /i(X) = P~ Ss,, + + Si'~LaSz + ~~ " 

Mais comme )'S est entier et n6gatif, les s6ries SS,1 et SS,2 sont  limit6es; il 

dS~,2, d (e2i.~.S_ z) F Q'S + m) n 'en est pas de m~me de la s6rie d~-i"  ear les quanti t6s 

ne sont  pas nulles quand Z s + m est positif. 

Au chapitre I nous avons vu que si Cs (Y) ne contient  pas de logari thme, 

it s ~tant  entier positif  e t  sup~rieur ~ p -  z, la fonction 1i (x) est d6finie par  la 

formule zo), 

a "  

,o) 1, = f , , - - ,  (,,),,,, + to, v, + ... + 
a /_~ 

La  premiere int~grale est prise sur une courbe issue du point  a et  abou- 

t issant  en as; les raisonnements  faits au pr6c6dent chapitre sur les 616ments de 

l ' int6grale voisins de aj doivent  donc ~tre modifi6s. 

Je  suppose que la courbe a a t soit la droite a a s, a 6rant  un  point  de O a1 

situ6 entre  O et aj; soit m un  point  de cette port ion de droite don t  la distance 

au  point  aj tend v e r s o  comme ~ -1 ,  # 6rant  un  nombre positif inf6rieur g l 'unit~;  

en fa isant  toujours  les m~mes changements  de variable on constate  que l 'on 

peu t  6crire: 

aS 

t endan t  v e r s o  quand a est compris dans l ' intervalle - -  + ~, ~ - - , v  ; mais 

cette fois les coefficients E se d6duisent des coefficients d de la s~rie 

' + ~  
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form6e au chapitre pr6c6dent en rempla~ant dans ces derniers ~q par F(~tr 

et non plus par (e21'~'~--i)F(~j + ~ + i), quantit6 nulle dans le cas actuel; en 

tenant  compte de cette modification dans la formation des coefficients E on con- 

state que l'6galit6 47) est encore v6rifi6e darts les m~mes conditions qu'au cha- 
pitre pr6c6dent. 

Les fonetions g (z) d~finies au ehapitre I donnent lieu s une 6t.ude en tons 

points analogue s celle dont les fonct ions/viennent  d'fitre l 'objet; mais le point x 

au lieu de rester constamment s droite de l'axe des ordonn6es dolt s'61oigner 

l'infini en restant ~ gauche de ce m~me axe. Darts la formule i2) qui d6finit la 

fonetion g~(x), on prend pour le contour L| une circonf6rence de centre O et de 

rayon Oa,  le point a 6tant situ6 sur le rayon Oal entre a1 et l'infini; pour le 

le contour L~ on prend le contour form6 par la portion de droite a m ,  m 6tant un 

point de O ar de module sup6rieur s celui de eta, la eirconfdrence sr de centre ar 

et de rayon cram, et la portion de droite ma.  Quand le point x s'61oigne K l'in- 

fini avee un argument a compris entre ~r, + v et ~r- -v ,  on trouve alors 
2 

54) g~ (x) = + ~ ,  

tendant  uniform6ment vers o; cette m6me 6galit6 est v6rifi6e quand a appar- 

tient ~ l 'intervalle ~ + ~,, ~ - -  ~, ; si les fonctions w sont r6guli~res ~ l'infini elle 

est encore v6rif~e, quand a appartient ~ l'intervMle ( ~ -  ~, ~ + ~); si les fonctions 

w sont irr~guligres ~ l'infini, elle n'est plus vraie dans cette intervalle que si l'on 

astreind le point x h. s'~loigner ~ l'infini en restant s distance finie des p61es 

de gj (x). 

D'une fa~on g6n6rale le dgveloppement asymptotique, trouv6 pour la fone- 

tion ]~(x) form6e au moyen de la solution ~v~(y) r6guli~re au voisinage du point 

al racine de B0, quand le point x s'61oigne s l'infini en restant ~ droite de l'axe 

des ordonn6es repr6sente la fonction 9j(x) form6e avec la m~me solution ~r 

quand le point x s'61oigne s l'infini en restant ~. gauche du m~me axe. 

V. Les solutions /(x) sont ind6pendantes. 

Les d6veloppements asymptotiques trouv6s pour les diverses fonctions /(x) ,  

solutions de l'6quation aux differences finies form6es au chapitre I, permettent  

de d6montrer que ces fonctions sont ind6pendantes; autrement dit si ]~ (x), ]2 (x) . . . .  ]p (x) 
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sont  les solutions de l '~quation I) cor rcspondant  aux racines a du  po lynome B o 

non nulles et  au voisinage desquelles los solutions de l '~quation 2 ) s o n t  r~guli~res, 

il est  impossible de t rouver  des fonctions p~riodiques 

T,  (x), T2(x), . �9 . Tp(x) 

a d m e t t a n t  pour  p6riode l 'unit6, et  tclles que la relat ion 

T~/,  + T2/~ + . . . +  T p / ~ = o  

soit ident iquement  satisfaite.  

Supposons tou t  d ' abord  que toutes  les racines a soient simples. Quand le 

point  x s'61oigne k l'infini dans la direction des abcisses positives, en res tan t  k 

dis tance finie des pSles des fonctions ](x)  on a:  

z+).; i .z  (;,; +I) (~j J~  J 
b (x) = x~.j +, [E,~ + C ,  

r$ t endan t  vers o; la cons tante  E~ 

est surement  diff6rentv de o. 

Posons  alors 

55) x = x~ + m,  

m augmentan t  ind6finiment par  valeurs enti6res et  posi t ives et  xt d tant  un point  

different  des pSles des fonctions [(z) .  Si l 'on pouva i t  t rouver  des fonctions T(x) 

a d m e t t a n t  pour  p6riode l 'unit6 et telles que la relat ion 55) soit satisfaite on aura i t  

Cta~+).t eiz()-x+l) ax+ iz  ei.~ (22+I1 
57) T, (x,) ~ xZq~ lEo' + ~,] + T~ (x,) -~ x~.~+l [E'o 4- rz] + -.. 

a~o+zp ei,~(zp +1} 
+ T p ( z , )  z'.~,+~ [E~ + ~p] = o. 

Soit a~ celui des points  a~, a~ . . . .  ap dont  le t ransform6 a'~ est  tel que la projec-  
t ion de Or a'~ sur l 'axe des abcisses est  sup6rieure aux project ions  des vee teurs  

X)4+I 
O'a '~ , . . .  O'c~.  J e  multiplie le premier  membre  de 5 7 ) p a r  a~+~.~eiz(z~+l); iI vient  

ainsi 
T, (x,) [E~o + ~,] + r~ = o, 

t endan t  vers o comme e -h-ok, h e t  k 6tant  positif. On en eonclut  que lo produi t  

T~ (x~) E~o est nul; on a donc : 
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Tl ( x l )  = o 

et  comme le point x~ est quelconque la fonction T~(x) est ident iquement  nulle; 

la relat ion 55) devient  

T,h +---+ ~',b---o. 

En poursuivant  le mSme raisonnement ,  on d~montrerai t  que toutes les fonctions 

T sent  ident iquement  nulles. 

Quand eertains des points a sent  des raeines multiples du polynome B 0 ]e 

ra isonnement  doit  ~tre compl~t6. 

l~angeons encore ]es points  a dans l 'ordre 

al,  a~, . . . aS, . . . up,  

tel que les projections des veeteurs O r a ~ , . . .  O t a ~  sur I 'axe des abcisses ailIent en 

d~eroissant quand on passe de O r a'~ b, O ~ a~ et supposons que a~, . . .  a1_1 soient des 

racines simp]es et  a s une racine d 'ordre de multiplicit~ 1. 

On d6montrera  comme plus hau t  que les fonetions T ~ ( x )  . . . .  T ~_ l ( x )  sent  

ident iquement  nulles et  l ' idenditd 55) se rdduira 

58) TS,1 b , ,  + TS,'~ti,~ + " "  + TS,*IS,~ + Ts+,/ /+,4 . . . .  + T , / p =  o.  

Or on a: 

b,1 = c'7+~s'~ ei 'v~'  ~+1) 
XZj, I+ 1 [Aj,1 + e,] 

x+).; " /s,~ = a.i -,Ze'~~ 
x)~j ' l +  1 [As, z + ez]. 

En  divisant  le premier membre de 58) pa r  a" il vient,  m augmen tan t  tou- y '  

jours ind6finiment par  valeurs entigres et positives, 

Tj ,1  ( x )  e i . (~) , l . t - l}  
XZS, I+ 1 [Aj, 1 "I- el] + . - ' - b  

Ti,~ (z) e~S,  z+l~ 
x~.~,z+i [A~,l + ~] + r = o, 

t endan t  v e r s o  comme e-hO k, h e t  k 6tant  positifs. 

Je  suppose que les nombres 

sent  rang6s darts un ordre tel qu 'en  passant  de ;~j,1 s ~/, z leur part ie  rdelle n'aille 

jamais en croissant. 
.data mathematica. 36. Imprtm~ le O ftfv'rier 1912. 7 
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Multipl iant  par  x~J, ~+1 il vient  

Tj, ~ Ix,)  [Ai,  ~ + ~] + ~' = o,  

~r t endan t  vers o; or Ai,  l e s t  une constante  diff6rente de o. 

On a donc 

T,,z(z)=o 

et la fonetion Tj, z est ident iquement  nulle. 
En  poursuivant  ce ra isonnement  on d6montrerai t  ainsi successivement 

que T~,z-1 Tj, z - ~ , . . ,  sont ident iquement  nuls; il tombe toutefois en d6faut  si plu- 

sieurs )~ sont 6gaux; supposons que 

En  mult ipl iant  par  x~'J,u +~, il vient 

Tj, g-f+l [Aj, g-f+l + ,~g-f+l] + Tj, g_f+2 [Ai, e--f+2 + eg_f+z] + " "  + Tj, g[Aj,  g + t~g]+ ~"=o. 

Mais on sait  que: 

Aj,  g . = aj~g + a ~',m L x  + . . .  + a),gf-1 ( L x ) f - 1  

Aj ,  a-1 = a],g-i  + "  + af-~51( L x )  f-~ 

Aj ,  g- f+l  ~ a~g--f+l, 

•j,gl , f--2 . a~ a~,g_l,. �9 ~,a-f+~ 6rant  des eonstantes  surement  diff6rentes de o; on volt  

donc que dans ce cas encore Tj, g . . . .  T~,g_f+l sont  ident iquement  nuls. 

En  g6n6ra] le polynome B0 admet  r racines finies non nul]es; si au voisinage 

de chacune de ces racines les solutions de 2) sont  r6guli~res on peut  former r 

fonctions ]j (x) solutions ind6pendantes de l '6quation aux  diff6rences finies. Toute 

aut re  solution / ( x )  de cette 6quation se met  donc sous la forme: 

/(~) = T, / ,  + T, h +"" + T ,b ,  

les T dtant  des fonctions pdriodiques adme t t an t  pour pdriode l 'unit6. 

En  faisant  augmenter  m ind6finiment dans la formule 56) par  valeurs en- 

ti~res et ndgatives, on d6montrera i t  que les fonctions g ( x ) f o r m e n t  6galement 

un syst~me de solutions ind6pendantes de l '6quation i) ;  si leur nombre est dgal 
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son ordre r, route solution [(x) pourra ~galement se mettre sous la forme: 

/(~) ~- T,g,  + . . . +  T~g~, 

T I , . . .  T, ~tant des fonctions p~riodiques admettant  pour p6riode l'unit~. 
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VI. D~veloppements asymptot iques quand x s'~loigne ~t l ' infini  en res tant  sur  

l 'axe des ordonn~es oix ~ gauche de cet axe. 

Quand le point x s'~loigne k l'infini en restant ~ droite de l'axe des ordon- 

n~es, chaque fonction /(x) est repr~sent~e asymptotiqucment par une s~rie diff6- 

rente; il n'en est plus de m6me quand |e point x s'~loigne & l'infini en restant 

gauche de ce m6me axe; nous ~tudierons tout  d'abord le cas oh a voisin de 

est compris entre ~ - -  - - - - ~  e t  - - + ~ .  
2 2 2 

F igu re  3. 

O. r 

Soit /1 (x) la solution correspondant ~ la racine simple at d~finie par la for- 

mule 7); le contour LL est d~fini comme au ehapitre ]II ;  il se compose de la por- 

tion de droite a n  de la circonf~rence s I de centre a I e t  de la droite na; le con- 

tour L 0 se compose du cercle de centre O e t  de rayon Oa; jc fais subir ~ ces 

deux contours les d6formations suivantes: le point a vient cn a I voisin de a sur 

la circonf~rence Lo et du cSt~ des arguments croissants; h partir de at je trace 

une courbe C voisine de O al, toute enti~re situ4e par rapport & O a~ du cSt~ des 

arguments croissants; par tant  de a~ pour aboutir en p, voisin de a~, elle se ter- 

mine par un arc de spirale joignant Pl et a~; cette spirale fait en a~ avec le rayon 

0 %  un angle ~r. La transform4e de la courbe C est dans le plan des z une courbe 
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C r voisine de la droite at1 d , ,  situde toute entiAre au dessous de cette droite et se 

terminant par un segment rectiligne p'~ ar~ faisant avec a~a~ le m6me angle ~'. 

Dans la formule 7) ddfinissant [~ (x) le contour L~ est formd par la courbe C 

parcourue depuis le point a~ jusqu 'au point m~ compris entre pl e t a , ,  par une 

petite portion de droite m~ n~, par la circonfdrence s~ de centre a~ et de rayon a~ n~ 

parcourue en sens direct, par la portion de droite n,m, et la courbe C depuis 

m~ jusqu'en a~. Le point m~ se ddplace sur la courbe C de telle sorte que sa 

distance au point al tende vers o comme (>~-1, fl etant un nombre positif infdrieur 

l'unitd convenablement choisi. Le contour L0 se compose de la circonfdrence 

de centre O et de rayon O a~ parcourue en sens direct k partir de a~. 
L'angle ddsignd par O dans nos ddmonstrations est dgal k z f - - ~ ,  u~ dtant 

l'angle de m~ n~ avee az al. 

On a done: 

Or si 

011 a :  

- - - ~ < o < - + v ,  
2 

2 2 

Mais ~/1 est voisin de r'; si rf est supdrieur k ~, le rapport  de la portion 

d'intdgrale prise sur le contour mln~, s 1, nlm~ k la fonction P1 est reprdsentd 
E l  

asymptotiquement par la sdrie de terme gdndral -xW" Quand le point z parcourt  

la droite pr a'j, image de l'are de spirale terminant la courbe C, la projection 

du vecteur O'z sur les directions de l'intervalle --~,, ~ + v reste infdrieure ~ 

la projection de Ofd~. I1 suffit de considgrer la figure pour voir qu'il en est 

encore de m~me quand le point z ddcrit la ligne b'~ar, pr,. L'dgalitd 47) subsiste 

done, ~ tendant  uniformdment vers o, quand 0 devient infini, ~ appartenant  ~ 

l'intervaUe -- ~, ~- + ~ . 

La ddformation des contours Lo et L~ dont il vient d'etre fait usage est 

toujours possible quand ~ est suffisamment petit, k moins qu'entre 0 et a~ se 

trouvent des points racines du polynome B0. Dans ce eas pour que cette dd- 

formation soit possible, il faut que dans la ddfinition primitive de /~ (x)au moyen 

du contour an, 8~, na le point ~# situd entre 0 et a~ sur la droite Oa~ ait did 
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6vit6 pa r  un  demi cercle situ6 du c6t6 des a rguments  croissants par  r a p p o r t  

Oa~. 

Si au contra i re  dans  le con tou r  pr imit i f  L , ,  le po in t  a~ a 6t6 6vit6 par  un 

demi cercle situ6 du c5t6 des a rguments  d6croissants, la d6format ion  est  im- 

possible; pour  6 tudier  le cas off a est  voisin de _z on est alors condui t  ~ d6former 
z 

le con tour  pr imi t i f  eomme il est indiqu6 sur la figure; le con tour  L~ se compose 

de la courbe  a~ b, c~ du  cercle sr p a r co u ru  en sens direct ,  de la courbe  c~b~d~, 

du  eercle s~ pa r cou ru  en sens direct ,  de la eourbe  dlb~c~, du cercle sr pa rcouru  

en sens inverse et  enfin de la courbe  c Ib~a~. 

Si aj est  une  racine simple de B0, les solutions 

de l '6quat ion diff6rentielle 3) s ' expr iment  lin~aire- 

men t  au voisinage de ee po in t  en fonct ion  de ely (y), 

solut ion r6guli6re e t  ho lomorphe  en a~ et  des p - -  I 

autres  solutions holomorphes  en ee point ,  cortes- 
pendant aux  racines enti6res do l '~quation d6ter-  

minante .  En  ra i sonnant  sur lo con tou r  b~ v~, sj, c~ bt 

oomme on a raisonn6 sur  le con tour  m, n~, s, ,  n, m, 

on vol t  que  
L . j  

Figure 4. 

A1 6rant  une cons tan te  e t  rt,  rj t e n d a n t  un i form6ment  vers o quand  cr reste  dana 

l ' interval le  - - ~ ,  ~ + ~, . 

8i en t re  0 et  al ,  se t rouven t  sur la dro i te  0 a~, des points  ~j, ~j+l . . . .  ~j+z, 

on aura i t  en ra i sonnant  tou jours  de m6me 

On ob t i endra i t  done  ainsi 

Les points  a'l ,  a~ . . . .  a)+z t ransform6s de al, aj , . . ,  aj+z, sent  situ~s dans le plan 

des z sur une m6me parall61e ~ l ' axe  des abcisses; si la di rect ion a est  ~ droi te  
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de la direction positive de l'axe des ordonn6es, les rapports (ailx..'(a'+---2t ~ tendenb 

vers o, eomme e -~ou, h e t  k 6tant positif; si la direction a est au contraire 

gauche de cette direction ce sent les rapports I a' ) ' ,  I ai ]',--.tai+z-~/~ qui ten- 

dent  vers o dans les m~mes conditions, ai+t 6tant oelui des points a, situ6 sur 

On, qni est le plus voisin de l'origine. 

I I e n  r6sulte que dans le premier cas on a: 

j,(x) = ~ zz'+x L/E~ + ..- + -~ff + ~ ---- PI St + 

et dans le second: 

~ .s.+~'j+l (~/~x ()',+l +1) [ E3n -I-I x_~] [ ~ ]  
6 i )  I ,  ( z )  : A~+z  ' * '  - -  = e b + z P ~ + z  S~+~ + �9 zz~+z+, EJ~+~ + . . .  + ~ + 

La direction positive de l 'axe des ordonn6es forme donc coupure et la s6rie 

repr6sentant /~(z) change brusquement  quand la direction a sur laquelle le point 

z s'61oigne ~ l'infini passe de l'intervalle ~ - -  , ~ l'intervalle ~ ,  -2 + ~ " S'il 

s'61oigne sur la direction ~ elle-m~me les modules de a~, a~ . . . .  a~+t sent  6gaux 2 
et la fonction /t(z) est repr6sent~e par l'6galitA 6o). 

Lo cas o/~ a est compris entre ~ - ~  et ~ -  + ~ se traite de fa~on ana- 2 2 
logue; au contour primitif L~ on substitue un contour form~ au moyen d'une 

courbe 0 situ6e cette fois toute enti6re par rapport  ~ Og~ du c6t~ des arguments 

d6croissants. La direction ~ n'est une coupure que si entre 0 et nt se trouve 2 
un point  racine de Be, qui dans le contour primitif L~ a 6t6 6vit6 par une demi 

circonf6rence situ6e cette lois du c6t6 des arguments croissants par rapport  ~ Oa~. 

Par  un proc6d6 en tout  point semblable ~ celui qui vient d 'e tre  appliqu6 

la fonction /~ (z), on d6montrerait que la fonction g~ (z)es t  repr6sent6e asymptoti-  

quement par 

quand la direction ~ appart ient  ~ l'interva]le ~ , ~ - + ~  o~ h l 'intervalle 

--~,, -)- + ~ ; la direction positive ou la direction n6gative de l'axe des or- 
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donndes ne forme coupure que si entre le point a~ et l'infini, se t rouvent  sur la 

droite Oat,  un ou plusieurs points a racines de Bo. On trouve ainsi un premier 
exemple d'une sdrie 

qui, quand x s'61oigne h l'infini dans une des directions appartenant a un certain 

(~ ~ + v) repr6sente deux fonctions distinctes intervalle, h savoir I'intervalle ~ -  v, ~- 

/t savoir gt (x) et It (x). 

Quand la direction ~ ou la direction ~r forme coupure, nous avons 6t6 
Z 2 

amen6 h supposer, que les solutions de 3) 6taient r6guli6res non seulement en 

at, mais encore en t o u s l e s  points a situ6s sur la droite Oa~, que le contour 

primitif La arrive h envelopper complbtement dans la d6formation qu'on est oblig6 

de lui faire subir pour faire les d~monstrations. Quand la direction a appart ient  

~. l 'intervalle + ~,, ~ ou ~ l ' in~rvalle - - ~ ,  z ~, nous serons obligg 6gale- 

ment de dgformer le contour primitif L~ servant ~ d~.finir la fonction g~ (x), et 

nous serons amends ~ supposer que tous les points a qu'il entoure eompl~tement 

dans eette d~formation sont tels que toutes les solutions de 3) Y sont r~guligres. 

Ce sont lh de nouvelles hypotheses qui n'intervenaient pas dans le cas oh la 

direction ~ ~tait comprise dans l'intervalle - - 2  + - -  puisque les d6mon- 

strations relatives b~ la fonction It (x) ne faisait intervenir qu'un seul des points 

a, ~ savoir le point at qui sert /~ d6finir la fonction /t(z) elle-m~me. 

tout  d 'abord que a soit compris dans , 'intervalle t~ + ~ '  or); je Supposons 

trace une circonf~rence S ayant  l'origine pour centre et de rayon sup6rieur ~ Oat. 

Soit a~, a~, . . .  a s, aj+~ . . . .  a,, les points racines du polynome B0 situ6s h l'int~rieur 

de cette circonf6renee et rang6s darts l 'ordre off les rencontre un rayon eoincidant 

d 'abord avec Oat et tournant  autour  de l'origine dans le sens direct; les argu- 

ments de a~ . . . .  ai, ar a~ sont respectivement, 

0 ) ~ ,  0 )3 : ,  �9 �9 �9 0 ) j ~  0 ) j + 1  , �9 �9 �9 g o n g ,  

n'allant jamais en d~croissant et compris entre wt et  0)~ + 2~.  J e  d6signe par 

al, a~ , . . ,  a~, a~+l . . . .  a,n les points oh la circonf6rence S rencontre les rayons 
Oa~, Oa~ . . . .  Oaj, Oaj+l , . . .  Oa~. Autour du point ay avec aj pour centre, je t race 
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une peti te  circonf6renee sr qui coupe Ocq entre  aj et  aj en un point  b 1. ge ehoisis 

alors pour contour  LI,  le contour  form6 par  Pare de circonf6rence a~al,  la portion 

de droite alb~, le cercle st parcouru en sens direct, la port ion de droi te  b~al et  

Fare a~a2. Pour  contour  L 0 je choisis le contour  form6 par  la port ion de droite 

a2b2 la circonf6rence s 2 parcourue en sens inverse, la por t ion de droite b2a2, l 'arc 

a2as . . ,  etc . . . .  la por t ion de droite ajbi, la circonfdrence s i pareourue en sens 

inverse, la port ion de droite bjaj,  l 'arc a j a j + l . . ,  etc . . . .  la droite b , ,am,  l 'arc 

a,~ a 1, la droite a~bl, la circonf6renee s~ parcourue en sens inverse, la droi te  b~a~, 

l 'arc al a2 �9 

/2. ~o ~ 

Figure 5. 

]1 est manifeste  que par  d6format ion 

continue les contours  L0 et  LI ,  qui ont  servi 

ddfinir la fonetion /'1 (x) au chapitre  I I I ,  

pcuvent  se ramener  aux deux contours  de 

mfime nom qui viennent  d ' e t re  d6finis. Ainsi 

la fonction/1 (x) est encore ddfinie par  l 'dgalit6 

7) off L0 et L1 d6signent les deux nouveaux  

contours.  Je  suppose t ou t  d 'abord  que les 

racines a, . . . .  am sont simples. 

Dans la t ransformat ion  dont  nous avons 

d6jh fair plusieurs fois usage, l 'arc as a~ par- 

eourue dans le sens as, al devient  une droite 

a'~ s parallble ~ l 'axe des ordonn6es, dirig6e 

dans le sens des ordonn6es croissantes; la droite ata 1 devient  une parallble 

l 'axe des abcisses s a'~, le point  a'l d tant  situd s gauche du point  s  Quand 

le point  z parcour t  a'~ a'lb'l  la projection du veeteur  O'z sur les directions a de 

l ' intervalle /~ + v ,  z ) r e s t e  inf6rieure h la project ion de O'a'~. I1 en r6sulte que 
! 

dans l ' int6grale sur le contour  L, ,  seuls les 614ments relatifs s la portion de ce 

contour  voisine de a, donnent  naissanee ~ une s6rie a sympto t ique  b. termes non 

nuls. Pour  former cette derni6re, on voit que dans le cas prdsent:  

il vient  alors: 

Or comme 

0 ~ o ,  

O - - f l ~ "  ~ o" ~ o ' - - 7 / - .  

7g 

2 

o n  a :  
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et l 'on conclut que 

- -  + ~ < a - - z < o  
2 

6 2 )  yx--1 cf x (y) dy  = P1 SI + -~ , 

~1 tendant  uniform~ment vers o. 

Consid~rons maintenant  une int~grale de la forme 

Iz ~ ( y  ~:-1 vz d y. 

Le contour L~ se d~eompose en plusieurs autres tels que 

al bi , s.i , bt al, aj a.f+ l . 

Or ajaj  a pour image une parall~le a~a~ ~ l 'axe des abcisses, a)  ~tant par  rap- 

port  h a~ du c5t4 des abcisses n4gatives et ajaj+l une paraIl~le a~a~+l s l 'axe 

des ordonn~es, dirig~e du cSt~, des ordonn~es n~gatives. Quand le point z d~crit 

ces deux portions de droites, la projection du vecteur Orz sur les directions de 

l'intervalle ~ ~,, ~ reste inf6rieure s la projection de O~a~. Seule la portion 

d'int6grale prise sur le cercle 8j donne naissanee ~ une s~rie asymptot ique ~ ter- 

rues non nuls. Au voisinage de ~j la fonetion vz s'exprime lin~airement en fonc- 

tion de eli(y) et des q - - z  autres solutions de l '~quation 3) correspondant aux 

racines enti~res de l 'dquation d4terminante; ces derni~res, qui sont holomorphes, 

donnent  des int~grales nul]es et il n 'y a plus finalement qu'~ consid~rer 

Ii, j = mz, j f y ~-1 ~ (y) dy ,  

]'int~grale 6rant prise sur sj parcouru en sens inverse s partir de bj et mz,j ~tant 

le coefficient de ~ ( y )  dans l 'expression de vz. Pour  dSterminer compl~tement ce 

coefficient, je suppose que dans rpi(y), l 'argument de y - - n j  est coj, quand y vient 

en bj, origine du contour sj; l'angle 0 est donc nul; de plus mz,j n 'est  autre que 

le coefficient de ~ ( y )  dans l 'expression de vz au point bi quand y par tant  de a2, 

point  avec lequel est venu se confondre l'origine commune des contours L0 et 

L1, d~crit le contour L o dans ]e sens direct et vient une premiere lois en bj 
avant  d 'avoir  parcouru sj. 

Comme le contour sj est parcouru en sens inverse, il vient: 
Acta maShsmatiea. 86. Imprim6 le 6 f~vrier 1912. 8 
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63) Iz,j ~ - -  mz, j e-"~Zi Pj[S j  + ~_~]" 

Si dans l'expression de vz on avait  pris le coefficient de ~i (y) quand y v ient  en 

b~, non plus avant  d'avoir d~crit la cireonf~rence 8i en sens inverse, mais apr~s 

avoir d~erit cette circonffirence, il faudrait remplacer mz,~ par ce nouveau coeffi- 

cient m'l,j 

64) m Fzj ~ ms,j e-'2 i'~ 9 . 

Mais l'angle .9 serait alors ~gal k 2~;  on aurait 

.9--~r + o-----o + 7r. 

Comme a + ~r est compris entre 3~r + ~ et 2 ~ ,  il y a u r a r  lieu de multiplier les z 

coefficients E par  e 21~j et  l'on aurait finalement 

65) I , , , =  - -m' , , ,  P~[8, + ~ ]  

expression identique k 63) en ver tu de la relation 64). 
Supposons plus gdn6ralement que le point y au lieu de parcourir seulement 

une fois le contour Lo, parcourt  ce contour K fois en sens direct; l'int~grale 

prise sur le contour ajb.i, s t, bjaj, a iai+l parcouru par le point y apr~s que co 

dernier air effeetu6 K r6volutions autour  de l'origine en d~crivant L,  est 

= f ;,i dy, 

En d~signant par mt,~ ~ le coefficient de ~j (y)dans  ~t ~ d~fini comme il a ~t~ dit 

propos de l'~galit6 63), on a 

it,~ } = e 2K~'~ mt,~)j y ' - '  rfi (y )dy ,  
J 

d'o~ 

66) 

Ce cas se pr~sente pour le dernier contour partiel a~ b~, 8~, b~ a~, a~ a:. 
on voit  que: 

Finalement 
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+mt,,~e-2i~z,,,P,~ S~ + - ~  + raI~e~i.~<"-~'~P , S, + �9 

On en conelut  que:  

68) /9  .,-~ Udv 

en posant: 

69) M i = c~ 71,1 ml,.i + c:~ [7~,1 ml>j + ?l, l  mid ]  -4-..- + ct [D, l mid + " "  -F 7z, l mid] -F.. .  

Quand a e s t  compris dans  l ' intervalle (~ § ~, ~ - - ~ ) l e s  coefficients 7 t enden t  vers 

o comme e 2i"z ~ l 'exception de ceux d e n t  les deux indices sen t  ~gaux qui t enden t  

vers - - I ,  les differences yz. z q- i t e n d a n t  vers o comme e~i~'~; il en r~sulte que 
Mj t end  vers --Aj et  que l 'on a 

70) Mi = --Ai + 

avec 

7I) Aj  = C 1 m l j  -~ c 2 m2,j + " "  ~- c ! mr 

t e n d a n t  vers o comme e 2i~z. 

I1 vient  done f inalement  

72) It (x) ~ Pt (S, 

+ e, (s, + "--' I1. 
z " / J  

Le coefficient Aj  n'es t  au t re  que le coefficient de ~y(Y) dans  l 'expression de la 

fonct ion u, en fonetion des solutions de 3) correspondant  aux racines de l '~qua- 

t ion d~terminante  relative au  point  aj, quand y p a r t a n t  du  point  a vient  en 

d4crivant  le contour  L0, se confondre avee le point  bj; ce coefficient est dSfini, 

comme a ~t~ d~fini le coefficient mz, j pour  la fonct ion vi. 

On aura i t  pu d~finir ]a fonction It(x) par  la formule 22), 
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ao+2~ 
22) ,t(X)~y'-l~,(y)dy-~-/y'-l[~-~-J/~'~(1)-~-'"-~-JK~/ae~(J~)-~ ""]dy. 

so 

En  ra i sonnant  sur u,  ~(~), . . .  ~(K) . . .  comme on l 'a fair sur  vz, on t rouve pour  

ehacune de ees fonetions une 6galig6 analogue ~ 67); comma les termes du second 

membre song mu]tiplids par  e ~xi~,  K 6tant  un antler positif, & l 'except ion du  

premier,  on re t rouve ainsi l'6galit6 72). 

Je  consid6re les transformds a', ,  a'2, . . .  a',~, s des points  a~, a3 , . . ,  am, a~ e 2/~, 

qui ont  pour arguments  tot, ~%,. . .  ~Om, oJ~ + 2 re; ces points sent  compris dans  une 

bande du plan des z de l 'argeur 2re et  parall61e ~ l 'axe des abcisses; je trace ]e 

polygone convexe a y a n t  ees points  pour seminars ou les comprenan t  k son in- 

t6rieur; parmi ces sommets se t rouven t  mani fes tement  les points  s  s Un 

mobile pa r t an t  de a'~ et  ddcrivant  ce contour  polygonal  dans le sens direct  ren- 

contre  successivement les sommets,  

a ' , ,  a'f, a~ . . . .  O~, . . .  Cr"~. 

Les perpendieulaires aux cStds a'~ a'f ,  a'fa'a . . . .  dirig6es vers l 'ext6rieur du  poly 

gone d6terminent  des directions eorrespondant  aux arguments ,  

compris entre  ~ et  ~r. 

Quand a est compris dans l ' interval le  ~ + ~ ,  . u f - - ~  les projections de tous 2 
les vecteurs Ora r sur cet te direction sent  infdrieures ~ calla de O'ar~; quand l 'ar- 

gument  ~ est compris entre  .u t + ~, et u a - -  v, les projections de tous le s  veeteurs 

Or a r sent  inf6rieures ~ celia du  veeteur  O~a'f et ainsi de suite. On en conclut 

qua l 'on a successivement 

73) 
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quand le point x s'61oigne avec un argument ~ compris respectivement dans les 

intervalles: 

Les directions p ferment done eoupure; quand la direction a passe d 'un des 

angles qu'elles d6terminent k l'angle voisin, la s6rie repr6sentant asymptotique- 

ment  une m6me fonction /l(x) change brusquement;  si ~ coincide avec l'une de 

ees directions, ~ug par exemple, on a, 

Les points a auxquels correspondent des d6veloppements on s6ries, interve- 

nant  dans la repr6sentation de /~(x) sent eeux dent  les transform6es a I sent  les 

sommets du polygone convexe situ6s k gauche de la parall61e k r axe  des ordon 

n~es passant par ar~; ils ont done un module au plus 6gal k celui de a~; dans 

los d6monstra~ions le rayon du eercle S peut  done 6tre pris arbitrairement pourvu 

qu'il soft. sup6rieur au module de a~. 

Dans le dernier intervalle ~Lj + ~, ~ - - u ,  la fonetion /~(x)est  repr6sent6e 

asymptot iquement  par la s6rie relative au point ;aj quand x s'61oigne k l'infini 

dans l 'intervalle ( z - - ~ ,  z)  en restant toujours k distance finie des p61es des 

fonctions /(x),  les coefficients M restent finis et l 'on a 

75) /~(x) ~ - -  Mje-Z':'~J Pj [S.i + ~ ]  , 

tendant  v e r s o  sous la nouvelle condition que le point x reste g distance finie 
des p61es des fonctions /. 

L o c a s  oh ~ est compris dans l 'intervalle - - ~  + ~ , - - - ~  se traite de 
2 

fa~on analogue au pr6c6dent. La fonction }f~(x) est alors d6finie par  la for- 

mule 23). 
Le contour L~ est form6 par  ra rc  am a~, parcouru en sens direct, la droite 

a~ b~, la circonf6rence ~ ,  la droite b~ a~ et l 'arc a~a,n. Lo contour - - L o  a pour 

origine a,~; il se compose de a,,,b,n, s,n en sens direct, bma,n, a,,,a,n-~ et ainsi de 

suite jusqu'h a~b~, s~ en sens direct, b~a~, a~a,~, Ainsi tandis que dans le cas 

pr6e6dent le point a origine des contours primitifs L0 et L~ 6rant rejet6 en a~, 

il est cette fois rejet6 en a~. On voit d'ailleurs imm6diatement que les contours 

L,  et L~ primitifs ont 6t6 d6form6s sans que l'on traverse aucun des points sin- 

guliers des solutions de l '6quation 3) et que la fonction /~(x) d6finie au moyen 
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des nouveaux contours par la formule 23) est bien la m~me que celle qui dtait 

ddfinie au moyen des anciens. 
I1 suffit de considdrer l 'image du contour Lt dans le plan des z pour voir 

que les seuls dldments de l'intdgrale prise sur ce contour qui donnent naissance 

une sdrie ~ termes non nuls sent  ceux qui sent  voisins du point  a~; l'angle O 

est dgal k 2 ~ ;  on a 

O - - z ~ + a = ~ + a .  
Or 

done: 

et il vient:  

76) 

~T - - z < a < - - - - - ~ ,  
2 

o < z + a  u, 
2 

L'int~gralc prise le long du contour - - L o  so ddcompose on intdgrales parti- 

elles, chaeune d'elles dtant prise sur un con tour  tel que 

a~bj, 8i, bias, a~a~-l. 

Je  ddsigne par  m,i le coefficient de ~ ( y )  dans l'expression au voisinage de 

aj de la fonction vz en fonction de r et des q - - i  autres solutions de l'~qua- 

tion 3) correspondant aux raeines enti~res de l 'dquation ddterminante, quand le 

point  y par tant  de a,~ et d$crivant le contour - - L o  arrive en bj avant  d 'avoir  

parcouru la circonfdrenee s~ en sens direct. Le point  y arrive ainsi en b~ avee 
l 'argument o j ~ = ~ j w  ~ z .  D'autre  par t  dans l'expression de q0j(y), l 'argument 

de y- -a j  est eoj; il eonvient done de prendre: 

e t  en posant:  

il vient:  

77) 

a v e c  

fl~ -.~ aj e -~i',  

/ Y ~ - l v ' d y  = nt"OJ[ S' + ~j ]'x'_l 

~+~ e~,(~j +i) 
Q#= xz#+l 
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Si ron  avait  pris dans l'expression de v~ au voisinage de aj le coefficient de 

~j(y) quand le point y vient en bj aprAs avoir parcouru la circonfdrence 8j, il 

eonviendrait de remplacer dans 77) n~ par n'j, 

n'~ =- n~ e ~ .  

Mais dans ee eas l'angle ,9 serait nul et l'on serait amen6 k multiplier les coeffi- 

cients ~/ dans ~qj par e - ~ i ~  de telle sorte que l'on obtiendrait finalement le marne 

d6veloppement. 

( " )  Quand o appartient ~ l 'intervalle --  ~ + ~, - -  - - -  ~ les coefficients 7 ten- 
2 

dent v e r s o  comme e-2/am; en poursuivant le raisonnement on trouve donc, 

B~ 6rant le coefficient de ~o.i (y) dans l'expression de la fonction u en b t quand y 

par tant  de an, d~crit le contour - -L0  pour arriver une premigre lois en bj. 

Les points fir images des points fl se d~duisent des points a r en  augmentant  

de z zc les ordonn~s de ces derniers; le polygone convexe ayant  les points fl' pour 

sommets les contenant ~ son int~rieur se d6duit du polygone des points a' par 

une translation d'amplitude 2 re, dans le sens des ordonn~es positives; son sommet 

inf~rieur est ]e point a'~. Je  d~signe par ,lth, ,ul . . . .  ~t, les arguments, correspon- 

dant  aux directions des perpendiculaires aux c6t6s de ce polygone, compris dans 

l 'intervalle ~ z r ,  ~ -  ; l 'argument /uk correspond h la perpendiculaire au c5t6 

fl~/3'k, l 'argument /~t h la perpendiculaire au c6t6 /3'k/3rt et ainsi de suite�9 On 

constate alors que quand a reste compris dans les intervalles: 

- -  � 9  - -  - -  - -  ~11  ! 

2 

a fonction /~(z) est successivement repr6sent6e asymptotiquement dans chacun 

d'eux par, 
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Dans le cas oh a reste compris dans l ' intervalle ( - - z , - - z  + ~) le point  x 

restant  toujours & distance finie des pSles des fonctions ], les coefficients 7 res tent  

finies et il vient  

h = + , 

tendant  vers o sous la nouvelle condition que le point  x reste & distance finie 

des p61es de it(x). 
Quand a coincide aveo l 'une des directions singuli~res ,u, la fonction ]~(x) 

est repr~sent~e par la somme des deux s~ries asymptot iques correspondant aux 

deux r~gions s6par6es par cette direction. 

I1 reste ~ examiner le cas oh entre O e t  a~ se t rouvent  sur la droite O a~ 
quelques points a. Pour  appliquer les d~monstrations pr~.c~dentes il convient  de 

se repor ter  ~ la d~finition primitive des contours L0 et L~; si dans la d~finition 

du contour  L1 qui a ~t~ donn~e au chapitre I I I  pour le cas, off la direction a est & 

droite de l 'axe des ordonn~es, le point a a ~t~ ~vit~ au moyen d 'une demi-circon- 

f~rence situ~e par  rappor t  s O a~ du c6t~ des arguments croissants, on voit que 

dans la d~formation du contour Lo tout  se passe comme si le dernier point am 

que rencontre  ]e rayon tournant  en sens direct au tour  de l'origine & part ir  de 

Oal pour  revenir en Oa~ ~tait situ~ sur la droite Oal elle-m6me; si au contraire 

le point a situ6 sur O al avait  ~t6 6vit6 par une demi-circonf~rence situ6 par 

rappor t  s Oa, du c6t6 des arguments d~croissants, on ]e consid~rerait comme 

~tant le premier point a que rencontre  le rayon tournant  autour  de l'origine; 

tout  se passerait comme si le point a 2 ~tait venu sur la droite O a~. ]1 est ma- 

nifeste que les directions _z et _ _ z  deviennent singuli~res dans ]es conditions 
2 2 

m6mes qui ont  6t~ indiqu~es plus haut. 

Nous venons d 'obtenir  les d~veloppements asymptotiques d 'une m6me fonc- 

tion ]~(x) quand l 'argument  varie de - - z  & + z .  Si a ~tait compris entre 

- -  z + 2 K z  et z + 2 K z ,  K ~tant un entier positif ou n~gatif, l 'angle ~9-- z + a 

serait augment~ de 2K~v; les coefficients E seraient donc multiplies par e21r'~izl; 
mais comme les facteurs P contiennent x z en dSnominateur, les d~veloppements 

conserveraient finalement la m6me valeur. Ce r~sultat devait  6tre pr~vu puisque 

la fonction ](x) est uniforme. 

Les directions singuli~res sent  de deux sortes; ce sent d 'abord la direction 

n~gative de l 'axe des abcisses et quelquefois sa direction positive; ces deux 

singularit~s t iennent essentiellement k la faqon dent  sent disposes les p61es des 

fonetions / (x);  elles sent d'ailleurs communes & routes ces fonctions. Les autres 
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di rect ions  singuli~res, celles des perpendicuIai res  au c6t6 du polygone convexe  

a y a n t  pour  sommets  les points  a r ou les con t enan t  /~ son intdrieur,  var ien t  d 'une  

fonct ion  s l ' au t re .  Ainsi la fonct ion / (x )  cor re spondan t  s la racine a la plus 

voisine de l 'origine, n 'en admet  aucune,  ou p lu tS t  la seule qu'elle adme t t e  se 

eonfond avee  la di rect ion n6gat ive  de l ' axe  des x. To u t  au cont ra i re  les solutions 

qui  co r re sponden t  aux  aut res  racines a a d m e t t e n t  en g6n6ral deux  ou plusieurs 

di rect ions  singulibres u .  Ces direct ions d6coupent  le plan en rdgions/~ l ' int~rieur  

desquels  les restes  e t e n d e n t  un i form~ment  vers o, si l 'on en excepte  la di rect ion 

n6gative et  que]quefois la d i rec t ion posi t ive de l 'axe des abcisses. Ces restes 

se composent  tou jours  de deux  par t ies  don t  l 'une  t end  vers o comme une puis- 

sance n6gat ive  de r et l ' au t re  comme e -h~-~ h et  k 6 tant  posit ifs;  ils t enden t  donc 

vers  o comme une  puissance n6gat ive  de (~. 

Nous  avons  suppos6 que tous les points  a intdrieurs  s la circonf6rence S 

sont  des racines simples du po lynome  B0; i] est  facile d '6 tendre  les r6sul ta ts  

obtenus  au cas oh quelques uns d ' en t r e  eux sont  des racines mult iples  de 

ce polynome,  pourvu  que les solutions de l '6quat ion  3) Y soient  tou jours  rd- 

gulibres. 

Soit aj une racine mult iple  d 'o rd re  p du  po lynome  B 0 jeuissant  de ce t te  

derni~re propri6t6 et  soit une solut ion ]~(x) de l '6quat ion au x  diff6rences finies, 

form6e au  moyen  de la fonet ion ~f~(y) r6gulibre au voisinage de la racine ~ ;  

routes  les solut ions de l '6quat ion 3) s ' expr imen t  l inSairement  en fonct ion  des p 

solutions eli, l, efj, a . . . .  Cf),p cor respondan t  aux  raeines )~j,1 . . . .  )~j,p en gdndral non 

enti~res de l '6quat ion  d6 te rminan te  re la t ive  5. r et  des q - - p  aut res  solutions 

holomorphes  cor respondan ts  aux  racines o, I , . . .  q - - p - - I  de ce t te  m~me 6qua- 

t ion. Si le poin t  a~ a un module  sup6rieur h celui de ~q, il se peu t  que le t rans-  

form6 a~ de ee dernier  soit  un des sommets  du polygone convexe  a y a n t  pour  

sommets  ou comprenan t  ~ sou in t6r ieur  les points  ~t', t ransformds des points ~ 

don t  le module  est inf6rieur s celui de (h. I1 existe  a]ors un angle sur lea di- 

rect ions duquel  le vec teur  Or a'~ a u n e  project ion sup6rieure ~ ce]le des autres  

vecteurs  O~d. Supposons qu' i l  soit  situ6 au dessus de l 'axe des abcisses; quand  

x s'61oigne h l ' infini dans cet  angle on a, soit 

= - -  --21.~.- 1 1 el e- -2iz~j ,2  2 [S~  A- 

- -  A;, p e-~'~~ ~~ ," [S f  + x"J -*']' 

quand  aucune  des fonct ions ~fj, z ne cont ien t  de logari thme,  soit  

~4eta mathernatlca. 36. Imprim~ le 14 fdvl'ier 1912. 
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+ ~  

2 -2,,,)., 2 ~ l 
(?I, A,S, 2 

- &,[,-~"~'~,, Pis'j , l+~d ( _~, .~. j , ,  P i s l ,  ~) +... 

d t-' (e-2,.~zj,,MSj,,) e -2 '~z j , ,p~ .~ ' l ,  + ~  + , ~ j  

. . . .  , . . . . . . . . . . . . . .  , . . . . . . . .  

F_-~,~., ~ ,,~ , ,  d~-' (e_~,~.~,~ p;  SL)  + e-~,~9.~p.~ ~ l ,  
- -  As, p L~ "'~ ~-~ ~'~'~ + ' + d z~q,~ ~ ' - x - j  

si ce r ta ines  des fonc t ions  rfy, z e o n t i e n n e n t  des loga r i thmes .  Q u a n d  l ' ang le  es t  

si tu6 au  dessous  de  l ' axe  des  abcisses,  a u x  6galit6s 8o) e t  8 1 ) s e  s u b s t i t u e n t  

r e s p e c t i v e m e n t  les 6gali t6s 

82) 

e t  

83) 

B " d ' S" 

~ ~ ~ ~ . . . . . . . . . . . . .  

+ B~.[,~S, ~ ___d'-' z z 0(2]  

. . . . . . . . . . . . . . .  , ~ ~ . . . . .  ~ �9 

+ Bj,~ + - +  %~ , , ~ - j  

Dans les 6galit6s 80) et 81) les constants As, I , . . .Ay ,  p sent les coefficients de 
q0i, l , . . .  cpj, p dans  l ' exp res s ion  de  u 

u = ~p, ( y )  - ~ ,  ( y )  

au  vois inage  de a s, le po in t  y d 6 c r i v a n t  le chemin  L o en sens d i r ec t  c o m m e  il 

a 6t6 indiqu6 dans  ]e cas off a s es t  r ac ine  simple.  Dans  les 4galit6s 82), 83) on a 
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fl j  ~ a j  e -2 i :~  

et les eonstantes Bj, I , . . .  Bj, p sont les coefficients de ~j,1 . . . .  ~j,p dans l'expression 

de la fonction u au voisinage du point aj quand le point y ddcrit le contour L0 

en sens inverse. 
L'6tude qui vient d'6tre faite sur les fonctions ] (x) quand le point x s'61oigne 

l'infini avec un argument appartenant  h l'un des deux intervalles (~-+ z K f f j  

Z ~'-2 K) on { ~  ff~ "~ ~Kff~ ~ - -  ~- ~1"- ~ K ~ t ~ ) 2  ' K e tant  entier  pourra i t  ~tre rcprodui te  

pour les fonctions g quand le point x s'61oigne ~ l'infini avec un argument com- 

pris entre ~ + z K ~  et ~ + 2 K ~ .  Dans le cas de la fonction [, (x) nous avons 
2 2 

pris pour former le contour /5. une circonf6rence de rayon supdrieur au module 

de a~; dans le cas de la fonction 9~ (x) on prend pour former le contour /5~ une 

circonf6rence de rayon inf~rieur au m~me module. Les points donnant naissanee 

aux sgries asymptotiques repr~sentant la fonction 9~(x) se t rouvent  parmi ceux 

dont  le module est sup6rieur ou 6gal ~ celui de a~. Tandis que dans le cas des 

fonctions ] les directions singuligres a sont situ6es ~ gauche de l 'axe des ordon- 

n6es, elles soar situ~es ~ droite du m~me axe dans le cas des fonctions g (x). 

En r6sum6 ~ chaque racine finie, non nulle, du polynome B0 au voisinage 

de laquelie les solutions de l'~quation diff~rentielle 3) sont r~guli~res, on a fair 

correspondre un nombre de fonctions [ e t  de fonctions g, solutions de l '6quation 

aux diff6rences finies, 6gal ~ l 'ordre de multiplicit6 de cette racine. On a form6 

les s~ries asymptotiques repr6sentant chaque fonction ]~ (x), quand le point x 

s'~loigne h l'infini en restant ~ droite de l 'axe des ordonn~es, et chaque fonction 

g(x), quand le point x s'~loigne s l'infini en restant s gauche de ce marne axe; 

dans chacun de ces cas les seuls 61~ments des int6grales d6finissant les fonctions 

] ou g qui interviennent dans la formation de ces s~ries sont ceux qui sont voisins 

du point a auquel ces fonctions correspondent. On n'a d'ailleurs form~ les s~ries 

asymptotiques,  auxquelles ces ~16ments d'int6grale donnent naissance, qu'en sup- 

posant que les solutions de l'~quation diff6rentielle 3) sont r6guli~res en ce point. 

Si le point x s'61oigne ~ l'infini en restant ~ gauche de l 'axe des ordonn~es les 

616ments d'int6grales d6finissant la fonction [j(z) correspondant au point aj, qui 
interviennent dans la formation des s6ries asymptotiques repr6sentant cette fone- 
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tion, sont voisins de ohaeun des points a dont le module est au plus 6gal k eelui 

de aj. Admettant  qu'en tous ces points a l e s  solutions de 3) sont r~guli~res, on 

a form6 ees s4ries asymptotiques et l 'on a ainsi obtenu l'ensemble des s~ries 

repr~sentant chaque fonetion / k l'infini. De m6me on a form~ les s~ries asymptoti- 

ques repr~sentant la fonction gj(x) quand le point x s'~loigne k l'infini en restant 

droite de l 'axe des ordoun6es, en supposant que les solutions de 3) sont r~gu- 

li~res au voisinage des points c~ dont le module est au moins ~gal ~ aj. 
Le hombre des racines non nul]es et finies du polynome B0 est en g~n~ral 

~gal ~ l'ordre de l'~quation aux diffdrences finies; mais dans certains cas ce poly- 

nome peut admettre des racines nulles ou son degr~ peut s'abaisser; on peut 

rechercher ce que deviennent alors ]es fonctions / et g correspondant aux racines 

a qui deviennent ainsi nulles ou infinies et former les s6ries asymptotiques qui 

les repr6sentent; ce cas particuli~rement int6ressant est celui des fonctions F(x)  

I et F (x)" La solution de ce nouveau probl~me depend essentiellement de la nature 

des solutions de l'4quation 3) au voisinage du point s l'infini ou de l'origine; 

quand elles sont reprSsent~es au voisinage de ces points par des s~ries asympto- 

tiques normales de premi6re esp~ce, on peut former en suivant toujours la m6me 

m6thode des solutions de l '4quation aux differences finies, qui, pour les grandes 

valeurs de la variable, sont reprSsent~es par des s~ries asymptotiques analogues 

aux s~ries bien connues qui repr~sentent la fonction F(x) et son inverse. 


