SUR LA REPRESENTATION DES SOLUTIONS D'UNE EQUATION
LINEAIRE AUX DIFFERENCES FINIES POUR LES
GRANDES VALEURS DE LA VARIABLE.

Par

H. GALBRUN
a Paris.
Les solutions de Véquation différentielle linéaire:

dry

Y dx?

dn—l Y

P +P + -+ Pay=o,
oll les coefficients P sont des polynomes en z, sont irréguliéres au voisinage du

point & linfini quand le degré des polynomes P dans la suite:
P,, P, P,, ... Py,

ne va pas constamment en décroissant. M. POINCARE' a établi qu’elles pou-
vaient alors étre représentées asymptotiquement par des séries en général diver-
gentes de la forme:

S:ﬁwh+@+m+%+m}
x X

ot ¢ est un polynome entier en z; autrement dit, si 'on désigne par y une de
ces solutions, le point 2 s'éloignant & D’infini dans une direction déterminée, on
peut en général former une série S telle que 'on ait, » étant un nombre entier
positif choisi arbitrairement:

a a ¢
y:eQx“[ao+j+~--+;Z+x—n],

1 Acta Mathematica, Tome 8, 1886: Sur les intégrales irrégulitres des équations linéaires.
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¢ tendant vers o. Cette égalité n’est d’ailleurs vérifiée que dans un certain angle
et les différentes séries S se permutent entre elles pour représenter une méme
fonction y quand on fait varier Pargument avec lequel z devient infini; le plan
est ainsi divisé par des rayons issus de Vorigine en plusieurs régions dans cha-
cune desquelles la fonction y est représentée asymptotiquement par une série
différente.

De méme la fonction I'(x), solution de 1’équation aux différences finies
linéaire

Hz+1)—zf(z)=0

est représentée asymptotiquement par une série déduite de la série de STIRLING;
cette derniére s'éerit:
Bt B, 1, (—1)" B I

I I
”(”‘)“(x“z)L”‘HgL"‘”rf.;;—;;;a* Gninenta @t

et 'on montre que si S, désigne la somme des premiers termes jusque et y

compris celui qui contient en facteur, I’expression

I
22
2r LT (x) — Sa],

tend vers o quand z s’éloigne & l'infini avec un argument compris entre — 7 + »
et & — v, v étant un nombre positif aussi petit que 'on veut; on peut donc
former une série divergente telle que I'on ait:

1
Fx)=Vzma e [I-}—(;' + - +g~z + ;7:]
¢ tendant vers o, quand x s’éloigne & l'infini avec un argument appartenant au
méme intervalle.

Il a dés lors paru intéressant d'entreprendre sur les équations aux diffé-
rences finies linéaires, dont les coefficients sont des polynomes, une étude ana-
logue & celle qui fut faite sur les équations différentielles du méme genre et de
chercher & former des séries représentant asymptotiquement leurs solutions au
voisinage de l'infini. Tel est 'objet de ce travail qui fera ressortir une nouvelle
fois les analogies déja souvent signalées entre les deux catégories d’équations.

On sajt que la recherche des solutions de I’équation aux différences finies:

1) Afz+ry+ A flx+r—1)+ -+ A, f(x)=0,
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ou A4,,4,,... 4, sont des polynomes en z, se raméne au moyen de la trans-
formation

B
2) f(x) =fy““cp(y)dy,

& l'étude des solutions de I'équation différentielle

3) y”Bo§%f+yQ”BI%_(€ o+ Byp==o,

dont les coefficients B sont des polynomes en y. Les solutions de l'équation 3)
admettent pour points singuliers les racines du polynome B,, I'origine et le point
4 Pinfini,

Je considére un contour L contenant & son intérieur un des points «,
racines du polynome B, et laissant & son extérieur tous les autres points sin-
guliers des solutions de ’équation differentielle 3) et un contour L, qui laisse a
son extérieur tous les points singuliers de ces mémes solutions sauf l'origine;
Je forme des solutions f (z) de I’équation aux différences finies définies par I’égalité

f(x)=f3/’”“qr)(y)05.z/~/3}“1(/’&2}11L kyv, + -+ kqug) dy.
7 e

La fonction ¢(y) est une solution de 3) admettant le point « pour point
singulier; les fonctions » forment un systéme de solutions indépendantes de cette
méme équation et les coefficients k& sont des fonctions de z convenablement
choisies. Ces solutions f(z) de ’équation aux différences finies sont des fonctions
méromorphes de z, définies dans tout le plan et dont je détermine les pdles
avec leur ordre de multiplicité.

Dans le cas ot les solutions de 3) sont réguliéres en «, on peut ainsi former
au moyen des contours L et L, autant de solutions de ’équation 1) que I’équa-
tion déterminante relative & ce point admet de racines en général non entiéres,
en prenant pour ¢(y) les solutions de 3) correspondantes obtenues par la méthode
de M. Fuons. Cest dans cette hypothése que j’ai formé les développements
asymptotiques des solutions f(z).

Supposant que le point z s’éloigne a P'infini en restant constamment & droite
de 'axe des ordonnées, je forme des séries asymptotiques de la forme
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qui représentent les fonctions f(x) correspondant & chacun des points «, racines
de B,, situés & distance finie et au voisinage desquels les solutions de 3) sont
réguliéres.

Quand les solutions de 3) sont réguliéres au voisinage de toutes les racines
finies du polynome B,, ces séries se permutent entre elles, pour représenter les
fonctions f(x) correspondant aux différents point o, le point z s’éloignant &
I'infini avec un argument quelconque.

Les différentes fonctions f(z) correspondant aux points « au voisinage
desquels les solutions de 3) sont réguliéres sont des solutions indépendantes de
I'équation aux différences finies, autrement dit, elles ne peuvent satisfaire identi-
quement & aucune relation de la forme

Ty(@) fi(2) + To(@) o () + -+ Tp(@) fp (@) o,

ol les 7' sont des fonctions périodiques admettant pour période I'unité.

I. Formation des solutions de I’équation aux différences finies.

Soit ’équation aux différences finjes linéaire d’ordre r
1) Flfix)]=A,f(x+nr)+ 4, flx+r—1)+ -+ 4, f(x) =0,

ot f(z) est une fonction inconnue de la variable z et ou A4,, 4,,... 4, sont des
polynomes en z de degré ¢. Je désigne par le symbole [z + k] le produit de
p facteurs

(z+k)(x+k+1).. (x+Ek+p—1),
olt k et p sont deux entiers positifs, en convenant que
[x + k) =1.
Les polynomes A peuvent se mettre sous la forme:
dy=aoolx+ri? +ap [+ rl Tt + - +agglr+ 1],

A =mo[r+r—1l+a [z +r—1P0 T+ +ayg[x+r—1]°,

Ap=apo[x+r—plt+api[x+r—plt+ - +apelx+7r—pl,

Ar == Qy,0 [x]q + Ar,1 [x]q"l + -+ ar,q [x]O -
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Je cherche & satisfaire & I'équation 1) au moyen de la fonction:

A

2) f@)= |y () dy.
On a:
A {1 +i+p-1
. )»’I
[x+ka'i(x+k);fm(y)( /d}ﬁ ----- dy.

@

En faisant usage de lintégration par parties, il vient:

(w-+k)p f(x+k)=(—1) J yoHhtp— 13 fdj+[(/ dr—t 1/:c+}.+p—1 d(pdp—zyz+k+1;i

dJI’“ T dy d.jl’*2
dr1 ]
.. — —1 (P z+k+p—1
+ ( I)p d,'/p— y P ]'

a
Le premier membre de I’équation aux différences finies devient ainsi:

2

Flf )] = } [y B, ‘fl Fy B Il qu/’] =y + M (9] — M e ()],

ld q—1
en posant
By =(—1){ao0y" + aLoy ™ + - + arol,
= (— 1) Hao 1 y" + aiy™ ' + - +anal,
Bp - (“— I)g——p [ao,,, yr+ aj,p?/r—] + o+ a‘r,p]:
By =aoq i) + @y [t 4+ ang,
et
de1C, ded—2C, . di e
M (p(y )];(p?@qj‘_;ﬂ—y?ﬁﬂ SNEERIE S G 913 ICT?FI':’]OO
de—2C, degd3C, _,d 2
+ Pagie “dydges Tt (—1) dg—
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avec
Co=(—1)2y*** 1 B,,

0, =(— 1t y=+a2B,,

Cq__1 = — Y% Bq_1 .
Si Pon choisit pour ¢(y) une solution de l'équation différentielle linéaire

deq di—1q
3) yq30#+yq"13,a—g—q~_€+---+Bq(p=o,

on a done

F[f(x)]=M[p(p)]— Mp()].

Les points singuliers des solutions de 1’équation 3) sont l'origine, le point &
Pinfini et les points « racines du polynome B,.
Si Péquation fondamentale relative i Porigine admet les g racines simples

Wiy Wyy ... Wy,
on peut former g solutions indépendantes de I’équation 3),
Vi, Uyy oot Vg,

qui, par une rotation dans le sens directe autour de I'origine le long d’un contour
1aissant tous les points o & son extérieur, deviennent:

V) =Yy,
Yy = 0, V,,
Vg = WqTyq.

Si P’équation fondamentale admet des racines multiples, on peut former ¢
solutions indépendantes v,, v,,... v, qui se répartissent en autant de groupes,
quil y a de racines distinctes et les I solutions v, v,,... v; du groupe corres-
pondant & la racine w, d’ordre de multiplicité ! deviennent par une rotation
autour de lorigine
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U, =w, Y,

U, =w31v;, + W, V,,

V=01 + @2V, + -+ W, Y,

L]

V= w10 + w2V, + -+ w Y.

Dans le premier cas, & la fonction v; on peut faire correspondre une solution
V; de 'équation 3)
Vi=17;v,

qui, par une rotation dans le sens direct autour de l'origine, devient V; tel que
4) e2iaz I—/'j—V,-=v,~.
Il suffit de prendre pour la valeur de la constante y;

1
V= i 1

Dans le second cas la solution V; de I’équation 3)
Vi=yiavi+ 720+ - + 75,5 %>

satisfait & la méme relation 4), si les constantes yj1, 752, ... 7;,; sont la solution
du systéme
(0t —1) 7in + w1 pje + wwsa s+ + 001755 =0,

(0 0 —1) yj2 + twseyjs+ o+ W27 =0,

I e e e e e e e

(0, 80— 1) 71 + W wjj—174,j =10,

(0 u—1)y,; =1,

dans lequel
u — etz

Ce systéme admet d’ailleurs toujours une solution, sauf pour les valeurs
isolées de z satisfaisant & la relation

w, €277 — 1 =
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Par une rotation autour de 'origine la quantité
dmy+k dn V;
dym dyn ’
ou k est entier, devient

o dm yz+k dr I_/'j
eiTr e N
d ym dyn

et I'on a
MIVi(y)]— M [V;(y)]= M [v; ()]

Soit L, un contour fermé partant d’un point @ du plan pour y revenir,
comprenant & son intérieur l’origine et laissant a son extérieur les points «; en
posant

]Luzfyx“l [clVl + Cy V‘.' + -+ Cq Vq] dy’
Lo

€, Cs, - .. €g étant des constantes par rapport aux deux variables x et y, on a
Fli]=M[e,v(a)+ c,v,(a) + - + cqvg(a)].

Soit un contour L partant du méme point a pour y revenir et comprenant
4 son intérieur un ou plusieurs points «, mais laissant 4 son extérieur P’origine;

une solution ¢ (y) de DI’équation différentielle devient ¢ (y) par une rotation de
la variable le long de ce contour; en posant

1; sfyz—‘f/“(y)d;l/,
on a la relation
FIL)= My (a)—q(a)].
Mais la fonction
u=p(y) — ),

. . . ’ ! . .. . .
est solution de l'équation différeutielle; au voisinage du point a, elle s’exprime
lindairement en fonction de v,, v,, ... v,; les constantes ¢ peuvent étre choisies de
telle sorte qu’au voisinage de a la relation

5) w=12c,v,+Cuv,+ - + Cq¥,
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soit identiquement satisfaite; il en résulte que
FlIL]—F[I]=o,
c’est & dire que la fonction
flz) =1L — I,

est une solution de I'équation aux différences finies; la valeur de cette fonction,
d’aprés la méthode méme qui a servi & la former, est indépendante de la posi-
tion du point a et de la forme des contours L et L,, pourvu que dans leurs
déformations, ces derniers ne traversent jamais aucun point singulier des solutions
de I’équation différentielle.

Dans ce qui suivra, je prendrai pour contour L, un contour L; ne com-
prenant & son intérieur qu’un seul point o, le point o; par exemple; de plus je
supposerai qu’au voisinage du point o; les solutions de ’équation différentielle
3) sont toutes réguliéres.

Cette derniére condition est remplie, si e est une racine simple du polynome
B,; les racines de I'équation déterminante relative & ce point sont alors

0,1,2,...9—2, 4,

et I'on choisit pour ¢ la solution g;, correspondant & la racine en général non
entiére A;, qui 8’écrit

6) 9i(y) = (y— o) Y (y),

la fonction ¥4 étant holomorphe en ¢;.
A chaque racine simple du polynome B, correspond ainsi une solution f;(z)
de Péquation aux différences finies

7) /J' (x) =l[y¢—l P4 (y) dy —_ {?f’-l [cx Vx + ¢, V: + -+ c Vq] dy ’
; ¥,
‘5 0

les constantes ¢ étant les coefficients des fonctions v dans le second membre de
la relation 5), qui devient ici

5) (ez"”‘f—I)q)_,-(y)=c,v,+c,v,+---+cqvg.

Passons aux cas particuliers. Nous supposerons d’abord que 4; est entier
positif ou négatif et que la fonction g;(y) contient un logarithme

8) @5 (y) = (y — i) [Win + W2 L(y — aj));
Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 décembre 1011, 2
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les fonctions ¥ sont holomorphes en ¢;; la fonction f;(x) est toujours définie par
la relation 7) dans laquelle ¢,, ¢,,. .. ¢, sont déterminés de fagon que P'égalité 5)
soit satisfaite.

Si 4; est entier négatif et si ¢;(y) ne contient pas de logarithme, le point a;
est un pbdle d’ordre & de la fonction ¢;(y)

On en conclut que F[Ir;] est nul et la fonction f;(x) est définie par la formule:
9) fila) = f v g5(9) dy.
¢
Mais au voisinage de o;, la fonction ¥;(y) se développe en série entiére:
Yily)=a, +a,(y—a) + -+ an(y—a) +---.

Il en est de méme de la fonetion y=1,

ot [c L] g [ Rl Gl e, ]

et l'intégrale définissant f;(x) est égale au résidu

(x—1)(xz—2) - {z—k+1) +
(k— 1)! a;.“‘l

fi@)=z2mniof™? [ao

(x—1)(x—2) - (x—k +2)
(k—2)! of?

+ a, +"'+ak—l]~

La fonction f;j(z) est le produit de l'exponentielle of~' par un polynome de
degré k—1.

Si A; est entier positif et si ¢;(y) ne contient pas de logarithme, I'intégrale
Iz; est nulle; lexpression de fi(x) est illusoire; mais on sait que 4; est alors

supérieur & ¢—1; il en résulte que

M [9j(e;)] =o.

On remplace alors le contour L; par un contour partant du point a pour
aboutir en @j; la fonction f;(x) est alors définie par la formule
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10) Ji () =fy"”‘f/>j(y)dy +[y“‘ Vit eVt -+ eVildy,

a

dans laquelle les coefficients ¢ sont choisis, de telle sorte qu’au voisinage du
point @, Pon ait

(pj(y)=clv,+c,v, +o + CqUy.

J'examinerai encore le cas ol ¢; étant une racine multiple de B,, les solu-
tions de l'équation différentielle restent encore réguliéres au voisinage de ce
point. Si B, admet la racine ¢; avec I'ordre de multiplicité p, ’équation déter-
minante admet les racines

0,1,2,...4—p—1I,

et p autres racines A;1, 42, ... 4;, en général non entiéres; ces p racines se répar-
tissent en groupes tels que les racines d’un méme groupe différent d’un entier
positif, négatif ou nul; & chaque groupe correspond un groupe de solutions de
I'équation différentielle de la forme

Pia = (y — o) g

11) Pie = (y— )52 [l + @i, Ly — )],

i =y — V5 [+ Wi, Ly —ap) + - + vl (L (y— )],

Les racines 4;1,... 4;; du groupe sont rangées dans un ordre tel que leur
partie réelle n’aille jamais en croissant, quand on passe de 4;; & 4;;; les fonctions
Y sont holomorphes en q;.

A chaque fonction ¢; de ce genre, la formule 7) et ’égalité 5) font corres-
pondre une solution f;j(x) de 'équation aux différences finies.

Au lieu de se servir du contour L, entourant lorigine et laissant & son
extérieur tous les points o, on aurait pu former d’autres solutions g (z) de I’équa-
tion aux différences finies en se servant du contour L, comprenant & son in-
térieur Dorigine et tous les points «; aux fonctions v, il conviendrait alors de
substituer les fonctions w,, w,,...wy, qui, par une rotation dans le sens direct
le long du contour L, deviennent w,, w,, .. a-o-q, satisfaisant 4 un systéme ana-
logue au systéme I; au moyen des fonctions w 1'on formerait des fonctions W,
analogues aux fonctions ¥V et la solution g;(x) serait définie par la formule:
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12) g,-<rc>=fyﬂw(y>dy—fyz—l (e W, + 6 W, 4 + cgWldy,
Lj Ly

et I’égalité
13) U=cC, W+ Cw, + - + CqgWy.

Sur les deux contours L, et L, on aurait pu prendre les intégrales en
gens inverse, au lieu de les prendre en sens direct; aux fonctions v et w Ion
substituerait alors des fonctions v et w' devenant par une rotation en sens

3

inverse v et w qui satisfont & des relations analogues & celle du systéme I;
dans les équations II déterminant les constantes y, il faudrait remplacer e?¢=*
par e~2i7z; on verra d’ajlleurs plus loin, que les fonctions ainsi formées ne sont
pas distinctes de celles que l'on a obtenues en prenant les intégrales en sens
direct.

En résumé la méthode fait correspondre & chaque racine d’ordre de multi-
plicité p, non nulle du polynome B,, au voisinage de laquelle les solutions de
Péquation différentielle 3) sont réguliéres, p solutions f et p solutions g de 'équa-
tion aux différences finies. Si les solutions de I’équation 3) sont réguliéres au
voisinage de toutes les racines non nulles du polynome B,, le nombre des solu-
tions de chaque groupe f et g est égal & celui de ces racines. Le polynome B,
est en général de degré r et n’admet pas de racines nulles; dans ces conditions
le nombre des solutions de chaque groupe f et g est égal a Pordre r de ’équation
aux différences finies; si le polynome B, est de degré inférieur a r, ou g’
admet des racines nulles, le nombre des solutions de chaque groupe est in-
férieur & r.

II. Quelques propriétés des fonctions / et g solutions de I’équation
aux différences finies.

Supposons d’abord que I’équation fondamentale relative 4 ’origine n’admette

que des racines simples ©,,®,, ... wy, . .. wg; d’aprds les résultats du chapitre
précédent on a:

! wy €T — 1

et la formule 7) définissant f;(z) s’écrit:
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n<x)==ﬁ/yz—lqy(y>d1 --[u;;géﬁ;;;%g'yz-lvl(y>dy b
1

14) g

2inx _ .
(qu I

c ;" ¢ s ‘
+Wﬁj yluly)dy +- L)**/y‘ ‘vq(y)dy].
Lo

Or toute intégrale de la forme

"
| v=tatmdy
z
prise le long d’un contour L situé entidrement & distance finie, ne passant pas
par l'origine et sur lequel x(y) reste fini, est une fonction holomorphe de « dans
tout le plan.

Les seules singularités de la fonction f;(x) ne peuvent donc &tre que des
pdles simples, racines des dénominateurs

w37 —1 =0,
En posant

wy = e2sad]

ces points racines sont donnés par les formules

r=—pg +m,

r=—y,+m,
15)

r=—p+m,

T=—F +m,

ol m est entier positif, négatif ou nul.
Comme les racines de I’équation fondamentale sont toutes distinctes on a

o=y g (u);

la fonction Y¥; est uniforme au voisinage de I'origine; elle peut se mettre sous la
forme, soit d’une somme de deux séries dont P'une est ordonnée par rapport aux
puissances croissantes et l'autre par rapport aux puissances décroissantes de la
variable, si la solution v; est irréguliére, soit d’une seule série ordonnée par rap-
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port aux puissances croissantes, si cette solution est régulidre; dans ce dernier
cas en prenant pour $; la racine de I'équation déterminante relative & I'origine la
série Y, ne contient que des puissances positives de y et commence par un terme
constant non nul.

Le terme indépendant de x dans le développement de la fonction

[y uty)dy
-.L./

au voisinage du point — 8; + m, suivant les puissances croissantes de z + 1 —m,
est

el

| ==t i (y) dy.
¥
Si la fonction v; est irréguliére a I'origine, cette intégrale n’est pas nulle en général
quand m est entier positif, négatif ou nul. Si la fonction v; est réguliére a 1’ori-
gine, I'intégrale est nulle pour les valeurs de m entiéres positives; elle est diffé-
rente de o, quand m est entier, négatif ou nul. Dans le premier cas la fonction
fi(x) admet pour pdles tous les points

x == — 3t m.

Dans le second elle n’admet pour pdles que les points donnés par cette formule
pour m entier négatif ou nul.

Examinons le cas ou I'équation fondamentale relative & l'origine admet des
racines multiples; les fonctions v appartenant au groupe correspondant & la racine
w, d’ordre de multiplicité I satisfont aux relations I du chapitre précédent; la
fonction V; est définie par la formule

Vi=vyiiv + 20+ + 7,0,

les coefficients y étant des fonctions de xz, solutions du systéme II. Dans ce cas
encore les seuls singularités de la fonction f;(x) ne peuvent &tre que des poles
racines des équations

(ulezi"’—I:o

ol w, est une racine de I’équation fondamentale. Pour vérifier si toutes ces racines
sont bien des poles de f;(x), je vais établir une expression nouvelle des fonc-
tions V.

Les fonctions » peuvent se mettre sous la forme:
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R
mnr ) = Yo,1 + Y2,2 Ly
=Y+ Y2 Ly +---+ Y, [Ly]*.
Les fonctions ¥ sont de la forme
Y=y 1y

les y étant uniformes au voisinage de I’origine.
Les fonctions ¥ et les constantes w du systéme I sont liées par les relations:

Wi W1+ Wi W1+ o+ w1 Wi, =

=w (20w Yo+ - + (2007, + -+ (297P7 Yy 5],

Wj,2 Wo,0 + -+ ©j, i1 Wi = 0, [20w O Y5 + - + (20w V2011 Y5, ],

1V ! 9 jg Yjmgi—g + - + Wjjm1Yj1,jmg =

— . (d—g—1 ;oW 99y
— oy [pi O 0y g+ i G, ),

. j—3 . f—3
Wj o Wi—g joa + W) j_y Wi, j-2 = w, [2 e C:;‘_g 'ﬁj,j_l + (277)* Cj'__l l//,-,,-] '

. i—9
W5, j—1 Yj,5-1 = 2iw 0, O Y, 4,

en désignant par C’; le nombre des combinaisons de j objets pris g 4 g.

D’autre part en posant

o Yi.g
anﬂ w, u—1
et
{ W
W g— H U g
w,u—1

le systéme II devient IT,

(Vi + oo ie+ - + Wi vii=o,
Yie+ o+ W27 =o0,
T ﬁ
Vi1 + W j175=0,

!
Yii=1I.
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Or on a évidemment

V= —2 .,
Ywu—r1
d’ot
Y"1V, = Ky,
en posant
o—1
K=Y _ .
w1

De méme on a:

d’ou

Y1 N Yoo Ly

(w, 0 —1) T owu—1I o —1

En vertu de la relation

(8] (l’],l =217 w, l/lz,z ,

cette égalité peut s’éerire

gep, = Py [z/“‘Ly _zimwu y“l],
2 )

w1 wu—r1 (ou—1)

ou
dK
YV, =Y K + Yo Tz
D’une fagon générale, je dis que l'on a

dK diK
16) yVi=Yia K+ Yie g+t Y gy
Cette égalité étant vrai pour V, et V,, j’admets qu’elle est vérifiée pour
Vs,... Vi1 et je démontre qu’elle est encore vraie pour ¥;. En se reportant
au systéme IT', on voit que Pon a les relations de récurrence V:
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'. PR —
y.?;.? =1,
'- . —_— ’. . " -
Vi1 7 W4, j—17 j—1,j—1>
A% - O PN SR S
Vii2 = T W4 1) j-1,j—2 T Wi, j—2 ) j~2,j-2>
" ——3 . o ’- o —— ’vv ’- - —_— o a em— ’-- ,- .
Vii—g = T Wj,j17j-1,j—g — Wjj—~27 j~2j—g W, -1 i~ 5—0

La relation 16) s’écrit,

N e dK 1K
16) —— [0 P+ )= Yin K+ e g + o+ W5 g
w p—1 x x

Si l'on remplace dans le premier membre les fonctions v par leurs valeurs
tirées de III et si I'on égale ensuite les coefficients des mémes puissances de Ly

— 7

dans les deux membres de 16'), il vient en désignant par M la quantité

w,—I
, , , M di-1 M
Yia¥in + vhetan+ - + Yo Yie1a = (0, 0 —1) [l/’:',z 4z Tt Viigags ]

aM gy
YieWaa+ - + ¥ i1 Y2 = (w0 —1) [Ci Yiggy Tt Ci-a W5 W:]

VIS Viimo Wimgimo + - + Vi it Wi, jmg =

o dM . dsmM
= ((Ux#-'l)[(},j—g "Whgpng R A i dxv]’

; aM
Y5,4=1 Yim,5m1 = CFZ% (0, 0 — 1) Y5 iz
Il s’agit de démontrer que ces relations sont bien vérifiées; prenons celle

d’entre elles dont le premier terme est ' ; ;Yj_g ;g €t remplagons y les lettres
7' par leurs valeurs tirées de V; on a

’- . '- . . - '. Ie N - PPN '1 - . 3
Wj,j= V51,5~ Yimgiimg + Vi-1,i—g+1 Yjmg+1,j—g + + 71, j—1 Yi-1, i)

J ! - . > ’. . - . '. - . s
+ W, j—2 [71—24—9 w;—a:—-y + Yi—2,i—g+1 %‘—gﬂ,:—p + ot Y2 ‘}’J—-‘m—o]
+ .

17)

] ] !
+ 0, j—g41 [V j=g+1,j—g Yimg,i—g + V'i—g+1, j=g+1 Yimg+1,j-g)

/ ’ - . . .
+ WY, j—g ¥ i—g,5~9 Yi—g,i~0

L M s s M
+ (o, ;¢~—1)[0,’-_{,’ ll/fj.j-an% +o O Ufixﬂ]z °

Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 décembre 1911



18 H. Galbrun.

Mais les relations VI sont vérifiées par hypothése pour V;_;; la relation
17) peut donc s’écrire:

dM

g g i M
wlj, i1 [CH Wi g, o O G 'a;ﬁ] (w, 40— 1) +
+ ), jo1 Yim1, i
i g aMm
+ wJ,J—Z[ et Wi, j—g+1 5 dr T ] (w, 0 — 1) + & jo2 Yjr jg

18)
' J—g—1 4 !
+ 0, j—g+1 €325 Yimgr1,imgh1 e (0, 10— 1) + }j j—ga1 Wig1,ig

! - . .
+ W}, j—g Yj—g,j—g

j—g— dM L
+ (0, p—1) [C}—g ! Vs, j—g+1 A + -+ 0 ’ ¥,

ds M ]

S r

En vertu du systéme IV le premier membre de 18) s’écrit
_ aM; . . }
O o, 0~ Jz (2070 CI841 W), jmgra + (20m)2 CIua W) jmgas + -+ (240 CEf 4y, 5]

+ 0w [2 i0 CIZ035 W jmgaa + - + (2im)9—2 G4 g 5]

d
Y et

g—1
19) + J—a—l 0‘7—1 w1t (zzﬂ)dd gfll Y
+ © (:: . I[zi” C';:g Yjj—grr + -+ (207 )0 (};:‘17‘1 wj’jj
L —

— aM g a M
+(wlt-——1)[ gle:J—ﬂ+lT+ +nglll},,, dxg]~0

Dans cette relation le coefficient de Y, j_g4n €st

dM — ) a*M . A A
Cj—g+n—l[wx y[ (2em)n—t—— dx + 7"(n2!~1—)(2mr)”—2 P +---+n(2zn)WjJ
. w, U d"ﬂl]
+ L ! I
i o — 0

Il est facile de vérifier qu’il est nul.
Ainsi les relations VI sont bien vérifiées; la relation 16) est générale et la
fonction f;(x) peut se mettre sous la forme:
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" dK d—1K
) —1 ¢p; oy — . e U -2
w0 @)= [ dy— S [[vn Ko gl v w
Lj Ly

En se reportant a ce qui a été dit plus haut sur Pintégrale f Yy 1yY(y)dy et en

I
remarquant que tout podle simple de l'intégrale

wa(y)dy
I

devient un pbdle d’ordre I-—1 dans sa dérivée d’ordre I — 1 par rapport 4 z, on
voit que, lorsque les fonctions v,, v,, ... vy sont irrégulié¢res au voisinage de I'ori-
gine, la fonction f;(x) admet en général tous les points racines du dénominateur
w, €' —1 comme pdles d’ordre ! — 1, puissance la plus élevée du logarithme,
figurant dans le groupe de solutions v, correspondant & la racine w, de P'équa-
tion fondamentale.

Supposons que les fonctions v soient réguliéres au voisinage de l'origine et
soit 8, 8., ... S les racines de I'équation déterminante relative & 'origine, corres-

pondant & la racine w, de ’équation fondamentale; on a
Bi .
Yig=1Y"7 Ni,q

la fonction y;, étant holomorphe & l'origine; si le premier terme de son déve-
loppement est de degré =, les seules poles de 'intégrale

"Kwi,yd?/

%

sont les points

x=—p’,~——n+m,

ou m est entier négatif ou nul; ces points sont des pdles d’ordre g — 1 dans la
dérivée d’ordre g—1 par rapport & x; on peut ainsi déterminer leur ordre de

3

multiplicité; & partic d’'une valeur de m de module suffisamment grand les

poles correspondant & la racine w, sont manifestement d’ordre I — 1, puissance la
plus élevée du logarithme dans le groupe de fonctions v correspondant a cette
méme racine.

En résumé les fonctions f;(x) sont méromorphes et admettent toutes les
mémes poles avec le méme ordre de multiplicité. Ces pdles sont situés sur au-
tant de paralléles a 'axe des abceisses, que I'équation fondamentale relative a 1’ori-
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gine admet de racines distinctes; sur chacune de ces droites, ils forment une série
de points, dont les abeisses différent d’une unité; ils s’étendent de — o 4
+ o, quand les solutions de I'équation 3) sont irréguliéres & I'origine; dans le cas
contraire ils ne s’étendent & l'infini, que dans la direction négative de 'axe des
abcisses et 'on peut trouver une paralléle & I'axe des ordonnées, & droite de
laquelle les fonctions f;(x) restent holomorphes.

Dans cette derniére région, il est possible de simplifier la formule définissant
fitx); en effet x a alors sa partie réelle assez grande pour que y*~'¢;, , ne con-
tienne que des puissances de y, dans lesquelles la partie réelle de I'exposant est
supérieure & —1; lintégrale de la formule 7) prise le long du contour L,
tend vers o, quand le contour L, tend dans toutes parties vers l'origine et 'on
peut écrire

21) @)= [y=a; ) dy,

ij
L; étant un contour partant de lorigine pour y revenir et ne contenant & son
intérieur que le seul point singulier «;.

L’étude des solutions g(z) formées au moyen des intégrales prises sur le
contour L, donnerait des résultats analogues aux précédents; car les raisonne-
ments faits sur les racines de 1’équation fondamentale relative a l'origine et sur
les fonctions v sont encore exactes pour les racines de I’équation fondamentale
relative a linfini et les fonctions w; toutefois si ces derniéres sont réguliéres,
les poles s’étendent & Iinfini dans le sens positif et non plus dans le sens négatif
de l'axe des abcisses; c¢’est alors dans un demi plan situé & gauche d’une paral-
léle & l'axe des ordonnées que les fonctions g(z) sont holomorphes. Quand le
point = est situé dans cette derniére région, la fonction g;(z) peut étre définie par
la formule 21) dans laquelle L; désigne un contour contenant a son intérieur le
seul point o; et dont l'origine et 'extrémité sont rejetées a I'infini dans une méme
direction.

Le développement en séries convergentes des coefficients y permet de trou-
ver une nouvelle forme des fonctions f;(x).

En se reportant au systéme d’équations II, on voit que

P (u)

7].’” == e e
(w, ¢ — 1)/—0H!

P(u) étant un polynome en u de degré j—g; on peut déterminer une paralléle
& 'axe des abcisses, tel que quand le point x est situé au dessus de cette droite,



Sur la représentation des solutions d'une équation linéaire aux différences finies. 21

les fonctions yj,, se développent en séries convergentes, ordonnées par rapport
aux puissances croissantes de u, c’est-a-dire de €?*7*; on a

S Y1) COBE@ o (n) ,n
g b.i.y'“+bj,.a-u + bJ FE

et si les deux indices sont égaux
Zii=—TI b0 u -t B L

Cette parallele & I'axe des abcisses n’est autre que la droite portant les
poles de la fonction f;(z), racines de 'équation wjiu—1=0.

Je remplace les y par ces développements en séries dans les équations du
systéme II; en annulant les coefficients de u«, il vient

1
b(',)l + wj,1 =0,

b( )2 + wj,z——O,

b+ w, —o.

Or par une rotation de la variable y dans le sens direct le long du contour
L,, la fonction v; devient »{”; les constantes bi’;, b ... b{Y; ne sont autres que

les coefficients de v;, v, ...v; dans Dexpression de —u{”. D’une facon générale
quand la variable y tourne le long du contour L, dans le sens direct n fois au-

tour de lorigine, »; devient ». Or en annulant les coefficients de u®, on a:

- 1
— b+ 0 BT 4+ w1 BT -0,
— b 4 0, 85 -k wge 2B~ 0,
— b;,’l)g + wy by:, Do
Si 'on admet que b;."l—l), . b]‘."j*” sont les cosfficients de v,, v,, ... v; dans Pexpres-
sion de — v{"™V
?j(n—~l) _ b(fn—l) v, + b(n 1) 'Uz . b(n—l) v
ces équations montrent, que b(-',')l. bj‘”} sont les coefficients de v,, . . . v; dans 'ex-

pression de — v{".

En remplagant dans I’expression de V; les coefficients y par leura développe-
ments en séries, il vient ainsi

.
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Si Pon pose
U=c¢ Vi, +¢;Vot+--+cgVyq
U=0C v + (Y, +-~+cqu=qy(y)—fpj(y);
on a de méme

(1) ~(n)

- =2
U=—u—uu —n2u® ——

)

développement valable dans tout le demiplan situé au dessus de celle des paral-
18les & I'axe des abeisses portant les pdles de la fonction f;j{xz) dont 'ordonnée &
Porigine est la plus grande.

Désignant par g8, I'argument du point g, origine du contour L, et intégrant
sur ce contour, on trouve

. Bot2a o2 ok
J y 1 Udy — — fy”“udy— | Ty — - J ™ dy — -
Lo o fo fo
La somme de cette série n’est autre que
+o
— ’ Z/z-] u dy,
4

lintégrale étant prise & partir du point a, sur le contour L,, parcouru une in-
finité de fois en sens direct. Ainsi dans le demiplan située au dessus de celle des
paralléles & Dl’axe des abcisses portant les poles de fj(x) dont 'ordonnée & I'ori-
gine est la plus grande, la formule 7) peut s’écrire
. T
22) fy @) = l} ylgidy + [yt udy.
i 7o

De méme on peut déterminer une seconde paralléle & I'axe des abcisses,
telle que, quand le point x est situé au dessous de cette droite, les coefficients
7 se développent en séries convergentes ordonnées suivant les puissances décrois-
santes de wu:

o e J)
En portant ces valeurs de y dans les équations II et en annulant le coefficient
de =, il vient
u

u 1 1
O B+ wg i B+ wi B =0,

>

1 (1
o 3+ F ey = 0,

1)
W, ﬂ},i =1I.
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Si 'on considére la fonction N “’,
N =gitoct o, 4 o+ 87505
on voit qu'elle devient par une rotation de la variable dans le sens direct le
long du contour L,, N{", avec
NP = ;.

D'une fagon générale posons
N(n) = J("l) v+ é?(”% v+ + ﬁm Y-

En annulant le coefficient de ’-I; dans les équations II, ou les y ont été rem-

placés par leurs développements en séries, on trouve:

(n——])

+ w, p’( 1+ tuﬂp’; -+ wj ;,",) =0,
(n—1) (
— B2 + oo, B+ e B =0,
(rn—1)} (n)
id + w, g5 ;=0

La fonction N{” par une rotation de la variable en sens direct devient
—1 <. .
N en résumé g . 8% sont les coefficients de v,, v,, ... v;, dans ’expression

de v, cette fonction étant ce que devient v;, quand la variable parcourt n
fois le contour L, en tournant en sens inverse.

En remplagant les y par leur développement en série dans l’expression de
v;, on a donc

(_ = I —
V~; l’+ S+ !7,}"’+
d’ou
U=£;(—1)+%;(—2)+...+_I;;(-m)+_._’
[ u Iz

développement valable dans tout le demi-plan situé au dessous de celle des
paralléles a I’axe des abcisses portant les poles de f;(x) dont 'ordonnée & P'origine
est la plus petite.

Or le second membre de la formule ;) définissant f;(x) peut s’écrire

23) fi () =Ljy’—‘(pj(y)dy +fy"‘udy +fy’-1Udy,
s

—Lo —Le
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les deux derniéres intégrales étant prises sur le contour L,, parcouru & partir
de son origine a, en sens inverse; en remplagant U par son développement en
série, il vient finalement:

—w

24) fi (=) =Jny"‘¢;(y)dy +fy‘“udy,

j Ao

la seconde intégrale étant prise & partir du point a sur le contour L, parcouru
une infinité de fois en sens inverse.

Nous avons remarqué qu’au lieu de cousidérer les fonctions v on aurait pu
pour former des solutions de DI’équation aux différences finies, faire usage des
fonctions ¢, solutions de D'équation différentielle qui par une rotation en sens
inverse deviennent des fonctions o', liées aux fonctions ¢’ par des relations de
méme espéce que les relations I. On aurait alors former des fonctions V',

/ A'. ! ,. 4 H .. l-. "
Vii=yiav + 72t + +7iivis

les coefficients ' satisfaisant & des équations analogues & celles du systéme II,
mais dans lesquelles p désignerait non plus la quantité €?¢*#, mais son inverse
e—2¥72. on gurait ainsi obtenu des solutions:

25) ’,(x) — ’ o ?i(y) dy — ) . [V, + ¢, Vi, 4+ c’q V'q]dy,

_'LJ .y
les coefficients ¢' étant tels que:
U= -c;.f(y)“(p(?/) = v+ v 4+ 4 g

En raisonnant sur les coefficients y' comme on vient de le faire sur les fone-
tions y, on démontre que 'on peut déterminer une paralléle & 'axe des abcisses
telle que, pour les points x appartenant au demi plan situé au dessus de cette
droite, la fonction f;(x) peut étre définie par la formule 22) et une paralléle &
Paxe des abcisses telle que, pour les points z appartenant au demi plan situé
au dessous de cette droite, la fonction f;(x) peut étre définie par la formule 24).
Les deux fonctions f;(x) et f;(x) qui ont les mémes pdles et sont identiques dans
deux demi plans sont donc identiques dans tout le plan.

11 est clair que l'on pourrait établir des formules analogues pour les fonc-
tions g(x) et que 'on concluerait qu’elles sont identiques aux fonctions g' formées
avec les solutions w' de I’équation 3).
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III. Des séries divergentes représentant asymptotiquement les fonetions

f(x). — Cas ou Vargument de z est compris entre —:—t ot ;-E

Les fonctions f(z), solutions de I'équation aux différences finies, se présen-
tent d’aprés la formule 7), comme la somme de deux intégrales prises I'une sur
le contour L, entourant l'origine et l'autre sur le contour L; entourant le point
oj; pour former les séries asymptotiques qui les représentent pour les grandes
valeurs de la variable, on divise ces contours en plusieurs parties convenablement

choisies; désignant par I,, I,,... I; les intégrales relatives & chacun de ces con-
tours partiels, dont les limites peuvent d’ailleurs varier, quand z croit, on a

fl)=1+1,+ -+ 11

Parmi les intégrales I, il en existe une, I, par exemple, pour laquelle on
peut former une fonction P et une série,

al ... —— DO
a, + po +o k=t
telles que 'expression,

1, ( a, ap,
x"[ﬁ—- a°+;+"'+ﬁ)],
ol n est un entier choisi arbitrairement tende vers o quand z s’éloigne a I'infini
avec un argument compris entre deux limites finies.
On démontre d’autre part que les rapports

tendent dans les mémes conditions vers o comme e~3?*, k et k étant deux nom-
bres positifs et ¢ étant le module de z. I’expression

x”[f(Tf)——(aowL%-f—"'ﬂL%:)]:

()
P

tend donc vers o dans les mémes conditions, et le rapport est représenté

asymptotiquement par la série de terme général g-:. Toute la démonstration

repose donc sur la formation et I’étude des intégrales I,,... I;; I'une d’entre
Acta mathematica. 38. Imprimé le 15 décembdre 1811. 4
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elles donne naissance & la série asymptotique; les autres disparaissent. Pour

faciliter le langage nous dirons que les rapports %’ .. }[_Dl, sont représentés asymp-

totiquement par des séries dont tous les termes sont nuls.
Je considére I'intégrale

26) 1= f =g () dy,

prise le long du contour indiqué sur la figure 1, & savoir: une portion mn d’une
droite passant par «;, une petite circonférence ¢ de rayon ¢jn et de centre ¢;
parcourue en sens direct, la portion de droite nm. Au voisinage du point ej,
la fonction @;(y) est de la forme

Pily) = (y— o) Y5 (y),

Y " )
Y
% )* o
¢ X X
N

Plan des y Plan des ¢
Figure 1.

Y;(y) étant holomorphe en «;,
Yily) =ai+ai(y—a)+ - +ahly—a) + -

Soit w; 'argument de «; et soit 9 'un des angles que balaie une demi droite

coincidant d’abord avec la demi droite ojoo d’argument w; et tournant dans le
sens direct autour du point «; pour venir coincider avec la demi droite n m;
je suppose qu’au point m, origine du contour d’intégration, y — &; dans I’expression

de ¢;(y) a pour argument w; + J9; je pose successivement

y=o(1+§),
§=ne‘”;

£
17=;.
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Il vient:
4d; $ald;+1)
27) =97 7
7 1 x),j.'.] 1

avec
sl ool )

L’intégrale J, est prise dans le plan des { le long d’une portion m'n' d’une
droite, passant par Vorigine, d’'une petite circonférence ¢’ parcourue en sens direct
et enfin de la portion de droite »'m’; & Porigine m' du contour, { a pour argu-
ment 9 —z + 0, si x est égal & gefo.

<o

Pour les valeurs de i dont le module est inférieur & l'unité, on a
IS
(I___ Q)zz e"L("'E) — =348
x

en désignant par S la somme de la série absolument et uniformement conver-
gente:

. . 1 ‘o
En ordonnant par rapport aux puissances croissantes de ?v la série

2 n
eS=I+§+§__+...+S_+...’
1 2! n!

e—~¢

on obtient la série

X X X

dans laquelle les coefficients e sont des polynomes en [ et qui est absolument et
uniformement convergente pour les valeurs de I, dont le module est inférieur &

g

celui de z. D’autre part pour les valeurs de - suffisamment petites on a

Y PR PPy L

—1
La fonction (I—g) se développe de méme suivant les puissances croissantes
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de

K WY

Finalement pour les valeurs de { dont le module est inférieur ou égal a

Ko, K étant un nombre positif inférieur & I'unité et convenablement choisi, on a
mvaz—1 =

]

5 s
),zd{)_g,_(;{_‘_*.,,,_{__.z_*_“.
X X

e

la série du second membre étant absolument et uniformement convergente. Dans

- —1
le développement du produit tp[aj (1~§)] (I——g) , le coefficient de 5‘ contient

{» en facteur; dans la série représentant eS, ¢, est un polynome en [ dont le
terme de plus haut degré est de degré 2n. Il en résulte qu'a I'exception du premier
coefficient dj qui est égal & af, les coefficients d? sont des polynomes en {; le

terme de plus bas degré de df est de degré p, le terme de plus haut degré est
de degré 2p. Je considére le reste de la série,

I d}i;+1 d{z+2
R":x_—n[? + _.i-éﬁ R

Si le module de { reste inférieur ou égal a ¢*, B étant un nombre positif satis-
faisant & l'inégalité
z2(n+q)g—q<o

le terme d—é;—” tend vers o quand ¢ augmente indéfiniment. Or quand ¢ varie

q

depuis 1 jusqu'a linfini la fraction - et tend vers 1.

o s . 1
p croit & partir de P
Si 'on assujettit 8 & satisfaire 4 I’inégalité

g<

2(n+15’

tous les termes de la série dans la parentése tendent vers o et la série étant uni-
formement convergente, on peut écrire

[\

Ro=%

]
T

R

¢, tendant vers o comme g¥»+V5—1 quand ¢ augmente indéfiniment.

Je choisis alors le contour sur lequel est prise l'intégrale J, de la fagon sui-
vante; la circonférence ¢’ conserve un rayon invariable; le point m' a pour module
¢ et s'éloigne & Ilinfini, quand ¢ augmente indéfiniment, la droite n'm' ayant
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-

toujours pour argument 39— + ¢. Dans ces conditions le module de éx est au

plus égal & ¢f~1 et tend vers o; le contour mn, ¢, nm sur lequel est prise 'inté-
grale I, se déforme en restant semblable & lui-méme, tous ses points tendant vers
aj; il vient ainsi

" P d‘i d‘,’. € s
,L:je 5 Lj[d0+;+...+ﬁ+;:; I

Considérons 'intégrale:

‘v

eejp g
’e,e 27d;

et plus généralement I'intégrale

~

]el (L) dL,

ol p est un entier positif.

Quand largument de [ reste compris dans un intervalle ol son cosinus est
toujours positif, ces intégrales tendent uniformement vers o comme ¢; de méme
Pintégrale 4

+o
fe“‘gil" (LEIrdL

o8
prise sur la droite m'n', depuis le point m' jusqu'a l'infini tend uniformément
% - .
vers o, comme e~*¢", h et k étant deux nombres positifs, quand ¢ augmente in-

définiment, pourvu que I’argument de { reste compris dans un intervalle oll son
cosinus est constamment positif. On a donc finalement

. i i
J:=fe—¢§"f[d%+%+~- +di’]d;+“‘z,,

an "

¢, tendant vers o, ¢ restant compris dans un intervalle tel que cos (4 — + 0) ¥
soit toujours positif.

Chaque terme du polynome &), donne naissance & une intégrale

f et ijtrdy.

(%

Si dans ces intégrales je rejette le point m' & linfini, je ne fais qu’ajouter au se-

. k
cond membre de J, des termes qui tendent vers o comme e—*¢"; on a donc
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E B

j n &g
¢y tendant encore uniformément vers o, quand ¢ reste compris dans le méme

intervalle. Le coefficient £ se déduit de &, en remplagant dans ce dernier (2 par
("% —x) I'(lj+¢+1), quand 9 — 7z + o est compris entre —7—: et + g; sid—m+o

est compris cntre ——% +2Kn et g + 2 K, K étant entier positif ou négatif, on a:

} e__; :)lj +qd; . ezKiJI.‘j[ezi(r;.-’——I]I‘(lj+q+I).

L%

Les coefficients de la série sont alors multipliés par ¢***%; de méme si le cercle

¢ était parcouru en sens inverse au lieu d’8tre parcouru en sens direct, les
coefficients de la série obtenue se déduiraient des coefficients E en multipliant

ces derniers par —e ***%. En résumé si ’on désigne par S;lasomme:
30) S——EJ+EJ‘+ +E{"
/ ° an

et si 'on pose,
31) P AL

J xlj +1 ?
on a:

1, &
32) I gt

PJ‘ xn

¢y tendant uniformement vers o, quand ¢ augmente indéfiniment, ¢ restant com-
pris dans un intervalle ol cos (9 — 7 + o) est toujours positif. La quantité ¢; se
présente comme la somme de deux autres quantités dont I'une tend vers o comme
¢, autrement dit comme une certaine puissance négative de ¢, et I'autre comme
e=?*; au total ¢ tend donc vers o comme une puissance négative de ¢. La série
d; . : :

de terme général ;: est convergente; si 'on intdgre seulement jusqu’au point m'
dont la distance & I'origine est ¢, on obtient une série convergente; mais comme
dans &, les intégrales sont prises au déla de ce point, jusqu’a infini, cette série
peut étre divergente.

Avant d’aller plus loin je vais traiter immédiatement le cas ot dans I'inté-

grale I, figure sous le signe f une puissance entidre et positive de L(y—a).

Supposons que l'on ait:
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33) I, =fyz—1(y——aj)‘fli(y——aj)w(y)dy,

Y étant holomorphe au voisinage de «j; en opérant encore les mémes change-
ments de variable, il vient:

e g, d de ¢
IA=ije_;Cl]L_:£[do+j+"' +;,;+;:i]r
ou '
1,=F[I L9 4 gp),

en désignant par J{ I'intégrale de méme nature que celle qui vient d’étre étudiée,

d

A wihi dn & oo
34) o — [esila,+ G w2 2a,

et par JO Pintégrale

35) J§1’=fe—é‘c‘iL§[do+%+---+d-”+£§]d§-

xn
En rejettant & I'infini le point m', on obtient pour J{ la série

E, E,
Eo_'_;_*...._}_*x;_*_....

Pour J{ on obtient la série dont les termes se déduisent de ceux de la série

précédente, en dérivant par rapport a ;,

dE, 1dE, I dly
il Twdk VY mar T
On a donc:
_plerue 48 & poe i’]
Li=F [SL + di; tem e T
en posant,
El En
¢ et ¢ tendant vers o comme une puissance négative de g; mais eLY4E tend

x
alors vers o comme le produit d’une puissance négative de ¢ par Lg et finale-
ment il vient:
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dpP; S

37) I, =5 in

P,

n
¢' tendant uniformément vers o comme le produit d’une puissance négative de

o par Lo quand l'argument ¢ reste dans un intervalle ol cos (4 — 7 + o) est
constamment positif. Plus généralement supposons que l'on ait:

38) 1, =fy‘"1 (y — o) [L(y— o)} ¥ (y)dy,

Y (y) étant holomorphe en «; et p étant entier positif.
En faisant toujours les mémes changements de variable, il vient:

AT oy i oy, 1 37T o\ P
30) I, = P; [ng (L ¢ x“})'ﬁr O3 J0 (L T Y (L %‘ﬁ)p 4ot CF J‘f”],

en posant,
40) J{°’=fe'§§"f[do+%+ +‘§l+ ]dﬁ,
d, d &
D | =% 1 oy 2
47) J fe g[LL] d+ +- +x"+x”]d§.

La série figurant sous le signe f dans la formule 40) est formée au moyen

du développement de ¥ (y) au voisinage de «;, comme la série correspondante
i
de terme général g—:— a été formée avec le développement de ¥;(y); l'intégrale J
donne naissance, quand le point m est rejeté a linfini dans une direction telle
1,
que cos (4 — 7z + o) soit positif, & une série de terme général %}; Pintégrale J@
donne naissance dans les mémes conditions & une série, dont le terme général
1 A9,

est ERT«"

T g
Comme d’autre part les quantités ¢ [L ¢ xa’] tendent vers o comme le pro-

duit d’une certaine puissance négative de ¢ par (Lg)¢, il vient:

dl’ &
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8§ étant défini par la formule 36) et ¢ tendant vers o uniformément, quand
¢ reste compris dans un intervalle, telle que cos (3 — 7 + ¢) soit constamment
positif.

Soit un contour L tout entier & distance finie, ne passant pas par l'origine,
sur lequel la fonction ¥ (y) reste finie et considérons la fonction de z,

43) I=f *Y(y)dy.
L

Si M est une limite supérieure des valeurs prises par Y'(y) quand y décrit le
contour L, on a

Licu |-’f|L
a]? of
L étant la longueur du contour et y, le point du contour pour lequel y* a un
module maximum.
Jeffectue alors une transformation dont il sera souvent fait usage par la
suite; au point
y=res

je fais correspondre le point z de coordonnées rectangulaires,

§=1Lr,
44) z {

= —3.
Au point o; correspond ainsi un point o'; de coordonnées &;7;,

§i=Ll°‘.i|’

nj = — arg o;.
Si suivant les notations déja employées, x est égal & ge”, on voit que

Iyz| = eolécos o+ nsina}

Or la quantité £ cos o + % sin o mesure en grandeur et en signe dans le plan
des z le segment Op, ayant pour origine P'origine des coordonnées et pour extre-
mité le point p, projection sur la direction ¢ du point (£, 7).

Quand le point y parcourt le contour L, son transformé z parcourt le com-
tour L', transformé de L; si la projection Op de Oz reste inférieure & la pro-

jection du vecteur Oc'; pour tous les arguments o de I'intervalle (g, 6,), le rapport
Acta mathematica. 36. Imprimé le décembre 1911. 5
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—!; tend vers o comme e~*e, h étant positif, quand ¢ augmente indéfiniment et
o

cela uniformément, quand ¢ reste compris dans Uintervalle (o, 0,).
Dans ces conditions, on peut donc écrire

I=P,~f,;,

¢ tendant uniformément vers o et 'on se trouve dans le cas signalé au début

du présent chapitre, ol le rapport % est représenté asymptotiquement par une
J

série dont tous les termes sont nuls.
Ce méme résultat subsiste, quand le contour L est une portion de droite
Oa, issue de Yorigine O, sur laquelle on a

Y (y) =y2(Ly} x(y),

p étant un nombre entier positif et y(y) n’étant ni nul, ni infini en aucun point
de Oa y compris l'origine; on peut en effet trouver alors un nombre & positif,
tel que le produit

¥ Y (y)

reste en module, & Vorigine et sur la droite Oa, inférieur & un nombre fini ¥
on & alors

a
II' < Mfe@[cosaLr«-uinul—kLr dr.
[

Si cos ¢ est positif et si ¢ est suffisamment grand pour que gcos g —Fk + 1
soit positif, il vient en effectuant I'intégration

rl—k+1 eq[cosaLrl—s sina)

[ Il<M

gcosd—k + 1

r, étant la distance du point a & lorigine. Quand le transformé o' du point a
est tel que la projection du vecteur O'a’ du plan z sur les directions de l'inter-

M 7 - by 3 - I
valle (¢,, 0,) reste inférieure & la projection du vecteur O'«';, le rapport oE tend
¢

. . . . I
uniformément vers o, ¢ restant compris dans cet intervalle et le rapport P est
J

encore représenté asymptotiquement par une série dont tous les termes sont nuls,
comme dans le cas précédent; toutefois il est nécessaire que cosd reste positif
dans tout l'intervalle (o,, q,).
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Je considére pour terminer une courbe L aboutissant au point «;; 'intégrale
I~ [ Y=y — oY [Lly —e) 2 ¥ (y) dy

est prise sur cette courbe depuis un point p voisin de «; jusqu'au point m dont
la distance & o; est ¢f~!, # étant un nombre positif inférieur & l'unité et tend
par conséquent vers o quand z s'éloigne & linfini. La fonction ¥ (y) reste en
module inférieure & un nombre positif, quand y varie sur la courbe L depuis p

jusqu'en ¢j; il en est donc de méme du quotient l—p—;l) Enfin le nombre ¢ est
entier positif ou nul.
Je pose
Aj=a + b1,
y—aj=re",
y=re.
On a

ly—a)9|=roere,
gz
1Ly — )| = (Lo + &°F .

Sur la courbe L, e—»% reste fini; de plus en choisissant un point p suffi-
samment voisin de «;, on peut trouver deux nombres positifs M et k tels que
sur tous les points de pm, m tendant vers ¢;, on ait

q
ra[(Ly')t + s < Mo*.
e

Je considére alors la courbe L', transformée de L dans le plan z; elle aboutit
au point o';, transformé de oj; si Pon suppose que L' est une portion de droite,
L est un arc de spirale; en désignant par &, 7 les coordonnées d'un point de la
droite L', on a

Lr

§=§& + ut,

f

f

—8=n=1n + vt,
u et v étant deux constantes; de plus

dy =ret*(u—iv)dt,

et Pon voit que 'on peut écrire finalement:
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t3
III<ngfeg{com(gj+ut)+sina(nj+vt)jdt

23

5

ou

eolucoso+vsinoléa eg[ucoso+vsino]tn
R o*
< g : )
weoso +vsng

X
o5

3, et ¢, étant les valeurs de ¢ correspondant respectivement aux points p' et m',
transformés des points p et m; il convient de supposer que wcosc + vsino
n’est pas nul, autrement dit qu’aucune des directions de Pintervalle (g,, d,)
auquel appartient ¢ n’est perpendiculaire & la droite L. La quantité

(ucos ¢ 4 vsin o),
est la différence
0'py—0'p;

des projections sur la direction ¢ des vecteurs O0'p' et O'¢; dans le plan des z.
De méme si m/, est la projection de m', on a

(ucoso +vsino)t,=O0m/, —O' p;.

D’auntre part au voisinage du point «;, sur la courbe L le module » de y est une
fonction du module ' de y — «; et 'on peut écrire

r=rj+c,r+c,r+---
r; étant le module de ;.
On en tire
Lr—Lrj=ut=d,r +d;r"* +---,
d’ou

t, = i[dl of1 + d, 251 4 ...

puisqu’au point m le module #' est égal & o',

On peut choisir j assez petit pour que dans le développement du produit
ot, tous les termes de la série tendent vers o, quand ¢ augmente indéfiniment,
sauf le premier qui devient infini comme ¢7; dans ces conditions I’expression

e[O'm', — 0’ pj]

devient infini comme ¢f. Quand ¢ reste compris dans un intervalle (g,, 6,) tel que
les différences O'p', —O'p; et O'm',—0'p; y soient constamment négatives, le
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I . - -
rapport — tend uniformément vers o comme e=h® 1 et k étant positifs. Ainsi
aj

I e : -
dans ce cas encore le rapport P, est représenté¢ asymptotiquement par une serie
J

dont tous les termes sont nuls.

Les résultats qui précédent, permettent de former les séries représentant
asymptotiquement & Vinfini les fonctions f;(x) solutions de Péquation aux diffé-
rences finies formées au chapitre I. Les séries représentant une méme fonction
fi(x) différent suivant la valeur de I’argument avec lequel la variable x s’éloigne
4 Pinfini; posant toujours

x=ge'
nous distinguerons done plusieurs cas.

Je suppose d’abord que ¢ appartient & P'intervalle (V, ; — v), y étant un nombre

positif aussi petit que Pon veut. Soit o; une racine simple du polynome B,; dans
la formule 7) définissant la fonction f;(x), la fonction ¢;(y) solution de I'équation
différentielle 3) est de la forme

@i () = (¥ — )7 Y (y),

Y;(y) étant holomorphe en «;. Choisissant un point a de la droite O «; situé entre
O et g;, je prends pour contour L, une circonférence de centre O et de rayon Oa,
parcourue dans le sens direct & partir du point a; le contour ; se composera
de la portion de droite an, n étant un point de O¢; voisin de «;, d’une petite
circonférence s; de centre «; et de rayon «;n, parcourue dans le sens direct et de la
portion de droite na.

7
ANV .

/'L' mn' dj

Figure 2.



38 H. Galbran.

La transformation définie précédemment fait correspondre dans le plan des z, &
la portion de droite a ¢; une paralléle & 'axe des abeisses passant par le point o,
transformé de o;; le point a' transformé de a est situé & gauche de ¢';; aun cercle
L, parcouru en sens direct correspond une portion de droite a'b’ paralléle & axe
des ordonnées, dirigée dans le sens des ordonnées décroissantes et de longueur
27. Lintégrale prise le long du contour L; se divise en trois parties. La pre-
miére I, correspond au contour mn, sj, nm, m étant un point de O g, situé entre
a et n et dont la distance & «; est égale & ¢!, # étant un nombre positif infé-
rieur & unité; la seconde I, comprend les deux portions d’intégrales prises sur la
portion de droite pm, p étant un point fixe, entre a et n, voisin de ¢;. La troi-
siéme comprend les deux portions d’intégrales prises sur ap.

L’angle désigné plus haut par 9 est ici égal & =, on a donc

Jd—ax +o0=0dg.

Si ¢ est compris entre —; et S v, en choisissant convenablement 8, on a

d’aprés la formule 32):

242 ix(di+1) ; ]
af etV R B, ¢ £
45) I,="~ z;":ﬁ'*"'*[E{, +—; +-o+ Py + :i;'] = Pj[Sj + 2“:;],
¢ tendant uniformément vers o.
Les rapports %’—,%” sont représentés par des séries asymptotiques dont tous
g+

les termes sont nuls. Il est en effet évident que quand le point z transformé de
y parcourt la droite a'm', la projection du vecteur O'z sur les directions o de

Pintervalle (—; +v, o —v reste inférieure a la projection de O'c;.

Quand ¢ appartient & cet intervalle on a donc finalement:

&
46) fy"‘ ¢i(y)dy = P; [Sj + ;a],
L;
¢ tendant uniformément vers o.

D’autre part quand le point z décrit la droite a'b’, la projection du vecteur
O'z sur les directions de I'intervalle (4/, g——-v) est manifestement inférieure a la
projection de O'd';; les intégrales de la forme

I =[[y’—l v (y)dy
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sont telles que les rapports % sont représentés asymptotiquement par des séries

& termes nuls. Enfin les coefficients 7 solutions des systémes analogues & II ten-
dent uniformément vers o ou vers l'unité quand z s’¢loigne & Pinfini avec un
argument compris dans le méme intervalle. Le quotient de Pintégrale prise le long
du contour L, figurant dans la formule 7), par la fonction P; est représenté
asymptotiquement par une série & termes nuls et Pon peut écrire,

z+i; sn (}.j+l)

o e . B, ¢ €
47) /;(x)=iwl—~—[E{,+? +~--+5—,;+;,,]=P,-[S,+g—c;,],

¢ tendant uniformément vers o quand ¢ devient infini, ¢ appartenant & l'inter-
valle (w,z—v).
2

La méme fonction f;(x) peut étre définie par la formule 23)

23) f3(=) =fy““¢j(y)dy + fy"“udy +fy‘—‘ Udy.
L; y

Or limage du contour — L,, autrement dit de la circonférence L, parcourue &
partir du point a en sens inverse est dans le plan des z, une portion de droite
a'b", d'origine a', de longueur 2 & paraliéle & 'axe des ordonnées et dirigée dans
le sens des ordonnées croissantes. Quand le point z décrit la droite a'b", la pro-

jection du vecteur Oz sur les directions de 'intervalle (— g + v, —w»| reste in-

férieure & la projection de O'«';; d’autre part les coefficients y tendent tous vers
o quand z s’éloigne & Pinfini dans une direction appartenant au méme intervalle,
Le quotient des intégrales de la formule 23) prises sur le contour — L,, par la
fonction P; est représenté par une série asymptotique dont tous les termes sont
nuls et I'égalité 47) subsiste, ¢ tendant uniformément vers o quand ¢ appartient

a Dintervalle (-——;—t + v, —v).

Il reste & examiner ce qui se passe quand ’argument o reste compris dans
Pintervalle (— », »). Deux cas se présentent.

Si les fonctions v,,...v, sont réguliéres au voisinage de l'origine, les poles
de la fonction f;j(x) ne s’étendent pas & linfini dans la direction positive de I'axe
des abcisses; on peut tracer une paralléle & 'axe des ordonnées & droite de la-
quelle la fonction f;(x) reste holomorphe; dans le demiplan ainsi défini elle est
représentée par la formule 21), le contour L; se composant de la droite On, de la
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circonférence s; et de la droite n 0. L’intégrale prise sur ce contour se divise en
deux parties; 'une correspond au contour an, s;, na et donne naissance & la série
asymptotique S;; I’autre est la somme des deux intégrales prises sur la portion de
droite Oa; en prenant g suffisamment voisin de O, on constate que les rapports
de ces intégrales & la fonction P; sont représentés asymptotiquement par des séries
& termes nuls, Ainsi V'égalité 47) subsiste encore; elle s’applique a 'intervalle

. 7 T .
entier —> + a/,;——a/), & tendant uniformément vers o.

Il n’en est plus de méme si les fonctions v,, ... v, ne sont pas toutes régu-
lidres au voisinage de I'origine; les poles de la fonction f;(z) s’étendent alors &
Pinfini dans la direction positive de I’axe des abcisses; I'égalité 47) est vraie dans

. T 7T : ¢
chacun des intervalles (-—— b +v,— a/), (a/, P a/), ¢ tendant uniformément vers o,

si petit d'ailleurs que soit le nombre positif »; mais la direction positive de
Paxe des abcisses forme coupure et elle n’est plus vérifiée dans lintervalle
(— », ), tout au moins quand on n’astreind le point z s'éloignant & l'infini, & ne
satisfaire & aucune nouvelle condition.

Les fonctions y sont comme on \'a déja vu de la forme

Pee)

Y= (w, 1t — 1y—o+t’

P(u) étant un polynome en u de degré ; —g avee

u= e2inz,

Quand le point z s’éloigne & 1'infini, ¢ restant compris dans l'intervalle (— v, #),
cette fonction y reste donc finie pourvu que le point z reste & distance finie des
pdles racines des équations

w, 7T —1=0.

D’autre part si le point a est assez rapproché de V'origine et I'angle » assez petit,
Bl
P;
par des séries & termes nuls. Il en résulte que si 'on astreind le point x &
g'éloigner & Vinfini en ‘restant toujours & distance finie des poles de f;(x) et seule-
ment dans ce cas 'égalité 47) subsiste encore.

on voit manifestement que les rapports sont représentés asymptotiquement

Les raisonnements qui précédent supposent que sur la droite Ocjentre O et
a;, les solutions de I’équation différentielle 3) n’admettent aucun point singulier;
il se pourrait quil n’en soit pas ainsi et que quelques points racines du polynome
B, soient situés précisement sur cette portion de droite. Soit e I'un d’eux; on
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évite ce point o; dans le contour L; en remplacant la portion de droite O¢; voi-
sine de «; par une petite demicirconférence de centre «; et située par rapport &
O «; soit du cbté des arguments croissants, soit du coté des arguments décroissants.
Il est facile de vérifier que dans ces conditions, tous les résultats démontrés sont
encore exacts; toutefois il faut noter que suivant le coté de la droite Oc«; ou se
trouve le demi cercle, les fonctions f;(x) définies par la formule 7) sont différentes.

A chacune des fonctions f;(x) correspondant & une racine simple du poly-
nome B, correspond une série divergente S; formée au moyen de la solution ¢, (y)
de Yéquation différentielle 3) réguliére et non holomorphe en ¢j. Cette série re-
fi(z)
P’
si les solutions de ’équation 3) sont réguliéres & 'origine, soit dans les intervalles

présente asymptotiquement le rapport

. . 7T 7T
soit dans l’intervalle |[— 2 + v, ;7

—Z; T ——4/), (’V,E-—d/) si ces solutions sont irrégulidéres en ce point.
Il convient de remarquer que pour former la série divergente S; dont le
)
7 ’ n ’ :
terme général est —ns ON @ SUpposé que dans la solution ¢;(y)

Pily) = (y — o) T 5 (y)

la quantité y—e; avait pour argument w; + 7, quand y vient en m, origine du

. . R . 7T
contour mmn, s, nm. Si argument de z, au lieu d’étre compris entre —5 + v
et ;7 était compris plus généralement entre — 5t Kn+vet Stz Kr—v,

K étant entier, il est clair, d’aprés ce qui a été dit au début du présent chapitre,
que les coefficients B de la série devraient 8tre multipliés par ¢*¥™*%; mais
comme P; contient en dénominateur 2%, le développement asymptotique de f;(z)
ne change finalement pas de valeur, ce qui est naturel puisque la fonction f;(x)

est uniforme.

IV. Quelques cas particuliers.

Nous allons rechercher comment les résultats du précédent chapitre s’éten-
dent aux fonctions f(x) correspondant aux racines multiples, non nulles du
polynome B,, au voisinage desquelles les solutions de I’équation différentielle 3)
sont réguliéres.

Soit «; une racine d’ordre de multiplicité p du polynome B,; supposons que
Acta mathematica. 36. ITmprimé le 6 février 1912. 6
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les solutions de 3) sont toutes réguliéres en ce point; I’équation déterminante
admet les racines entiéres

0,I,...q—p—1,

et les p racines Ay, ... 4;, en général non entidres.

Je suppose tout d’abord qu’aucune des différences des 4 n’est entiére posi-
tive, négative ou nulle. A ces racines correspondent p solutions de I'équation
3) de la forme

Pi1 = (y— &) Y (y),

Y;i1(y) étant holomorphe en «;. Au moyen de chacune d’elles on forme une
solution f;; de I'équation aux différences finies & laquelle s’applique les résultats
du précédent chapitre. L’'intégrale prise sur le contour L; est représentée asymp-

totiquement par une série S; formée avec la fonction ;;(y) et I'on a

&
48) faa(e) = P[ 8 + .
avec
2+ii 1 S (dg 1+1)
1 o Tt e Js
49) Py=

¢ tendant uniformément vers o, quand ¢ reste compris soit dans lintervalle

(——2— 4+, ;—v) si les fonctions v sont réguliéres & l'origine, soit dans les inter-

valles (——; + v, —-—v), (a/, 5_1’) si les fonctions v sont irréguliéres & l'origine.

Dans ce dernier cas I'égalité 48) n’est vérifiée, quand ¢ appartient & Pintervalle
(— v, »), que si le point x s’éloigne & P'infini en restant a distance finie des pOles
des fonctions f(xz).

Supposons au contraire gque parmi les différences des 4, il s’en trouve qui
soient entiéres positives, négatives ou nulles. Les p racines 4 se répartissent en
groupes tels que les racines d’un méme groupe différent d’un entier positif, né-
gatif ou nul; & chacun de ces groupes correspond un groupe de solutions de 3)
de la forme 11),
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— Y1y
@1 =(y— ) Y11,
@i,z = (y — ¢j) J’z[lpz 1+ wg,z L{y— a,)]
II) ...................

Pig = (Y — )5 (W) + Yoo L{y — o) + - + Y, (L(y— )],

@0 =(y—ea)P [Whi + - + 9w [L(y — o)1),

A1, A2, - . . Aj,1 étant rangés dans un ordre tel que leur partie réelle n’aille jamais
-en croissant quand on passe de A, & A;,;; les fonctions ¥ sont holomorphes en

3\

oj. Or quand le point x séloigne & linfini en restant a droite de I’axe des

ordonnées l'intégrale
J v (y— )99 Y dy,
¢]

est d’aprés les résultats du précédent chapitre représentée asymptotiquement
par une série

24+h; g S5 (A7 o+]
of 4.0 ¢ g >[S’f+
xl_”g-l»l L

formée au moyen de ¥ ;. Nous avons vu que dans les mémes conditions P'intégrale

[ y* (y — )9 (L (y — ) V-1 ¢, r dy,

Ly

est représentée asymptotiquement par

"lrg +l of

da! [zﬂ” &k, g+1) ] z+;.” (gt ¢
x

7 .
dlf;] xl‘, Pha i

Il en résulte que la fonction f;,, solution de I'équation aux différences finies
formée au chapitre I au moyen de la solution ¢;, de I’équation 3), est repré-
sentée asymptotiquement par:

50) o8~ PigShat o= PigSial + -+ i [Py S,f]+

d).,f,‘,‘

dl?_—,l [Pj, 8.0l + PJ.v pry
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avec

e & (Mgt
g +1

51) Pjg=

z

La quantité ¢ tend uniformément vers o quand ¢ appartient soit & Pinter-

valle (_Z +v, E—w) si les fonctions v sont réguliéres & I'origine, soit & chacun

des intervalles (— 5 +r, — w), (1/, ——v) si ces fonctions sont irréguliéres a I’ori-
2

gine; dans ce dernier cas Iégalité 50) n’est vérifiée dans I'intervalle (— v, #), que
si le point x est astreint & rester a4 distance finie des poles de la fonction f;,.
Le second membre de I'égalité 50) se présente sous la forme:

af"-lfyg

xlfza“[aHi+"'+?‘+L”(“3+i+"'+ﬁ)+"'+(Lx)” Hag+o+ 5+ 5

Ainsi dans la parenthése la série ordonnée par rapport aux puissances dé-
croissantes de x des égalités 47) et 48) est remplacée par une somme de séries
de ce genre, multipliées respectivement par des puissances entiéres de Lz jusqu’a
la puissance g —1, exposant de la plus haute puissance de L(y—aqj) contenue

dans l’expression de ¢ ,.

Dans ce cas on peut faire une remarque qui nous sera utile par la suite;
quand on a:

bjg = Ajgmr = -+ == Aj,g—p41= M, g1,

on sait que dans l'expression de ¢;, la derniére des fonctions T/ RRT/ P z/f";,,
holomorphes en «; dont le développement en ce point commence par un terme
constant non nul est ¥ ,. Il en résulte que la derniére des séries 8f1, 872... 8,
qui commencent par un terme constant non nul, est S7,. Dans ces conditions le
coefficient de (Lz)~! sera une série ordonnée par rapport aux puissances dé-
croissantes de x dont le premier terme est différent de o; il est égal au terme
constant de ¥}, multiplié par I'(4;,, + 1) (%9 —1). Les séries multipliant les

3

puissances de La supérieures & f —1 commencent par des termes constants nuls.
On pourra donc écrire en prenant n=o,

52) fj,ﬂ(x)::Pj,g[ax'l‘a’Lx-}-...+af(Lx)f_1+£]’

le coefficient ay étant surement différent de o.
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Quand les A sont tous différents on voit que f est égal & 1 et toutes les
puissances du logarithme sont multipliées par des séries dont le terme constant
est nul.

Je signalerai encore les particularités des développements asymptotiques
trouvés par les méthodes précédentes quand, ¢; étant une racine simple de B,
la racine 4; de I’équation déterminante est entiére.

Nous avons vu au chapitre I que si, 4; étant entier et négatif, la fonction
¢; {y) correspondante ne contient pas de logarithme, la fonction f;(x) solution de
Péquation aux différences finies est définie par l'égalité g). Dans cette égalité le
contour L; peut étre considéré comme se composant d’une portion de droite an,
du cercle s; et de la portion de droite na; en appliquant la méthode du chapitre

s 2 . . ] . . 7 E
précédent on constate que les coefficients E) de la série de terme général :;%

sont de la forme:
B, = (% —1)[d, T (hi+p+1)+d, T (hi+p+2)+- +deT A+ p+9)].

Or comme Z; est entier et négatif les produits

("% —1) I (4 + m),

sont finis quand 1; + m est égal & un entier négatif ou nul; ces mémes produits
sont nuls quand 4; + m est un entier positif. Les coefficients E) sont donc nuls
quand

P>—Ai—I,
et sont finis quand

p<—4—1.

La série asymptotique correspondant & ¢;(y) a donc un nombre fini de
termes; elle se réduit a

B B

At SR R il
B+ 32+ +z,-—1:‘"

Ces résultats sont bien en conformité avec ceux du chapitre I ou I'on a vu
que la fonction f;(x) n’est autre que le produit d’un polynome de degré —i;—1
par la fonetion af.

Quand 1; est entier et négatif, il se peut que g;(y) soit de la forme:

9i (y) = (¥ — o) (Y41 + Wj,2 Ly — )]
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Rien n’est changé dans nos raisonnements; la série asymptotique formée au
moyen de @;(y) est la somme de deux séries

d
PiSi,l‘*‘(E(PiSj,z),
et 'on a
ds; . ot
53) f,-(x>=P,-[s,-,l+%+sj,2L%+5].

Mais comme i; est entier et négatif, les séries Sj; et S;» sont limitées; il

n’en est pas de méme de la série ddé;fﬂ ; car les quantités ;i% &4 — 1) (A 4+ m)
] ¢

ne sont pas nulles quand A; + m est positif.

Au chapitre I nous avons vu que si @;(y) ne contient pas de logarithme,
A; étant entier positif et supérieur & p —1, la fonction f;(x) est définie par la
formule 10),

10) fi(=z) =fy‘“ @i (y)dy + [y"’ le,Vi+ - +¢gVgldy.

a

La premiére intégrale est prise sur une courbe issue du point a et abou-
tissant en «;; les raisonnements faits au précédent chapitre sur les éléments de
Pintégrale voisins de «; doivent donc étre modifiés.

Je suppose que la courbe aq; soit la droite a ¢j, a étant un point de O ¢;
gitué entre O et «;; soit m un point de cette portion de droite dont la distance
au point ¢; tend vers o comme gf—1, 8 étant un nombre positif inférieur & 'unité;
en faisant toujours les mémes changements de variable on constate que ’'on
peut écrire:

m o -
4 E, ¢
fyH¢,-(y)dy=P,-[E‘2+;‘ +-~~+x—,'.‘+x—,.]’
%

¢ tendant vers o quand o est compris dans I'intervalle (—g + v, 725-—«11); mais
cette fois les coefficients £ se déduisent des coefficients d de la série

&

LA podid
an

df,+—'+”'+
x
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formée au chapitre précédent en remplagant dans ces derniers {2 par I' (A;+g+1)

et non plus par ("% —1)I'(4; + ¢ + 1), quantité nulle dans le cas actuel; en
tenant compte de cette modification dans la formation des coefficients E on con-
state que I’égalité 47) est encore vérifiée dans les mémes conditions qu’au cha-
pitre précédent.

Les fonctions g(z) définies au chapitre I donnent lieu & une étude en tous
points analogue & celle dont les fonctions f viennent d’étre I’objet; mais le point
au lieu de rester constamment 4 droite de I'axe des ordonnées doit s’éloigner a
Pinfini en restant a gauche de ce méme axe. Dans la formule 12) qui définit la
fonction g;j(x), on prend pour le contour L_ une circonférence de centre O et de
rayon Oa, le point a étant situé sur le rayon O¢; entre ¢; et V'infini; pour le
le contour L; on prend le contour formé par la portion de droite am, m étant un
point de Oq; de module supérieur & celui de «j, la circonférence s; de centre q;
et de rayon o;m, et la portion de droite ma. Quand le point z s’éloigne & I'in-

.. . 7
fini avec un argument ¢ compris entre P +v et #—w, on trouve alors

54) gi (2) = P; [S, + 5]

¢ tendant uniformément vers o; cette méme égalité est vérifiée quand o appar-

tient a4 Pintervalle (n+ v,%’—— v); si les fonctions w sont réguliéres & Pinfini elle

est encore vérifée, quand o appartient & I'intervalle (= —», 7 4+ #); si les fonctions
w sont irréguliéres & l'infini, elle n’est plus vraie dans cette intervalle que si ’'on
astreind le point z a s’éloigner & linfini en restant & distance finie des poles
de g;{x).

D’une fagon générale le développement asymptotique, trouvé pour la fonc-
tion fj(x) formée au moyen de la solution ¢;(y) réguliére au voisinage du point
o; racine de B,, quand le point z s’éloigne 4 l'infini en restant & droite de 'axe
des ordonnées représente la fonction g;(x) formée avec la méme solution @¢;(y),
quand le point z s’éloigne a I'infini en restant & gauche du méme axe.

V. Les solutions f(z) sont indépendantes.

Les développements asymptotiques trouvés pour les diverses fonctions f(x),
solutions de P'équation aux différences finies formées au chapitre I, permettent
de démontrer que ces fonctions sont indépendantes; autrement dit si f, (z), f,(2), .. . fp (%)
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sont les solutions de ’équation 1) correspondant aux racines « du polynome B,
non nulles et an voisinage desquelles les solutions de I'équation z) sont réguliéres,
il est impossible de trouver des fonctions périodiques

T, (2), T,(x), ... Tp()
admettant pour période 'unité, et telles que la relation
Txfl + Tzfz +---+ Tyip=o

soit identiquement satisfaite.

Supposons tout d’abord que toutes les racines « soient simples. Quand le
point z s’éloigne & linfini dans la direction des abcisses positives, en restant a
distance finie des pdles des fonctions f(x) on a:

i ixii;+1)

aj Je J .
x},j+| ‘[E{) + €j],

fi(z) =

¢ tendant vers o; la constante Ej
Bi —ad ("% —1)I (A + 1)

est surement différente de o.
Posons alors

55) r=ua, +m,

m augmentant indéfiniment par valeurs entiéres et positives et x, étant un point
différent des pdles des fonctions f(z). Si I'on pouvait trouver des fonctions 7' (x)
admettant pour période 'unité et telles que la relation 55) soit satisfaite on aurait

af“‘ ettt}

57y T, (x‘)T~ LB, + &1+ T, ()

a:;'-l-lz v (Za+1) .
S B el t
TH+ly ta(ip+l)
Up Pe P
+ Tp(xx) - x;_p+1 [Eg + GP] = 0.

Soit «, celui des points «,, «,, . ..o, dont le transformé o', est tel que la projec-

tion de O'c', sur laxe des abcisses est supérieure aux projections des vecteurs
141
x

; il vient

, - .
0d,,...0d,. Je multiplie le premier membre de 57) par ‘W’

ainsi
T (x,)[E; +¢&]+r5=0,

7 tendant vers o comme e—*%, h et k étant positif. On en conclut que le produit
T, (x,) E; est nul; on a donc: '
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T (z))=o0

et comme le point z, est quelconque la fonction 7', (x) est identiquement nulle;
la relation 55) devient

Tati+- 4+ Tpfp=o0.

En poursuivant le méme raisonnement, on démontrerait que toutes les fonctions
T sont identiquement nulles.

Quand certains des points e sont des racines multiples du polynome B, le
raisonnement doit 8tre complété.

Rangeons encore les points « dans 'ordre

Oy Qgy oo - Qf,y . o« O,
tel que les projections des vecteurs O'c’,, ... O'd/p, sur I'axe des abcisses aillent en
décroissant quand on passe de O'c/, & O'¢/, et supposons que ¢, . . . ¢j—1 soient des

racines simples et o; une racine d’ordre de multiplicité I.
On démontrera comme plus haut que les fonctions T, (), ... Tj-1(x) sont
identiquement nulles et I'idendité 35) se réduira &

58) Tinhian+ Tinfie+ -+ Tyl + Tin fin+ -+ Ty fp=o.
Or on a:
oEH1 TG 1D
¢l
fJ';l = 24,1+1 —[Aj,l +&]
z+i; 1 $x(l5 141)
aj hHhite i
fir= —_—-———xi_j’ S u— [4;:+ &

En divisant le premier membre de 38) par ef, il vient, m augmentant tou-
jours indéfiniment par valeurs entiéres et positives,

ijl (x) s (i,

iz{i; 1+1)
+1) , Tj1(x) ™
2H 1+ e ! [dj1+e]+-+ L

R —[4j1+¢e]+1r=o0,

7 tendant vers o comme e%¢*, } et k étant positifs.
Je suppose que les nombres

i1, iy ... A2

sont rangés dans un ordre tel qu'en passant de A;; & A1 leur partie réelle n’aille

jamais en croissant.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 8 février 1812, 7
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* 1 vient

Multipliant par =%
Tji(x,)[4;,1+ €]+ =0,

7' tendant vers o; or A4;; est une constante différente de o.
On a done

Tii{x)=o

et la fonction 7Y ; est identiquement nulle.

En poursuivant ce raisonnement on démontrerait ainsi successivement
que T Tji-z, ... sont identiquement nuls; il tombe toutefois en défaut si plu-
gieurs A sont égaux; supposons que

]-j,g = lj)g_l = ...=Ajg—f+1 > l',g_.f.
En multipliant par 2%, il vient
Tio—ts1(Ajg—psr + eg—ps1] + Tjgrsa[Ajg—rea + Gg—prel + - + Tig[4j g + &l +7'=o0.

Mais on sait que:

djy. =0y +ajgLx+-- +af (L)t

djgay =afgat-+ af (L)

Ajg—r41=0J gt41,

a{—y‘, an;“’_l, ...0fg—f+1 étant des constantes surement différentes de o; on voit
donc que dans ce cas encore T, ... Tj,—r+1 sont identiquement nuls.

En général le polynome B, admet r racines finies non nulles; si au voisinage
de chacune de ces racines les solutions de z) sont réguliéres on peut former r
fonctions f;(x) solutions indépendantes de I'équation aux différences finies. Toute
autre solution f(x) de cette équation se met donc sous la forme:

f(x)="T1f1+Tzfz +t+ Tofr

les 7' étant des fonctions périodiques admettant pour période I'unité.

En faisant augmenter m indéfiniment dans la formule 56) par valeurs en-
titres et négatives, on démontrerait que les fonctions g(z) forment également
un systéme de solutions indépendantes de I’équation 1); si leur nombre est égal
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& son ordre r, toute solution f(z) pourra également se mettre sous la forme:
f(x)=T191 + -+ Trgr;

T,,...T, étant des fonctions périodiques admettant pour période I'unité.

VL. Développements asymptotiques quand z s’éloigne a Pinfini en restant sur
Paxe des ordonnées out & gauche de cet axe.

Quand le point z s’éloigne & P’infini en restant & droite de I’axe des ordon-
nées, chaque fonction f(z) est représentée asymptotiquement par une série diffé-
rente; il n’en est plus de méme quand le point 2 s’éloigne & I'infini en restant
4 gauche de ce méme axe; nous étudierons tout d’abord le cas ol ¢ voisin de

7w . T T
Py est compris entre 27 et >y +v.

Figure 3.

Soit f,(x) la solution correspondant & la racine simple «, définie par la for-
mule 7); le contour L, est défini comme au chapitre III; il se compose de la por-
tion de droite an de la circonférence s, de centre o, et de la droite na; le con-
tour L, se compose du cercle de centre O et de rayon Oa; je fais subir & ces
deux contours les déformations suivantes: le point a vient en a, voisin de a sur
la circonférence L, et du ¢6té des arguments croissants; & partir de a, je trace
une courbe C voisine de Ogq,, toute entidre située par rapport & O«, du coté des
arguments croissants; partant de a, pour aboutir en p, voisin de «,, elle se ter-
mine par un arc de spirale joignant p, et «,; cette spirale fait en «, avec le rayon
Oa, un angle »'. La transformée de la courbe C est dans le plan des z une courbe
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C' voisine de la droite a', ¢/, située toute entiére au dessous de cette droite et se
terminant par un segment rectiligne p',«', faisant avec @', ¢/, le méme angle +'

Dans la formule 7) définissant f, (x) le contour L, est formé par la courbe C
parcourue depuis le point @, jusqu'au point m, compris entre p, et «,, par une
petite portion de droite m, n,, par la circonférence s, de centre ¢, et de rayon o, n,
parcourue en sens direct, par la portion de droite n,m, et la courbe C depuis
m, jusqu'en a@,. Le point m, se déplace sur la courbe C de telle sorte que sa
distance au point «, tende vers o comme @81, 3 etant un nombre positif inférieur
4 Tunité convenablement choisi. Le contour L, se compose de la circonférence
de centre O et de rayon Oa, parcourue en sens direct a partir de a,.

L’angle désigné par 9 dans nos démonstrations est égal & = —»,, », étant
Pangle de m,n, avec a,¢,.

On a donc:

I—r+0o=—v +0.
Or si
T v<o<Z oy,
2 2
on a:

3 T
;—v—wl<a—v,<; +v—w,,

Mais », est voisin de +'; si »' est supérieur & », le rapport de la portion

d’intégrale prise sur le contour m,n,, s, n,m, & la fonction P, est représenté
. - o . B .
asymptotiquement par la série de terme général x—: Quand le point z parcourt

la droite p',o';, image de l’arc de spirale terminant la courbe C, la projection
du vecteur O'z sur les directions de I'intervalle (;—t—v, g +v) reste inférieure &

la projection de O'c¢/,. Il suffit de considérer la figure pour voir qu’il en est
encore de méme quand le point z décrit la ligne b',a', p/,. L’égalité 47) subsiste
donc, ¢ tendant uniformément vers o, quand ¢ devient infini, ¢ appartenant a

Vintervalle (E —, T4 1/) .
2 2

La déformation des contours L, et L, dont il vient d’étre fait usage est
toujours possible quand » est suffisamment petit, & moins gu’entre O et «, se
trouvent des points racines du polynome B,. Dans ce cas pour que cette dé-
formation soit possible, il faut que dans la définition primitive de f,(x) au moyen
du contour an, s,, na le point o; situé entre O et o, sur la droite Oc, ait été
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évité par un demi cercle situé du c6té des arguments croissants par rapport
a Oq,.

Si au contraire dans le contour primitif L,, le point a; a été évité par un
demi cercle situé dn coté des arguments décroissants, la déformation est im-

. , . N .. 7T T
possible; pour étudier le cas ou ¢ est voisin de S on est alors conduit & déformer

le contour primitif comme il est indiqué sur la figure; le contour L, se compose
de la courbe a,b,¢, du cercle s; parcouru en sens direct, de la courbe ¢, b,d,,
du cercle s, parcouru en sens direct, de la courbe d,b,¢c,, du cercle s; parcouru
en sens inverse et enfin de la courbe ¢, b, a,.

Si o; est une racine simple de B,, les solutions
de Déguation différentielle 3) s’expriment lindaire-
ment au voisinage de ce point en fonction de ¢;(y), d
solution réguliére et holomorphe en o; et des p~—1
autres solutions holomorphes en ce point, corres-

pondant aux racines entiéres de I'équation déter- a, 2
minante. En raisonnant sur le contour b,¢,, sj, ¢, b, ﬁ

comme on a raisonné sur le contour m,n,, s,, n,m, \< /

on voit que Figure 4.

fyz_l P (y)dy = Pl[sl+ 5,17] +A;P;[Sj+ %]»
J

A4; étant une constante et &, & tendant uniformément vers o quand o reste dans
. 7T w
Pintervalle (—2— —v, 7 + v) .

Si entre O et ¢,, se trouvent sur la droite Oc,, des points oj, &j41, . .. Qjel,
on aurait en raisonnant toujours de méme

[y"‘l 9, (y)dy = P, [Sl + f,‘;] + 4, P; [S,- + ;—f,] + o+ Ajsr Py [Sj-H + %}’]
On obtiendrait done ainsi

60)  f,(z)=P, [S, + f;,—] + 4, P; [S, + 5;‘;] 4o+ Ajr P [S,-“ + 5"*']-

xﬂ

Les points o'y, &}, ... a4 transformés de o, o; ... a4z, sont situés dans le plan
des z sur une méme paralléle & I'axe des abcisses; si la direction ¢ est & droite
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A ® . T
de la direction positive de ’axe des ordonnées, les rapports (ii) (“_;ﬂ) tendent
1 1

vers o, comme e~** P et k étant positif; si la direction ¢ est au contraire &
. . o z o z 47—
gauche de cette direction ce sont les rapports ( L ) ) (—-’—) ,(ﬁ-’—‘
04l i+l Gjrl
dent vers o dans les mémes conditions, ej;; étant celui des points &, situé sur
Oe, qui est le plus voisin de Porigine.
Il en résulte que dans le premier cas on a:

z .
) qui ten-

ot gin li+1) EL £ &
f1(1)=—1-?[111——[1’7;+ ot +F]=PI[S’1+ x_”]’
et dans le second:
oFHA+1 g (41 +1) i+ ~
+1 . € &
61) f,(x)=Aj41 - g T [Ez,“ + 4 x’; + x—ﬂ] = Aj+1 Piwi [SjH + x—,,]-

La direction positive de ’axe des ordonnées forme donc coupure et la série
représentant f,(x) change brusquement quand la direction ¢ sur laquelle le point

x s’éloigne & l'infini passe de P'intervalle (;—r——v, 725) a Pintervalle (72—':, ;-t +a/) . Sl
g’éloigne sur la direction ;—t elle-méme les modules de o?, of, ... ¢f4; sont égaux
et la fonction f,(x) est représentée par I'égalité 6o0).

Le cas ol ¢ est compris entre ——;j—v et -;—t + v se traite de fagon ana-

logue; au contour primitif L, on substitue un contour formé au moyen d’une
courbe C située cette fois toute entidre par rapport a Oa, du cdté des arguments

’ : . . T .
décroissants. La direction -5 n’est une coupure que si entre O et «a, se trouve

un point racine de B,, qui dans le contour primitif L, a été évité par une demi
circonférence située cette fois du cdté des arguments croissants par rapport a Oq, .

Par un procédé en tout point semblable & celui qui vient d’étre appliqué &
la fonction f,(x), on démontrerait que la fonction g, (z) est représentée asymptoti-
quement par

gl(x)_—-Pl[Sl-'.a-fy;]’

by

quand la direction ¢ appartient & lintervalle (;—t——v, ;—t +v) ol & lintervalle

37

. Y 32—£ +v); la direction positive ou la direction négative de I'axe des or-
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données ne forme coupure que si entre le point ¢, et linfini, se trouvent sur la
droite Oc,, un ou plusieurs points ¢ racines de B,. On trouve ainsi un premier
exemple d’'une série

&
Ps )
qui, quand z s’éloigne & Pinfini dans une des directions appartenant a un certain
intervalle, & savoir Pintervalle (g—v, 72—r+a/) représente deux fonctions distinctes

a savoir g,(z) et f,(x).

. . 7T . . ¥4
Quand la direction S ou la direction - forme coupure, nous avons été

Y

amené & supposer, que les solutions de 3) étaient réguliéres non seulement en
o;, Mmais encore en tous les points o situés sur la droite Oa,, que le contour

primitif L, arrive & envelopper complétement dans la déformation qu’on est obligé
de lui faire subir pour faire les démonstrations. Quand la direction o appartient

& lintervalle (;—c +, n) ou & lintervalle (— 7T, —g—— 1/) nous serons obligé égale-

ment de déformer le contour primitif L, servant & définir la fonction g, (z), et
nous serons amenés i supposer que tous les points « qu’il entoure complétement
dans cette déformation sont tels que toutes les solutions de 3) y sont réguliéres.
Ce sont 13 de nouvelles hypothéses qui n’intervenaient pas dans le cas ou la

. . . . . N T T . ‘
direction ¢ était comprise dans l'intervalle (—E + v, ;-——v), puisque les démon-

strations relatives & la fonction f,(z) ne faisait intervenir qu’un seul des points
¢, & savoir le point &, qui sert & définir la fonction f,(z) elle-méme.

Supposons tout d’abord que ¢ soit compris dans Vintervalle (;_v 4+, ﬂ); je

trace une circonférence S ayant l'origine pour centre et de rayon supérieur & O, .
Soit a,, ay, ... j, Cjt1,... om les points racines du polynome B, situés & l'intérieur
de cette circonférence et rangés dans I'ordre o les rencontre un rayon coincidant
d’abord avec Oq, et tournant autour de origine dans le sens direct; les argu-
ments de a,, ... ¢, ¢j41,... am Sont respectivement,

Wy, Wy, . .. Wi, Wigl, .- » Win,

n’allant jamais en décroissant et compris entre w, et w, + 27z. Je désigne par
@y, @y, ... Gj, Qjs1,...Am les points ou la circonférence S rencontre les rayons
Oq,, Oy, ... Oqj, Otj4,... Oam. Autour du point o; avec o; pour centre, je trace
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une petite circonférence s; qui coupe Oq; entre a; et a; en un point b;. Je choisis
alors pour contour L,, le contour formé par l'arc de circonférence a,a,, la portion
de droite a,b,, le cercle s, parcouru en sens direct, la portion de droite b, a, et
larc a,a,. Pour contour L, je choisis le contour formé par la portion de droite
a,b, la circonférence s, parcourue en sens inverse, la portion de droite b,a,, 'arc

a,a, ... ete.... la portion de droite a;b;, la circonférence s; parcourue en sens

inverse, la portion de droite bja;, 'arc ajaj41 ... ete.... la droite b, am, arc

ama,, la droite a,b,, la circonférence s, parcourue en sens inverse, la droite b, a,,
Pare a,a,.

ay Il est manifeste que par déformation

/ b, continue les contours L, et L;, qui ont servi

4 % O a définir la fonction f,(x) au chapitre III,

5 Z peuvent se ramener aux deux contours de

) & ey \2m méme nom qui viennent d’étre définis. Ainsi

Y 5 | la fonction f, (z) est encore définie par I’égalité

7} ou L, et L, désignent les deux nouveaux

e contours. Je suppose tout d’abord que les

a: et racines ¢, ... am sont simples.
\ Dans la transformation dont nous avons
\T’ déja fait plusieurs fois usage, I’arc a, a, par-

Figure 5. courue dans le sens a,, @, devient une droite

a',a', paralléle a 'axe des ordonnées, dirigée
dans le sens des ordonnées croissantes; la droite a,«, devient une paralléle &
Paxe des abcisses a’;c,, le point o', étant situé a gauche du point o’,. Quand

le point z parcourt a',a',d', la projection du vecteur O’z sur les directions ¢ de
Pintervalle (;—f + v, n) reste inférieure & la projection de O'¢';. Il en résulte que

dans lintégrale sur le contour L,, seuls les éléments relatifs & la portion de ce
contour voisine de ¢, donnent naissance & une série asymptotique 4 termes non
nuls. Pour former cette derniére, on voit que dans le cas présent:

il vient alors:

Or comme

on a:
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7
— +v<o—n<o

et 'on conclut que

62) Lf v g, (y) dy — P, [s, + %,]

¢, tendant uniformément vers o.
Considérons maintenant une intégrale de la forme

I, =Jy¢—1vzdy.

Le contour L, se décompose en plusieurs autres tels que
a; bj, 85, bj Gj, 0f Qj41-

Or aje; a pour image une paralléle a';o'; & 'axe des abcisses, ¢; étant par rap-
port & a; du cdté des abcisses négatives et ajajy1 une paralléle aja’jy, & laxe
des ordonnées, dirigée du c6té des ordonnées négatives. Quand le point z déerit
ces deux portions de droites, la projection du vecteur O'z sur les directions de
: %3 T \ S .
Pintervalle (7+ v, n) reste inférieure &4 la projection de O'c¢;. Seule la portion

%

\

d’intégrale prise sur le cercle s; donne naissance & une série asymptotique & ter-
mes non nuls. Au voisinage de o; la fonction v; s’exprime linéairement en fonc-
tion de ¢;(y) et des ¢g— 1 autres solutions de I’équation 3) correspondant aux
racines entiéres de I’équation déterminante; ces derniéres, qui sont holomorphes,
donnent des intégrales nulles et il n’y a plus finalement qu’a considérer

Iy ;= my f y* 9 (y)dy,

Vintégrale étant prise sur s; parcouru en sens inverse & partir de b; et m;; étant
le coefficient de ¢;(y) dans ’expression de »;. Pour déterminer complétement ce
coefficient, je suppose que dans ¢;(y), 'argument de y— a; est w;, quand y vient
en b;, origine du contour s;; I’angle 3 est donc nul; de plus my; n’est autre que
le coefficient de ¢;(y) dans ’expression de v; au point &; quand y partant de a,,
point avec lequel est venu se confondre I'origine commune des contours L, et
L,, décrit le contour L, dans le sens direct et vient une premiére fois en b;
avant d’avoir parcouru s;.

Comme le contour s; est parcouru en sens inverse, il vient:

Acta mathematica. 38. Imprimé le 6 février 1912. 8
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— 28 A & 1.
63) I;,,-=—m1,,-e 2 l’Pj[Sj + x—:‘]

Si dans Pexpression de v; on avait pris le coefficient de @;(y) quand y vient en
b;, non plus avant d’avoir décrit la circonférence s; en sens inverse, mais aprés

avoir décrit cette circonférence, il faudrait remplacer m;; par ce nouveau coeffi-
cient m'y;

64) m'yj=my,;j e—2inly,
Mais I'angle 9 serait alors égal a4 27; on aurait
d—n+o=0+m.
Comme ¢ + 7 est compris entre %r +» et 2m, il y aurait lieu de multiplier les

coefficients E par ¢**"% et I'on aurait finalement
e
65) Iy j=—m'; P; [S:' + x—’,:]

expression identique & 63) en vertu de la relation 64).

Supposons plus généralement que le point y au lieu de parcourir seulement
une fois le contour L,, parcourt ce contour K fois en sens direct; l'intégrale
prise sur le contour a;d;,s;, bja;j, aja;+1 parcouru par le point y aprés que ce
dernier ait effectué K révolutions autour de l'origine en décrivant L, est

i(qK) —_ e2K:n'¢fyo—l ;;K) dy .

En désignant par mf¥ le coefficient de @;(y) dans o défini comme il a été dit
a propos de ’égalité 63), on a

IE) — g2Kais m}f’J ¥ ei(y)dy,
d’ots

66) T — — @ e2in(K:—1j)Pj[Sj + %]

Ce cas se présente pour le dernier contour partiel a, b, $,, b, @,, @,a,. Finalement
on voit que:
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. _ 'ﬂ . ) 8-
67) L[y”“‘wd? .:_[ml’ze—?inlzpa (Sz+ %) + -+ myje 4 ;'-’Pj (Sj-*-;’,;)‘l”"'

+7nz,me‘2"”'mpm (Sm + ;_Z) + mil} ein(z—iy) P, (Sl + ;:_'.")]

On en conclut que:
68) fy’“Udy=~[Mze""""P, (S, + xi:) 4ot Mje—zi""ij (S,- + ;:_.'f'_) T
L

+ M ginte—in P, (S, + %)],

en posant:

69) Mj=c,y1amj+ c{reamij + yaameil+ -+ alypim; + -+ yramig) + -

Quand ¢ est compris dans Vintervalle (;—t +v, -—y) les coefficients y tendent vers

Y

o comme e%i7% § P'exception de ceux dont les deux indices sont égaux qui tendent
vers —1, les différences y;;+ 1 tendant vers o comme ¢?¥7%; il en résulte que
M; tend vers — A4; et que 'on a

~70) Mij=—4;+¢
avec
71) Aj=c,my;+ c,maj+- -+ cqmy,j,

¢ tendant vers o comme e2évs®,
1l vient donc finalement

72) h(x)=P {8, + 2 4d,e%sap (S, + L)y Ajeu“;'fP,- S; + &) 4.
" " zn
+ AW giata—i P, (Sx + _:_:_'1;)]

Le coefficient 4; n’est autre que le coefficient de ¢;(y) dans ’expression de la
fonction u, en fonction des solutions de 3) correspondant aux racines de 1’équa-
tion déterminante relative au point ¢, quand y partant du point a vient en
décrivant le contour L,, se confondre avec le point b;; ce coefficient est défini,
comme a été défini le coefficient my; pour la fonction v;.

On aurait pu définir la fonction f,(x) par la formule 22),
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20+27
ing (1 2K i =(K
22)  fl@) = |y ody)dy + |yt lu+ S UY 4o 1 S 4 Jdy.
1 &
En raisonnant sur w, #',... %5),... comme on l'a fait sur v;, on trouve pour

chacune de ces fonctions une égalité analogue & 67); comme les termes du second
membre sont multipliés par ¢?Xine K étant un entier positif, & I'exception du
premier, on retrouve ainsi 1’égalité 72z).

Je considére les transformésa',, ¢, ... o'm, @', des points o, a,, ... am, o, €,
qui ont pour arguments w,, w,, ... wm, @, + 277; ces points sont compris dans une
bande du plan des z de I'argeur 2 et paralléle & I'axe des abcisses; je trace le
polygone convexe ayant ces points pour sommets ou les comprenant & son in-
térieur; parmi ces sommets se trouvent manifestement les points o', ¢",. Un
mobile partant de ¢, et décrivant ce contour polygonal dans le sens direct ren-
contre successivement les sommets,

! ! ! ! 1
N I RPN BRI

Les perpendiculaires aux cotés o', o'f, ¢'ra's, ... dirigées vers I'extérieur du poly
gone déterminent des directions correspondant aux arguments,

“r, g, Un,. .. Wi,

. 1
compris entre 5 et .

Quand ¢ est compris dans l'intervalle §+”= up—» les projections de tous

A

les vecteurs O'c' sur cette direction sont inférieures & celle de O'c';; quand l'ar-
gument ¢ est compris entre u; +», et u, — v, les projections de tous les vecteurs
O« sont inférieures & celle du vecteur O'd'y et ainsi de snite. On en conclut
que ’on a successivement

o) =Py [8,+ 5]

file)=—4; e~ 2y p, [S, + f;],
73)

filz)=— 4, e "0 P, [S, + f,;]

fi(x)=— 4;e " P; [S,- + 2%]
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quand le point z s’éloigne avec un argument ¢ compris respectivement dans les
intervalles:

(;—E +v, ,u,e—a/), (e +v, ug—»), (g +v, up—»), .. (4 +v, m—w),

Les directions u forment donc coupure; quand la direction ¢ passe d’un des
angles qu’'elles déterminent & P’angle voisin, la série représentant asymptotique-
ment une méme fonction f,(z) change brusquement; si o coincide avec 'une de
ces directions, u, par exemple, on a,

74) [(@)=—d47e N Py [Sf + ‘5,’;]"‘ Ay Py [‘Sy + g?]

Les points « auxquels correspondent des développements en séries, interve-
nant dans la représentation de f,(x) sont ceux dont les transformées o« sont les
sommets du polygone convexe situés & gauche de la paralléle & I'axe des ordon
nées passant par o,; ils ont done un module au plus égal & celui de «,; dans
les démonstrations le rayon du cercle S peut donc 8tre pris arbitrairement pourvu
qu’il soit supérieur au module de «,.

Dans le dernier intervalle u;+», w — v, la fonction f,(x) est représentée
asymptotiquement par la série relative au point ;a; quand z s'éloigne & Pinfini
dans lintervalle (z— v, ) en restant toujours & distance finie des poles des
fonctions f(x), les coefficients M restent finis et 1'on a

75) o) = — e py [ 4 .

¢ tendant vers o sous la nouvelle condition que le point = reste & distance finie
des podles des fonctions f.

Le cas ol o est compris dans I'intervalle (—n + v, ——725——a/) se traite de

facon analogue au précédent. La fonction f,(z) est alors définie par la for-
mule 23).

Le contour L, est formé par Varc a,a,, parcouru en sens direct, la droite
a,b,, la circonférence s, la droite b,a, et Varc a,a,. Le contour — L, a pour
origine a.,; il se compose de dm bm, sm en sens direct, bm Gm, Gm Gm—1 €t ainsi de
suite jusqu’a a,b,, s, en sens direct, b, a,, a,a,. Ainsi tandis que dans le cas
précédent le point a origine des contours primitifs L, et L, étant rejeté en a,,
il est cette fois rejeté en a,. On voit d’ailleurs immédiatement que les contours
L, et L, primitifs ont été déformés sans que l’on traverse aucun des points sin-
guliers des solutions de Péquation 3) et que la fonction f, () définie au moyen
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des nouveaux contours par la formule 23) est bien la méme que celle qui était
définie au moyen des anciens.

Il suffit de considérer 'image du contour L, dans le plan des z pour voir
que les seuls éléments de 'intégrale prise sur ce contour qui donnent naissance
a une série 4 termes non nuls sont ceux qui sont voisins du point «,; I'angle 9
est égal & 27; on a

d9—m+o=mn+o0.

Or
—-7;5_0<—7—r—~v,
2
done:
T
0£7t+0’<;—'11,
et il vient:
&
76) Lf yig, () dy = Pi[S,+ 5

L’intégrale prise le long du contour — L, se décompose en intégrales parti-
elles, chacune d’elles étant prise sur un .contour tel que

a; by, 8;, b; 0j, aj aj—1.

Je désigne par n; le coefficient de ¢;(y) dans I’expression au voisinage de
oj de la fonction v; en fonction de ¢;(y) et des ¢g— 1 autres solutions de I'équa-
tion 3) correspondant aux racines entiéres de I’équation déterminante, quand le
point y partant de a. et décrivant le contour — L, arrive en b; avant d’avoir
parcouru la circonférence s; en sens direct. Le point y arrive ainsi en b; avec
Iargument o;j=w;— 27. D’autre part dans l’expression de @;(y), I'argument
de y—oa; est w;; il convient donc de prendre:

3 =2,
et en posant:
B = aje=?,
il vient:

77) f ylody =my,; Q; [Si + f:]

avec

Q ﬂ;+ ki ei:t (k1)
: x}.j +1
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Si 'on avait pris dans Pexpression de v; au voisinage de «o; le coefficient de
9i(y) quand le point y vient en b; aprés avoir parcouru la circonférence s;, il

conviendrait de remplacer dans 77) n; par »’;,
n'j=nje*,

Mais dans ce cas I’angle 9 serait nul et ’on serait amené & multiplier les coeffi-

cients £ dans S; par ¢ 2“4 de telle sorte que I’on obtiendrait finalement le méme
développement.

Quand ¢ appartient & P'intervalle (—-n + v, _72_r__ a/) les coefficients y ten-

dent vers o comme e~?¥%; en poursuivant le raisonnement on trouve donc,
£ &
) h(®) =P8+ 2]+ Bun[Sa+ 2] 44 B[54 H] 4 -
8!
+B,Q, [8,+ 2]

B; étant le coefficient de ¢;(y) dans I'expression de la fonction  en b; quand y
partant de a, décrit le contour — L, pour arriver une premidre fois en b;.

Les points 8' images des points g se déduisent des points o' en augmentant
de 27 les ordonnés de ces derniers; le polygone convexe ayant les points 8' pour
sommets les contenant & son intérieur se déduit du polygone des points o' par
une translation d’amplitude 2, dans le sens des ordonnées positives; son sommet
inférieur est le point o',. Je désigne par ua, , ... u, les arguments, correspon-
dant aux directions des perpendiculaires aux cotés de ce polygone, compris dans

Pintervalle (-—n, —g); I'argument u; correspond a la perpendiculaire au coté

8';8'% Dargument p; & la perpendiculaire au c6té S'% 8" et ainsi de suite. On
constate alors que quand ¢ reste compris dans les intervalles:

(—m+v, ur— ), (+v, uu—»),... (y, + v, —g—w),

a fonction f,(x) est successivement représentée asymptotiquement dans chacun
d’eux par,

ho) = Be[ 8+ 5]

79) LM=&%FH£}

hia = P.[s,+ X
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{

Dans le cas od o reste compris dans Pintervalle {— =, — & + ») le point z
restant toujours & distance finie des poOles des fonctions f, les coefficients y restent
finies et il vient

f@) =Ny @ [85+ %)

¢ tendant vers o sous la nouvelle condition que le point z reste & distance finie
des poles de f,(z).

Quand ¢ coincide avec Pune des directions singuliéres u, la fonction f,(z)
est représentée par la somme des deux séries asymptotiques correspondant aux
deux régions séparées par cette direction.

Il reste & examiner le cas ol entre O et ¢, se trouvent sur la droite O¢,
quelques points @. Pour appliquer les démonstrations précédentes il convient de
se reporter & la définition primitive des contours L, et L,; si dans la définition
du contour L, qui a été donnée au chapitre III pour le cas, ou la direction o est &
droite de I'axe des ordonnées, le point « a été évité au moyen d’une demi-circon-
férence située par rapport & Oa, du cOté des arguments croissants, on voit que
dans la déformation du contour L, tout se passe comme si le dernier point ap,
que rencontre le rayon tournant en sens direct autour de l'origine & partir de
Oa, pour revenir en O«, était situé sur la droite Oe«, elle-méme; si au contraire
le point a situé sur Oq, avait été évité par une demi-circonférence situé par
rapport & Oe, du c6té des arguments décroissants, on le considérerait comme
étant le premier point « que rencontre le rayon tournant autour de lorigine;
tout se passerait comme si le point «, était venu sur la droite Oc,. Il est ma-

nifeste que les directions — et — = deviennent singuliéres dans les conditions
2 2

mémes qui ont été indiquées plus haut.

Nous venons d’obtenir les développements asymptotiques d’une méme fonc-
tion f,(x) quand l'argument varie de — = & +w. Si ¢ était compris entre
—~n+2Kn et w+ 2Kma, K étant un entier positif ou négatif, 'angle 3 —=z +¢
serait augmenté de 2 K=; les coefficients E seraient donc multipliés par e2Eai4;;
mais comme les facteurs P contiennent z* en dénominateur, les développements
conserveraient finalement la méme valeur. Ce résultat devait &tre prévu puisque
la fonction f(z) est uniforme.

Les directions singulidres sont de deux sortes; ce sont d’abord la direction
négative de laxe des abcisses et quelquefois sa direction positive; ces deux

\

singularités tiennent essentiellement & la fagon dont sont disposés les pdles des

kY

fonotions f(z); elles sont d’ailleurs communes & toutes ces fonctions. Les autres
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directions singuliéres, celles des perpendiculaires au c6té du polygone convexe
ayant pour sommets les points «' ou les contenant & son intérieur, varient d’une
fonction & l'autre. Ainsi la fonction f(z) correspondant & la racine « la plus
voisine de l'origine, n’en admet aucune, ou plutdt la seule qu'elle admette se
confond avec la direction négative de axe des z. Tout au contraire les solutions
qui correspondent aux autres racines o« admettent en général deux ou plusieurs
directions singuliéres . Ces directions découpent le plan en régions a l'intérieur
desquels les restes ¢ tendent uniformément vers o, si 'on en excepte la direction
négative et quelquefois la direction positive de I'axe des abcisses. Ces restes ¢

se composent toujours de deux parties dont 'une tend vers o comme une puis-

sance négative de ¢ et l'autre comme e—h* J, et k étant positifs; ils tendent done
vers o comme une puissance négative de p.

Nous avons supposé que tous les points « intérieurs & la circonférence S
sont des racines simples du polynome B,; il est facile d’étendre les résultats
obtenus au cas olt quelques uns d’entre eux sont des racines multiples de
ce polynome, pourvu que les solutions de I’équation 3) y soient toujours ré-
guliéres,

Soit «; une racine multiple d’ordre p du polynome B, jouissant de cette
derniére propriété et soit une solution f,(z) de I'équation aux différences finies,
formée au moyen de la fonction ¢,(y) réguliére an voisinage de la racine «,;
toutes les solutions de 1'égqnation 3) s’expriment linéairement en fonction des p

solutions @1, @2, ... ®;,p correspondant aux racines 4;1....4;, en général non
entiéres de l'équation déterminante relative & «; et des ¢ — p autres solutions
holomorphes correspondants aux racines o, 1,... ¢ — p—1 de cette méme équa-

tion. Si le point @, a un module supérieur & celui de «;, il se peut que le trans-
formé o'; de ce dernier soit un des sommets du polygone convexe ayant pour
sommets ou comprenant & son intérieur les points «', transformés des points «
dont le module est inférieur & celui de «,. Il existe alors un angle sur les di-
rections duquel le vecteur O'c«'; a une projection supérieure a celle des autres
vecteurs O'«'. Supposons qu’il soit situé au dessus de I'axe des abcisses; quand

x s’éloigne & Vinfini dans cet angle on a, soit

80) f,(%) =— Ajye "1 P} [S; + El:l_“Am PRGERY o [SJZ + fl]—— o

z" "

. . 'R 6‘
'—Aj,pe 211/.1,1,[851_!_‘1’,],

xﬂ

quand aucune des fonctions ¢;; ne contient de logarithme, soit
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81) 1,(z) =— 4;, ‘2'"‘11P‘[,1+ ]

Y d i , pinis e €
-—-Aj,z[e 21::). ZPI Sjl+ dAj ( 23 /,172PJ2_ j,2)+ Pfe 28nis 0 :;;%]
—Aj;llie—Z'T/.] IPJSj L+ d ( —211/J’IPZSJI 2)

J;

— Ajp [e-‘““ PPESI -+

>

98l _2 ;_ &
dii, X

si certaines des fonctions ¢;; contiennent des logarithmes. Quand l'angle est

situé au dessous de P'axe des abcisses, aux égalités 8o) et 81) se substituent
respectivement les égalités

%) h@= B[S E] ¢ Ba@S+ B4+ B[+ 2]
et
) he =B+
i ] d 2 Q2 262
+ Bj2| Q] 8i1 4+ 75— Q; Sj2 + @
L djz2
s O

d

.............

+B,-,,,bQ;S +- 4 M]Q;Sq +Q,x,,]

Dans les égalités 80) et 81) les constants 4;,...4;, sont les coefficients de
@51, - - . P;,p dans Pexpression de u

u=q, (y)— ¢, (y)

au voisinage de «;, le point y décrivant le chemin L, en sens direct comme il
a été indiqué dans le cas oll ¢; est racine simple. Dans les égalités 82), 83) on a
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ﬂ;-‘.lj’ 1 ei E (;'j, 1+1)

l
Qj x'.‘f» 1+1
avec
Bj = oj 72"
et les constantes B;i,...Bj, sont les coefficients de ¢j 1, . . . ¢;,p dans I'expression

de la fonction w au voisinage du point ¢; quand le point y décrit le contour L,
en sens inverse.
L’étude qui vient d’étre faite sur les fonctions f(z) quand le point x s’¢loigne

a4 Pinfini avec un argument appartenant a4 I'un des deux intervalles %+ 2K m,

T+ 2 K) ou (——n +2Knx, —% + 2K7r), K étant entier pourrait étre reproduite
pour les fonctions g quand le point z s’éloigne & linfini avec un argument com-
pris entre ———Z:— +2Km et % + 2Km. Dans le cas de la fonction f, (x) nous avons

pris pour former le contour L, une circonférence de rayon supérieur au module
de «,; dans le cas de la fonction g, (x) on prend pour former le contour L, une
circonférence de rayon inférieur au méme module. Les points donnant naissance
aux séries asymptotiques représentant la fonction g,(z) se trouvent parmi ceux
dont le module est supérieur ou égal & celui de «,. Tandis que dans le cas des

fonctions f les directions singuliéres a sont situées & gauche de I'axe des ordon-
nées, elles sont situdes & droite du méme axe dans le cas des fonctions g (x).

En résumé 3 chaque racine finie, non nulle, du polynome B, au voisinage
de laquelle les solutions de P’équation différentielle 3) sont réguliéres, on a fait
correspondre un nombre de fonctions f et de fonctions g, solutions de ’équation
aux différences finies, égal & l'ordre de multiplicité de cette racine. On a formé
les séries asymptotiques représentant chaque fonction f,(x), quand le point z
g’éloigne a Dinfini en restant & droite de Paxe des ordonnées, et chaque fonction
g(x), quand le point x s’éloigne & I'infini en restant & gauche de ce méme axe;
dans chacun de ces cas les seuls éléments des intégrales définissant les fonctions
f ou ¢ qui interviennent dans la formation de ces séries sont ceux qui sont voisins
du point ¢ auquel ces fonctions correspondent. On n’a d’ailleurs formé les séries
asymptotiques, auxquelles ces éléments d’intégrale donnent naissance, qu’en sup-
posant que les solutions de P’équation différentielle 3) sont réguliéres en ce point.
Si le point x s’éloigne & linfini en restant 4 gauche de Paxe des ordonnées les
éléments d’intégrales définissant la fonction f;(z) correspondant au point «j, qui
interviennent dans la formation des séries asymptotiques représentant cette fonc-
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tion, sont voisins de chacun des points o dont le module est au plus égal & celui
de ;. Admettant qu'en tous ces points « les solutions de 3) sont réguliéres, on
a formé ces séries asymptotiques et 'on a ainsi obtenu I'ensemble des séries
représentant chaque fonction f & I'infini. De méme on a formé les séries asymptoti-
ques représentant la fonction g;(x) quand le point z s’éloigne a l'infini en restant
a droite de 'axe des ordonnées, en supposant que les solutions de 3) sont régu-
litres au voisinage des points ¢ dont le module est au moins égal & «;.

Le nombre des racines non nulles et finies du polynome B, est en général
égal & Vordre de 'équation aux différences finies; mais dans certains cas ce poly-
nome peut admettre des racines nulles ou son degré peut s’abaisser; on peut
rechercher ce que deviennent alors les fonctions f et g correspondant aux racines
« qui deviennent ainsi nulles ou infinies et former les séries asymptotiques qui
les représentent; ce cas particuliérement intéressant est celui des fonctions I (x)

et FI(;) La solution de ce nouveau probléme depend essentiellement de la nature

des solutions de l’équation 3) au voisinage du point & l'infini ou de lorigine;
quand elles sont représentées au voisinage de ces points par des séries asympto-
tiques normales de premiére espéce, on peut former en suivant toujours la méme
méthode des solutions de I'équation aux différences finies, qui, pour les grandes
valeurs de la variable, sont représentées par des séries asymptotiques analogues
aux séries bien connues qui représentent la fonction I'(x) et son inverse.




