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Einleitung,

Bei der klassischen Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe handelt es sich
bekanntlich darum, Losungen der Differentialgleichung

%(p(x)%) + Aoe@+ g@)y=o0 (1)

zu finden, die ausserdem in den Endpunkten eines endlichen Intervalls, das wir
der Einfachheit balber gleich (o, 7) nehmen, Randbedingungen der Form

ay(0) + By’ (0)=o| (2)
vy(n) + 3y’ (w) = o]
geniigen. 4 ist ein Parameter, p(z), ¢(x), g (x) sind wohldefinierte reelle Funk-
tionen, p (), ¢(x) >0, und @, 8, 7, d Konstanten, fir die |a|+ [8]=+o0, |7|+
+{d|+ o0 gilt. Die ausgezeichneten A-Werte, fiir die solche Losungen wirklich
existieren, sind die Eigenwerte, die entsprechenden Losungen sind die Eigen-
funktionen. |
Bei dieser wie bei allen Eigenwertaufgaben entstehen zwei Hauptprobleme:
das FEigenwertproblem und das Entwicklungsproblem.! Beim ersten Problem ist man
mit den Fragen der Existenz und der Eigenschaften der Eigenwerte beschiiftigt,
beim zweiten Problem untersucht man die Voraussetzungen, unter denen eine Funk-
tion f(x) in eine nach den Bigenfunktionen y,(x) fortschreitende Reihe

) = 3 an @)

entwickelt werden kann.

! Vgl. KAMKE[1}, 8. 194. Wir werden im folgenden mehrfach seine Verkiirzungen anwenden.
Vgl. 8. XVIL
[ '] bezieht sich auf das Literaturverzeichnis.
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Im Gebiete des ersten Problems gab schon Sturm' 1836 die wesentlichen
Ergebnisse, die man nun unter dem Namen Sturus Oszillationssatz zusammen
zu fassen pflegt. Seine Beweise sind von Bocuer? bearbeitet und strenger ge-
staltet worden. Wir geben einige seiner Resultate an:

Es gibt unendlich viele Eigenwerte 4,:4, <A, <---<i <:-- mit dem ein-
zigen Hiufungspunkt oo, alle sind reell und einfach.

Jede Eigenfunktion yn(z)(r=o0, 1,2,...) hat im offenen Intervall (o, )
genau 7 Nullstellen.®

LiouviLLe* hat sich in drei ,mémoires” mit dem Entwicklungsproblem be-
schiftigt. Dabei gab er auch Abschitzungen der Eigenwerte und Eigenfunktionen
fiir grosse Indizes » an. U. a. stammt von ihm die Transformation, durch die
man die Gleichung (1) auf die Form

d?y

dx?

+ A+ p@y=o0 (3)

bringen kann, dies jedoch unter der Voraussetzung, dass p(x) und ¢(x) zweimal
differenzierbar sind.

Die Sturm-Liouvillesche Eigenwertaufgabe diirfte eine der am eingehendsten
behandelten Eigenwertaufgaben sein. Jedoch ist im Wesentlichen die Frage-
stellung dieselbe geblieben, so dass die Untersuchungen nach Stuerm und Liov-
vILLE grosstenteils als Verschirfungen und Erweiterungen ihrer Ergebnisse im
Gebiete der genannten Hauptprobleme erscheinen. Diese Probleme werden da-
durch charakterisiert, dass die Dgl.’ und die Randbedingungen vorgegeben sind
und - die Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenfunktionen gesucht werden.
Es gibt jedoch auch Ansiitze zur Behandlung einiger anderer Probleme, die ge-
wissermassen eine Umkelrung der obigen sind. Diese Probleme, denen die vor-
liegende Abhandlung gewidmet ist, sind von folgender Art: Es sollen Eigenwerte
und Randbedingungen als bekannt vorausgesetzt werden, wihrend eine zugehirige Dgl.
von Liouvilleschem Typus (3) und ihre Eigenschaften gesucht werden.

Solche Probleme und ihre Bedeutung fiir die Physik sind von AMBARzZUMIAN®

! SrurMm[1).

* BocuEer{i), [3] 8. 63 f.

$'Vgl. z. B. KaMkg(1] 8. 260.

* Lrouvinre (1], (2], (3]

5 .Dgl. ist eine Verkiirzung von Differentialgleichung, vgl. Kamke[1} S. XVII. Wir werden
sie im Folgenden anwenden.

¢ AMBARZUMIAN [1].
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erwithnt. Wenn auch mnicht ausgesprochen, findet man eine analoge Frage-
stellung bei Ince' und Markovic® samt bei W. Moruwurr.? Ibre Ergebnisse
sollen im vierten Kapitel nidher besprochen werden.

Die klassischen BEigenwertaufgaben sind aus Problemen der Physik ent-
standen. Die Dgl. (1) erhilt man z. B. bei der Behandlung des Problems der
Wirmeleitung in einem Stab. Mit g(z) = o tritt sie bei vielen Problemen der
elastischen Schwingungen auf, z B. werden die Schwingungen einer Saite durch
die Dgl. (1) mit ¢g(x) = o charakterisiert. Auch unser umgekehrtes Problem hiingt
mit Problemen der Physik zusammen, wie es schon AmBArzumian bemerkt hat.
Wenn man eine Saite eindeutig durch ihren Grundton und ihre Obertone zu
charakterisieren sucht, so erhilt man offenbar ein Problem vom umgekehrten
Typus. Es gibt aber auch andere Probleme der Physik, die mehr unmittelbar
zur genannten Fragestellung fithren. Folgendes Beispiel ist den Physikern wohl-
bekannt.

Bei der Reflexion der Elektronenstrabhlung an der Grenze eines Kristall-
gitters hat man gefunden, dass der Reflexionskoeffizient von der Totalenergie der
einfallenden Elektronen abhingig ist. Wenn man die Totalenergie als Abszisse
und den Reflexionskoeffizienten als Ordinate wihlt, so ergibt sich, dass die
Ordinate in gewissen Intervallen approximativ konstante Werte annimmt, die
zugleich die Maximalwerte der Ordinate sind. Die Lage dieser Intervalle, der
Intervalle der Totalreflexion, ist charakteristisch.t

Diese Erscheinungen sind von Kroxie¢ und PennEeY® in einem einfachen
Falle mathematisch behandelt worden, néimlich wenn das Kristallgitter als ein-
dimensional aufgefasst wird. Die Schrodingersche Wellengleichung der Elektronen-
bewegung im Kristallgitter erhiilt dabei die Form (3), hierbei ist 4 der Total-
energie des Elektrons und ¢ (x) dem inneren Potential des Kristallgitters pro-
portional, also fiir die Kristallstruktur charakteristisch.® ¢ (z) muss also perio-
disch sein, es sei w die Periode. Die Gleichung (3) mit periodischem Koeffizi-
enten @(x) hat wohlbekannte Eigenschaften. U. a. gilt, dass die Eigenwerte
dieser Dgl. bei den Randbedingungen

v INcE [1]. 2 MARKOVI( [1].

® MOoTHWURF [1). Man hat auch umgekehrte Probleme im Gebiete der Randwertaufgaben
studiert. Vgl. z. B, DEMTCHENKO (1], RtABoUCHINSKY (1], {2]. Vgl. auch LANGER [1].

* Vgl z. B. RupP [1). Das Beispiel ist im Anschluss an Kronig und Penney® grob schematisiert.

® KRONIG und PENNbY [1].

¢ ScHRODINGZR [1] 8. 42, SrtrRUTT (1], 8. 7.
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die A-Achse, die also der Energieachse entspricht, in zwei Arten von Intervallen
gerlegen; es sind dies die sogenannten Instabilitits- und Stabslitits-Intervalle.!
Wenn 1 zu einem Intervall der vorigen Art gehort, hat die Gleichung (3) eine
exponentiell nach Null abnehmende Losung, die offenbar als die Darstellung
einer gedimpften Welle aufgefasst werden kann. Wenn A zu einem Intervall
der letzten Art gehort, sind alle Losungen von (3) beschrinkt, oszillatorisch und -
haben nicht den Grenzwert Null. Sie konnen als die Darstellung durchgehender
Wellen aufgefasst werden. Man deutet deshalb die Instabilitiitsintervalle als das
mathematische Gegenstiick der Intervalle der Totalreflexion. Wenn man es dann
so einrichtet, dass z. B. die Breite und Lage dieser Intervalle gemessen werden
konnen, so entsteht die Frage, was man daraus hinsichtlich der Kristallstruktur
schliessen kann. Nach dem oben Gesagten gilt es also, die Funktion ¢(x) aus
der Kenntnis der Eigenwerte der Aufgaben (3), (4) und (3), (5) zu bestimmen.
Wenn ausser @(z + w)=¢@(x) auch ¢@(— x)=¢(z) gilt, so sind die genannten
Eigenwertaufgaben mit zwei Aufgaben von Sturm-Liouvillescher Art gleichbe-
deutend®, so dass wir gerade ein Problem von unserer umgekehrten Art er-
halten.

Bei der Behandlung der umgekehrten S-L Eigenwertaufgabe® in dieser Ab-
handlung soll die Dgl. von der Form (3) sein. Wir gehen folgendermassen vor:

Im ersten Kapitel zeigen wir einige allgemeine Ziige der umgekehrten Auf-
gabe. Wenn wir die Folge von Eigenwerten der Aufgabe (3), (2) das S-L
Spektrum von @ (x) (bes den Randbedingungen (2)) nennen und die Folge von Fourier-
koeffizienten der Entwicklung von ¢(x) nach den Funktionen des trigonome-
trischen Systems die Fourierkoeffizientenfolge von ¢ (x) nennen, so werden wir zu-
erst das S-L Spektrum mit der Fourierkoeffizientenfolge von ¢ (x) vergleichen.

4 zu einer Ein-

Dadurch werden wir in dem allgemeinen Falle ¢ (x) < L(o, =)
teilung der umgekehrten Eigenwertaufgabe in drei Hauptfille gefiihrt, in denen

eine weitgehende Analogie zwischen dem S-L Spektrum und der Fourierkoef-

! HaMmeL {1]; Haver [1].

* Vgl. BOcHER [2] 8. 448. Vgl. auch Anm. 3, Satz P,, Kap. 3.

* 8L wird als Verkiirzung von ,,Sturm-Liouvilleschen® u. dgl. gebraucht.

* Mit der Bezeichnung ¢ (x) <LP”(o, ) werden wir wie gewshnlich angcben, dass ¢”(x) im
Lebesgueschen Sinn im Intervall (o, ) integrierbar ist (L' = L). Diese Bezeichnung soll immer im
folgenden angewandt werden.
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fizientenfolge von ¢(x) vorliegt. In dem speziellen Falle: ¢ (x) und ¢’ (x) total-
stetig treten daneben Eigenschaften des S-L Spektrums auf, die nicht mit denen
der Fourierkoeffizientenfolge verglichen werden konnen.

Die Analogie zwischen 8-L Spektrum und Fourierkoeffizientenfolge von
@(x) in den obigen drei Hauptfillen wenden wir dann zur Behandlung einiger
Probleme der umgekehrten Art an: wir setzen Eigenschaften des S-L Spektrums
als bekannt voraus und leiten daraus Regularititseigenschaften von ¢ (z) her.

Die Hauptprobleme der umgekehrten Eigenwertaufgabe liegen etwas tiefer.
Sie sind sowohl aus den Problemen der Physik als auch aus der oben erwihnten
Analogie zwischen dem S-L Spektrum und der Fourierkoeffizienten von ¢ (z)
entstanden. Es sind dies die folgenden:

Problem P. In welchem Masse ist die Dgl. (3), d. h. die Funktion ¢ (x) durch
ein oder mehrere S-L Spektren eindeutig bestimmit?

Problem P*. 1. Man gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an,
dass eine Folge {in}n=o,1,2... ein S-L Spektrum bei vorgegebenen Randbedingungen
einer Funktion ¢ (x) < L*(o, =) dst.

2. Wenn {A}u=0,1.2... etn S-L Spektrum einer Funktion ¢ (x) <
< L¥(o, &) ist, die durch das Spektrum eindeutig bestimmt wird, so konstruiere
man diese Funktion.

Die Probleme P und P*:2 entstehen naturgemiss aus den Problemen der
Physik. Das Problem P*:1 entspricht offenbar dem Problem, das im Gebiete
der Fourierkoeffizienten von ¢(z) zu dem wohlbekannten Riesz-Fischerschen
Satz fiihrt.

Bei der Behandlung dieser Probleme miissen wir uns auf einige Spezialfiille
obiger Hauptfille beschrinken. Es werden dabei einige vollstindige Funktionen-
systeme verlangt, die wir im zweiten Kapitel untersuchen.. Die Untersuchung muss
in jedem der Spezialfille gesondert durchgefiihrt werden.

Im dritten Kapitel fassen wir die Ergebnisse des zweiten Kapitels zu Exi-
stenz- und Eihdeutigkeitssiitzen zusammen. Hinsichtlich des Problems P ergibt
sich im wesentlichen folgendes:

1. @(x) wird im allgemeinen nicht durch ein einziges S-L Spektrum eindeutig
bestimmd.

Vielmehr gilt, dass ein S-I, Spektrum in gewissem Sinn die , Hilfte* der
Fourierkoeffizientenfolge von ¢ () bestimmt. Die im zweiten Kapitel behandelten
Spezialfille filhren zu einer Priizisierung dieser Aussage:
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2. Zu jeder belsebigen S-L Eigenwerlaufgabe gehort wenigstens erne ,er-
ganzende  FEigenwertaufgabe, so dass folgendes gilt: ist ausser dem Spektrum der
vorgegebenen S-L FEigenwertaufgabe das Spektrum einer erginzenden S-L Eigen-
wertaufgabe bekannt, so wird dadurch @ (x) eindeutig bestimmi.

2'. Bei der speziellen Form Ry:y(0)=y(w) =0 oder Ry: 3 (0) = ¢ () =0 der
S8-L Randbedingungen gilt: wird die Funktion @ (x) durch die Bedingung @(x)=
= @(r — x) beschrinkt, so ist sie durch ihr Spektrum bei den Randbedingungen R,
oder den Randbedingungen R, eindeutig bestimmdt.

Hinsichtlich des Problems P* haben wir in obigen Fillen der eindeutigen
Bestimmtheit Existenz- und Konstruktionssitze ,,im Kleinen'‘ bewiesen, d. h. wir
setzen voraus, dass die vorgegebene Zahlenfolge {A,} sich in einer gewissen Niihe
eines S-L; Spektrums einer bekannten Funktion ¢(z) befindet.

Das vierte Kapitel ist.einigen Beispielen gewidmet. Auch werden Ergeb-
nisse, die innerhalb der vorliegenden Probleme frither erhalten worden sind, ein
wenig diskutiert.

Kapitel 1.

Uber den Zusammenhang zwischen den S-L Spektren und der Fourier-
koeffizientenfolge einer Funktion ¢ (x).

1. Wir beginnen damit, unsere in der Einleitung erwihnten Voraussetzungen
zu prizisieren. Die Dgl. unserer S-L Eigenwertaufgabe soll in der Liouvil-
leschen Normalform

Y’ + A+ p@y=o0 (1)
geschrieben sein'. Die Randbedingungen sollen sich auf das Intervall (o, 7)
beziehen:
ay(O)_-*ﬂy’(o)=o}laI+lﬁl>0 (2)
yy(m) + 8y’ (m)=o] |7] + |d] > o.

Wir setzen voraus, dass ¢(z) reell und im Lebesgueschen Sinn im Intervall (o, 7)
integrierbar ist, was wir wie folgt schreiben wollen:

¢ {x) < L{o, =), (3)
dass ferner

! Strich am Fuunktionenzeichen soll Differentiation nach der unabhiingigen Variablen be-
deuten.
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[9)da=o @)
[i]
und dass «, B8, y, d reelle, endliche Konstanten sind. Die Bedingung (3) soll in
dieser Abhandlung immer befriedigt sein.
Nebst der Eigenwertaufgabe (1), (2) werden wir die von der Dgl.

2" +xz=0 (5)

und den Randbedingungen (2) gebildete Eigenwertaufgabe betrachten. Wenn die
Eigenwerte der Aufgabe (1), (2) mit A4, (r=0,1, 2...) und die der Aufgabe (3),
(2) mit x, (=0, 1, 2 ...) bezeichnet werden, so wollen wir den Zusammenhang
zwischen den S.L Spektren und der Fourierkoeffizientenfolge von @ (x) mit
Hilfe der Ergenwertdifferenzen

y = hp ~— oy (% =0,1,2...)

untersuchen. Wir tun dies anfangs durch Abschiitzung der Eigenwerte der Auf-
gaben (1), (2) und (5), (2). Die Methoden bei diesen Eigenwertabschiitzungen
gehen auf Liouvitie zuriick!. Liovvitie und die Mathematiker, die nach ihm
dieses Problem studiert haben, zielten mit ihren Abschitzungen grosstenteils
darauf hin, iber die Konvergenz gewisser Fourierentwicklungen nach den Eigen-
funktionen entscheiden zu kdénnen. Da aber sowohl unser Ziel als auch unsere
Voraussetzungen von den éilteren verschieden sind, konnen wir durch Verschirfung
alter Methoden noch etwas Neues gewinnen.

2. Unter den angegebenen Bedingungen ist die Dgl. (1) keine Dgl. im
gewohnlichen Sinn. Wir geben deshalb einige Eigenschaften dieser Art von
Dglen. an.

Unter einer Losung der Dgl. (1) wollen wir irgend eine Funktion y(xz) ver-
stehen, die nebst y' (x) totalstetig ist und die Dgl. fast tiberall (f. @i.)® befriedigt.
Nach CararHfEopory® gibt es solche Losungen. Er beweist dies in viel allge-
meineren Féllen als dem vorliegenden mit Hilfe von Volterraschen Integral-
gleichungen. Im vorliegenden Fall wollen wir den Beweis mit Hilfe der Inte-

gralgleichung

! Vgl. LrouviLiLe {1}, (2] besonders 8. 22 ff., [3]: KAMKE (1] 8. 262; HirLs-Szisz [1] 8. 12566 f.;
CALIGO [1].

* Im folgenden werden wir f. 4. als Verkiirzung ven fast iiberall anwenden.

8 CARATHEODORY [1] 8. 665 ff.
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X

y@ =z + [Hz )p)y@Hde (6)
0
andeuten, in der
z(x) =ecoslx + g sin lz,
! (7)
1=V (A>o0); e, g Konstanten,

H(zx, )= — ; sin I(x —t)

ist. Hat diese Integralgleichung eine beschrinkte Losung y(x), so miissen offen-
bar y(x) und ¥’ (x) totalstetig sein und y(z) der Dgl. (1) £.ii. geniigen. Eine solche
Lésung existiert. Denn die Gleichung (6) ergibt, wenigstens formal,

y (@) =z (x) + i f ? pf H(x,z) ... H(xp-1, xp)z(xp)ﬁ(q) (@ndxz), (8)

wobei x, =z sein soll. Wir wollen beweisen, dass die Reihe konvergiert. Des-
halb setzen wir

pla)=y) + ()
mit

lp@)| <M, [|e@)|de<e<l

(=

und erhalten

p=1 ¢=0 P—9
<@l d SEEYE 5 (7T (2)
_l“(x)!Max {% 7 )'_f_q%( q )(1) I}y
also
ly (@) — 2(@)] < | o (@) I { eem/u—a—l} ()
T
Ebenso wird
ly (@) — ¢ (@) | = lz(x)lMax’l'I : . el 2li=e) — llﬂ (10)

= J
Die Veriinderungen, die fiir A =< o eintreten, sind offenbar.

Man sieht nun leicht ein, dass die so gefundene beschrinkte Funktion y(x)
(8) der Integralgleichung (6) geniigt, woraus die Existenz einer Losung der
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Dgl. (1) folgt, die in einem vorgeschriebenen Punkt (x = o) vorgeschriebene Werte
y(0) und % (0) annimmt. Diese Lésung ist auch die einzige. Denn wenn es noch
eine Losung v, (x) mit ¢, (0) =y (0), ¥1(0) =9 (0) giibe, so wiire 5 (z) =y (x) — ¢, (x)
eine Losung mit den Anfangswerten 7(0)==0, 7'(0)=o0 der Dgl. (1), die also
die Integralgleichung
a t
n(x)+f.[(l-l—qy(z))n(fr)dzdt:o (11)
00
befriedigen muss. Hieraus folgt nun leicht nach Cararrtopory, dass n(z)=o0
sein muss'. Hiermit ist die Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen der oben
genannten Art unserer Dgl. (1) bewiesen.
Fiir die Dglen. (1), (3), die also eigentlich nur als fast iiberall giiltig aufzu-
fassen sind, gilt wieder der Sturmsche Oszillationssatz, was leicht mit Hilfe der
Bocherschen Methoden bewiesen wird.?

3. Wir miissen bei der Untersuchung der Eigenwertaufgabe (1), (2) vier
Fille unterscheiden, je nachdem die Randbedingungen (2) von einer der fol-
genden Formen sind:

Ia: y(0)=y(x)=o.
Bei dieser Form der Randbedingungen (2) wird (1), (2) die erste Eigen-

wertaufgabe nach Hinserr®. Wir werden die Randbedingungen Ia auch mit
R, bezeichnen.

Ib {ay(O) +y (0)=o
yy(7) + 9 (7) =o.
Fiir ¢« =y =0 wird die Eigenwertaufgabe (1), (Ib) von der Form der zweiten
Eigenwertaufgabe nach HiLserr®. Die entsprechenden Randbedingungen
y' )=y (n)=o0
wollen wir R, benennen.
e v =0
l7y(x) + ¢ (7) =
11y, eyl +y =0
Ly (=) =o.

Offenbar miissen die Randbedingungen (2) immer von einer dieser Formen sein.

! CARATHEODORY [1] 8. 672 ff. ? BOcHER (3] ® HirLsERT [1] S. 4I.
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4. Die Funktion ¢(z) ist nur im Intervall (o, 7) definiert. Ausserhalb dieses
Intervalls definieren wir sie durch die Festlegung

g(—2) =9 }
¢l +2m)= g

In bezug auf die weitere Festlegung (4) werden wir als Fourierkoeffizienlenfolge
von @(x) die folgende betrachten:

(12)

n
a,l=%f¢(x)cosnxdx (n=1,2,3...)
0

Wir wollen nun immer die Bigenwerte, Eigenfunktionen und Eigenwertdifferen-
zen von Null ausgehend numerieren. Dann -gilt die in der Einleitung angegebene
Formulierung des Sturmschen Oszillationssatzes. Wir nennen den Eigenwert 4, den
n:ten Eigenwert u.s. w.

Es soll nun ein Satz tiber die Kigenwertdifferenzen bewiesen werden.

Satz 1: Fiir die Differenzen dp =4, — 2o (n=0,1,2...) der Eigenwerte der

berden Eigenwertaufgaben (1), (2) und (5), (2) gelten die Ausdriicke der folgenden
Tafel:

e i et ————P e e————creteiratias® p———

r—— —

Regularitiit
von ¢ (x) ‘ ¢ (x)<Lip ! @(x) von beschriink-| ¢ (x) und ¢’ (x)
Rand- g@<Liom o<a<I ter Schwankung totalstetig
bedingungel;
Gan+o ! ante + oL Canta 1) ¢, T
Ia > +0(9—2) 2 (”1+a 2 +0 o (2n+2\z+0 e
Aon+1 1 Qant1 +0 I ) Aap+1 (_L) C, (__I__)
ITa 5 4.0 (n) 2 e - + 0 o Gati? +o0 -
o | St | R elER) | o) | e o)
2 T%\a 2 nlte 2 n? (zn)? n®
Qynt1 1 ~a21'+1+0( 1 ) Ayt (_l_) c, (__I__)
b T2 +0(;b) 2 nlte) | T +0 n* (2n+1)’+0 n?

Die Konstanten C sind wie folgt bestimmd:

C, =7Ltf¢9(x)dx + ;I-r[t,v'(n)—— ¢ (0]
0

! Hiermit wird wie gewohnlich gemeint, dass |®{x, — @(x,)| < Konst. |xr, —x, [¢ ist, wenn
C=x, =@, 0= 1, =x ist.
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C, = if¢3(x)dx~ %[47@(7:) + ¢ () + ¢’ (0]
J 7
03=:”;fqvﬁ(x)dx*i[ﬂwin)*w@) + ¢’ (@) — ¢' (0]
0

oA :%fw“’(x) dx + :’;[4«290(0) + @' + ¢ O].
0

Anm. Selbstverstindlich gelten die Ausdriicke der ersten Kolumnen auch
in dem speziellen Fall ¢ (x) und ¢’ (x) totalstetiz. In diesem Fall bildet aber der
Fourierkoeffizient von g (z) nicht das Hauptglied.

Beweis: Zuerst bilden wir die Gleichung, die von den Eigenwerten der Auf-
gabe (5), (2) befriedigt ist. Setzen wir %= }/x, so ist die Funktion

z(x)=Acoskx + Bsinkzx

eine Losung der Dgl. (5). Wir bestimmen #, 4 und B so, dass sie eine Eigen-
funktion der Dgl. (5) bei den Randbedingungen (2) wird. Dann muss k der
Eigenwertgleichung der Eigenwertaufgabe (5), (2):

« , g%

. : =o0 (13)
y cos kaw— 0k sin km, ysinkn + 0k cos kx

geniigen. Nachdem der n:te Eigenwert x, aus dieser Gleichung bestimmt worden
ist, erhdlt man leicht die entsprechenden Werte von 4 und B:

4 = Bkn o __ysink,..n+6kncosknn'c,
(14)
B — — « e ____ycoslcnn—dlcusinknn.c,
" V£ 8k Vy i+ 8%k "
wobei ¢, eine beliebige Konstante und ¢, = + ¢, oder — ¢, ist. Es ist also
eni{x) == Ay cos knx + By, sin kyx {15)

die »:te Bigenfunktion von (5), (2).
Nun gehen wir zur Konstruktion der Bigenwertgleichung der Aufgabe (1),
(2) iiber. Dann schreiben wir die Dgl. (1) auf die Form einer gestorten Dgl. (5):

Y +ry+(A—2+ @)y =o, (16)
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zu der folgende Volterrasche Integralgleichung gehért:

y@)=zx) — »;c»fsin kx—t)A—=z+@o®)y@)dt (k=2 (17)
0
Wiihlen wir nun 1 = 4, = n:tem Eigenwert von (1), (2), * = %, == n:tem Eigen-

wert von (5), (2) und ferner z(x) = zx(z), so wird aus (17) eine Losung der Dgl.
(1) fiir 2 = A, in der folgenden Form erhalten:

o) = 2alo) + 21 ff jzcml ey ) -

(18)
p
.. K(Scp-1, xp) Zn (xp) H (q)(wq) d ),
q=1
worin |
K(x,2,) = — sin ky (z — x,)
und

ist. Fir z =o0 geniigt y.{x) den Randbedingungen (2). Wenn nun i, ein Eigen-
wert ist, muss also y.(z) eine Eigenfunktion sein. Durch Einsetzung von y,(z)
in die Randbedingungen (2) fiir £ = 7 wird man so zur Eigenwertgleichung

4

j.zﬁ() (x)dz +Z'Ic1’ff f(gx,,. xp+1)ﬁ(@(xq)(lx,,)=o (20)

4=1
gefiihrt, in der
Qxy, 2y ... zps1) = 2n () K (2, 25) . . . K(2p, Tpt1) 2n (Xp41) (21)
ist und @ (x) gemiiss (19) definiert ist. Wenn x, geniigend gross ist, so wird
dn = An — %y,

die kleinste Wurzel der transzendenten Gleichung fiir d,: (20). Bei der Abschiit-
zung dieser Wurzel miissen wir schrittweise vorgehen.

1) Beweis der Abschéitzung d, = O (1).

Um obige Abschitzung zu zeigen, miissen wir zur Formel (8) zuriickkehren.
Wir setzen =1, =1/}, wobeil, der n:te Eigenwert von (1), (2) sein soll, und weiter

() == 2, (x) == encos lyx + ¢, sin b«
mit
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Bl —a
T Oy Y = e O,
Ve gt 0 " Vaeipn

Cp = Cp > 0.

Also ist
Die entsprechende Funktion y(x) der Gleichung (8) muss dann eine n:te Eigen-
funktion von (1), (2) sein. Da

| 20 () [wax = V2 + gn =Cn

und fiir grosse 1,
14

fz;‘,(x)d;c = cn(;—t + O(i))

0

ist, so folgt aus den Ungleichungen (9) und (10), dass die (z. B. durch die Be-

7T

dingungi f yn@dx=1) normierte n:te Eigenfunktion von (1), (2) folgender-
0

massen geschrieben werden kann:

1
Wm=%m+06y
n
also
Yn (@) =Zn(2) + O(1),
wobei 7,(x) wie y,(x) normiert gewihlt werden kann. Es sind also alle normier-
ten Eigenfunktionen y,(x) gleichmiissig beschrinkt, auch wenn nur ¢ (x) < L (o, x)

gilt.! Da nun '
e wind YYn(mw) + dya(n)=o0
ist, wir
7(%(%) + O(ZI—)) + 6(2 (@) + O(D))=0
oder
o y Bln

_ I |+(7 ‘{‘dln)o(zl‘)—:o.
Ve + B2 |ycoslym — dlysinlym, ysinl,m + 61y, cos l,,ni

1
In
Gleichung wird sie mit der Eigenwertgleichung (13) fiir die Eigenwerte x, der
Eigenwertaufgabe (5), (2) identisch. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Nach Streichung der Glieder O( )und Ersetzung von I, durch % in dieser

! Dijese Eigenschaft ist, wenn z. B. ¢ (x) stetig ist, wohlbekannt. Vgl. z. B. COURANT-HILBERT
[1] 8. 288.
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2) Beweis der Formeln des Satzes bei den Voraussetzungen ¢(x) < L(o,n),
@ < Lip a und @ (x) von beschrinkter Schwankung.

Diese werden aus der Eigenwertgleichung (20) unter der Voraussetzung
dn=0(1) erhalten. Wir fiihren den Beweis nur in einem der Fille Ta—IIb
durch, nimlich im Fall

I {ay(O) + 4 (0)=o0
yy () + 9 (7) = 0.

Die iibrigen Fiille beweist man analog. Fiir %, wird in diesem Fall aus (13)
erhalten

— L ).
ky, n+——ly a)+ 0 =3 (22)

Aus (14) erhilt man dann (fiir ¢, = 1)

An:x+()(nig), an—%+0(i§)- (23)
Wir miissen zeigen, dass der Index % von k, A und B der richtige ist. Dies
folgt daraus, dass die mit diesen Grossen gebildete Eigenfunktion y () (Gleichung
(18) fiir #» geniigend gross sicher genau » Nullstellen im offenen Intervall (o, 7)
hat. Nach dem Sturmschen Oszillationssatz® soll dann diese Funktion in unserer
Numerierung (n=0,1,2,...} den Index » haben. Dasselbe gilt dann auch von
k, A und B.
Wir schitzen nun die Glieder der Gleichung (20) der Reihe nach ab.
.Das erste Glied von (20) erhilt nach Einsetzung von z.{x) (Relation (1%))

die Form
T A9 B2 4
2 —d |® L An— Dn
fz,,(x)d)(x)dx——dn(2+0(n2))+ 5 fcoszknx¢(x)dx+
(1} 1}

x (24)
+ An ansin 2kyxlxyda.

0
Weiter ist nach (22)

7

[coszknactp(x)dx=fcosznacq)(m)dx~2y;nafsin2nx-xq)(x)dx+ 0(-1—&),

”n

0 0 0

80 dass wir erhalten

! Vgl. die Einleitung 8. 3.
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fzf.(x)@(x)dx=dn(;—t+O(i§))+$a2n+ O(:—Z"[sinznxwl(x)dxiﬁ— ni’-’) (25)
0 0

In dieser Relation ist v,{z) von » unabhingig und hat dieselben Regularitiits-
eigenschaften wie ¢ (x).
Im zweiten Glied von (20) zerlegen wir den Kern @ (x,,x,) folgendermassen:
A5, — By
4

Qxy, 2g) = — isin 2 knlx, —25) — (sin 2 kn2; — sin 2k p) +

n B
—

+ co8 2 kn 2, — €OS 2 kn ). (26)-

In bezug auf (23), die Definition @ (z) = d» + ¢ () und dr = O (1) erhiilt man dann
x o®
I
Eff Q (2, @5) @ (,) @ (05) dexvy dacy =
o 0

= — Ik ff(sin 2 kn {2y — 25) + sin 2 kn o, — sin 2 kn 2s) @ () @ (25) d v, dixy—
0 0

4

4(1/1;nf sin 2 k&, x,p (-’L’l) (2 X, — 71;) dml + 0 (_é_i) . (27)
0

Entwickelt man noch sin 2 k,(x, — x,) wird ersichtlich, dass alle Glieder rechts

von (27) (ausser 0 (1—;;)) einen Faktor der Form

x

LfCOSZk" xllwg(ﬂc;)d% o= x=<n)

k'no sin 2 ks .%'IJ

enthalten, in dem wiedernm ,(x) von » unabhiingig ist und dieselben Regu-
laritédtseigenschaften wie @ (x) hat. Das zweite Glied von (20) erhiilt also in bezug
auf (22) folgende Form

T @

1 [ Max 1| fcOs2n 1

Eij(x“ a) @ (2) @ (a05) d; davy=0 (°jf(‘j§’; fsin s n xi} Wy (w)) dory | + ;2_2) (28)
00 0

Die qibrigen Glieder von (20) konnen, weil d, = O(1) ist, nach der Zerlegung

Ox)="P(x)+ e(x), |#)|=M, fle(x)ldm<e
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analog der Reihe (8) summiert werden, wodurch wir

-] T @y z'p p+l
2 %,f f f Qlay, . .. $p+1):[[(@(ccq)dxq):0 (”ig) (20)
p=2 ne o U

g=1
erhalten.
Setzem wir nun die Ausdriicke {25), (28), (29) in die Gleichung (20) ein, so
erhalten wir

dn + EI"a‘_!n + O(L) + 1 =0, (30)

n?

worin
x

cos2nx
fsin znx}w(x)dx,)

ist und Y(x) wie ¢, (x) und Y, (x) dieselben Regularititseigenschaften wie ¢ (x)

Max [
=0 (Ost.—r —
izt 7

hat. Wir branchen nur noch r, unter den verschiedenen Voraussetzungen hin-
sichtlich der Regularitit von ¢ (x) abzuschiitzen, um die behaupteten Formeln. zu
erhalten.
Gilt nur ¢(x)< L{o,7) (d. h. ¥ < Lo, n), so erhalten wir mit Hilfe des
Riemann-Lebesgueschen Satzes!
()
Yu=01—")"
n

Dann erhiilt man also aus (30):
dn = — lagn + o0 (—I-),
2 n

was die erste Behauptung des Satzes bei den Randbedingungen Ib ist.
Wenn ¢ (x) << Lip «, schiitzen wir das Glied 7, wie folgt ab:

J'+%
1 [cos2nt 1 cos z2nt | I
—_ 1 == " A ) 9
nfsin 2nt}w(t)dt wf sinznt]w(f)dt_’_( (n‘)
0
an
oder
I [ cos 2nt) I o8 2nt)| 7
nfsin:hvtl W) dt*zn [ sin 2nt/ (w(t) w(t+ 272)) i+
] 0
1 1
+OP=0;2—1::’ (O<a<l)

! Vgl. z. B. Homsox [1] 8. 514.
2-632046 Acta mathematica. 78
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Also wird die zweite Behauptung des Satzes erhalten:

I 1
dn = "‘;aw + O(W)

Wenn schliesslich ¢ (z) von beschrinkter Schwankung ist, erhdlt man mit Hilfe
des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Abschiitzung

1 ‘fcos 2nt) 1
h - =0}
nJ sin 2nt] w(t)at (nf)

0

so dass wir schliesslich aus (30) die dritte Behauptung unseres Satzes

dy = —iagn + O(L)
2

n*
bekommen.

3) Beweis der Formeln des Satzes wnter der Voraussetzung ¢ (x) und ¢ (x)
tolalstetig.

Eine griossere Regularitit von ¢ (x) fiihrt nicht zu besseren Ausdriicken fiir
das Restglied der vorangehenden Abschitzungen. Statt dessen tritt ein neues
Hauptglied hervor, withrend der Fourierkoeffizient a2, in das Restglied eingeht.
Diese Verhiiltnisse werden in der letzten Kolumne der Tafel 8. 11 dargestellt.
Wir wollen nun die Formel des Falles Ih beweisen. Dabei miissen wir das
Ergebnis der Abteilung 2) anwenden:

d'n = ‘——I Qan + () ("1—2)7
2 n

iy =0 (l) ’
7

da dies offenbar fir as, gilt, wenn ¢'(z) totalstetig ist.

d. h.

Da nun ¢"(x) < L(0,7) ist, kann man das erste Glied von (20) durch zwei-
malige teilweise Integration abschitzen. Wir gehen vom Ausdruck (24) aus und
erhalten

tf zn(x) @ (x)dx = d» (;—t + 0 (i")) +

+ 8§l§[4(7q>(7v)——a¢(o)) +¢'(w—g 0] + 0(%2)' (31)
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Nehmen wir nun auf d, ———o(;;) und %, = O(n) Bezug, so erhilt das zweite

Glied von (20) nach der Zerlegung (26) dié Form

1

1

=17 [ fsiti 2 ben (8, — ) @ (&) @ () drry diwy —
0 6

14

4By [

v fsin~2 kyxy o (o) @ (03) dxy dxy, +
B

A'}cfn f f cos 2 kux, @ (x,) @ (@) dw, dury + 0 (ﬂ 152
0 o

+

Im ersten Glied rechts integrieren wir teilweise einmal und erhalten

T B
LR 1 |
oh, | [onebln s gl ple daden = 7 [ qv*(w)dw“({z)' (33)

0 0

0

Die iibrigen Glieder rechts von (32) sind a('

1 . o
~'.,), was nach einer teilweisen Inte-
n

gration ersichtlich wird. Also wird

L[ [eenow) o) dnds =~ [gr@az+o(L) G
B i
Wir miissen nun auch das dritte Glied von (20) gesondert abschiitzen Es
wird nach Zerlegung

1
Q (g, @y, xg) = — 8 + gy, 2o ay),

worin q(x, x,, x,) eine Summe von trigonometrischen Funktionen der Form
cos n(l' ey + m' g+ 0’ 2y),  sin k(I w, + m wy + 7' 2)
ist mit I, m', %’ = ganzen Zahlen, fiir die o < ||+ |w'| + |#'| <6 gilt. Das

dritte Glied von (20) erhilt dann, in bezug auf d, = o(i)e die Form
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Ry X

3 Towy g
1 I
Zf;[f[ Q(x,, Za, x3) H @ (xy) ducy) =—3E /ffﬂ(@(xq)dxq)T
0 9 = 66 ¢ o=t

0 7=1

2 T

I 3 .
+ i f [ fq (21, 2, 23) [ (@@ dag) + O(;ﬁ)'
0o 0 0 q=1

Da aber f @ (@) dx = o ist, wird auch
0

T X w2 3

{[[H(lp(xq,dz

g=1
Mit Hilfe des Riemann-Lebesgueschen Satzes konnen wir das folgende Integral

mit dem oben genannten Kern g(x,, x,, x;) abschiitzen; es wird = o(n—l—z)-

Zusammengefasst wird also

fff@ xl,xg,%qf[l D () dxy) —0(1) (35)

Schliesslich erhiilt man fiir die sibrigen Glieder von (20) nach einer Summation,
derjenigen analog, die zur Ungleichung (9) gefiithrt hat:

23] [ fenn maiieman-ofz)

=1

Die Relationen (31), (34), (35) und (36), in (20) eingesetzt, ergeben die Formel
des Satzes bei .den Randbedingungen Ib und der Regularitit: g (x) und @’ ()
totalstetig.

Wenn die Randbedingungen (2) von der Form Ia bzw. Ila, Ilb sind, er-
halten die Grossen %,, A, und B, andere Werte. Sie werden unmittelbar aus
den Formeln (13) und (14) unter Beachtung des Sturmschen Oszillationssatzes
erhalten. Sonst verliuft der Beweis wie oben. Der Beweis ist hiermit beendet.

Anm. Wenn die Randbedingungen (z) von der Form I oder Ib sind, gelten
die Formeln des Satzes 1 unveridndert, wenn ¢ (r) ausserhalb (o, #) statt durch
die Relationen (12) durch die Festlegung

o+ n) =g
definiert wird.
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8. Wir wollen in dieser Nr. die Analogie zwischen den Eigenwertdifferenzen
dn= A — %, und den Fourierkoeffizienten von ¢(x), die durch den Satz 1 her-
vorgehoben ist, in anderer Form darstellen.

Der Kiirze halber bezeichnen wir mit a, den Fourierkoeffizienten, der ge-
miss Satz 1 (@) < Lo, 7)) als Hauptglied in dem Ausdruck fiir d, auftritt. Es
soll also n' = 2%+ 2 bzw. 2% bzw. 22 + 1 sein, je nachdem die Randbedingungen
der Eigenwertaufga.beh (1), (2) und (5), (2), zu denen d, gehort, von der Form Ia
bzw. Ib bzw. II sind. Dann erhalten wir

Satz 2: Wenn ¢(x) < L*(0, ) und dy = 4, — z, die n:ite Eigenwertdifferen
der Eigenwertaufgaben (1), (2) und (5), (2) ¢st, send die Reihen

oo

oo
Z ldul? und 3 |aw|r

n=0 n=0

Jitr alle
p>= 2
3

glerchzertig konvergent und divergent.
Beweis: Wenn p > 1 ist, erhiilt man unmittelbar aus dem Ausdruck

|(l,,[=1]an'|+o(£),
2 n

der aus Satz 1 folgt, nach Anwendung der Minkowskischen Ungleichung
{Zldnlp}P':{Z‘ }I"f‘O(Zm)’
n=0 n=0 n=1

was die Behauptung ergibt.

[a
211

Wenn p < 1 ist, miissen wir zur Eigenwertgleichung (20) zuriickkehren. In
bezug auf die verschiedenen Formen Ia—IIb der Randbedingungen (2) erhalten
die Grossen #&, bzw. A, B, verschiedene Werte. Da aber der Beweis in allen
Fillen wesentlich derselbe ist, fiihren wir ihn auch hier nur in dem Fall der
Randbedingungen
ey (o) + ¥ (o)

Ib: =°
"yl + ¥ =0

durch. Mit Hilfe der Relationen (22), (25), (27) und (29) kénnen wir dann die
Eigenwertgleichung (20) auf die folgende Form schreiben:
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I v e )
d"(g + 0 (—3)) + i—agn—ﬂ [f sin 2n{x, —x,) @ (z) @ (@) doy dz, +
0 (1]

+ 0(5 l[ sin 2nz Y(x)de| + ;;7) =o. (37)
0

Die Funktion (x) ist von » unabhingig, und infolge ¢ () < L?(o, n) gilt auch
Y (x) < L*(o, =). (38)

Die Behauptung des Satzes fiir den Fall 7b erhilt man aus (37). Um dies
zu zeigen, wollen wir zunichst beweisen:
wenn ¢ (x) < L*(o, n), so ist

i (fn flsin 20z, — o) @ (x,) @ (o) dox, dx2)2< w. (39)

n=0

Denn bilden wir

Ty

N 2
[go (1) @ () — D) e sin 2 (2, — xg)] da, dx,
Vg =0
mit

e [ f sin 2 n (2, — a3) @ (2,) @ (@) do, day,
o 9

darauf Bezug nehmend, dass

n o 0, n=Fm,
ff sin 2 n(x, — @) sin 2 m (v, — z,) du, da, = { 52

— R =m,
o 6 4

ist, so wird nach Entwicklung des Quadrates die Ungleichung

T Xy -
2 N
f[¢(x1)¢($2)]2 da, day — T Z cn =0
00 4 n=0

d. h.

o
263.<oo

n=40

erhalten. Dies ist die Behauptung.
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Mit Hilfe der elementaren Ungleichung

Salr< 3w b<p=1)

erhalten wir nun aus (37) fﬁr§< » =1 die Ungleichung

% & I b
Z ldnll'g Z —2(12n t
n=no n=ny
?o ki i*_'l ’
+ 2} 21’Ilﬂf / sin 2"’1(501 —:rz)fl’(ﬂc:)‘l’(xﬂ) dz, dxg\ +
=, n
- . . » 1
ol (i faersiref ) 1o
n=n, 0

in der n, eine beliebige, grosse Zahl sein soll. Es sind offenbar, von

3

n=:ny

I »

—asy

abgesehen, in bezug auf die Relation (39) und die Voraussetzung ¢ < L* (d. h. (38))
alle Glieder rechts von (40) von der Form

o(3]%

n
n=n,

) (41)

mit

Dann aber ist

< On P J S ‘112 I )2—‘"}2‘"
- < 2l L P 42)
205 =12 % () (
konvergent, wenn
b=

ist. Hs folgt also, dass, wenn

o0
S lale < o

n=1
ist, auch

()
AR

n=0
gilt.
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Aus der Gleichung (37) kann auch eine Ungleichung derselben Form wie

P
(40), aber mit Platzwechsel von Z | dn |P- und 2 azn |, erhalten werden. Daraus

1
2

folgt die Umkehrung obiger Behauptung. Der Beweis von Satz 2 ist damit beendet.

6. Durch die S#tze 1 und 2 treten allgemeine Ziige der umgekehrten Eigen-
wertaufgabe hervor, vor allem die Analogie zwischen einem S-I, Spektrum und
einer Teilfolge der Fourierkoeffizientenfolge von ¢ (x)(p @) < L(o, #)). Ein we-
sentlicher Zug ist auch das Hervortreten von Bigenschaften des S-L Spektrums
von ¢(x), die kein Gegenstick im Gebiete der Fourierkoeffizienten von ¢ ()
haben, und zwar mit wachsender Regularitit von ¢ () (p @) und ¢’ (@) totalstetig,
vgl. Satz 1).

Die Analogie zwischen S-L Spektrum und einer Teilfolge der Fourierkoeffi-
zientenfolge von ¢ (z) kann zur Klassifikation der umgekehrten Eigenwertaufgabe
angewandt werden. Gemiss Satz 1 gilt (¢ @) < Lo, =)

I
dn == 5 agp+2 + 0 (;I‘z) (Ia) ]

. : )
dy = —-Eazn + 0(;‘“) (Ib) J
dn= % Zazas1+ 0 (;‘2—) (+im Fall ITa,— im Fall IT). (44)

Die Teilfolge der Fourierkoeffizientenfolge von ¢(x), die in dieser Weise
durch ein S-L Spektrum bestimmt wird, ist also gewissermassen der ,, Hilfte” der
ganzen gleich. Die Bestimmung der Funktion ¢(x) durch ein einziges S-L Spek-
trum scheint also im allgemeinen nicht méglich. Weil die Fourierkoeffizienten,
die in den Formeln von Satz 1 vorkommen, fiir kleine Indizes nicht eindeutig
bestimmt sind, konnen wir aber die umgekehrte Eigenwertaufgabe in drei Haupt-
fille einteilen, in denen das S-Li Spektrum der ganzen Folge von nicht ver-
schwindenden Fourierkoeffizienten der Funktion ¢ () in dem durch die Siitze 1
und 2 angegebenen Sinn analog ist. Diese Fille sind offenbar folgende:

1. Differentialgleichung: ¢ (x) soll durch die Bedingung

14
2 N
A2m41 =;fqo(x)cos(2m + zdz=o0
0

(m = my, m, beliebige ganze Zahl) charakterisiert sein. Besonders:

pa) =@z —2) f i (aam+1=0,m=0,1,2...)
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Randbedingungen :

 fey©) +y @) =0
I8 Vg () + o/ () =o.

Die Folge von Eigenwertdifferenzen sind dann durch die Formeln (43) gegeben
(n = m).

2. Differentialgleichung’ ¢ (x) soll durch die Bedingung

Ia: ylo)=y(x)=0 oder

T

2

asz;vffq)(x)coszmxdx:o

0
{m = m,) charakterisiert sein. Besonders:
px)=— @z —=z) f i (agm=0,m=0,1,2...)

Randbedingungen :

| ylo) =

Ia:
lyy (@) + ¢ (z) =0

i (14
oder [IT: 1
Die Folge von Eigenwertdifferenzen sind dann durch die Formeln (44) gegeben
(7 = my).

3. Differentialgleichung: @(x) soll eine beliebige Funktion < L(o, #) sein
4
7
(mit f @ (x) dz = o, Fourierkoeffizientenfolge {an}a=1, 2,3,,,).
0

Randbedingungen.: Zwei Systeme von Randbedingungen sollen gegeben sein,
von denen das erste von der Form Ia oder Ib ist und das zweite von der Form
ITa oder IIb.

Die Folge von Eigenwertdifferenzen sind dann im ersten Fall durch die For-
meln (43) und im zweiten Fall durch die Formeln (44) gegeben.

Wir werden spiter zeigen, dass diese Hinteilung in dem Sinu notwendig
ist, dass es im allgemeinen unméglich ist, die Funktion ¢ (x) < L (o, ) ohne weitere
Beschriinkung mit Hilfe eines einzigen S-L Spektrums zu bestimmen.

Spiiter werden wir auch einige wichtige Spezialfille der obigen drei Haupt-
fille auswihlen und genau behandeln. Wir werden zeigen, dass in diesen Fillen
die eindeutige Bestimmung der Funktion ¢(x) durch die entsprechenden S-L
Spektren wirklich méglich ist, so dass in diesen Fillen, besonders wenn ¢ (), ¢’ (x)
nicht totalstetig sind, eine weitgehende Analogie zwischen dem S-L Spektrum
(oder vielmehr: der Folge von Eigenwertdifferenzen) und der Fourierkoeffizienten-
folge von ¢ (x) besteht.
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7. Nun wollen wir ein spezielles, aber umfassendes Problem der uingekehrten
Art ein wenig behandeln. Es ist dies folgendes: Es sollen gewisse S-L Spektren
von @(x) gegeben sein. Was kann aus den Figenschaften dieser Spektrem hinsichi-
lich der Regularitdt von @ (x) gefolgert werden? Offenbar ist es dabei angemessen,
die Eigenschaften der S-L Spektren in entsprechende Eigenschaften der Fourier-
koeffizientenfolge von ¢(z) zu ,iibersetzen” und danach die Theorie der Fourier-
reihen anzuwenden, mit deren Hilfe man in gewissen Fillen zu Aussagen iber
die Regularitit von @ (z) gelangen kann.

Unsere Siitze im Gebiete dieses Problems kinnen in jedem der obigen drei
Hauptfille formuliert und bewiesen werden; sie werden aber in den drei Fillen
analog, weshalb wir uns damit begniigen, die Sitze in einem Fall auszusprechen
und zu beweisen. Wir wiithlen dabei den ersten Fall und zwar nur die Eigen-
wertaufgabe

Jy" + A+ pwy=o0, px)< Lo, n), ¢px)=@(x—z) f .
| gy =yn)=

Der erste Satz dieser Art ist folgender

A:

Satz 3: Hat die Folge von Eigenwertdifferenzen der Eigenwertaufgabe

Y+t e@)y=o0, plx) < Llo,n), pla)=g(z—=2) fi
ly(o)=y(x) =
die Eigenschaft

-]
A ldnfp < oo, 1<p=a2,
n=~0
S0 muss
¢ (@) < Li{o, n)

L1 S
Sir - =1 —~ sein'.
q p

Beweis: Aus

o

Stdalp < o0

n=0

folgt nach Satz 1

2

'cl—\

Gan+a {g dnl"}%+ o(i‘ $)<oo.

=1

-

! In dem verkiirzten Ausdruck: die Eigenwertdifferenzen von (1), (2) u. dgl. hat man sich

1
2

offenbar: wnd (5), (2) hinzuzudenken. Hinsichtlich der Bedeutung von ¢.(x) <L%o,n) vgl. 8. 5.
Fussnote 4.
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Wenden wir nun den wohlbekannten Young-Hausdorffschen Satz' an, erhalten
wir mit Hilfe obiger Ungleichung die Behauptung.
Ein wenig mehr besagt folgender Satz:

Satz 4: Gilt in der Eigenwertaufgabe A (Satz 3) noch dic Voraussetzung
p(x) < L*(0, ), und wird gesetzt:

Sw(x)= 3 dncos(2n + 2)z und cn(z) = 2mI+ . Z S, (),

n=0 n=0

so ist eine motwendige und hinreichende Bedingung fiir die Beschrdnktheit (Stetig-
keit) von @(x), dass die Folge {om(x)}m=0,1,2... in m und x gleichmdssig beschrdnkt
(glezchmdissig konvergent) ist.

Beweis: Hs gilt

(=]

@ (@) ~ ) azn cos 2nu.

n=1

m
Die Teilsummen der Reihe sind Sm(x)=2a2n cos 2nx, und wir setzen

n=1
I m
Om (x) = ;1' 2 S (x)
n=1

Nun ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Beschrinktheit
(Stetigkeit) von ¢(z), dass die Folge {om(2)}m=1,23... in m und x gleichmissig
beschriinkt (gleichmiissig konvergent) ist®.

Um die Behauptung des Satzes zn beweisen, brauchen wir also nur zu zeigen,
dass die Folge {om(x)} und die Folge {om(x)} gleichzeitig die oben verlangten
Eigenschaften haben. Wir setzen zu diesem Zweck

I
671 == dp E Qan+2.
Also wird
Sma1(x) + 2 Oncos(2n + 2)x.

n=0

S () =

N |-

Mit der Bezeichnung

m () = D dncos(2n + 2)x
=0

! vgl. Zyemunp (1] 8. 190,
® vgl. ZveMuND (1] 8. 79, FEJER {1). Genau gesprochen: die Bedingungen sind dafiir not-
wendig und hinreichend, dass ¢ () einer Funktion mit den genannten Eigenschaften f. 4. gleich ist.
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erhalten wir also
m

Z 7 (x)

—_ I =
) = oma () 4 5

Nun ist die Folge {7, (x)}n=0,1,2... und also auch

m

2 a ()

n=0
2m+ 2JIpm=0,1,2...

gleichmiissig konvergent. Denn die Reihe X,|dn| konnen wir mit den Reihen
n=0
der zwei letzten Zeilen von (40) abschiitzen (p = 1). Die Formel (40), die eigent-
lich fiir den Fall der Form I} der Randbedingungen (2) gebildet ist, gilt nim-
lich auch im vorliegenden Fall (Ia). Da ¢(x) < L?(o, n), findet man nach (41)
und (42), dass sie konvergent ist. Hieraus folgt der Satz, der hiermit be-
wiesen ist.
Weitere Sitze dieser Art konnen leicht gefunden und bewiesen werden.
Wir begniigen uns mit dem Obigen und schliessen mit einem Satz ab, in dem
nur die Eigenwertdifferenzen selbst vorkommen.

Satz 6: Gilt in der Eigenwertaufgabe A (Satz 3) noch die Voraussetzung

1. @ (x) stiickweise stetig, und ist dann

dn=0(£)7
n

s0 kann @ (x) keine einfachen Unstetigkeiten haben'.
2. @(x) von beschrinkter Schwankung, so ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass @ (x) stetig sei, dass

n

.1 _—_
oy 2rltl=e

gelt.

1 d.h. es kann nie ¢ (xg + 0) = @(wy — 0) sein. Der Satz gilt auch, wenn wir nur ¢ (&) <L (o, )

voraussetzen und dann die einfache Unstetigkeit in einem Punkt xy durch lim ¢ 7y — #) £ lim ¢(xe+ ¢)
=0 {=0
definieren und dabei dic Existenz dieser Grenzwerte voraussetzen.
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Beweis: 1. Wir werden uns auf einen Folgesatz eines Satzes von Lucics
stiitzen, der lautet!:
Wenn f(x) ~ i (an cos nz + by sin nx) ist und a:} =y (1_12)’ so kann f(z) keine
n=0
einfachen Unstetigkeiten haben.
In unserem Fall ist ¢(x)~ iam cos 2 nx, also gilt die Behauptung des

n=1

Satzes, wenn nur

ist. Da nun nach Satz 1

I I
dn =1 !
n > Aany2 + O(M)

ist und nach Voraussetzung o, = o(:;), so gilt das oben Gesagte, und die Be-

hauptung 1 ist bewiesen.
2. Hier wollen wir uns auf einen Wienerschen Satz stiitzen®, der besagt:

Wenn f(x) ~ >\ (ancos nx + bnsin ) von beschriinkter Schwankung ist und
n=0

on =V az + by gesetzt wird, so ist eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass f(x) stetig sei, dass

n

lim EZ v, =0

=o0 N2
n=00 Pt

gilt.
Da nun @sn = |a@2n|, @2n+1=0 ist, so brauchen wir also nur zu zeigen, dass
n n
I § I 5 . -
Py L [axr| und = > »[d,| gleichzeitig den Grenzwert Null haben, um unseren
n n

=1 pe=1

Satz zu beweisen. Wir erhalten nach Satz 1

1
aanta + 0 ("E) .

n

¢
dy =~
" 2

Hierauns folgt, wenn man

! Vgl. LucAcs [1] 8. 108; Zyamuxp [1] 8, 28,
* Vgl. z. B. ZYGMUND [1] 8. 221; WIENER [1].
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I n I k(2 1
™ ZO |a2v+2l+;l ;1 0 (;) =0 (1)

setat,

n
1 1 C .
Also haben ~ D vld,| und pom 21 2v|ay,| gleichzeitig den Grenzwert Null, wor-

=1

aus der Satz folgt.

Kapitel 2:
Uber die Vollstindigkeit einiger Funktionensysteme.

8. Im vorigen Kapitel (Nr. 6) haben wir die umgekehrte Sturm-Liouvillesche
Eigenwertaufgabe in drei Hauptfille eingeteilt, die durch eine gewisse Analogie
zwischen den S-L Spektren und der Fourierkoeffizientenfolge der Funktion ¢ (z)
(Gleichung (1), Kap. 1) charakterisiert sind. Wie dort erwihnt, erweist sich diese
Einteilung auch bei den Hauptproblemen P und P* der umgekehrten S-L Eigen-
wertaufgabe' von Bedeutung. In dem vorliegenden und dem folgenden Kapitel
werden wir die genannten Probleme untersuchen. Wir beschriinken uns dabei
auf vier wichtige Spezialfille obiger Hauptfille:

Im Gebiete des Hauptfalles 1. untersuchen wir folgende zwei Eigenwert-

aufgaben :
A (Dgl: y" + (A + p@)y =0, ¢(x) < Lo, n), ¢ (x) =gz —a) f . (1)
| Randbedingungen: y(0) = y (z) = o. (Ry)
B { Dgl: (1)
| Randbedingungen: 4 (0) =y (n) = o. (R,)

Im Gebiete des Hauptfalles 3. untersuchen wir die Kombination folgender
zwei Eigenwertaufgaben:

[l)gl: ¥ ' + A+ p@)y=o0, px)< Lo, n) (2)
| Randbedingungen: .[ay(o) +8y'(0)=0, [a|+]g]>0
l ' | ¥ () = o.

! Vgl. die Einleitung S. 6.



Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe. 31
"Dyl (2)

lRandbedingungen: {ay(o) + ‘8,-'/ ©)=o, |le|+ ]8>0
yy(m) + ' () =o0.

Auch in diesem Fall entstehen zwei Unterabteilungen:

C: 8 =o0, wobei die Randbedingungen von der Form Ia bzw. Il a sind.
D: 85 0, wobei die Randbedingungen von der Form I7b bzw. Ib sind.

Es soll in diesem Kapitel immer folgende Normierung gelten:
[o@dz=o. (3)
0

In bezug auf die Probleme P und P* sollen die Spektren und die Rand-
bedingungen obiger Eigenwertaufgaben bekannt sein, wihrend die Existenz und
die Eindeutigkeit der zugehorigen Funktion ¢(z) bewiesen werden soll. Wir
prizisieren unsere Voraussetzungen: '

1. Bei den Eigenwertaufgaben A und C sollen alle Eigenwerte bekannt sein.

2. Bei den Eigenwertaufgaben B und D sollen alle Eigenwerte ausser ev. dem
ey(0)+y'(0)=o0 ,

kleinsten Eigenwert bei den Randbedingungen R, bzw. 1b: { ,
yy(m) + ¢ (w)=o0

kannt sein.

9. Die Randbedingungen R, sind vom Typus Ib. Der Einfachheit halber
nennen wir das Spektrum einer Dgl. (2) bei Randbedingungen Ib, wenn der
kleinste Eigenwert nicht mitgerechnet wird, das reduzierte Spektrum der Dgl.
(2) bei den Randbedingungen Ib.

Da wir unsere Probleme mit Hilfe vollstindiger Systeme von beschrinkten
Funktionen l6sen werden, die im Interwall (o, 7r) definiert sind, fiihren wir die
Defingtion der Vollstidndigkeit solcher Systeme an:

Das System {U,(x)}y=0,1,2.,. von beschrinkten Funktionen U,({z) soll voll-
stindig in bezug auf einen Raum im Lebesgueschen Sinn integrierbarer, im
Intervall (o, #) definierter Funktionen heissen, wenn jede Funktion f(x) des
Raumes, die die Bedingungen

ff(x)Uv(x)dx:o (v=o0,1,2...)

befriedigt, fast iiberall = o ist.
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Wir werden auch folgende Bezeichnungen brauchen:
L(o, ) soll der ganze Raum der in (o, ) definierten und im Lebesgueschen
Sinn integrierbaren Funktionen bedeuten.

Wenn f(r) eine Funktion des Raumes L(o, ) ist, schreiben wir f(z) <
< Lo, n).
Der Raum der Funktionen f(x) < L(o, ), die die Eigenschaft

J@)=flw—ua) f. i

haben, nennen wir Lyg.
Die entsprechenden Riume der quadratisch integrierbaren Funktionen nennen
wir L*{(o, ) bzw. L*g.

Die Eigenwertaufgabe A.

10. Der Einfachheit halber behandeln wir in allen Einzelheiten nur die
Eigenwertaufgabe A:

Y’ + A+ p@)y=o, )<Ly (1)
y(o)=y(=x) =o, (R,)

die auch die einfachste ist. Zuerst werden wir dann in folgender Weise zu den
genannten Funktionensystemen gefiihrt.

In bezug auf das Problem P wollen wir untersuchen, ob die Funktion
@ (x) < Lg durch das Spektrum der Eigenwertaufgabe 4 eiﬁdeutig bestimmt wird.
Ist dies nicht der Fall, gibt es noch eine Eigenwertaufgabe von derselben Form:

e (" + @A +yPpw)e=o, ()<L(] (1)
. z(0)=z(n) = (#y)

von der wir voraussetzen konnen, siec habe dasselle Spektrum wie die Figenivert-
aufgobe A. Wir nehmen weiter an, es sei

T
+

’ Y(x)dr=o. (3")

0

Es seien y,(x) (m=o0,1,2...) die Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe
A, zy(x) (m=o0, 1, 2...) die Eigenfunktionen der Aufgabe A’ und i, ein gemein-

' f. i = fast iiberall. Vgl M. 8.
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samer Higenwert. Aus (1) und (1’) erhiilt man dann sogleich, in bezug auf die

Randbedingungen ¥, (0) = ya(7) = 0 und 2 (0) = zx(7) = o:

A | wla) 2@)| [
fp @ — p@}yn (@) 20 (@) dae =", , = ok, (4)
; (@) 2 )|
Also konnen wir sagen: Wenn das System
{yn (@) 22 (®)}n=0,1.2. .. (5)
in bezug auf Lg vollstindig ist, muss
plx)=yp(z) 1 . (6)

sein.

Wir werden die Eindeutigkeitsfrage (Problem P) hinsichtlich der Eigenwert-
aufgabe A mit Hilfe des Funktionensystems (5) losen. Es wird sich zeigen, dass
dieses System auch fiir das Problem P* eine wichtige Rolle spielt.

Ein Hauptziel unserer Untersuchungen hinsichtlich der Eigenwertaufgabe A
wird dann offenbar, zu zeigen, dass das System (5) in bezug auf Lg vollstindig
ist. Um dies zu tun, werden wir zuerst die Vollstindigkeit dieses Systems in
bezug auf den entsprechenden Ranm L®g beweisen. Dies soll in den zunichst
folgenden Nummern getan werden. Dabei ist es vorteilhaft, nicht das System
(5) selbst zu studieren, sondern das ein wenig abgeiinderte System, das wir durch
folgende Definition A festlegen:

Usnte(x) = I—fy,, (@) zn(@)da — yu(x)2n(x) {(2=0,1,2...);

7T
0

worin Y (x) und 2z,(x) durch jfolgende Bedingungen festgelegte Eigenfunktionen der
Eigemvertaufgaben A bzw. A’ sein sollen:

[ri@de=Vam, [a@as=Van. )

Man sieht leicht ein, dass die Vollstiindigkeit in bezug auf L*®g des obigen
Systems mit der des Systems (5) gleichbedeutend ist®.

! Man bemerke, dass dieselbe Relation fiir alle selbstadjungierten Eigenwertanfgaben bei den
Dglen. (1) und (1) gilt.
* Vgl Satz A;:1.

3-0632040 Aete mathematica. 78
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Wir beweisen nun einige einfachen Eigenschaften des so definierten Systems.!

Hilfssatz A,: FEs sel das System {U,(2)}v=0,2 4... durch die Definition A fest-

gelegt. Dann gilt
Udx)< L2y,

Uy(x):]/;z;coswc—klﬁ}?—) (r=0,2,4...)

N L i (E,@
=o0 fii 1/-—0) mit Ey{x) und dx< "

wnd es st

(L:}(x) ) Jir alle v und z gleichimdsseg
beschrdnkt.
Beweis: Die erste Behauptung kommt, da die Funktionen U, (x) beschrinkt

sind, darauf hinaus, das Bestehen der Relationen
Us(x) = U, (n — ) (8)

zu beweisen. Gemiiss der Definition A dieser Funktionen folgt (8) aus der Eigen-
schaft

yn (@) = (— 1)" yu(w — ) (9)
der Eigenfunktionen y,(z) der Eigenwertaufgabe A und der entsprechenden Ei-
genschaft der Bigeufunktionen z,(x) der Aufgabe A4’. Diese folgt ihrerseits in
einfacher Weise aus der Symmetrie

p@)=g(z—a), ) =ylx—1r) f i
der Funktionen ¢@(z) und (z). Bei der Eigenwertaufgabe 4 z. B. muss nebst
#a (v) offenbar auch yn(w — x) eine Eigenfunktion sein, so dass man

Ya (@) = kyu(z — x) (k eine Konstante)

erhiilt, Hieraus folgt nun leicht, in bezug auf Srurms Oszillationssatz, die
Formel (g).

Die zweite Behauptung des Hilfssatzes beweist man durch einfache Ab-
schitzung der Bigenfunktionen y,(x) und z,(x) fiir grosse Werte der Indizes 7.
Wenden wir die Formeln (13), (14) und (18) und die Bezeichnungen von Satz 1,
Kap. 1, an, so finden wir, dass die Eigenfunktionen der Aufgaben 4 und A’
der Integralgleichung

Yu(x) = Bpsin (n+ 1)z — 7%_—;[ sin(n + 1) (x — 2,) @ () yu (x,) d 2,
0

! Vgl. Fussnote 2, 8. 35.
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geniigen. In dem oben genannten Satz zeigten wir weiter en passant, dass

die normierten Eigenfunktionen y.(x) und z,(x) gleichmissig beschrinkt (n—> )

sind." Nehmen wir dann auf die Festlegung (7) Bezng, erhalten wir
Yn (x)] A / Ruts ()

== — ) -k s
z,,(a:)f _ﬁsm(n Nz + -

(10)

worin Rp+1(x) = O (1), Zi% (%—E(—f—)) = 0{1) fiir alle # = o und z sind. Einsetzung

T
obiger Ausdriicke in die Definitionsformel U, () =71v f ¥n (@) 20 () A2 — yu (2) 20 (2)
0
ergibt die zweite Behauptung des Hilfssatzes, der damit bewiesen ist.

11. Das System {U,(®)}y=0,2,4... der Definition A kann als ein schiefwinkli-
ges Koordinatensystem in dem Raum L?g aufgefasst werden. Die obigen Er-
gebnisse zeigen dann den Weg an, die Vollstindigkeit durch.Studium der Trans-
formation zu bestitigen, die dieses System mit dem orthogonalen, normierten
und in bezug auf L?g¢ vollstindigen Koordinatensystem {]/% cosvx} 2

r=0,2,4...
verbindet. Wir werden dann in folgender Weise zum Studium eines unendlichen
linearen Gleichungssystems im Hilbertschen Raum gefiihrt.
Lassen wir x wie » die Folge 0,2, 4... durchlaufen, so gelten infolge des
Hilfssatzes 4, die Entwicklungen

Uv(x'):z;'m]/% cos ¥ x v=0,2,4..., (i1)
” 7

worin Z die Summation iiber die Folge von Indizes x = 0, 2, 4 . . . bedeuten soll.?

r..n:j Uﬂ,(ac)]/;ztcos~/.acdx2 (12)
0

Weiter ist
gesetzt. Hs sei nun f(x) eine beliebige Funktion << L®g. Mit den Bezeichnungen

! Vgl 8. 14.
1
* Es soll hier und im foigenden immer ]/Ecos v fir v=o0 durchf ersetzt werden.
b4 T
® Bei den Eigenwertaufgaben 4 und B sollen 2 und » immer die Folge 0,2, 4 ... durch-

laufen, und 3, 3 soll Summation iiber diese Folge bedeuten.
.
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——jf U, (x)dx, ——ff l/‘coswxdx‘ (r=0,2,4...) (13)

erhilt man aus (11) das unendliche Gleichungssystem
Dlentn =, (r=o0,2,4...). (14)

Infolge des Hilfssatzes 4, gilt

‘
Sai<.
4

Dasselbe gilt offenbar auch von Z a,. Das Gleichungssystem (14) ist das erwihnte.

v

Es gibt offenbar immer eine Losung {a.},=o0,2¢... im Hilbertschen Raum des

Systems (14) (d.h. eine Lésung, fiir die Z a, < o gilt). Gibt es nur eine, so

hat das Gleichungssystem
Z’ﬁ""xnzo ( 207274"') (IS)

nur die triviale Losung x, =0 (y =0,2,4...) im Hilbertschen Raum. Dies be-
deutet, dass jede Funktion f(x) < L*®g, die zu allen Funktionen U, (x)(»=0,2,4...)

orthogonal ist, auch zu allen Funktionen ]/;i cosvx(vy=0,2,4...) orthogonal

sein muss, was f(x)=o0 f. i. ergibt. Das System {U,(x)},=0,2,4... ist dann voll-
stiindig. Also konnen wir sagen:

Wenn das Gleichungssystem (15), in der die Koeffizienten v, durch die Glei-
chungen (12) definiert sind, nur die triviale Lisung x, =0 (v =0,2,4...) im Hil-
bertschen Raum hat, ist das System {U,(@)}s=o,5,4... tn bezug auf L®g vollstindig.

Unser Problem der Vollstindigkeit des Systems {U, @)},=o0,2,4... (Def. A)ist
also auf das Problem der eindeutigen Auflésbarkeit der Gleichungssysteme (14)
und (15) zuriickgefiihrt. Sie haben die einfache Eigenschaft, vollstetig im Hil-
bertschen Sinn zu sein. Dies ist mit der im folgenden Hilfssatz darzustellenden
Eigenschaft der Koeffizientenmatrix R = (r,,) gleichbedeutend.

Wir sagen, eine Matrix ist vollstetiz, wenn die entsprechende bilineare
Form vollstetig ist.?

! Man bemerke, dass hierdurch a, eine etwas andere Bedeutung als frither erhilt, Vgl. 8. 11.
? Wir werden die Benennungen der klassischen Arbeiten von HILBERT [1] und HELLINGEK
ToEPLITZ [1], anwenden.
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Hilfssatz A,: Es seien die Koeffizienten der Matrix R = (r,.)

——wa Vcosvxd.z (v,x=0,2,4...)

mit den Funktionen U, (x) der Definition A gebildet. Dann ist
R=F + R¥,

wobeir F die Einheitsmatrixz und R* wvollstetig ust.
Beweis: Es ist
R=FE + R*

mit £ gleich Einheitsmatrix und

B = (ry — d.4),

_fo, vz

T Ly==x

Wir wollen zeigen, dass R* vollstetig ist. Bekanntlich ist dies der Fall, wenn

2 Z (7'/;';( —"67 1)2
konvergent ist." Diese Reihe ist wirklich konvergent. Wir erhalten
ZZ Tox— Ony)? =2(1—2n,+21'i,¢). (16)

Gemiiss dem Hilfssatz A, wird

;o
v _f V cosvrdr=1+ — fE l/ ﬁcosvxdx. {17}

Infolge der Parsevalschen Relation erhalten wir weiter

Zran:va de=1+ — fE ]/ cosva:dac+—jE'z (18)

(17) und (18) eingesetzt in (16) ergibt, da nach Hilfssatz 4, F,(x)= 0(1) ist,

22(/’%%_6v%)2:2’%fE:(x)dx< e} (19)
r % » p

worin d,, die Kroneckersche Symbole ist, d. h. d,,

! Vgl. HILBERT [1] 8. 150, 164.
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Z’ soll Summation iiber die Folge von Indizes » = 2,4,6... bedeuten. Also ist

L4

R* vollstetig. Der Beweis ist damit beendet.

12. Die einfache Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme, die von Hir-
BERT geschaffen ist, steht also nun zur Verfiigung, wenn wir die Vollstindig-
keit des Systems {U,@)}y=0,24... (Def. 4, S. 33) zeigen werden. In bezug auf
die Relation (19) kann sogar in weitem Umfang die v. Kochsche Theorie der
absolut konvergenten Determinanten angewandt werden.! Die bisherigen Ergeb-
nisse reichen aber nicht hin, um die eindeutige Auflosbarkeit der Gleichungs-
systeme (14) und (15) zu sichern. Dazu wird eine andere Eigenschaft der Funk-
tionen U,(r) verlangt. Um sie herzuleiten, brauchen wir eine formale Eigen-
schaft beliebiger Produkte

von einer Losung der Dgl.

' + A+ g@)y=o, @ () < L(o, ) (2)
und einer Losung z(z) der Dgl.

'+ A+ y@)e=o, Y (x) < L(o, n) (2)

bei demselben Parameterwert .. Wir setzen hierbei nichts von den Spektren der
Dglen. bei S-Li Randbedingungen voraus.

Es gilt ndmlich, dass ein solches Produkt u (xz) der Integrodifferential-
gleichung

L(u)+2lu(x)+2lfu'(t)dt=o (20)

Lw=u"(zx)+ (p@ + v@)u(x) + fx[Q ®+w@)d (Odt +

+'ﬁd(t)jd('z)u('ﬂ)d1dt+ c(u)fxd(t)dt+ d (u) (21)

Yvgl. H. v. KocH [1]. Vgl. auch Risz [1] 8. 33 f.f, 8. 39. Die durch die Relation (19)
ausgedriickte Eigenschaft der Matrix B = (r, ) kann leicht dazu angewandt werden, die Vollstiin-

P
digkeit des Systems {Us ()} ,,im Kleinen“ zu beweisen, 4. h. unter Beschrinkung von f | (@)} dx und
0

7T

f |9(x)|dx, was gemiss der Relation (4) zu einer Eindeutigkeit ,,im Kleinen* der Funktion ¢(x)
0

fithrt. Diese Eigenschaft, die den umgekehrten S-I. Eigenwertaufgaben charakteristisch ist, ist mit
einer wohlbekannten Eigenschaft der v. Kochschen Determinanten gleichbedeutend. Vgl. Riesz
v

LI] 8. 38.
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f. ii. geniigt. In dieser Gleichung ist

4 (x) = @ (x) — ¥ (z)
y (0)# (o)
y (0)2' (o)
d(u) = — 24 (0) 2’ (0)

¢(u) = (22)

Die Gleichung wird durch einfache Rechnungen aus (2) und (2’) gewonnen.
Bs ist
wWx)=9y"z+2y 2 +yd =—20ulx)— (@ + Pulx)+ 242 f i (23)

&

¥ (x)2 (x) =y (0) 2 (0) -f[(}. +o®)ysd + A+ @)y ddt=

0

=y (0)2 (o) —lfu’(t)dt —f[¢(t)yz' + wty 2} dt (24)
0 0

_1/'Z~yz'=——c(u)—f[tp(t)~1,b(t)]u(t)dt. (25)
4]
Aus den Gleichungen (24) und (23) folgt

29 ()2 (x) = —d(u)—zlfu'(t)dt—f[(p(t) + Yl (Hdt—

@ T t
—c@w) [a)at— [40) [ 4@ u(e)dedt.
0 0 0
Dieser Ausdruck fiir 2y ()2 (x), in die Gleichung (23) eingesetzt, gibt die ver-
langte Gleichung (20).

Aus der Gleichung (20) kann man eine Formel herleiten, die die Rolle einer
Greenschen Formel fiir diese Gleichung spielt. Wir fithren zuerst eine abgekiirzte
Schreibweise ein. Unter der ,belastéten Integration* des Produkts zweier Funk-
tionen u(z) und v(x) wollen wir folgende Operation verstehen:

T 42

7T
I{u@), vix) = %f[u @ (@) — u' (X)v@)] da =fu () ¥ (x) dx— é u(x)v (x)[ (26)
0 0 0

(Die Reihenfolge der Glieder u(x) und v(x) ist also wesentlich).
Es seien nun y(z) und z(x) Losungen der Dglen. (2) bzw. (2’) bei dem Para-
meterwert A = A, dann setzen wir

#(z) =y (x) - 2 (@), (A = a).
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Es seien weiter #(x) und ((x) Losungen von (2) bzw. (2') bei dem Para-
meterwert A =1, und

so dass u(x) und v{x) Losungen von (20) fiir A = 4, bew. 1 =1, sind. Dann er-
hiilt man

A —4) I [(y @) 2 @), (n) §@)] =

=[|y<x>e<x>,n(x>c<x>-+ y (&7 0] | @E @),
lywe@l lr@ew  ly@rel |7 @@
y @) ()] |2 @)y @]
ty@ewl 2 @ @ [ e

Fi
Diese Formel erhiilt man durch teilweise Integration von f Lwdv de. Es
0

wird zuerst

T 1 T

f[L(u)v' + L(v)u']dx-——u'(x)v'(x)[—— /‘17(t)d(t)dt-fu(t)d(t)dt—-

.
0 0 0

jv dt—c()fu(f)d(t)dt+

&

+u(x)(f(¢+w)r’dt+f fd d'zdt-l-cz/fd dit+d{v )]—{—

0

@ b

+v(x)(f(q)+1p)u'dt+] fd t)drdt + c(u fd Ydt + d(u ))[ (28)

0

Mit Hilfe der Gleichungen (2) und (2’) kénnen die Integrale der ersten und
zweiten Zeile rechts in Determinantenform geschrieben werden, z. B. wird

fﬂv(t)d(t)rlt= [

Beachtet man die Definition der Konstanten ¢(«) und ¢(v), so gehen die ent-
sprechenden Glieder der ersten und zweiten Zeile nach einigen einfachen Reduk-

[

7 () § (x)
' (x) § (x)

tionen in



Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Kigenwertaufgabe. 4]

_anm_
v (@) ¢ @)

iiber.
Die letzte Zeile von (28) wird mit Hilfe des Ausdrucks fiir das Produkt

2y’ ()¢ (@),
S. 39, auf die Form

'v(ac)(-—2y'(x)z'(w)—2lufu'(t)dt)i

gebracht. Analog reduziert man die vorletzte Zeile. Rechts von (28) kommt
hierdurch nun der Ausdruck

W @)Y (@)~ 20 @)y @) @) — 2wl @ @) [

vor. Man sieht nach leichten Rechnungen ein, dass er auf die Form
_[ywnm z (@) @], |y @@ T
y @0 @ @] 1y @)@ 0
gebracht werden kann. Nach diesen Reduktionen enthilt das rechte Glied von

(28) nur den Ausdruck rechts von (27) (mit umgekehrtem Vorzeichen) nebst den
Gliedern

z () 7 ()
¢ (@) 7 (@)

—27mv(w)f“' ) dt — 2lvu(w)jcv'(t)dti.

Bringt man diese in das linke Glied von (28), wendet die Gleichung (20) und die
Definition der belasteten Integration (26) an, so erhilt man leicht die verlangte
Formel (27).

Anm. Offenbar konnen analoge Formeln hergeleitet werden, wenn anstatt
der Gleichungen (2) und (2') Gleichungen der Form

d

a dy _
dx(p(x) ) + Ao+ g@ly=o0

ax

gegeben sind. Dies diirfte in den Fillen von Nutzen sein, in denen p(x) und
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o(x) Nullstellen haben oder anderweitig nicht die Bedingungen dafiir befrie-
digen, dass obige Gleichung auf die Liouvillesche Normalform (2) gebracht wer-
den kann.

Mit Hilfe der Greenschen Formel (27) konnen wir nun eine Eigenschaft des
Systems {U, (x)}»~0,9,4... herleiten, die den Beweis der Vollstiindigkeit unter der
einzigen Voraussetzung ¢ (z)< Lg, ¢(x) < Lg ermoglicht. Zuerst erinnern wir
an folgende Definition:

Das von den beiden Folgen beschrinkter Funktionen {U,@)},=0,4... und
{V,(@)}y=o0,2,4... gebildete System

{U, @), Va@}s=0,24...
soll im Intervall (o, ) biorthogonal und normiert heiséen, wenn

n

f U, (x) VM(x)dx={o’ v p

L,y=yu
gilt.

Die genannte Eigenschaft sprechen wir nun in folgendem Hilfssatz aus.

Hilfssatz 4,: Es ser das Funktionensystem {U, (W)}v;0’2,4‘.', durch dre Defini-
tion A festgelegt. Dann gibt es ein System { V,(X)}»=o0,24... beschrinkter Funktionen
mit V,(x) < Lg so dass das System

{U, @), Vy@}r=0.2.1...
biorthogonal und normiert ist.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Behauptung fiir » > 0. Wir wenden dabei
die zu den Dglen. (1) und (1') gehérige Formel (27) an. Gemiss der Definition
A 8. 33 ist U,(x) fiir » =22 + 2 mit der Funktion y,(x)z,(x) verkniipft. Wir
wollen deshalb die Funktion w(x) der Formel (27)= yn(x)zn(x) wihlen. Also
wird auch 1, =4n (i gleich dem #:ten Eigenwert der Aufgabe 4). Offenbar soll
nun die Funktion V,(z)(x=2m + 2) mit Hilfe der Funktion v(z) = 7(z){(z)
(Formel (27)) so definiert werden, dass A, = An wird und dabei folgende For-
derungen befriedigt sind:

1) f U,(x) Vu(z)dx soll, vom Faktor 4 (A — An) abgesehen, mit dem linken
(4]

Glied von (27) iibereinstimmen.
2) das entsprechende rechte Glied von {27) soll verschwinden.

3) f Ui(x) Vo(x)de = 1.
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Denn dann folgt aus 1) und 2) und der Formel (27)
4 {Am — Zn)f Us(x) Vulx)dx =0,
0
also, da immer An == 4, ist, wenn m = »n ist,

f U.(x) Vylx)dx = o, ve=u (29)

0

(v, u > 0) und aus 3) die Normierung des Systems.
Um diese drei Forderungen zu befriedigen, werden wir von der Form des
linken Gliedes von (27) veranlasst, V,(x) wie folgt zu wiihlen:

Vanta (@) = @&@)  (h=o0,1,2..), (30)
worin .(x) eine durch (7) festgelegte Eigenfunktion der Eigenwertaufgabe 4 und
nlx) eine Losung der Dgl.

'+ A+ yp@)z=o, wx)< Lg (1)

fir A =1, (gleich dem n:ten Eigenwert der Aufgabe A4) sein sollen.
Infolge der Randbedingungen R,: ¥ (0) =y (#) = o findet man, dass (v==2n + 2)

[ 7@ =@ [=o &0 (31)

0

woraus folgt, dass die Forderung 1) befriedigt ist, d. h. es gilt

I) f U, (x) VIL ('l') dx = — I[(ZIIn (@) 2n (1‘)), (ym () C’m (x))] (32)

2) Setzen wir in (27)
u=yn(x)2n(2); Au=1n
U= Ym (JC) gm (l'), Ay = hm,

d. h. y=yn 2=2n, §=ym, 5=0_Cm, finden wir sogleich, dass das rechte Glied,
sogar unabhingig von der Wahl der Funktion {n(x) verschwindet, so dass die
Forderung 2) befriedigt ist. ’

3) Die Forderung 3) ist, gemiiss der Relation (32), einer Anfangsbedingung
fir {s(z) in einem beliebigen Punkt x = x, gleichbedeutend. Es ist nach (26)
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I[(yn @ en (L)), (?/n () Cn (x»] = ; f [(yn zn) (!/n Cn)l - (yn Zn), (?/n Cn)] dxr =

zn (%) o (x) da. (33)

Da nun die Wronskische Determinante

zn (@) Ln(z)
zn () & ()

W(zx)=

einen von x unabhingigen Wert hat, folgt die obige Behauptung, und die For

derung 3) ergibt, wenn x0=7~: gewihlt wird, in bezug auf (32) und die Fest-

legung (7),

(&)= ~6@)a (@) +a(Da(l)=--—2—=-)2 s

Wird . (x) gemiss (34) gewiihlt, was immer méglich ist, folgt aus obigem un-
mittelbar die Biorthogonalitit und Normierung des Systems { U, (x), V,(x)}r=2,4,6...
Ca(x) ist aber nicht eindeutig bestimmt. Wir kénnen noch eine Anfangsbedingung

im Punkt x, =ZZE vorschreiben. Sie wird wie folgt gewihlt:

o) o

» (35)
C;k+l(“2“)=0, k=o,1,2...1.

Dann bilden (34) und (35) ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten

Ln (z—:) and &, (g), das immer losbar ist, wenn nur

Zak (g) # 0, Zak+1 (7—:) # 0 (36)

gilt (d.h. z,(@ darf nicht die Anfangsbedingungen (35) befriedigen). Dies ist
aber der Fall. z,(x) befriedigt die Relation

en(#) = (— 1) 2 (w — 2), (9')
woraus
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zrl=) =0, aar+1{=) =0
2k 1
) &2k

folgt. Da f zn(x)dx =V 27 ist, miissen die Bedingungen (36) befriedigt sein.
0

Die Wahl der Anfangsbedingungen (35) hat nun die Eigenschaft V,(x)=
= Vv(n'*x) d. h.
Vo(x) < L*g (37)

zur Folge. Denn aus Symmetriegriinden folgt (vgl. Hilfssatz 4,)
Cafa) = (= 1)+ L — ),

und die Funktionen y.(x) befriedigen die Relation (9). Dies ergibt nach der
Definition (30} die Behauptung (37).

Schliesslich: die behauptete Beschrinktheit der Funktionen ¥, (x)(v > o) ist
offenbar, so dass alle Behauptungen fiir » > o0 bewiesen sind.

Wir definieren nun

Volr) = —- o

o(x) o (30)

Gemiss der Definition 4 und (30) erhiilt man in bezug auf die Relationen (31)
i i 0, ¥ 0
[U.() Vi@ da = [ Uy(a) V. (@) da ={ .
0 o 1, v=0

Da U,(x), V,(x) beschrinkt sind und < L2®g, ist hiermit der Hilfssatz end-
giiltic bewiesen.

13. Es ist nun leicht, die Vollstindigkeit des Systems {U,(x)},—o0, 2,4 ,.
(Def. A) zu beweisen. Bevor wir zu diesem Beweis iibergehen, fiithren wir Hir-
BERTS klassisches Ergebnis hinsichtlich vollstetiger Gleichungssysteme an.

Alternativsatz: Wenn die Matrix R= (r.,) (v, z=0, 2,4 ...) von der fol-
genden Form ist:

BR=FL + R*
wo I die Einheitsmatrix und R* vollstetig ist so gilt:
Entweder hat das unhomogene System

eru(ln:av (r=0,2,4...) (14)

“

und gleichzeitig das transponierte System
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Zr“a;:a; (x=0,2,4...) (14"

fiir beliebige rechte Seiten von konvergenter Quadratsumme eine eindeutig bestimmte
Losung von konvergenter Quadratsumme, oder das homogene System

7@ =0 (r=0,2,4..) (13)

und gleichzeitig das transponierte System

21'”.1";:0 (x=0,2,4...) (15")

besitzt mindestens eine nicht identisch verschwindende Losung von konvergenter
Quadratsumme’.
Wir sprechen auch zwei Folgesitze aus.

Folgesatz 1: Es seien unter denselben Bedingungen wie im Alternativsatz
die Systeme (15) und (15) lésbar. Wenn {2} /=1, 2,...;) die linear unab-
hingigen Liésungen des Systems (135') sind, so ist fiir die Losbarkeit des un-
homogenen Systems (14) notwendig, dass

Sl =0 (i=1,2,3...))

gilt. Entsprechendes gilt fiir das transponierte System (14')%

Folgesatz 2: Damit die Systeme (15) und (15") unter der Bedingung
B = E + R* nur die triviale Losung . =0 (» =0, 2, 4 . ..) im Hilbertschen Raum
haben. ist notwendig und hinreichend, dass eine der quadratischen Formen

;( % 7'Mx1)2, ;(;Twnxw)g

fir alle {z.} mit N5 =1
=m*>o0
ist.
14. In dieser Nummer sollen die Sitze der Vollstindigkeit hinsichtlich des
Systems {U,(z)}s—0,2,4... bewiesen werden. Wir sprechen sie jedoch mit Hilfe

! Vgl. z. B. HELLINGEB-TOEPLITZ [1] 8. 1400 f.
* Vgl. die Bedingung: notwendig und hinreichend, z B. bei HELLINGER-TOEPLITZ (1] 8. 1412,
HiLBERT (1] 8. 168 f.
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des anfinglichen Systems {yn(x)2zn(x)}n=0,1,2... aus. Weiter brauchen wir Ana-
loga des Riesz-Fischerschen Satzes und der Parsevalschen Relation. Sie werden
auch hier bewiesen.

Unser erster Satz der Vollstindigkeit bezieht sich auf den Raum L*¢g. Es
ist der folgende:

Satz A,: Es se: das Funktionensystem {yn(x)2n(x)}n=0,1,2... met den durch (7)
festgelegten FEigenfunktionen der Eigenwertaufgaben A bzw. A’ gebildet. Dann gilt
1. Das System ist tn bezug auf L®g vollstindig.

2. Zu jeder Zahlenfolge {caln—o,1,2... mit Z‘ic?, < o gehirt eindeutig in L g
n=0
etne Funktion flx) < L%y, fiir die
T

ff(a:)dxzo

0

7

an=ff(x)yn(cc)z,,(x)dx (n=0,1,2..)

0
28t
3. Es gibt zwei von f{x) unabhdngige, endliche, positive Konstanten m und
M, so dass

o0 1 -]
m® D en < ff2(x)dx =M e
n=0 [ n=0

gelt.

Beweis: 1. Das System {U,(x)},=0,24... der Definition 4 ist in bezug auf
L*g vollstindig. Denn das entsprechende Gleichungssystem (15) hat nur die
triviale Lésung z, = o0 (v =0, 2, 4,...). Hitte nimlich (15) eine nichttriviale
Losung, so muss, weil R = E + R* ist (Hilfssatz A,), auch (15’) eine nichttriviale
Losung haben (Alternativsatz). Hs sei {Z.},—0,2 4. . eine solche Losung, die wir

so wiihlen konnen, dass Ewﬁ =1 wird. Da aber auch das System (14) immer

eine Losung besitzt, wenn die @, durch (13) definiert sind, folgt aus dem Folge-
satz 1, S. 46, dass

D@ a,=0= Zx,}f(x) U,(x)dx

fiir jede Funktion f{z) < L?g sein muss. Dies ist aber unméglich. Denn in der
Folge {z,},.0 2 4... muss es mindestens eine Zahl xz, ¥ o geben, es sei z. B.
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x»=o0 fir »<p, x, 0. Dann wihlen wir f(x)= V,.(x) < L®¢g und erhalten
gemiiss dem Hilfssatz 4; den Widerspruch

.
D&y =2, # 0.
v

Also kann (15) nur die triviale Losung . =0 (v =0, 2, 4 ...) haben, und
das System {U,(2)}s=0,2 4:.. ist infolge der Aussage von Nr. 11 8. 36 in bezug
auf L?g vollstindig.

Hieraus folg{; fast unmittelbar die erste Behauptung des Satzes. Gilt nim-
lich (f(x) < L*g)

T

[f@pm@ea@dr=0  (n=o0,1,2..),

0

so erhiilt man, da nach dem Hilfssatz A, und der Def. 4

n

yn(oc).zn(ac)=l fyn(x)zn(x)dx— Usntalx) = ]/;Zt(l —cos(zn+2)x) + O(i)

7T
0

ist,

und also auch

d. h. fl@)=o0 f. i.

2. Die entsprechende Behauptung hinsichtlich des Systems {U,(x)}s—0,2,1. .
(Def. A) ist richtig. Denn in der Abteilung 1 dieses Beweises ist gezeigt, dass
das Gleichungssystem (15) nur die triviale Lésung z, =0 (v =0, 2, 4...) hat.
Infolge R = E + R* und des Alternativsatzes hat dann das Gleichungssystem (14)
fiir jede Wahl der Folge {a,}s=0,2 4. .. mit Zai < oo eine eindeutig bestimmte

k4

Losung, es sei {a,},—0 2 1... die der Folge {«,} entsprechende Lésung. Dann gibt

es weil D4, < oo ist, gemiiss dem Riesz-Fischerschen Satz eine Funktion < Ly

»

S@) ~ D ax 1//—2[ cos %,
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fiir die man mit Hilfe der Parsevalschen Relation und den Gleichungen (14)
findet:

T

ff(x) U@ de= D\ 1rexa= ay. (38)
0 2
Infolge der Voraussetzung 2(-,", < oo konnen wir auf diese Weise speziell
n=0 .
die zu der Folge {a,} mit ¢, =0, z2n+a = — ¢, gehorige Funktion f(x) bestimmen.

Sie ist gemiss dem Ergebnis der Abteilung 1 dieses Beweises in L®g eindeutig
bestimmt. Nehmen wir auf die Definition A der Funktionen U, (x) Bezué;, folgt
sogleich aus den Relationen (38), dass diese Funktion f(x) die behauptete ist.

3. Das Gleichungssystem (14) stellt eine beschriinkte Transformation im
Hilbertschen Raum dar. Also gilt

1
2 2
E: e, < — E: [
¥ v

worin g die obere Schranke dieser Transformation ist'. Weiter gilt, gemiss dem

Folgesatz 2, infolge der eindeutigen Auflosbarkeit des Gleichungssystems (14)

Do Z(Z.r”ax)z
éa,=” 2“ ==5>0, (39)

1 .
e ersetzen. Aus diesen Un-

gleichungen erhalten wir mit der obigen Wahl ¢, = 0, @snt2 = — ¢, und in be-
zug auf die Parsevalsche Relation

wenn wir die Konstante m? dieses Satzes durch

A =_ff’(x)dx

die Behauptung 3. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Die Vollstindigkeit in bezug auf L®¢g eines Funktionensystems hat nicht
allgemein die Vollstindigkeit in bezug auf Lg zur Folge. Wir miissen deshalb
diese letzte Eigenschaft unseres Systems gesondert beweisen.

! Vgl. z B. Rigsz (1] 8. 79, 81.
4-632046 Acta mathematica. 78
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Satz A,: Das Funktionensystem {yn(x)2zn(x)}n=0.1,2 ., das im Satz A, de-
Jinzert ist, ist in bezug auf L g vollstindig.
Beweis: Wie im Satz 4, folgt die Vollstindigkeit des Systems

{1/7! (x) Zn (x)}11=0, 1,2...

aus derjenigen des Systems {U,(x)}s=0 2 4. . der Def. A. Wir brauchen deshalb
die Behauptung nur fiir dieses System zu beweisen. Dabei gehen wir so vor,
dass wir das Gleichungssystem (14) wirklich aufiosen. Zu diesem Zweck bilden
wir mit den Funktionen V,(x) des Hilfssatzes A, die Koeffizienten

k44
gm.,sz,,(x)l/gcosxxdx (»vz=o0,2,4...)1
0

Wir wollen zeigen, dass diese Koeffizienten folgende Eigenschaften haben:

) 2“;&9%#2{0’ ¥y u

u I, v =ux.

2) P =(g,+) = E + P*¥,

wobei £ die Einheitsmatrix und P* vollstetig ist.
3) Dlevx| < oo

Sind 1) und 2) befriedigt, erhiilt offenbar das Losungssystem von (14) fol-
gende Form

au=29vuar (X’:—O, 2,4...)

f‘f(w)]/;z; cosxxdxzzgwff(x) U, () dz,

und diese Relationen sind fiir alle f(x) < L®g giiltig. Infolge der Eigenschaft 3)
konnen wir aber die Integrations- und Summationsordnung umkehren, so dass

wir erhalten
2 R N | 1
[f(x)[l/; COS x & Zg,-ny(w)]dm—o.
0 v

. 2 . 1
! Es soll immer V-— cos % fitr ¥ =0 durch = ersetzt werden.
b4 Vn

oder
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Weil nun l/;zr cos xx und Z 0y« Us () stetig sind und zu L?g¢ gehoren, folgt

also (f(x) beliebig < L*g)

E == —‘ ==
l/;cos L Zg”Uv(x), x=0,2,4...),

v

und die Reihe ist absolut konvergent. Hieraus folgt unmittelbar, dass jede Funk-

tion g(x) < Lg, fiir die fg U.(x)dx=0 (v =0, 2,4 ...) gilt, auch den Rela-

T

tionen fg(x)m cosvxdxr=0 (v=o0,2,4...) geniigt, d. b. g{x)=0 £ i.,
0

woraus die Behauptung folgt.
Wir brauchen also nur noch obige Eigenschaften 1), 2) und 3) zu beweisen.
1) folgt aus dem Hilfssatz A,:

Z"w/c@x(t J U fZ.L‘ {O, V?é.z

I, v==x.

2) Wir setzen » =22 + 2 und

Yn (x) Cu (@) = v, ("1’)

Die Funktion y,(x) ist im Hilfssatz A, durch die Relation (10) abgeschiitzt. Die
Punktion {,(x) ist im Hilfssatz A5 durch die Anfangsbedingungen (34), (335) fest-
gelegt. Daraus folgt leicht

Calx V ]/—8 el (n+ 1)z + (an—l(l))

worin Ras1 (x) = 0 (1), dx(lif:i(l)) O(1) ist. Also wird (v=2n + 2)
m(x)=l/‘2 ! n(2n+2)m+b2"“( 2) (40)
w2n+2 (zn+2)
und nach der Definition von V,(x) (30), (30'):
_1/z 1d (B _
Vy(x)—-l/;cosvx+vdx( " ) r=0,2,4...) (41)

mit
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B)=0(1), 2 (E E(x)):;u([).

P dx\»

Wie im Hilfssatz 4, folgt nun die BEigenschaft 2).
3) Wir schiitzen die Koeffizienten

5T 14
]/77—25()”: v, (2) cos xx] + xf sin xx v, (x)dx (42)
0 0

ab. Fiir 4, # o erhiilt man mit Hilfe der Gleichung (20) (v =22 + 2)

T

/ sin xx v, (x)doe = — 4—}% sin xx(vy + M (w,))dx, (43)
(1
0 0

worin wir

L(vy) — 2 Ay v (0) — vy () = M (v4)

gesetzt haben. Es sei weiter 42, # x®, » 7 %, so erhiilt man nach zweimaliger
teilweiser Integration

h4 T T
fv'v'(x) sin xx do = — % v, (x) cos xm[— x“’] v, () sin xx dx.
0 0 0

Setzt man dies in die Gleichung (43) ein, erhiilt man nach leichten Verein-
fachungen

H2

%2

. % .
xfsm xxv.,(ac)dx——mvm(x) cos mc]-—4ln_x2fM(u)sm xxdx. (44)
0 0

0

Fithren wir schliesslich die Ausdriicke fiir M (»,) und L (v,) ein, und wenden wir
die Relationen (40) an, so erhalten wir nach einigen teilweisen Integrationen aus
(44) und (42) die Abschitzung

los«| = Py X l( x) (K Konstante), (45)

die also fiir 4, % 0, 44s % x® 5% 9® 3£ 0 giiltig ist. Hieraus folgt unmittelbar die
Eigenschaft 3), weil nach Satz 1, Kap. 1 4, = 0(»?) ist. Hiermit ist der Satz
bewiesen.

Anm. 1. Beschrinkt man sich auf das Studium der Funktionensysteme
LU, (@)}v=0,2,4... und {V,(x)}r=0,2,1..., 80 konnen allen Ergebnissen eine mehr
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symmetrische Form erteilt werden. Nehmen wir auf die Eigenschaft 2) (im
Beweise von Satz A,) Bezug, so finden wir leicht, dass auch das System
{V,@}v=0,9,4... in bezug auf L:g vollstindig ist. Ist dann f(x) eine beliebige
Funktion < L*g¢ und

5T

0

so erhilt man eine einfache ,,Parsevalsche Relation in der Form
fﬁ(w) dx _— Z avﬂv-
0 v
Der Zusammenhang zwischen den beiden Funktionensystemen { U, (@)}s=0,2,4...

und {%—i cosyx } kann besonders einfach ausgedriickt werden. Es ist
r=0,2,4...

2
]/%cosxx—;emUw(x) (x=0,2,4...).
Uw(x)zz_,rwl/%cosxw (»=o0,2,4...).

Beide Reihen sind absolut konvergent (was fiir die letzte Reihe wie im Satz 4,
fiir die erste bewiesen wird), die Matrizen R =(7,4) und P = (g.«) sind von der
Form E + R* bzw. E + P* (R¥ und P* vollstetig), und es ist

0, vF1x
Z TopQap = § -~
I

L,y =x.

Anm. 2. Man erhiilt aus den Formeln (39), dass die Konstante M des Sat-
zes A, =1 ist. Mit Hilfe der Relation (41) erhilt man fiir f(x)= V. (x):

7T
2 2 __ 2 ¥ 2 J— l —_ 1
M Da=M ZZa,r——va(x)dx—1+0(v) 1, ¥> o,
L P 0 M

Die Eigenwertaufgabe B.
156. In der Eigenwertaufgabe B:

[y +A+o@)y=0 px)<Lyg (1)
|l y=y)=0 (R.)

setzen wir gemiiss 2) 8. 31 nur das reduzierte Spektrum als bekannt voraus.
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Hierdurch, wie auch durch die neuen Randbedingungen R, werden einige Modi-
fikationen im Vergleich zum Verfahren bei der Eigenwertaufgabe A notwendig,
die wir kurz angeben werden.

Wir nehmen wieder an, es gebe noch eine Eigenwertaufgabe

B,:{z"+(}.+tp<x))z=o Wwx)<Lyg (1)
Zo)=2(x)=o0 (R)
(@@ soll die Bedingung (3) befriedigen), deren reduziertes Spektrum mit dem der
Eigenwertaufgabe B dbereinstimmd,
Wir fithren zuerst ein modifiziertes Hilfssystem durch folgende Definition B

ein:

Uan (@) = yn (%) 20 (%) —%yn(o)zn(o) n=1,23..)

wobed yn(x) und zn(x) durch die Bedingungen (7) festgelegte Eigenfunktionen der
Eigenwertaufgaben B bzw. B’ sein sollen.

Die Vollstindigkeit dieses Systems wird mit Hilfe der entsprechenden Glei-
chungssysteme (14) und (15) bewiesen, dem Verfahren im Fall A analog. Durch
formale Erweiterung erhalten wir analog den entsprechenden Sitzen A:

E, (z)

Hilfssatz B,: U,(x) < L?yg, U,(x)= l/—jz;cos va + ”" (r=0,2,4...).

Hilfssatz B,: R=(r,,)=E+ R*(v,x=0,2,4...), " ——-f U, (x)l/%cosx xdzx.
0

Hieraus folgt, dass die Gleichungssysteme (14) und (15) vollstetig sind. Die
eindeutige Auflosbarkeit dieser Systeme wird durch folgenden Hilfssatz gesichert.

Hilfssatz B,: Es sei das Funktionensystem {U,@)}v=o,1,¢... durch die Defini-
tion B festgelegt. Dann gibt es ein System {V,(x)}»=o0,2,4.. . beschrankier Funktionen
mit V,(x) < L®g, so dass das System

U@, Vo@s=ns0... (46)

biorthogonal und normiert ist, wdhrend fiir Vy(x) gilt:
/ U.(@) Volr)dz =1 %" ° (47)

. 'I,'l/=0.
0
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Beweis: Die Behauptung hinsichtlich des Systems (46) (v >o0) ist der im
Hilfssatz 4, fir » > o analog. Wir wiihlen hier

Van(®) = (yn @) Lu @) (n=1,2,3...), (48)

wobei ya(r) die durch die Bedingung (7) festgelegte n:te Eigenfunktion der Auf-
gabe B und {.(x) eine Losung der Dgl. (1’) fiir den n:ten Eigenwert A = A, der
Eigenwertaufgabe B sein sollen. Dann gilt (vgl. die Forderungen 1), 2) und 3)
im Hilfssatz A,) fir v =2n, u=2m:

1) U, () Vilz) dze = I[(yn @) 2n @), (ym @) Eu @)], (32')

St =2

denn rechts steht nach der Definition (26)

14 T

f (yn @) 20 @) (ym @) G @) dow — %y (@) 2n (@) ym (%) Cm (2) [ ;
0 0
was infolge der Eigenschaft yn(w)2zn (%) = yn(0)2a (0) (Hilfssatz B,) in

[ 50200 rm@tn @) dz— L@ er@lm@ @l a9)

(]

iibergeht. Gemiiss der Definition B hat aber der Ausdruck links von (32} ge-
rade diese Form (49). Die Relation (32') ist damit bewiesen. Die Konstanten

éyn (0)2n{0) sind gerade zu diesem Zweck in die Funktionen U, (x) eingefiihrt.

2) ¥ir u(@)=yn(®)en(x) und v(x) = ym(x)Lm(x) verschwindet das rechte
Glied von (27), unabhiingig von der Wahl der Funktion . (z).

Die Funktion (,(z) kann nun eindeutig bestimmt werden, wenn man die
Eigenschaft

a

3) [ U@ Vo) da = Illya @ 20 @), (g @ Lo @] = +1

[

und die Erfiillung der Anfangsbedingungen (35) verlangt (vgl. Hilfssatz A,).
Aus 1), 2) und 3) folgt die Biorthogonalitit und Normierung des Systems
(46) (vgl. Hilfssatz 4,). Aus 3) und (33) folgt V.(x) < L®g und es sind die V, ()
beschrinkt. Die Behauptungen fiir » > 0 sind damit bewiesen.
Um die Behauptung (47) zu beweisen, gehen wir wie folgt vor. Wir setzen

Volx) = (9o @) o (x))', (48")



56 Goran Borg.

worin yy(x) die durch (7) festgelegte o:te Eigenfunktion der Aufgabe B ist und
Go(x) eine Losung der Dgl. (1') fiir den o:ten Eigenwert =1, der Eigenwert-
aufgabe B, es sei 4, ein Eigenwert der Bigenwertaufgabe B’ oder nicht. Wir
wihlen {,(x) so, dass sie die Anfangsbedingungen (35) fiir » = 2k = o befriedigt,

d. h. es soll
o(o)-

sein. Dann versuchen wir diese Losung so zu bestimmen, dass sie die Bedin-
gung der Behauptung (47):

6/- Upl) Vo () dx = %ﬁ(ﬁ']o () 5o (0) — 9o 0) 55 (0) = 1 (50)

befriedigt. Wie friiher folgt aber nun aus der Symmetrie der Funktion ()

Lola) = — Lo (m — ),
und da ¥, (z) = yp(w — z) (vgl. GL (9) ist, geht also (50) in

%y‘, () o (m) = 1 (s1)

iiber. Die Relation (51) kann aber immer durch angemessene Wahl der Funk-
tion fy(z) befriedigt werden. Denn erstens ist y,(x) <0, weil yo(x) =0 und

f y:(@)dx =V 27 ist. Zweitens ist auch {,(7) immer > o, wenn §,(x)== o ist,
0

denn 1, ist sicher < 1, (der erste Bigenwert der Eigenwertaufgaben B und B),
und dieser gemeinsame Eigenwert der Eigenwertaufgaben B und B’ ist gemiiss
Sturms Oszillationssatz dadurch charakterisiert, dass die entsprechenden Eigen-
funktionen g,(x) und 2z,(x) nur eine Nullstelle im offenen, infolge der Rand-
bedingungen R,: 4 (0) =y (m) =0 sogar im abgeschlossenen Intervall (o,7)
haben. Dasselbe muss dann auch von {,(x) gelten. Also kann {,(») so gewihlt
werden, dass auch die Relation (51) befriedigt wird.
Wir brauchen also nur noch die Orthogonalitiit zu beweisen:

4
j U,(x) V,(x)dx = o, ¥ > o0.
0

Diese folgt sogleich aus der Greenschen Formel (27), denn man findet leicht,
dass die obigen Forderungen 1) und 2) befriedigt sind, auch wenn u=o0, v>o0
ist, und ferner ist immer 1, # 4;,, wenn n > o.
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Aus obigem folgt nun alligemein V,(x) < L?g(» = 0) und V.(x) beschrinkt,
was den Beweis beendet.

Anm. Wenn wir vorausgesetzt hiitten, es sei auch 4, ein gemeinsamer Eigen-
wert der Eigenwertaufgaben B und B’, so hiitten wir nicht obige speziellé Unter-
suchung hinsichtlich der Funktion V,(x) gebraucht. Es wird sich aber zeigen,
dass hinsichtlich des Problems P die Voraussetzung, dass 1, bekannt sein soll,
iiberfliissig ist und hinsichtlich des Problems P* keine Voraussetzung moglich
ist, wenn die iibrigen Eigenwerte vorgeschrieben werden, weil gemiiss den Er-
gebnissen im Gebiete des Problems P A, sich als von diesen Eigenwerten nicht
unabhiingig erweist (vgl. Nr. 18).

Die Sitze der Vollstindigkeit konnen nun bewiesen werden.

Satz B,: Es se: das Funktionensysiem {yn(r)zn(@}n=1,23... mit den durch (7)
festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben B bzw. B’ gebildet. Dann gelten
die Behauptungen des Salzes A,, wenn die Folge n =o0, 1,2 ... durch die Folge
n=1,2,3... erselzt wird.

Der Beweis ist formal derselbe wie der des Satzes 4, Wir brauchen nur
A durch B zu ersetzen und die durch die Definition B bedingten Verinderungen
zu beachten (es soll @an = + e, statt aanya = — ¢n gewiihlt werden). Wir bemerken
jedoch, dass der Beweis der ersten Behauptung des Satzes, der darauf hinaus-
kommt, die Unmoglichkeit einer Relation

Z‘,x.off(x) U,(x)dx=o0

fiir alle f(x) < L*g, wenn D)z} =1 ist, zu gzeigen, wesentlich davon abhingt,

k4

dass die Funktion V,(x) wie oben bestimmt werden kann.

Satz B,: Das Funktionensystem {yn(@x)en@}n=1,2,3 .. des Salzes B, ist in bezug
auf L g vollstindig.

_____ ist nicht im allgemeinen biortho-
gonal und normiert. Deshalb kinnen wir nicht gleich einfach wie oben den Be-
weis aus dem entsprechenden im Fall A erhalten. Wir miissen zuerst obiges
System durch ein biorthogonales und normiertes System ersetzen. Dies wird wie
folgt getan.

Wir setzen (f(x) < L%g)
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0 -f ]/jcosxxdw By = ff x)dx, a, -—ff Vcoswcdx

und erhalten folgendes Gleichungssystem:
ZQM ay =B (1’20, 2,4.. ) (14/)

Dieses Gleichungssystem ist, wié das entsprechende Gleichungssystem (14),

fiir alle rechte Seiten mit Zﬂi < o« eindeutig auflgsbar. Um dies zu zeigen,

braucht man nur wie bei dem Gleichungssystem (14) die Eigenschaft P = (g,,) =
= FE + P* der Matrix des Gleichungssystems zu zeigen und dann den Hilfssatz
B; anzuawenden. Die Eigenschaft P= F 4+ P* zeigt man durch Abschiitzung der

‘ 1
Funktionen 7, (x): Vy(w)=1[2—cos v + 0( ), woraus wie im Hilfssatz A,

obige Eigenschaft folgt. Dann ist also das Gleichungssystem (14') vollstetig. Die
eindeutige Aufiosbarkeit dieses Systems wird nun durch den Hilfssatz B, ge-
sichert (vgl. den Beweis der ersten Behauptung des Satzes A)).

Wihlen wir dann 8,=1, §,=0 (»=2,4,6...), so gehdrt hierzu ein ein-

deutig bestimmtes Losungssystem {a,},=0,2,4... mit Za;‘ﬁ < . (Gemiiss dem Riesz-

Fischerschen Satz gibt es also eine Funktion f(x) Z Qx cos rx << LPg

Piir sie gilt offenbar

on dﬂc-—Zeman—ﬂ——{o’w#o

1, v=o0.
Das System {U,®), V,(®}*, in dem das Zeichen * andeuten soll, dass
Uy(x) = V—Iz durch U%(x) ersetzt worden ist, ist dann Biorthogonal und normiert.
7

Dieses System ist das verlangte. Wir bilden das zum System {U,@)}* gehorige
Gleichungssystem (14) und l6sen es auf. Wie im Hilfssatz A4, finden wir dann
zuletzt

]/gcosxngo,‘l]*&—f-z?w U,(x) f 4. (x=0,2,4...)

(Z' soll Summation iber die Folge v=12,4,6... bedeuten), wobei die Reihe

¥
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rechts absolut konvergent ist. Da cosxz und 2’ o U.(x) stetig sind, kann

auch Uy (x) stetig gewihlt werden, so dass obige Gleichungen iiberall giiltig
werden. Ist dann g(z) eine Funktion < Lg, die den Bedingungen

fny(x)Uv(x)dac=o w=o0,2,4...)

geniigt, so wird auch
0= fg<x) U, @) dw=] gl =dz =fg<x>[eoo U3 )+ > 0w U (@)] dz =
0 0

0
4

— o f 0(x) U3 (@) du.

0
Da gemiiss Hilfssatz B,

2

ngj. Vo(x)ﬁdx = . Vo) Up(x)da = 1

ist, folgt

-

fg(x) Us(xjdx =0
(H
und also

4

fg(x)]/%cos % dx=90xjg(x) Utlx)dx +
1} 0

+Z o | gl)U(x)dx=0 (x==0,2,4...),
(1]

woraus wir g(z) = o f.ii. erhalten. Also ist das System {U,®)}s=0,2,4... in bezug
auf Lg vollstindig. In einfacher Weise folgt hieraus die Vollsténdigkeit in be-
zug auf L g des Systems {9, (@) 2n(@}n=1,93... (vgl. Satz 4,, Abt. 1).

Amm. Fir das System {U, @), V,@}* gilt die Anm. 1, 8. 52 und fiir die
Konstante M des Satzes B, gilt die Anm. 2z 8. 53.

Wir haben nun vom Hauptfall 1, Nr.6, der die Randbedingungen R, =

=Ja: ylo)=y(x)=0 und Ib: {ay(o) +y'(0)=o0 umfasst, die Randbedingungen
yy(m) + ¢ (w) =o

Ia hinsichtlich der Vollstindigkeit des entsprechenden Systems (5) in von uns
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verlangtem Umfang erschopfend behandelt. Bei den Randbedingungen 75 haben
wir nur den Spezialfall ¢ =y =0 behandelt. Wenn in den Randbedingungen
Ib a+0,y+0, gelten die Ergebnisse im Fall ¢ =y =0 im allgemeinen nicht
mehr. Dies beruht darauf, dass die Funktionen U,(x) und V,(x) nicht mehr die
Eigenschaft U, (x) < L?g, V,(x) < L®g besitzen. Wir geben ein Beispiel an, in
dem eine Eigenwertaufgabe (1), (Ib) zu einem in bezug auf L?g nicht vollstiin-
digen System {yn (@) zn@}n=1,25... fithrt:
Die Eigenfunktionen fiir » > o der Bigenwertaufgabe

fmy(o) + 4 (0)=o0

y' + iy=o, ,
my(z) + ¢ (w)=o0

m ganze Zahl > o
sind von der Form

1 .
yn(x)=—V—7r_;——TF(ncosnx—msmnx) n=1,2,3...)

Wiihlen wir dann als Gleichung (1°) dieselbe Gleichung wie oben, erhalten wir

1 n® —m? mn .
y,,(ac)z,.(x)=; + mcos Zna— g —ssin2nz (n=1,2,3...; n%m)

I
Ym () 2m (x) = S Ty sinzme

Offenbar ist die Funktion cos2maz << L?g zu allen Funktionen des Systems
{92 (@) 2a(@)}n=1,2,3... orthogonal. Dieses System ist also nicht in bezug auf L?g
vollstiindig.

Die Eigenwertaufgaben C und D.

16. Die Ergebnisse bei den Eigenwertaufgaben A und B zeigen, dass die
entsprechenden Funktionensysteme {y,@)2z,(2)} in gewissem Sinn in bezug auf
,,die Hilfte'* des Raumes L (0,7n) vollstindig sind. Das Ergebnis am Ende von
Nr. 15 zeigt, dass diese , Hilfte nicht immer gleich einfach zu charakterisieren
ist wie in den genannten Fillen (Lg). Wir werden in dieser Nr. zeigen, dass
zu einer beliebigen S-L Eigenwertaufgabekjedoch immer eine ,erginzende" S-L
Eigenwertaufgabe gehort, so dass das System {y.(x)z.(x)} der ersten Aufgabe
durch das entsprechende System der zweiten Aufgabe zu einem in bezug aunf
L (o, n) vollstindigen System ergiinzt werden kann.
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Die Eigenwertaufgaben C sind folgende:

+ A+ p@)y=o, ¢(x) < Lo, n) (2)
0. 190 =yl=)=o (1 a)
y (o) = O]’ (IT a)

yy(m) + ¢ (@) =of.

Wie gewohnlich bilden wir die entsprechenden Eigenwertaufgaben C’ bei

der Dgl.
'+ A+ yp@)e=o, Y (x) < Lo, n) (2"

(es soll w(x) der Bedingung (3") geniigen) und nehmen an, die Aufgaben C und
(" haben dieselben Eigenwerte.
Wir sprechen sofort unsere Hauptsitze aus:

Satz C;: Es ser das System
{yn @) 20 @}n=0,1,2...

mit den durch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben {(2), (I a) bzw.
(2"), (I a) und das System
{gn (x) 2y (x)}n=o,1,2...

mit den durch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben (2), (11 a) bzw.
(2"), (IT1a) gebildet. Dann gilt

1. Die Funktionen dieser beiden Systeme bilden zusammen ein in bezug auf
L2 (o, ) vollstindiges System.

2. Zu jeder Zahlenfolge {ca}n=0,1,2... und {G}n=01,2. _mth ent+ &) < oo
n=0

gehort eindeutig eine Funktion f(x) < L*(o,n), fiir die

Cn = jf(x) Ynlx) 2n(x) d2, Cn zif(x) In () 20 (x) dx
st

3. Es gibt zwei von f(x) unabhingige Konstanten m und M, 0 < {1]7;} < ®, 80

dass

m" (en + én) Sf x)deM*Z(c,’,+éf,)
h=0 0 n=0

gelt.
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Satz C,: Das zusammengesetzte Funktionensystem, das im Satz C, definiert st,
st in bezug auf L(o, ) vollstindig.

Die Beweise dieser Sidtze werden grisstenteils durch formale Erweiterungen
aus den Beweisen im Fall A erhalten. Zuerst filhren wir das Hilfssystem
{U, (x)}y=0,1,2... durch folgende Definstion C ein:

Uo(x)=‘V—I7—t

Usnsalo) =1 f o (1) 20 () A2 — g (2) 20 ()

jéﬁ@%@ﬁx—@umawx

0

1
U2n+1(9€)=;
wobei die Bezeichnungen dieselben wie im Satz C, sind. Zu diesem System ge-
hort das Gleichungssystem (15) mit », x =0, 1,2.... Dieses Gleichungssystem
ist vollstetig infolge folgender Eigenschaften des Systems {U,(x)}s—0,1,2...:

Hilfssatz C;: U, (x) = ]/gco_s ve + E.,T(x) v=o0,1,2...)

Hilfssatz C,: R=(r,,)=E + R* (v,x=0,1,2...).

(Diese Hilfssiitze werden formal wie die entsprechenden Hilfssiitze 4, und 4,
erhalten). Die eindeutige Auflosbarkeit des Gleichungssystems, die mit der Voll-
stindigkeit des Systems {U,(x)}s=0,1,2... in bezug auf L?(o, 7) gleichbedeutend
ist (vgl. Nr. 11) wird durch folgenden Hilfssatz gesichert:

Hilfssatz C,: Es sei das Funktionensystem -{U,(x)}s—0,1,2... durch die De-
finition C festgelegt. Dann gibt es ein System {V,(x)}s—0,1,2... beschrinkter Funk-
tionen, so dass das System

{U,(x), Vo(@)}s=0,1,2...

biorthogonal und normiert ist.

Beweis: Wir wihlen hier
‘1
Vola) = = ]
7

, (52)
Vante (2) = (yn (©) Gn () (n=0,1,2...) J
~(

Vant1 () = (n @) Ca @) (n=o0,1,2...),
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wobei {n{z) eine Losung der Dgl. (2) fiir den n:ten Eigenwert 1 = A, der Eigen-
wertaufgabe (2), (Ia) und Z,(x) eine Losung der Dgl. (2') fiir den n:ten Eigen-
wert A = A, der Eigenwertaufgabe (2), (II @) sein sollen.

Es sei zuerst » > 0. Setzen wir

U

Un (x) = Ynény, Um (%) = ymCm; tn (x) = Yn By tm (x) = im

m-.

Wie im Hilfssatz 4, erzielen wir eine der Relation (32) analoge Relation
1) [ U@ V(@) de = — I(u, v)

mit « = u, oder u = i, je nachdem » gerade = 2# + 2 oder ungerade = 2» + 1
ist und mit entsprechender Festlegung von wv.

Weiter verlangen wir, dass

2) bei der obigen Wahl der Funktionen u(x) und v(x) das rechte Glied der
Relation (27) verschwinden soll.

Man sieht sogleich ein, dass die Forderung 2) fiir jede Wahl der Funktion
{m (Cwm) befriedigt ist, wenn w==u,, v=1vm oder u=ily, v = gesetzt wird,

wie dies im Hilfssatz A, der Fall war. Wenn aber u = u,, v =190, oder u= iy,
v = vp ist, bleibt im allgemeinen der Ausdruck (rechts von 27)
['y (@) g ()] |2 (@) § @)| , [y (@) ()] [2 () n (=)

z
y @)y @@ @] 1y @) @) @)y () ]x=n,

in der also y=yn, £=2s; 1= 1m, { =Cn 0der y=@n, 2=2; 1="04n, L =1{m

4+
T

zu setzen ist, von Null verschieden, weil yn(x), 2. (x) einerseits und §n (2), Zm ()
andererseits fiir x = & verschiedenen Randbedingungen geniigen. Die Funktion
tm(lm) ist aber noch unbestimmt. Wihlen wir {n(x) so, dass {um(x) die Rand-
bedingungen der Funktionen #,(x) und %, (x) fiir x = = befriedigt, d. h.

7 Sn () + Em(n) =0 (53)

und n(x) in entsprechender Weise:

n () =0, (54)

so0 verschwindet auch dieser Ausdruck, und wir erhalten im rechten Glied von
(27) Null

Wihlen wir {p(x) und p(x) wie oben, erhilt man
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. 5o b [
[v@az— "l=o >0 (55)
° #lo) Sule) [

Nehmen wir nun auf die Definition der belasteten Integration (26) Bezug,
finden wir sogleich, dass die Forderung 1) befriedigt ist. Weiter ist die Forderung
2) befriedigt. Dann folgt gemiiss der Relation (27) 2. B. (p=2n+2, u=2m+2)

4(1-»—&»); U,{z) Vulz)dx=o0.

Analoge Relationen werden erhalten, wenn » oder u oder beide Indizes ungerade
sind. Weil Am 7% An, Am 7% % fiir 7 5 m ist, Am % Aa, folgt also

[U.@Vix)dz=0 »#pu
0

(7 > 0).
Schliesslich verlangen wir die Normierung des Systems:

3) f U,(@) Vy(x)de = — I (u@), v@@)=1.

0

Man findet wie im Hilfssatz 4,, dass diese Bedingung mit einer Anfangs-
bedingung fiir {m({m) in einem beliebigen Punkt gleichbedeutend ist. Da zur Be-
stimmung von {m(lm) schon die Anfangsbedingungen (53), (54) vorliegen, erhalten
wir also z. B. fiir {n () folgendes System von Anfangsbedingungen:

78n(7) + Ga(w) =0 (53)
— 2 () Ln () + 20 () Lo () = — l/;zt (34)

Weil yzp(n) + 2n(n) # 0 ist, folgt hieraus die Moglichkeit, die Funktionen
n(x) wie verlangt zu bestimmen. Ein gleiches gilt fiir . (x).

Damit haben wir gefunden, dass das System {U,(x), V,(2)}y=1,2,3... bi-
orthogonal und normiert ist. Aus den Definitionen C und (52) und mit Hilfe
der Relation (55) erhilt man

fU"(”’ vz = [ 0.@) Vo(x)dxz{c:’ rFo

0
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Da offenbar die Funktionen V,(x) beschrinkt sind, ist hiermit der Hilfssatz
bewiesen.

Anm. Man sieht sogleich ein, dass der einzige nichttriviale Punkt in diesem
Beweis, der im Verhiltnis zum Beweis des Hilfssatzes A4, neu ist, mit der Wahl
der Funktion ,(§.) verkniipft ist

Nunmehr kann man die Beweise obiger Siitze durch formale Erweiterung
aus den entsprechenden Beweisen der Siitze A4, und A, unmittelbar erhalten.
Hiermit schliessen wir die Behandlung der Eigenwertaufgaben O ab.

Die Eigenwertaufgaben D sind folgende

'+ @A+ o@ly=o0, ¢ <Llo,n) (2)
ay(0) + 4 (0) =0} (1)
yy(n) + 9 (®) = o)
ay(0) + 4 (0)=o

IIb
y(ﬂ)=0}, (re)

und es st nur das reduzierte Spektrum von (2), (Ib) bekannt. Hierdurch wird die
Behandlung dieser Eigenwertaufgaben derjenigen der Eigenwertaufgabe B ana-
log, in derselben Weise wie die Eigenwertaufgaben C der Eigenwertaufgabe A
analog behandelt wurden. Es gilt hier analog der Anmerkung am Ende des Be-
weises des Hilfssatzes C,, dass die Wahl der Funktionen {,(x)(C.(x)) die einzige
nichttriviale Erweiterung im Verhéltnis zom Fall B ist. Deshalb fithren wir den
Beweis nicht durch, sondern begniigen uns damit, die Hauptsiitze auszusprechen.
Wie gewohnlich nehmen wir dabei an, die entsprechenden Eigenwertaufgaben D'
ber der Dgl. (2') haben dieselben (reduzierten) Spektren wie die Eigenwertaufgaben D.
Dann ergibt sich:

Satz D,: Es sez das System
{yn (@) 2n (2)}n=1.2,3...
mit den durch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben (2), (Ib) bzw.
(2"), (Ib) und das System
{gn (x) Zn (x)}n=0, 1,2...

mit den durch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben (2), (ITb) bew.
(2"), (IId) gebildet. Dann gelten die Behauptungen des Satzes C,, wenn die Folge
{en}n=0,1,2... durch die Folge {caln=1,2,3... ersetet wird.

5-632046 Acta mathematica. 78
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Satz D,: Das von den beiden Funktionensystemen {yn(x)zn(x)}jn=1,2,3... und
{70 () Zn (€)}n=o,1,2... des Satzes D, gebildete zusammengesetzte System ist in bezug
auf' L(o, 7r) vollstindig.

Da immer die Sturm-Liouvilleschen Randbedingungen von einer der Formen
Ia—1Ib sind, folgt aus obigem der am Anfang dieser Nr. erwihnte Sachverhalt,
dass zu jeder Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe eine ergiinzende Eigenwert-
aufgabe gehort, so dass die entsprechenden Systeme {y.(x)z:(z)} zusammen -ein
in bezug auf L(o, =) vollstindiges System bilden.

Kapitel 3.
Eindeutigkeits- und Existenzsitze.

17. In diesem Kapitel werden wir unsere Hauptergebnisse hinsichtlich der
Probleme P und P*! angeben.. Wir behandeln zuerst das Problem P, d. h. das
Problem, inwieweit eine Funktion ¢ (x) < L (o, #) durch ihre S-L Spektren ein-
deutig bestimmt wird.

Wenn die Randbedingungen von der Form I6&: {ay(o) +y()=o sind, soll

yy(7) + ¢ (7)=o0
immer das entsprechende Spektrum ein reduziertes sein®. Wenn die Randbe-
dingungen in allgemeiner Form gegeben sind, schreiben wir statt nur Spektrum:
(reduziertes) Spektrum, womit gemeint wird, dass das Spektrum reduziert sein
soll, wenn diese Randbedingungen gerade die Form I& hahen. /
Wir wollen auch den Awusdruck: erginzende Ergenwertaufgabe in derselben
Bedeutung wie in der Nr. 16 anwenden. Wir definieren den Begriff genaun in
folgendem Satz, der unser Hauptsatz hinsichtlich des Problems P ist.

Satz P: 1) Die Funktion @{x) einer Dgl.
y' + L+ ewy=o0, px)< Lo, ) (1)
st mie durch die Kenntnis des (reduzierten) Spektrums bei den Randbedingungen

ay(o) + By (0)=o0 e}l +18] >0

2
yy(@) +dy (m)=o0 lyl +18|>0 2)

erndeutiq bestimmt.

! Vgl. die Einleitung, S. 6.
* Hinsichtlich der Bedeutung des reduzierten Spektrums, vgl. 8. 3I.
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2) Ist auch das (reduzierte) Spektrum einer erginzenden Eigenwertaufgabe:
Dgl. (1)

le] + 8] >0

l7'|+18"|>0

ey () + By (0)=

1 y(m) + 'y () = &

Randbedingungen:

mit
06’ =o, |d|+]d]|>0
bekannt, so wird @ (x) eindeutig bestsmmt.
3) Ist ein einziger Eigenwert der (reduzierten) Spektren obiger Eigenwertauf-
gaben nicht bekannt, so bleibt @ (x) unbestimmt.

Beweis: Die Behauptungen 1) und 3) sind Folgerungen aus dem spiiteren
Satz P*.

Die Behauptung 2) beweist man mit Hilfe der Siitze C; und D,, Kap. 2.
Wie man unmittelbar einsieht, ist die erginzende Eigenwertaufgabe so gewiihlt,
dass die Kombination obiger Bigenwertaufgaben entweder mit der kombinierten
Eigenwertaufgabe C oder D iibereinstimmt. Um die Ideen zu fixieren, mége
8 =0 sein. Die Kombination der Randbedingungen (2) und (3) ist dann mit der
folgenden ibereinstimmend:

vO =y =0 Ugwa L7

und es liegen also die Eigenwertaufgaben C, Kap. 2, vor. Der Einfachheit halber
wollen wir f @ (x)dx=o0 voraussetzen, was offenbar keine Beschrinkung be-
0

deutet. Wenn nun die Dgl.
'+ A +y@)e=o, wix)< Lo, ) (4)

dieselben Spektren bei obigen Randbedingungen Ia und I/a wie die Dgl. (1)
hat, erhiilt man die der Relation (4), Kap. 2 analogen Relationen

f[w — (] Y () 20 (2) dor = 0
(n=o90,1,2..1, (5
j[w(vﬁ/'_l’)(l,)]‘/n( )é (w)dx=o

worin yu(x), zx(x) Eigenfunktionen der Dgl. (1) bzw. (4) bei den Randbedingungen
(Ia) und §u(x), Z(x) entsprechende Eigenfunktionen bei den Randbedingungen
(IT a) sein sollen.
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Wie man unmittelbar findet, gilt nun nach der Festlegung (7), Kap. 2, z. B.

yn(x)zn(a;)==]/:—i (1 —coszn+ 2)z)+ O (;—Ii),

auch wenn fw(x)dxaéo ist. Also folgt aus (5) f[tp(x)-— Yy@]dx=o0(1) d. h.
0 0

[lp@—yp@ldz=o,
0

Fd
so dass auch f w(x)dx = 0 sein muss.
0

Nach obigen Festlegungen und Ergebnissen ist also die Kombination der
Eigenwertaufgaben (1), (@) und (1), (II @) mit der kombinierten Eigenwertaufgabe
C, Kap. 2 identisch, und die Kombination (4), (Ia) und (4), (I @) ist mit der
kombinierten Eigenwertaufgabe C’ identisch. Gemiiss Satz C;, Kap. 2 folgt also
aus den Relationen (5)

@ @)=y 1. i,

was unsere Behauptung ist. Analog beweist man im Fall 85 o. Hiermit ist
der Beweis beendet.

Anm, Man koénnte auch die Randbedingungen der ergidnzenden Eigenwert-
aufgabe auf die Form

dylo)+ 8y (o)=o0 le’|+ |8 ]|>0
ry(w)+ 0y (m)=0 [yl +1é]>0

mit 88 =o, ||+ |8 |> o schreiben. Denn dieser Fall wird nach der Trans-
formation z’ = » — x von derselben Form wie der obige. Gerade deshalb ist er
auch nur eine triviale Erweiterung des obigen Falles.

Kehren wir einen Augenblick zu den Ausfithrungen der Nr. 6 zuriick. Ge-
miss obigem Satz kinnen wir sagen, dass die ganze Fourierkoeffizientenfolge der
Fuoktion ¢(z) durch zwei angemessen gewihlte S-L Spektren eindeutig bestimmt
wird, und dass dazu eines nicht hinreicht (Hauptfall 3. Nr. 6). Man kann dann ver-
muten, dass ein einziges Spektrum eine gewisse Teilfolge der Fourierkoeffizienten-
folge eindeutig bestimmen soll (die , Hilfte”, vgl. Nr. 6, besonders die Haupt-
fille 1 und 2). In bezug auf das Ergebnis am Ende von Nr. 15 scheint es schwer,
diese Teilfolge bei allgemeinen Randbedingungen zu charakterisieren; das Er-
gebnis diirfte wohl auch von geringem Interesse sein. Wir haben jedoch zwei
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Eigenwertaufgaben: A und B, Kap. 2, behandelt, in denen diese Charakterisierung
einfach ist. Sie ergeben folgende Sitze:

Satz P,: Die Funktion @(x) einer Dgl. (1) ist durch die Kenntnis des Spek-
trums der Dgl. bei den Randbedingungen R,: y(0) = y(n) = 0 eindeutig bestimmdt,
wenn die Bedingung

@) =g(x—2) f 1.
auferlegt wird.

Satz P,: Die Funktion @(x) etner Dgl. (1) ist durch die Kenntnis des redu-
zierten Spektrums der Dgl. ber den Randbedingungen R,: 4 (0) =y (n)=o0 ein-
deutrg bestimmi, wenr die Bedingung

@ (x)=g@(x—2) f .
auferlegt wird.

Die Beweise sind dem von Satz P: 2 analog. Wir stiitzen uns aber hier
auf die Sitze 4, und B, statt auf die Sitze C, und D,, Kap. 2. Das im Satz
P: 3 angegebene Verhiltnis gilt in analoger Form auch hier.

Anm. 1. Die Frage, ob die im Satz P angegebenen ergiinzenden Eigenwert-
aufgaben die einzigen sind, bleibt unentschieden. Dies hidngt von der von uns
angewandten Methode ab.

Anm. 2. Gemiss den obigen Sitzen P, P, und P, ist der Inhalt der Sitze
des vorigen Kapitels einfacher als der dort ausgedriickte. Z. B. sind die Bigen-
wertaufgaben A und A’ identisch. In den Sitzen A ist es also angemessen,
Yn(x)2n(x) durch y;(x) zu ersetzen. Entsprechendes gilt in den anderen Fillen
B-D.

Anm. 3. Es ist einfach, zu zeigen, dass die Eigenwertaufgaben (3), (4) und
(3), (5) der Einleitung fiir w =z und @ (— z)= @ (x) dieselben Eigenwerte und
Eigenfunktionen wie die Eigenwertaufgaben A und B, Kap. 2 haben’. Aus obigen
Sitzen P, und P, folgt also, dass, wenn @(—z)=g@(2), ¢ (z + n) = ¢ (z) ist,
die Funktion @(x) durch die Instabilititsintervalle eindeutig bestemmt wird.

18. Die im XKap. 1 hervorgehobene Analogie zwischen dem (reduzierten)
Spektrum und der Fourierkoeffizientenfolge von ¢(x) in den drei Hauptfillen
von Nr. 6 wird durch obige Sitze in den hier behandelten Fillen (Eigenwert-
aufgaben A—D, Kap. 2) vertieft. Wie in der Nr. 6 erwiihnt, treten im speziellen

y© =y

! Vgl. BocuER([2] 8. 448. Er erwihnt nar den Fall der Randbedingungen { , b
Y=y
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Fall: @(x) und ¢’ (x) totalstetig auch andere Eigenschaften des S-L Spektrums
hervor, die kein Gegenstitck im Gebiet der Fourierreihen haben. Analog verhilt
es sich, wenn es sich um die eindeutige Bestimmung der Funktion ¢ (z) durch
S-L Spektren handelt. Wir erhalten folgenden einfachen Satz:

Wenn en der Dgl.

y'+ 4+ @)y =o, [o@)dz=o,
0

@' (0)= ¢’ (n) ist, @(x) nebst ¢’ () totalstetig ist wnd <hr Spektrum bei den Rand-
bedingungen
ylo)=ylr)=o0

unendlich viele Quadrate gancer Zahlen enthdlt, so muss

pl@)=o

setn.
Beweis: Da man nach Satz 1, Kap. 1,

hat, so muss es offenbar nach Voraussetzung eine Folge 7, geben, so dass
dn, = An, — (ny + 1) =0, Ny = O

gilt. Hieraus und aus den Voraussetzungen, dass ¢ (x),¢ (x) totalstetig und
@' (0) = ¢’ (n) ist, folgt nun nach dem genannten Satz

01=,—1[fqo2<x)dw+ 7w —9'0) | = o0
und also '

T
[o*@dz=0(1),  n, oo,
1]

was die Behauptung beweist.

Entsprechende Behauptungen kénnen mit Hilfe von Satz 1, Kap. 1 auch bei
anderen Randbedingungen bewiesen werden.
feylo) +y'(0)=0
L7y (@) + ¢ (@) =0
haben wir nur mit dem reduzierten Spektrum gearbeitet. Wie friither erwibnt,

Bei der speziellen Form Ib: der Randbedingungen (2)

nimmt der Eigenwert A, eine besondere Stellung ein. Da die Funktion ¢ (z) auch
ohne die Kenntnis dieses Eigenwerts in den Eigenwertaufgaben der Sitze P und
P, eindeutig bestimmt wird, erweist sich also i, als von den iibrigen Eigenwerten
dieser Aufgaben nicht unabhiingig. In einem einfachen Falle kann umgekehrt
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die Kenntnis von 4, die Kenntnis aller iibrigen Eigenwerte ersetzen. Wir er-
halten folgenden recht trivialen Satz:
Es moge die Dgl.
¥+ A+ p@)y=o, ¢ (x) < Lo, )
mit f ¢ (@) dx =0 bei den Randbedingungen
y (0 =y (=) =0
den kleinsten Iigenwert i, = o haben. Dann muss @ (x)==o f. . sein.

Beweis: Der kleinste Eigenwert entspricht einer Eigenfunktion y({z)# o im
abgeschlossenen Intervall (o, 7). Also erhiilt man

n
O“f—dl—i-[(l —I—q)(xul:— Q(Il
)
woraus
y (@) =o0
und
Ny (@) 3
@ (@) = @) =0 fi.
folgt.

19. Wir gehen nun zum Problem P* iiber. Unsere wesentlichen Ergebnisse
sind Existenzsitze ,im Kleinen®, was hier eine Beschrinkung bedeutet, die aus
folgendem Satz hervorgeht. Dieser Satz entspricht dem Satz P:

Satz P*: Es sei {A} das (reduzierte) Spektrum der Eigenwertaufgabe (1), (2)
und {un} das (reduzierte) Spektrum einer erginzenden Eigenwertaufgabe (1), (3)

(Satz P). Dann gibt es eine Zahl o > o, so dass eine Zahlenfolge {i’,,} und eine
Zahlenfolge {fin}, die der Bedingung

*
2lh—al + 2l — il = ¢* (©)

geniigen, die (reduzierten) Spektren einer und nur einer Dgl.

y' + @+ p@)y=o (7)
mat

@ (x) — @ (x) < L (0, =) (8)
und

f((; @ —gp@)dr=o0 (9)

Y]

bei den Randbedingungen (2) bzw. (3) darstellen.
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Anm. Wie gewdhnlich lassen wir » die Folge n=1,2,3... dqrchlaufen,

wenn {4} oder {u,} ein Spektrum bei den Randbedingungen I b: 5 y()+y(0)=0
y(@) +y (=)=o0

(d. b. ein reduziertes Spektrum) ist und die Folge » =0, 1,2 ... bei den iibrigen
Formen der Randbedingungen. Die entsprechende Summation soll sich auf
dieselbe Folge beziehen,

Beweis: 1. Vorbereitung.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, es sei

f(p(w)dac=o, (10)

was offenbar keine Beschrinkung bedeutet. Die bebauptete Relation (9) geht
dann in

(¢ @dz=o ©)

Cte——n

itber. Weiter beschrinken wir uns wie im Satz P darauf, den Fall 8= o0 zu be-
weisen, so dass die Kombination der Randbedingungen (2) und (3) mit der fol-
genden Kombination iibereinstimmt:

ylo)=yr)=0 (Ia) und y(0)=0}(IIa).
ry(m) + 4 (m)=o

Die Losungen der Dgl. (1) wollen wir in diesem Beweis mit z(x) und {(x)
bezeichnen, die der behaupteten Dgl. (7) mit y(z). Dann fithren wir eine ge-
meinsame Numerierung der Eigenfunktionen und Eigenwerte der Eigenwertaufga-
ben (1), (Ia) und (1), (I a) durch, indem wir der #:ten Eigenfunktion der ersten
Eigenwertaufgabe den Index v =2#% + 2 und der #:ten Eigenfunktion der zweiten
Bigenwertaufgabe den Index v =2#% + 1 erteilen und die Bigenwerte in ent-
sprechender Weise numerieren. Die Eigenfunktionen werdén also hiernach mit
2, (x)(v=1,2,3...) bezeichnet, und die Eigenwerte {A,} und {.} werden in einer
einzigen Folge {4,},=1,9,5... geordnet. In entsprechender Weise verfahren wir mit
den Eigenfunktionen und Eigenwerten der behaupteten Dgl. (7) bei obigen Rand-
bedingungen. Ihre Eigenfunktionen und Eigenwerte werden also mit y,(z) bzw.

;w bezeichnet. Wir bemerken, dass hierdurch die Bedingung (6) die Form

A ALEPE (6
p=1
erhilt.
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Wir kénnen nun unserem Problem eine angemessene Formulierung geben.
Nehmen wir einen Augenblick an, es gebe eine Dgl. (7). Wir schreiben sie dann
in der Form einer gestorten Dgl. (1):

0+ @)y + @A —A+ @) —pw@)y=o.
Es sei {,(x) eine von z,(x) unabhiingige Losung der Dgl. (1) bei dem Parameter-
wert 4 = 4,, so gewihlt, dass

zv(x) & (2)
() o ()

2y
wird. Die Eigenfunktion g, (x) erhiilt dann folgende Form (z, = x):

— [VT,, A =1 (II)

D, =
l‘ 1, Ah<<1

I

o T @y Lp—1
) p
) =a@)+ 32 f f f Kooy .. Ko (s, 20) i) [ @l
p=t ey 3 0 9=l

K, (2, 2)) = 2, (z) & (@) — 20 () §, (%)

0, (D) =1 — 1 + ¢ (@) — 9 (@) (12)

ist (vgl. Satz 1, Kap. 1). ,(x) befriedigt wie 2,(x) die Randbedingungen [a
oder Ila fiir x= 0, je nachdem » gerade oder ungerade ist. Da dies auch im
Punkte & = 7 gelten muss, erhidlt man mit den Bezeichnungen

b=k, 4@ =p)— g

die Eigenwertgleichung

n

fzi (&) g {x)dx + d, [zy(x) dx +

0 0

o . T X Ip p+1
+ B_”f f f @ (@, s, . pa) [ (@) dazg=0 (v=1,2,3...), (13)
PELEME B 0 =1
mit
Q’V (xl y gy o et xp-’rl) =&y (.’l?l) Kp (xl, $2) v sz (xp, $p+1) Zy (.’Z'];+.1).
Unser Satz ist nun offenbar bewiesen, wenn wir eine Funktion (i(x) etndeutig
bestimmen konnen, die den Bedingungen (8), (9') und alle Relationen (13) befriedigt.
Bevor wir zur Konstruktion dieser Funktion &(w) ibergehen, bemerken wir

folgendes: unsere Eigenwertaufgaben (1), (Ia) und (1), (ITa) bilden zusammen
eine kombinierte Eigenwertaufgabe C, Kap. 2. Nach Satz P gilt nun, dass die
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Eigenwertaufgabe (', Kap. 2 mit der Eigenwertaufgabe C identisch ist. Wir
kénnen also die Funktionen y.(x)zn(x) des Satzes (, durch die Quadrate y; (x)
und die Funktionen #n(x)2,(x) durch die Quadrate §r(x) ersetzen. (Hierbei sind
die Bezeichnungen des Satzes C, angewandt. Die Eigenfunktionen ya(x), 2. (x)
diirfen also nicht mit den Eigenfunktionen y, (x), 2, (x) dieses Beweises verwechselt
werden). Gemiss unserer oben durchgefiihrten Numerierung der Eigenfunktionen
gilt aber zant2(#) = ya(x) und 22n41(x) = Ja(x). Also: Der Satz C,, Kap. 2 gilt,
wenn die Funktionen #.(z)2.(x) durch unsere oben definierten Eigenfunktionen
Zint2(x) und die Funktionen #y(x)Z,(x) durch die Funktionen 2j,.1(z) ersetzt
werden. Wir legen dann auch z,(x) durch die Bedingung (7), Kap. 2 fest:

11

Q

2. Bestimmung der Funkition (;)(x) durch sukzessive Approximationen.

Als erste Approximation suchen wir eine Funktion ¢, (x), die, statt @ (z) in
die (Hleichungen (13) eingesetzt, die Summe der zwei ersten Glieder jeder Rela-

tion (13) gleich o werden ldsst und ausserdem die Bedingung f @1 (z)dx = o be-
0

friedigt. Wir suchen also die Funktion ,(x)=g,(x)— ¢(x), die durch die
Gleichungen

[d

fﬂzi(x)dl (x)de = — d‘vfzfi(oc)dx = —6V2rn (w=r1,2,3..) (14)

1]

fﬂdl(.’c)dx—:o

]

bestimmt wird. Eine solche Funktion existiert immer und ist in L2 (o, ) eindeutig
bestimmt. Dies folgt aus dem Satz C;:2, Kap. 2. Wihlen wir nidmlich die Kon-

stanten ¢, und &, dieses Satzes in der folgenden Weise: ¢, = — 6g,,.+gV57r,
én = — Oans1V 27, so ergibt sich aus der Voraussetzung (6')
-] Ll [ *
Dlamta)=2a =21 |b—b[ <27 < . (15)
n=0 v=1 =1

Beachten wir nun die Bemerkung am Ende der Abteilung 1 dieses Beweises,
folgt obige Behauptung. Unsere erste Approximation wird also

@ (@) = 4, (%) + @ (x) mit o, (x) < L?(o, n), fndl (x)dx = o.

o
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Die folgenden Approximationen werden in dhnlicher Weise erhalten. Allge-
mein bestimmen wir gemiiss Satz C,:2 (Kap. 2) #;(x) aus den Gleichungen

T

fz.i () 4; (x) dxc + (szi (@) dx +
[}

+21—,ff-~-fQ.,(x,,w2,...wp+1)H D, i-1(r)dx,=0 (w=1,2,3...) (16)
0 0 0

g=1
[ 4:(x)dz=o, (16)
0
worin
(Dv,i—] (a,) = 67 + Ai—] (‘.L') (17)
gesetzt worden ist. Unsere ¢:te Approximation wird also

@i(x) = 4:(2) + @ (x) mit 4;(x) < L?(o,n), fﬂdi (x)dx = o.

I
Wir miissen nun zeigen, dass die Folge {#;(x)}i=1,2s... in L*(0, n} konver-
gent ist. Wir beweisen dann zuerst die folgende Behauptung:
Wenn ¢ gentigend klein tst, so gilt

T
fd;" (@)de <K*
1]

mit einer von ¢ unabhdngigen Konstante K, gleichgiiltig wie die Zahlenfolge
L

{A}s=1,2,5... unter Beachtung der Bedingung (6') gewdhlt wird.
Wir geben eine grobe Abschitzung der oberen Schranke solcher o-Werte
an. Wir setzen

2 T e
Z(fdi(w)zi(x)dx) = o} (l=1,2,3...) (18)
r=1 \0 .
und erhalten aus dem Satz C,:3 (Kap. 2) gemiiss der Bemerkung am Ende der
il 3
Abteilung 1 dieses Beweises mit der Bezeichnung ||f(z)|| ={ f Six) dw} :
' 0

i@ =M-0;  (i=1,2,3..) (19)
Wir wollen die o; abschiitzen. Es gilt zuerst nach (14) und (15)

alz{él di}%msqm. (20)
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Um weiter zu gelangen, bemerken wir, dass die Funktidénen z,(x) durch die
Bedingung f 23 (x) dx =V 2n (Gleichung (7), Kap. 2) festgelegt und die Funktionen
{v(x) durch (11) so bestimmt sind, dass wir setzen konnen

Maf | K, (20, 2941} | = M, Maf |2 () 2, (wp 1) | < M. (21)

Also ist nach der Definition der Funktion @, (x,, ., ... Zp+1) (Gleichung (13))
Q. (xy, 2y, . .. xpr1) = MEFL

Die Gleichungen (16) geben nun mit Hilfe der Minkowskischen Ungleichung

SN 5 (SN [y

Durch wiederholte Anwendung der Formel

Uf () @t =0l (o5y) swsm

und der Minkowskischen Ungleichung wird fiir die Summe des rechten Gliedes

von {22), wenn wir sie mit I bezeichnen,

IZI“LZI [Z i W @i u(u_)]} =

erhalten. Wir fiihren noch die Bezeichnungen

2{2 plz}% (D,=06), D, =1)
=1 v

2p+2 2p+2 il 1
2pMp ”‘Dll/”p IP+I}

i [}/s

und
S(r) —SOZ Me+i(p + l){p_'_l}%wl”‘

p=1

ein. Die Reihe §(r) ist offenbar eine ganze Funktion von ». Also erhilt man
aus (22)
o =<o0 + (Max || @, i1 () H)'2 S(Max || @s,i-1() H) (23)
v>0 »>0
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Nun wollen wir zeigen, dass die Behauptung 8. 75 fiir

1 1
Q“SMV; Vi+¢? l

Q= 16 7w sy M M (M1 — 1)

gilt. Denn unter diesen Bedingungen ist ersfens

I
TS(’)<4—.Z_M (25)
far
o=r=<4V2aMy. (26)

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dass » S{») mit » monoton von Null an

wichst, Es sei 7, die Wurzel von

ro S(ro) = —

aM

Mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung erhilt man (r, < 1, sonst ist nichts zu

o 2
;:sOVZMIZ Vp + 11‘{,"/ (—ﬂ:M—')p<
4M p=1 l_

__(I Py

beweisen)

; 1 — i) 7 1
<80V;;M1{—EQ)TO‘I ‘{G”M‘—I .
Hieraus wird
7L >0 — . —
Vi + ¢

mit dem oben angefithrten Wert von ¢ erbalten, also auch

I
Py = e

Va(i+¢?)
Dies beweist die Behauptung.
Gemiiss der Gl (17), der ersten Gleichung (19) und der Gl. (zo) erhalten wir
folgende Abschitzung

Max || @,1 @|]| < Ma.gt{lldl(x}ll +16|Vri<l|g,@|| + 0, < Mo, + g,.
»>0 > .

Also wird, da M =1 (Vgl. Satz 4,, Anm. 2, Kap. 2),
Max || @, @)|| <2 Mo,.
*»>0

Nun erhalten wir nach der Gleichung (23) zwertens
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6, <0, +(2Ms)S(2Mo)).

Aber 2 Mo, <2M oV 2x, also gilt die Ungleichung (26), und (25) d. h.

1 I
02<01+2M01'm=01(1+;)' (27)

Wir wollen zeigen, dass die Ungleichungen

< (+I+ +(I)i_1 (28)
a=<o 1+ ;) ) 2

4

die also fiir ¢=1,2 gelten, fiir alle ¢ giiltig sind. Mogen sie fiir 7=1,2...¢
gelten, dann gibt die Relation (19)

Max || @, v @ || <||gr@]|| + 6, < 2Mor
>0

wenn oy = g,, sonst wiire (28) unmittelbar befriedigt, und es wire nichts zu be-
weisen. Aus (23) erhalten wir dann

Ort1 =< oy + (2 MO',;’ )2 S (2 .MO'i').

Aber nun ist nach (28)

2 Mo,

I
{ o=
2

2Maor < =4Mo, <4V2nMo,

d. h. die Ungleichung (25) kann angewandt werden, und wir erhalten

I I 1\
Or+1 <6 + ~0r =0 I+—+--~+(«) .
T +1 1 2 A 1( 2 2

Die Ungleichung (28) gilt also fiir alle 7 =1,2,3... Also gilt auch fiir alle ¢

an<2gq
und gemiss (19) und (20)

Haiw||<2Me,<2V2rnM-o. (29)

Hiermit ist die Behauptung 8. 75 bewiesen.
Wir schliessen nun damit ab eu zeigen, dass mit dem o-Wert von (24) die

Folge
{4:@)}i=1,2,3...

in L*(0, ) konvergent ist.
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Wir erhalten aus den Gleichungen (16)

T

[(di(x) — diyy @) 25 (x) dz +

p+1 p+1
Dpff [Q xl,a‘,,,.. Z‘p.;.] [II (D:pz 1 xq :[[qu xq]dxlmdwpﬂz
p=1

g=1

=0 h=r1,2,3...) (30)
f (@) — Aiy10x) da = o. (30)
0
Den Klammerausdruck der Gleichungen (30) schreiben wir in der Form
Pl
ZQD, ie1 c @y, iy (@) - [ @n) — Aiixn)] @y s (1) - D (Tps).

Also erhalten wir

< || s @ =A@ || 55 3 N OO 341 (p + 1) [P
= i1\, AV S 8o pzr_'l x, 1 p 1 lp+l )

worin || @Y (x)|| = a,x{”:::“(x)” )l sein soll. Mit Anwendung des Satzes (|,
v,t—1 x

Kap. 2 und der Definition von S{r) bekommen wir nun
| @) — a1 @] < M| dir @) — 4@ || - || @9 (@) || S(]] @ @)]]).

Aber nach (29) ist

HoP@||<2Mo + 0, <4Mo,<4V2rnMe,
so dass wieder die Ungleichung (25) angewandt werden kann, was

| i) — dir @] < illmmm—mwl!
ergibt. Hieraus erhalten wir sukzessive
1 i—1

|| di@@) — 21 @] < (:‘) |y @) — 4, @],

also, wenn m < n,

n—2 13
| nw = @l <1l 4,0~ mll- 3 (2]

k=m—1
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Es ist also
lim || @) — @)} =o.

m,n—+ o0

Folglich existiert die Grenzfunktion A (x)< LZ(o,x).

‘Wir setzen zuletzt
£

plx) =4 (x) + ¢ ().

3. Beweis, dass die Funktion é(x) die gesuchte ist.

Wir bilden nun mit der oben gefundenen Funktion ¢ (x) die Dgl. (7). Wenn
sie die gesuchte ist, muss sie gemiiss den Ausfithrungen der ersten Abteilung
dieses Beweises die Relationen (13) befriedigen. Dies ist in der Tat der Fall.

Um dies zu zeigen, bilden wir die Differenz des linken Gliedes von (13) und des
linken Gliedes von (16) und schiitzen sie ab:

f [« @) — 4s@)] 25 (x) dx +
0

o0 T Xy *p p+1 p+1
I
+ 2 —Bl;ff o f Q'p (xl’ Lay oo x]’+1)[[[ Q, (x(l) - H a)v,‘i—l (xq)]dxl T dxp+1 =
p=1 v v 5 Y g=1 g=1 |

s||ldw—a:@|| ||a@l|| + |l 4@ — 4@ || >0, 7> .

Da nun das linke Glied von (16) = o ist, so folgt, dass alle Gleichungen (13)
befriedigt sind (» =1,2,3...).
Weiter ist

A

Ot

';) () dx =f [4 (@) — 4 @] dx ~ o, i—> oo
0

und, da 4 (x) < L?(o, n), gilt:
@ (1) — ¢ (x) < L* (0, ).
Gemiss Satz P ist schliesslich (;J(”C) durch die Spektren bei den Randbedingungen
Ia und IIa eindeutig bestimmt. Nach den Ausfithrungen in der ersten Abteilung
dieses Beweises ist also &(x) die gesuchte Funktion und die zugehorige Dgl. (7)
die behauptete Dgl.

Analog erhilt man den Beweis im Fall 85 0. Hiermit ist der Beweis
beendet.

Anm. Aus diesem Satz folgen unmittelbar die Behauptungen 1) und 3) von
Satz P.
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Den Eigenwertaufgaben 4 und B entsprechend erhalten wir analoge Exi-
stenzsiitze Pi und P;. Dem Satz P* analog bestiitigen sie die Moglichkeit, eine

Dgl. y" + G+ @)y = 0 zu konstruieren, deren (reduziertes) Spektrum bei den
Randbedingungen R;: y(0) = y(n) = o baw. R;: ¥’ (0) = ¢ («r) = 0 eine vorgegebene
Punktfolge ist, die durch eine der Relation (6) analoge Relation auf die Umge-
bung eines bekannten (reduzierten) Spektrums einer Dgl. ' + (A + ¢ @)y =o,
@p(x)<Lg, bei den Randbedingungen R, bzw. R, beschriinkt ist. Hierbei be-
friedigt ‘die Funktion ¢ (x) die Bedingung ¢ (x) — ¢ (2) < L2g.

Die Sitze P*, Pf und P enthalten das Wesentliche, was wir von dem Pro-
blem P* sagen konnen. Sie entsprechen offenbar im Gebiete der Eigenwertdifferen-
zen (der S-L Spektren) von ¢(x) dem Riesz-Fischerschen Satz im Gebiete der
Fourierkoeffizienten, aber nur ,im Kleinen”, weil die Grosse ¢ klein angenom-
men werden muss. Diese Beschrinkung kann nicht ohne weiteres aufgehoben
werden. Sie ist u.a. durch die Eigenschaft 1, < in4+: des S-L Spektrums bedingt,
die kein Gegenstiick im Gebiete der Fourierkoeffizienten hat. Diese Siitze konnen
jedoch zur Behandlung ,im Grossen* des Problems P* angewandt werden, we-
nigstens theoretisch und in einer Weise, die an analytische Fortsetzung erinnert.
Um die Ideen zu fixieren, betrachten wir folgenden Fall, andere Fille werden
analog behandelt:

Problem P*:1. Es sei die Punktfolge {An},—01,2.. vorgegeben. Ist sie das
Spektrum einer Eigenwertaufgabe

' + A+ o@y=o0, ¢lx) <Ly, fqa(oc) dx =0
0
yo)=ylr)=0?

Um' dies zu untersuchen, bilden wir eine Kette von S-I. Spektren in folgen-
der Weise:

Wir wihlen ¢ () =0 und bilden das zu der Dgl. 4" + 4y = o bei den Rand-
bedingungen ¢(0) =y (7)) = 0 gehorige Spektrum {#% + 1)’} und berechnen den
Radius ¢, nach Satz P{ (vgl. die Relation (24). Dann nehmen wir eine Folge
{An1}, so dass

4 — Aoi} < | A — (0 + 17|
und

Z|ln1—(n + I)2|2<95

n=0

wird. Nach Satz Pf konnen wir dann die Dgl.

G-6:32040 Arta muthematica. 78
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14

Vot g@y=o0, @<Ly [ dec=o
0

mit dem Spektrum {i,:} und dem Radius ¢, bilden.
Nun koénnen wir wieder ein neues Spektrum konstruieren, das der gegebenen
Punktfolge noch niher kommt, indem wir die Folge {%,,} durch die Bedingungen

lln“ln2l<lln“lnll

,1112“‘ln1|2<9‘i‘

M e

3
il
=3

festlegen. Wenn man in dieser Weise nach endlich vielen Schritten s ein
Spektrum {i,.} mit dem Radius ¢, konstruieren kann, so dass

M

|ln~}~ns|2< @é

n

i

9

gilt, so ist nach Satz Pi die vorgegebene Folge {1,} das Spektrum einer Dgl.

y' A+ i@y =0, @silx)< Ly, j @s+1(@)da=o0
1}

bei den Randbedingungen y{0) =y (=)=

Gibt es keine solche Kette von Spektren, so ist auch nicht die vorgegebene
Folge {4,} ein Spektrum der verlangten Art. Denn ist {1.} das Spektrum der
Eigenwertaufgabe

Y’ + A+ gpwy=o0, o@(x<Liy, fq)(ac)dxzo (31)
0

yo)=y(x)=o,
so bilden die Spektren, die zu den Dglen.
y' + @+ prp@y=o

fir & =o0,1,2...s bei angemessener Wahl von @Gy, s gehoren, eine endliche
Kette, mit deren Hilfe die Konstruktion der Gleichung (31) moglich ist.

Die Méglichkeit, eine endliche Kette von S-L Spektren in obigem Sinn
zu konstruieren, erweist sich also als notwendig und hinreichend dafiir, dass
n}n=0,1,2... ein S-L Spektrum bei den Randbedingungen R, einer Dgl.

7
y' + (A4 p@)y =o, f @ (x)dx =0 mit @(x) < L?g sein soll. Speziell erweisen
0

sich hierdurch die Bedingungen
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ln<}vn+17 len—(ﬂ+l)2|2<°°
n=0
als notwendig (Problem P*:1).
Durch die obige Konstruktionsmethode erhiilt man dann auch die Funktion
@ (z) (Problem P*:2).

Kapitel 4.
Einige Anwendungen.

20. Um die Ergebnisse der vorhergehenden Kapitel etwas zu erliutern,
wollen wir nun einige Beispiele betrachten. Wir beginnen damit, zu untersnchen,
inwieweit eine unhomogene schwingende Saite mit festen Endpunkten und kon-
stanter Linge durch Grundton und Oberténe eindeutig bestimmt wird. Die ent-
sprechende Eigenwertaufgabe ist bekanntlich die folgende:

d? z

Tt lede®=o g

z(0)=2z(l) = o. (2)

Wir haben dabei die spannende Kraft konstant gleich 1 angenommen und mit
o(t) die Masse pro Liingeneinheit der Saite, mit  die Linge der Saite bezeich-
net. Offenbar kommt unser Problem darauf hinaus, zu untersuchen, inwieweit
die Funktion ¢(¢) durch die Eigenwerte dieser Eigenwertaufgabe eindeutig be-
stimmt wird.

Wir setzen nun voraus, dass ¢ () totalstetig ist (o(#) > o), so dass die Glei-
chung in der Liouvilleschen Normalform

d? -
d;;+(ze-x+¢<x>)y=o (3)

geschrieben werden kann. Diese Transformation wird durch folgende Formeln
vermittelt:

w=%fVe(t) dt, 7=:—z‘fV9(t)df (4)

y(@)=Ve® et @)
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po) = — L (e 9
V(;(t—)[ x-
Hierbei werden die Randbedingungen: y (o) = y () = o.
Es soll nun also ¢ (¢) variieren kénnen, withrend die Eigenwerte 2, (n =o0,1,2...)
fest sind. HEs ergibt sich hieraus folgende notwendige Bedingung, die von allen
Funktionen g(f) befriedigt sein muss: Es muss fiir alle ¢ ()

;
:;fV_thy dt = Konstante = [
0

sein.

Dies folgt leicht aus den Eigenwertabschiitzungen im Satz 1, Kap. 1. Nehmen
wir an, die ,,Massendichte ¢(¢) entspreche der Konstante [ und der Funktion ¢ (x)
und die ,,Massendichte ¢, (f) der Konstante !, und der Funktion ¢, () aber dem-
selben Spektrum wie ¢(f). Aus der Gleichung (3) und nach Satz 1, Kap. 1, erhiilt

man dann unmittelbar:

E4

?2l1b+:tij)(;c)dx:(7z+ 12+ o(n)=10 Ay + %fqal(x)d:v,

0 0

~2v——2: L = I— .
e -t =0(5)=o(%)

d. h.

Fiihren wir die Bezeichung 1 = [*: 1 ein, so liegt das Problem der eindeu-
tigen Bestimmung der Funktion ¢(z) der Eigenwertaufgabe

Y AW @)y =o0 (6)

ylo)=y(z)=o (Ry)

vor. Gemiss Satz P, Kap. 3, ist mehr als ein Spektrum fir die eindeutige Be-

stimmung notwendig, wenn von ¢(x) nur ¢(z) < L(o,7n) vorausgesetzt wird.
Verlangen wir auch die Eigenschaft der Symmetrie
P @)= plx—a) /i,

kann gemiss Satz P; durch ein einziges Spektrum eindeutige Bestimmtheit

erreicht werden. Betrachten wir zuerst diesen Fall. Wir setzen dann voraus, dass

e()=e(l—1)
ist. Es folgt, dass auch ¢(z) = @ (7 — ) £. 1. sein muss. Denn aus (5) erhiilt man
leicht
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pla®)=gplxl—1) f .
und aus (4)

-t t
z(l — f) =%fl/g(t)dtzn—zlfl/g(z—t)dtzn—x(t),

woraus obige Behauptung folgt. Wir erhalten also gemiiss Satz P;, Kap. 3, dass
@ (x) durch das Spektrum von (6), (R,) unter der Bedingung ¢(f) = ¢ (I —#) ein-
deutig bestimmt wird, d. h. durch die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (1), (2).
Dann gilt aber dasselbe von ¢(f). Diese Funktion wird aus der Dgl. (5) bestimmt.
Es mogen y,(x) und y,(x) ein System von Fundamentallssungen dieser Glei-
chung bilden, so erhilt man
Vo (t) = g, e1,¢5) = 19, (%) + 95 ().

Aber die Konstanten ¢; und ¢, werden durch die Bedingungen (o) =o0, ¢(z)=1
und g (2, ¢;, ¢3) = g (m — @, ¢, ¢5) festgelegt. Man erhiilt aus den ersten Bedingungen

fn(yl(x) +-§§y2(x))‘”3"=§ (7)

C,

und aus der letzten Bedingung

Ja (“’ Cyy 62) =0 (8)
oder
, 7T
Cp n (_2—)
e (=)
a(7)

: 7T .
wenn ¥ (;) # 0, was immer durch angemessene Wahl des Systems von Funda-

mentallosungen erreicht werden kann. Gibt es nun eine physikalisch brauchbare
Losung g(x) des Anfangswertproblems (3), (8), was nach Voraussetzung der Fall
ist, d.h. eine Losung, fiir die g*(x) > o ist, so wird sie offenbar durch Hinzu-

figung der Bedingung (7) eindeutig bestimmt. Schliesslich kann man aus der Dgl.

dx =

Vel dt =7 ¢* (@)t

Nll ond

(9*°@) > o0) x als eindeutige Funktion von ¢ (es soll z(0)=o0 sein) und dann
o(f) = ¢*(z) als eindeutige Funktion von ¢ darstellen. Also gilt:
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Wenn die Masse pro Lingeneinheit () einer an den Enden befestigten Saite
von konstanter Ldnge, die durch eine konstante Kraft gespannt wird, in bezug auf
die Mitte der Saite symmetrisch ist und ausserdem geniigend reguldr ist (¢’ (® total-
stetig), so ist die Saite durch Grundton und Obertime eindeutig bestimmdt.

Lisst man die Bedingung der Symmetrie fallen, so gibt es nach Satz P
andere Saiten mit demselben Grundton und denselben Obertéomen. Durch die
Kenntnis der Obertone bei einer nicht symmetrischen Einspannung, z. B. von
der Form

z(o)=2¢(l)=o,
nebst der Kenntnis der Obertone im vorigen Fall kann man wieder zu einer
eindeutigen Bestimmung gelangen. Da indessen diese Randbedingungen bei der
Transformation {4) in

y(o) =o, —}a(l)e-%(z)y(my'(n>=o

iibergehen, so miissen wir ausserdem ¢’ (/) ¢—#(l) = Konstante voraussetzen. Unter
diesen Bedingungen erhalten wir wie oben, aber nun mit Hilfe des Satzes P,
dass die Funktion ¢(t) eindeutig bestimmt wird.

In diesem Zusammenhang erwihnen wir ein Ergebnis von W. Moruwurr!,
das folgendes besagt:

Wenn eine Saite bei festliegenden Endpunkten und konstanter spannender Kraft
Jir jede beliebige Linge der Satte nur harmonische Obertine hat, so muss die Masse
pro Léngeneinheit der Saite die Form

o) =g &
haben, worin d, ¢ und f Konstante sind.
Die einfache Behauptung, dass in diesem Fall die Obertone wirklich harmo-
nisch sind, geht auf Evier zuriick.
Wir haben immer eine konstante Linge der Saite vorausgesetzt, was eine
wesentliche Erweiterung bedeutet. Es kann im allgemeinen auch nicht ein so
einfaches Ergebnis mehr gelten, wenn wir im obigen Satz die Voraussetzung
~jede beliebige Linge' durch ,konstante Linge* ersetzen. Wenn wir aber Re-
‘gularititsbedingungen hinzufiigen, kénnen wir ein analoges Ergebnis auch in
diesem letzten Fall erhalten. Um dies zu zeigen, beginnen wir damit, das Pro-
blem fiir unsere Dgl. (6) zu formulieren.

! W. MoTEWURF [1].
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Wir nehmen zuerst die Funktion ¢ (f) totalstetiz an, so dass wir die Glei-
chung (6) erhalten. Die Voraussetzung, dass die Obertone harmonisch sein sollen,

/bedeutet, dass
An=(n+ 1)%-¢, (m=o0,1,2...)

mit ¢, konstant, sein muss. Mit Hilfe von Satz 1, Kap. 1 ergibt sich nun wie oben

1, +——f¢ (0 + )2 co+~[¢ —(n+ 1)+ o(1),

woraus
1

lP=1, f(p(x)dx:o

folgt. Also wird o
A== (n + 1)%

Es handelt sich also um eine Dgl. (6), deren Eigenwerte alle bei den Rand-
bedingungen y{o) =y (x)=o0 die Form A,—{(n + 1)® haben. Ausserdem ist

f«p Ydx = o.

Diese Eigenschaften hat die Dgl.,, wenn ¢ (x)==0 ist. Wenn wir verlangen,

<

dass ¢ (z) (¢ (9) totalstetig und ¢’ (0) = ¢’ () sein soll, so ist gemiiss dem Satz
S. 70 die Dgl. (6) mit ¢ (x)= o die einzige mit den obigen Eigeunschaften. Die
zugehorige Funktion ¢f(tf) wird aus der Dgl. (5) bestimmt:

aé s _ 1 a 1\ _
da? (V—g_(—f)) —Vm 412 (f/at_)) o,

also:

e(t)=

m a, b Konstante.

Dies ist ein Ergebnis, das dem Mothwurfschen analog ist. Die oben genannte
Behauptung st also stichhalltig, auch wenn die Worte ,jede beliebige Ldnge der
Saite’ durch ,konstante Lénge der Saite unter der Voraussetzung o' (t) totalstetig,
¢ (0) = ¢’ (n)* ersetzt werden.

Wir wollen auch bemerken, dass’ eigentlich nur

A, = (ny + 1% - ¢,
fir eine beliebige Folge n, - o verlangt wird, um obiges Ergebnis zu erhalten.

21. Nun wollen wir das Ergebnis von Amsarzumiax’, das in der Einleitung
erwihnt ist, ein wenig betrachten. Er setzt voraus, die Gleichungen

! AMBARZUMIAN [1].
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4’y _
udxg-#(l-f-q)(x))y_o (10)
(p @ stetig) und
vﬁﬁ—k he=0
de? 77

haben dieselben Eigenwerte 4, =n*v (n =0, 1,2...) bei den Randbedingungen

Die Behauptung ist, dass
W=
und
pl)=o
gilt.
Aus
=nu + O(1) =n?»

folgt u =», und aus

(p@ — O) ya (@) 2n(z)dz =0

St——a

folgt (vgl. Satz P, Kap. 3)

fgp(x)dx:o.

0

Da nun 4, =o0 vorausgesetzt wird, folgt endgiiltig @ (x) =0 f.ii. aus dem Satz
S. 71, der gerade durch die Untersuchungen von AmBarzuMIAN veranlasst ist.
AwmparzumiaN hat einen anderen und weit lingeren Weg zum Beweis angewanadt,
aber auch sein Beweis fusst wesentlich auf der Voraussetzung i, =o0. Nach den
Bemerkungen 8. 70 sieht man sogleich ein, das dasselbe Ergebnis unter viel
weniger Voraussetzungen erhalten werden kann. Man braucht z. B. nur anzuneh-

men, dass 4, =0 und fqo(w)das = 0 sind.
0

22, Schliesslich wollen wir ein bekanntes Problem betrachten. Es handelt
sich darum, die Eigenschaften der Funktion ¢(x) anzugeben, wenn die Insta-
bilitidtsintervalle der Dgl.

' +u+e@y=o0
. (11)
plx+ m)=glx) [ i, fq)(x)dxzo,
0

ganz oder teilweise verschwinden.

! Wir begniigen uns in dieser Nr. damit,  (x)<< L*(o, n) anzunehmen.
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Einige Eigenschaften der Instabilitiitsintervalle sind schon in der Einleitung
erwihnt. Wir erinnern hier an einige weitere einfache Eigenschaften derselben.
Bilden wir die Eigenwertaufgaben

Dgl. (11)
Randbedingungen: y(0) = y (x) (12)
y (o) =y ()
Dgl. (11)
Randbedingungen : y(0) = — y () (13)
¥ (0) = —y'(n)

Die Eigenwerte der ersten Eigenwertaufgabe nennen wir u,, die der letzten g,.
Nach Haurr' gelten nun folgende Ungleichungen

— 0o <y < < fap—1 = plan < floan = flons1 < Uont1 = fonts < ...,

und es gilt, dass obige Eigenwerte gerade die Randpunkte der Instabilitiitsinter-
valle bilden. Die Instabilitiitsintervalle sind also folgende:

(— o0, mo), (o @)y (11, s)s - - - (pan—1, pan)y (Ban, f2nt1)s - -

Wir numerieren sie der angegebenen Ordnung nach, so dass das erste Intervall
die Ordnungsnummer o erhiilt und allgemein das Intervall (usn-1, 2a) die Ord-
nungsnummer 2% und das Intervall (@:n, flan+1) die Ordnungsnummer 2% + I.
Die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (12) bilden also die Randpunkte der In-
stabilititsintervalle von gerader Ordnungsnummer, die der Eigenwertaufgabe (13)
bilden die Randpunkte der Instabilititsintervalle von ungerader Ordnungsnummer.

Weiter gilt nach Hauer, dass die zu den Eigenwerten gon—1 und pan geho-
rigen Eigenfunktionen im halboffenen Intervall o <z < = genau 21 Nullstellen
und die zu den Eigenwerten iz, und fian+1 gehorigen Eigenfunktionen in dem-
selben Intervall genau 2 + 1 Nullstellen haben.

Wir kehren nun zu dem anfangs erwihnten Problem zuriick. Ince® und

spiter Markovic® haben die Behauptung ausgesprochen, dass, wenn noch
p(—2) =9
ist, kein einziges Instabilitiitsintervall verschwinden kann, wenn nicht auch dabei

entweder ¢ (x) = Konstante oder auch ¢ (a: + -;E) = @ (x) gilt. Ince setzt dabei @ (x)

! vgl. Haver [1l. Er nimmt ¢ (x) stetig an. Seine Ergebnisse konnen leicht zum Fall
¢ (x) < L?(0,7) erweitert werden. Vgl. anch HAMEL [1]. ? INcE [1]. 3 MARKOVIC [1].
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stetig voraus; seine Beweise scheinen aber giiltig zu sein — wenn sie richtig sind —
auch wenn nur die Beschriinktheit der Funktion ¢ (x) vorausgesetzt wird. Ibre
Behauptung diirfte aber nicht richtig sein. Man kann auf das Beispiel der
Meissnerschen Gleichung!® verweisen, die einfach auf die Form (11) mit ¢ (— x)=
= @ (x) transformiert werden kann, und bei der die oben ausgeschlossenen Er-
gebnisse auftreten. Man kann auch ein Gegenbeispiel dadurch konstruieren, dass

man ¢ (x) gleich einer Funktion mit der Periode g(p > 2) nimmt, fiir die aus-

serdem @ (— ) = @ (x), @ (x)== Konst. gilt. Wie man leicht einsieht, verschwinden
in diesem Fall siimtliche Instabilititsintervalle ausser ev. denen mit den Ord-

nungsnummern np (n=0,1,2...), und es ist im allgemeinen ¢ (x + 72—5) = @ (z).

Man kann jedoch eine Behauptung der obigen Art aussprechen, aber es
wird viel mehr an Voraussetzungen verlangt. Unser Satz ist folgender:

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass alle Instabilitats-
intervalle von ungerader Ordnungsnummer der Dgl.

'+ u+p@y=o0, ¢@l@<Li(,n), ¢+ r)=¢@ f i
verschwinden, ist, dass
qp(x+’21)=qo(x)f.ﬁ.
galt.
Beweis: Wir beweisen zuerst die Notwendigkeit der Bedingung.
Gemiiss obiger Numerierung bedeutet das Verschwinden der Imstabilitiitsin-
tervalle von ungerader Ordnung, dass die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (13)

paarweise zusammenfallen, Dann betrachten wir nebst der genannten Eigen-
wertaufgabe die folgende

1

' t+ut+y@)e=o
z(0) = — 2 () (14)
Z(0)=—2(n)),

worin Y (z)=¢ (m + Z—:) gein soll. Sie hat offenbar dieselben Eigenwerte wie die

Eigenwertaufgabe (13). Also liegt ein Problem vor, das den von uns behandelten
Eindeutigkeitsproblemen bei den Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgaben ana-
log ist.

! Vgl. Strurr [1] 8. 30 f.
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Wenn #@;, ein Eigenwert der Eigenwertaufgabe (13) (und also der Eigen-
wertaufgabe (14)) ist, so ist also f@ian = fian+1, und es sind alle Losungen der Dgl.

! Es sei dann y,(x)

(r1) fiir 4 = iz, Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe (13).
diejenige Losung von (11), fiir die

vi@)dz=V2n

Tm——n

Yn (O) =0,
gilt, und %, (x) diejenige Losung, fiir die

o) =o, [ni@dz=Vaz

gilt. Es sei ferner

I

(= (o + Z) =60

(— 1)+ (x + ’—2‘) —

Die Funktionen zn(x) und Z,(x) sind also Eigenfunktionen der Eigenwertauf-
gabe (14).

Nun gehen wir wie im Kapitel 2 vor (Eigenwertaufgabe A). Wir definieren
ein Hilfssystem {U,(x)} wie folgt:

Usn (.’E) = (7]n (x) cn (x) — Yn @) zn (x))

1
2
(m=o0,1,2..))

Usat1 (@) = > lgn @ n @) + 20(2) 70 (@)

Diesen Funktionen entsprechen also die Bigenwerte a2, und jign+:. Setzen wir nun

erhalten wir leicht die der Relation (4), Kap. 2 analoge Relation

AU, (x@)dx=0 (»=0,1,2...).

St——a

Nun gilt
d(x +§)= —d(x) f .

Wenn wir also die Vollstindigkeit des Systems {U,@)}y=012... in bezug

auf den Raum der Funktionen f(x) < L?(0, ) mit obiger Eigenschaft f (w + 7—:) =

! Vgl. Haver [1).
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== — f(x) f. ii. beweisen kdnnen, folgt die Behauptung: 4 () =@ (z} — ¢ (ac + g) ==

=0 f. #i. Wir wollen diesen Beweis im wesentlichen durchfithren. Dabei erhalten
wir zuerst, dem Hilfssatz 4, analog,

m@+9=—mm

U-;n(:c)zl/;i cos2(zn + 1)x + 0(:;)

—

U2n+1(x)==l/ 2 sin2(zn+ 1)z + 0(1)-
7T n

Wir bilden nun das zu obigem Funktionensystem gehdrende Gleichungssystem
(14), Kap. 2, wobei f(z) eine Funktion des oben erwihnten Raumes sein soll und
die 7yx, a,, @ in analoger Weise wie im Kap. 2 definiert sein sollen. Aus obigen
Eigenschaften der Funktionen U, (x) folgt wie gewohnlich die Vollstetigkeit dieses
Gleichungssystems (vgl. Hilfssatz A4,).

Die Vollstindigkeit des Systems {U,(z)} in bezug auf den oben genannten
Raum ist gesichert, falls dieses Gleichungssystem eindeutig aufidsbar ist. Die
eindeutige Auflosbarkeit folgt ihrerseits in gewdhnlicher Weise, wenn wir ein
System {V,(®)}s=0,1,2... beschrinkter Funktionen finden kénnen, die diesem Raum
angehoren und so beschaffen sind, dass das System

{ Uw (CC'/‘, Ifw (x;}'r= 0,1,2...

biorthogonal und normiert wird (vgl. Hilfssatz 4; und den Beweis von Satz 4,: 1).
Wir deuten den Beweis dafiir an, dass es ein solches System gibt. Wir wihlen

Van(x) = Usns1(x)
Vanta ('T) = Ué" (QL‘)

Bs gilt dann zuerst

V. (UL + 7—;) = —V, (),

so dass die Funktionen V,(z) dem fraglichen Raum zugehéren und beschrinkt
sind.

Nehmen wir auf die Eigenschaft U, (w)= U. (o) Bezug, die aus den Rand-
bedingungen von (13) unmittelbar folgt, finden wir gemiiss der Definition (26),
Kap. 2
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j Uan(x) Var(z)da i {0 &), e S0 + T &),y ()] —

— I[(yn Zn), (yk gk)] — I [(:l/n 2n), @k T]k)]} (15)

2) Bilden wir nun das zu jedem dieser vier I-Ausdriicke gehorige rechte

Glied von (27), Kap. 2, finden wir, dass es gleich o sein muss. Entsprechendes

gilt fiir jede andere Kombination von Funktionen U, (), V.(z). Also gilt, ge-
miss (27), Kap. 2,

| Us(@) Vo) dz = o, iy 7 (i, (16)
0

Gemiss der Hauptschen Reihe von Ungleichungen (S. 89) und der Voraus-
setzung gilt aber f, 5 @i., wenn ¥ > x, ausser wenn y=2n, x=2#»n+1 (n=0,1,2...)
ist oder umgekehrt. In diesem Fall gilt aber

T x

fUM 1MHA>Mu-znu>[-ommem“ nzu)d»:wau>]=o.
0

0

Also gelten die Relationen (16), wenn »  x ist. Die Biorthogonalitit des Sys-
tems {U, @), Vo(@)}y=0,1,2... ist damit gesichert.
3) Wenn v = ist, erhilt man leicht aus der Formel (13}, dass
f Uylz) Vile)dw £ 0
0
ist.
Die oben gefundenen Eigenschaften des Systems { U, (@), V. (%)}+=0,1,2... Teichen

.....

schon hin, um die Vollstindigkeit des Systems {U,@)}s=0 1,2 .. in bezug auf den
— flx) f.i.

I

oben erwihnten Raum der Funktionen f(x) << L?(0, ) mit f (x + g)
zu beweisen (vgl. den Beweis von Satz A4,:1). Also folgt
o) =we) =g (o + %) 10

Die Bedingung des Satzes ist also notwendig.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Man sieht dies aus folgendem

ein. Wenn ¢ (x 4 7:) =@ (x) f. 4. und y(x) die zu einem beliebigen Bigenwert

p von (13) gehorige Higenfunktion ist, so muss offenbar auch z(x) = j( 2)
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eine Losung sein, und es gilt:

Hs muss also entweder zwei unabhiingige Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe
(13) bei dem Eigenwert u geben, oder auch ist

z(@)=y (oc + %) = Konst. y (x).

Das letzte ist aber unméglich, denn sonst miisste y(x) zwei Nullstellen mit dem
Abstand Z— haben, woraus folgt, dass y(x) im Intervall o <z < n eine gerade

Anzahl von Nullstellen haben miisste. Gemiss dem Ergebnis von Haurr S. 89
haben aber die Eigenfunktionen von (13) eine ungerade Anzahl von Nullstellen
in diesem Intervall. Also muss es bei jedem Eigenwert zwei unabhingige Eigen-
funktionen geben. Dies ist bekanntlich mit dem Verschwinden der Instabilitéits-
intervalle gleichbedeutend.!

Aus obigem Satz kann man insbesondere herleiten, dass das Verschwinden
aller Instabilititsintervalle notwendig @ (x) = Konst. f. 4. zur Folge hat.
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