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SUR UNE FORMULE SOMMATOIRE GENERALE

PAR

ERNST LINDELOF
4 HELSINGFORS.

1. Dans son Mémoire: Solution de quelques problémes & Uaide dinté-
grales définies, daté de 1823, ABEL a établi la formule suivante':

*

O L e

21 — 1

0

ot X ¢(z) désigne »>Uintégrale finie» de la fonction ¢(z), c'est & dire la
solution de l'équation fonctionnelle: f(x + 1) —f(z) = ¢(x). Apres y étre
arrivé, ABEL continue en ces termes: »Cette expression de l'intégrale finie
d'une fonction quelconque me parait trés remarquable, et je ne crois pas
qu'elle ait été trouvée auparavant.» — En fait, l'expression en questlon
avait déja été trouvée par Prana en 18207

En 1825 AssL est revenu sur la formule (1) et en a donné une
nouvelle démonstration, dans un Mémoire intitulé: L'intégrale finie 2."¢p ()
exprimée par une intégrale définie simple®. Mais cette démonstration n’in-
dique pas, non plus que la premitre, les conditions dans lesquelles est
applicable la formule dont il s'agit.

Il est assez curieux que le remarquable résultat découvert par Prana
et ABEL ait d0 attendre une démonstration rigoureuse jusqu'en 1889, date

Y Qeuwvres complétes d’ Abel (édition Syrow-Lig), t. I, p. 23.

* Voir ebid., t. 11, p. 290.

* Ibid., t. 1, p. 35.

Acta mathematico. 27. Imprimé le 13 janvier 1903. 39
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a laquelle a paru le Mémoire de KroNecker: Bemerkungen idiber die Dar-
stellung von Reihen durch Inmtegrale’, ou la formule (1) se trouve enfin rat-
tachée a la théorie des résidus de CAucHY qui en constitue 1'origine naturelle.
Plus tard M. J. Perersen? a fait connaitre quelques applications intéressantes
de cette méme formule.

Dans un Mémoire, intitulé: Quelques applications d'une formule som-
matoire générale, qui sera inséré dans le tome XXXI des Acta societatis scien-
tiarum Fennice, nous avons développé quelques applications nouvelles de
la formule (1), & laquelle nous avions d’ailleurs été conduit indépendamment
des travaux mentionnés ci-dessus. Sur l'invitation de M. Mi1TTaG-LEFFLER,
nous indiquerons briévement ici quelques-uns des résultats auxquels nous
sommes arrivés, renvoyant pour les démonstrations et pour les développe-
ments ultérieurs an Mémoire cité.

2. Parmi les applications que comporte la formule (1), il y en a une
qui nous parait particuliérement intéressante et qui concerne le prolongement
analytique des séries de TayLor

Fla) =T p(n)2,

oli ¢ est une fonction analytique de son argument.
Posons z = re", 2 = 1+ it = pe¥, ¢(r +it) = p(r, ) + iq(r, t), et ad-
mettons relativement a la fonction ¢(z) les hypothéses suivantes:

1° ¢(2) est holomorphe pour toute valewr z telle que v>o0.
2° le nombre positif ¢ étant donné arbitrairement petit, on peut trouver

un autre nombre positif R tel que, pour ——725 <Jd< g, p>R, on ait

lp(e)] <e”.

Ces conditions supposées remplies, la fonction F(z) peut se mettre
sous la forme

F(z) =" ¢(0) + H(w) + J (),

! Journal de Crelle, t. 105, pp. 345—354.

* Vorlesungen iiber Funktionentheorie {Copenhague 18g8).
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H(z)=— 2 f{p(o, t) sin (¢ log ) + q(0, t) cos (¢ logx)}gﬁoé_t—_——l,
0

' @
J(x)=  [eg(r)adr,
0
et de ces expressions on peut tirer successivement les conclusions suivantes:

(@) La fonction H(x) est holomorphe pour — 27 <0< 2mw,r>o0.

(b) La fonction J(x) reste holomorphe dans tout le plan, excepté Uori-
gine, & condition que le point x ne vienne pas traverser le segment 1...00
du rayon dargument 6 = o, ni se confondre avec un point de ce segment.

(¢) La fonction F(x) est holomorphe a Uintériewr du domaine T, formé
du plan entier ow Uon aura tracé la coupure + 1 ...+ oo suiwant Uaxe réel.
Ce résultat avait déja été établi par M. Lk Rov', mais par une voie beau-
coup moins directe.

(@) La fonction F(x) tend vers zéro lorsque le point x tend vers Uinfini
avec un argument déterminé, en restant intérieur au domaine T'.

(e) La différence entre une branche quelconque de la fonction F(x) et
sa branche principale (celle dont il est question dans le théoréme (c)) pewt
Sexprimer par la somme dun nombre fini de termes dont chacun est un
multiple entier, positif ow négatif, d'une branche de la fonction J(x). Les
singularités de F(x) sont domc toutes comprises parmi celles de J(x).-

Nous allons citer encore un théoréme assez général et comportant
plusieurs applications intéressantes, dont nous avons développé quelques-
unes dans notre Mémoire.

Supposons vérifibes les hypothéses suivantes:

1° ¢(2) est holomorphe powur toute valewr z telle que v > 0,

2° quelque grand que soit Vangle ¢,, on peut trouver un nombre positif
R tel que ¢(2) soit holomorphe pour — <P <y, p> R (sauf peut-éire
a Uinfini);

U Sur les siries divergentes et les fonctions définies par un développement de Taylor
(Annales de la Foculté des Sciences de Toulouse, 2° Série, Tome II, 1900).
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3° quelque grand que soit ¢, et quelque petit que soit ¢, on @

|p(2)| < e pour — gy < < ¢y,

dés que p dépassera ume certaine limite.

Dans ces conditions, on peut affirmer que la fonction F(x) ne peut ad-
mettre d autres points singuliers que o, 1 et oo (le point o étant en général
point singulier powr toute branche de F(x) autre que la branche principale).

3. Nous dirons en second lieu quelques mots sur I'application de la
formule (1) a la fonetion {(s) de RiemanN. Comme conséquence immédiate,
cette formule entraine 1'égalité

+2f(+0)

-5 . di
2 S1n (8 arctg t) ;32_":‘1

1
&§—1I

3

C(s) =5 +

et par une petite modification, on en déduit

@®

—1 / 2 . at
Cls) = “2f (+7) sty 2z

s§—11 [

0

Ces expressions définissent la fonction {(s) dans tout le plan et en met-
tent en évidence plusieurs propriétés intéressantes.
Par une autre modification de la formule (1), on arrive a I'égalité

]

. (7S rdt
¢(s) = 2sin <;> feg—m—: o)

0

d’ott résulte immédiatement le théortme fondamental de RIEMANN suivant
lequel l’expression

(2) x(s) = {3*1“@ &(s)

ne change pas de valeur lorsqu'on y substitue 1-—s a s.

Nous insisterons un peu plus sur l'égalité

1 1 nl—s

() =144 .t

(n—1y

2n’ s —1

o

+ 2n”"f<1 +;—)

0

wyw

. 4 dt
s <S arctg 7‘;) A7 1
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qui se déduit également de la formule (1). FEn développant le dernier

. . ' I
terme suivant les puissances de -y on trouve

&
I nl-s

'F I ‘F :? JL'% Zﬁ)

2nf 8§ —

(3) :(s)=1+2_’;+.,,+(7;+

—y

avec

T:<_I)u+1§is(8+I)...(sizywz) [

g 2y I.2...(eyv—1) Tt

B, désignant, comme d’ordinaire, le »*»* nombre de Brrvourri. On voit
que cette derniére expression de {(s) est précisément celle que fournit la
formule sommatoire d’BEuLer, et le reste B, peut donc se présemter p. ex.
sous la forme '

s+ 1) ... (54 2k + 1) [ Puya(2)
B~— 1.2...(2k + 2) fz-s+2lc+2 dz,

P, ,,(7) désignant la fonction périodique a la période 1 qui, pouro <7<,
se confond avec le polynéme de BrerNouwrur:
o 2k42 ok41 @) 2k Y4) R A2~2
Popyy(7) = 7 — (b + 1) + O Bie™*—CP Byt™™ + ...
En tenant compte des propriétés bien connues de ce polynoéme, et en posant
$=x -4y, on peut tirer de 1'expression ci-dessus, pour le module du reste
R;, la limite supérieure suivante:

(4) le|<|s—l—2k—|—I|<ﬁ£]7:—1+5%>|1"k+1|.

La formule (3) est intéressante sous plusieurs rapports, et surtout
parce quelle fournit le seul moyen vraiment pratique pour le calcul
numérique des valeurs de la fonction ¢(s). En particulier, on peut s’en
servic pour chercher les zéros de {(s) qui sont compris sur la droite D

N T . . . | . . i ~
paralléle & l'axe imaginaire et passant par le point s =, et a cet effet on

peut profiter de la remarque trés simple que voici:
Du théoréme de Riemanw, on peut conclure que la fonction y(s), dé-
finie par l'expression (2), prend des valeurs réelles sur la droite D. Pour
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un point quelconque s de cette droite, le reste suivant le module 27 de
la quantité

Q= argz';—f- argl’(%) + arg {(s)

est donc ¢gal & o ou a 7, suivant que y(s) est positif ou négatif. Comme
x(s) ne change évidemment de signe qu'en sannulant, et comme cette
fonction, d’autre part, présente sur la droite en question précisément les
mémes zéros que {(s), on voit dés lors que, pour séparer les zéros de la
fonction {(s) compris sur un segment donné de la droite D, on n’aura

S . T .
qu'a calculer, avec une errewr moindre que -, la valeur de la quantité &

pour une suite de points suffisamment rapprochés de ce segment.

Nous nous permettrons de publier ici les résultats numériques' que
nous avait fournis un calcul de quelques jours entrepris au commencement
de l'année, résultats qui sont certes beaucoup moins précis que ceux qu'a
fait connaitre derniérement M. Gram’, mais qui suffisent cependant pour
illustrer la méthode que nous venons d'esquisser.

-

Dans le tableau qui suit, &(y) et %(y) ddsignent respectivement les
parties réelle et imaginaire de¢ la quantité { (; + iy>, et o désigne le reste

suivant le module 27 (converti en degrés) de la valeur approchée qu'a
fournie notre calcul pour la quantité &. Les valeurs de &(y) et de x(y)
ont été calculées & 1'aide de la formule (3), en y faisant # = 10,k =1 et
en négligeant le reste.

! Nous avions communiqué ces résultats 4 M. MirTac-LEFFLER dans une lettre
datée du 22 janvier 1goz.

* Note sur les xéros de la fonction {(s) de Riemann (présentée & 1'Académie des
Sciences de Copenhague le 7 février 1902; réimprimée ci-dessus, p. 289).
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y £(y) 7(y) Q Y £(y) 7(y) Q
1 ‘

X 12 | 1.016 — 0.744 180° 1’ 32 0.86 —o0.20 180°%.2

13 0. 444 — 0,656 | 180° 3’ 34 0.52 1,62 0°.2

14 0.021 — 0,104 179° 19’ 36 2.35% —1.19 — 0%4
| 14.25 — 0,012 0.092 o° 47’ 38 0.47 0,56 177°8
15 0.148 0.706 | —o° ' 40 0.83 —1.03 181°8
i 18 2.331 | —o.187 | o 2 42 } 1.02 0.42 2°3
‘ 20 0.427 | —1.062 —o0° 7 44 | —o.03 1.37 182°3
22| 0.718 0.665 \ 179° 53 46 | 3.29 —1.46 179°.2
E 24 | 0.958 | —o0.58;5 { 180° o 47 0.24 —1.95 177%6
! 26 [ 0,504 1.344 | —o° 2 48 0.07 0.05 (— 5°.8)
|28 2,713 | —o0.679 | —o° 2 49 | .65 —0.31 — 8%
| 30 \‘ —o0.124 | —0.598 ‘ —0o® 3 || ‘so | —-0.16 0.42 186°8

A Taide de l'inégalité (4), on s'assure facilement que la valeur exacte
de la quantité désignée par &, pour I'un quelconque des arguments y in-
diqués dans le tableau (excepté y = 48), est bien égale a celle des quantités
0° et 180° qu{i s'écarte le moins de la valeur calculée de w. Par suite,
les chiffres qui précédent nous permettent d’énoncer ce résultat que
le segment de la droite D qui correspond d& Uintervalle 12—50 de l'ordonnée
y, renferme certainement dix zéros de la fonction {(s) dont les ordonnées sont
respectivement comprises entre les limites:

14—14.25, 20—22, 24—26, 30—32, 32-—34,
36—38, 40—42, 42—44, 47—49, 49—50.

Les zéros une fois séparés, on pourra les calculer avec telle approxi-
mation qu'on désire, en prenant dans la formule (3) I'entier n suffisamment
grand, et en choisissant convenablement l'entier %.




