
SUR LA REPR~SENTATION ANALYTIOUE DES FONCTIONS 
D~FINIES PAR DES S~:RIES DE DIRICHLET. 

Par 

MARCEL RIESZ 

STOCKHOLM, 

(Lettre ~ l~I. MITTAo-LEFFL~.R.) 

Je  me permets de vous adresser un r6sum6 sommairc des recherches que je 
vous avais communiqu6es darts rues lettres du 28 d6cembre 1909 et du 12 juin 

1910. 
Considfrons une s6rie de DmmHL•T 

(I) ~ an e -;'nS, 
n--O 

(2) ( o < L ~  < ~.+1; lim L, = oo ) 

qui air la droite de convergence R(s)=d, d d6signant une quantit6 r~elle, finie. 
D&ignons par ] (s) la fonction analytique, reprdsentde par  la s&ie dans le demi- 
plan R(s)>d. Comme nous apprend la th$orie des s6ries enti~res, la droite 

R ( a ) =  d~ 6tant la droite de convergence de la s6rie 

]i (s) ~-~ 2 a,, e--" " ' ,  
~--0 

il y a n~cessairement des points singulicrs de la fonction ]1 (s) sur cette droite. 
On sait que cela n'est plus vrai en g6n6ral, quand les Zn d6signent des nombres 

quelconques (satisfaisant toujours ~ la condition (2)). P. e. la s~rie 

(3) ~(-1)o 
~.a n s  



254 l~Iarcel Riesz. 

a la droite de convergence R ( s ) =  o. N~anmoins, la fonction qu'elle repr~sente 

dans le demi-plan R ( s ) >  o, est une fonction enti~re. 

Nous sommes forc6ment conduits ~ conclure que dans ce eas et dans des 

cas pareils, c'est une singularit6 situ~e s l'infini qui d~truit la convergence au- 

del~ de la droite de convergence. 

Dans deux Notes des ~)Comptes Rendus~) j 'ai introduit  une m~thode de sore- 
marion (gSn~ralisation de la m~thode des moyennes arithm6tiques) que j'ai appel~e 

m~thode des moyennes typique8 (5 juillet et 22 novembre 1909). Les expressions 

fournies par cette m~thode convergent aussi ou dans le plan tout  entier, ou dans un 

demi-plan, ou enfin elles divergent partout.  C'est le second eas qui nous int~resse 

surtout.  Le demi-plan de sommabilit6 peut  @tre beaucoup plus ~tendu que le 

demi-plan de convergence, mais, pour la droite de sommabilit6 se prSsente le 

m~me fait qui se pr6sentait pour la droite de convergence. Elle ne contient pas 
n~cessairement de point singulier sur 8a pattie ~inie. ~ 

Je  vais montrer que par  une g~n~ralisation convenable des m~thodes fond6es 

sur l'emploi de l'int~grale de LAPLACE-ABEL, on arrive k des expressions limites 
qui n 'ont  aucun inconv6nient k cet 6gard. Lorsque la fonction est enti~re, nos 

expressions limites la repr~sentent dans tout  le plan. Au cas contraire, /a /ron- 

ti~re du domaine de convergence contient au moins un point singulier ]ini. De plus, 

par votre artifice d'introduire dans les expressions un certain param~tre tendant  

vers z~ro, on obtient des expressions limites multiples qui convergent ~ l'intdrieur de 
l'gtoile principale de la ]onction et divergent ~t son extdrieur. Du reste, la notion 
d'dtoile que vous avez introduite en Analyse, joue ici le m~me r~le /ondamental que 
dans la tMorie des sdries enti~res. 

La recherche des singularit6s d'une fonztion d6finie par une sSrie de TAY- 

LOR, commence par la dStermination du rayon de convergence. I1 y correspon- 

drait, pour les s~ries de DImC~LE% la d~termination de b u r  abscisse de conver- 

gence, Or, comme nous avons dit, la eonnaissanee de cette abscisse et m~me 
celle des abscisses de sommabilit~, ne nous apprend en g~nSral rien sur les sin, 

gularit4s situ~ies dens la partie finie du plan. Par  centre, les r~sultats que je 

viens d'indiquer, nous fourniront imm~diatement une m~thode g~n$rale pour la 

recherche de ces singularit~s. I1 me semble done que les m~thodes fond~es sur 
l'int~grale de LAPLACE-ABEL ont m~me une plus grande importance dans le eas 

g~n~ral que dans le cas particulier des s~ries enti~res. 

i Ce fait a ~t~ d~j~ signal~ (~ un autre point de vue) par M. BoHs qui appliquait lee moy- 
ennes arithm~tiques entre autres ~ la s~rie (3). 
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Permettez-moi de rappeler bri~vement les r6sultats sur  les s6ries enti~res 
que je vais g6n6raliser dans la suite. 

Envisageons la s6rie entibre 

(4) F (z) = ~ a. x~ 
n~0 

qui air le rayon de convergence fini R r o, et  formons la fonetion 

~ a  

(5, 

qui, en vertu de notre supposition R r o, est une fonetion enti~re en x. Du reste, 

cet~e fonction et l'int6grale qui va suivre, interviennent d6js dans des recherches 
de LAPLACE et dans eelles d'ABEL. 

M. BOREL a d6montr6 que l'on a 

(6) 

dans un domaine 

~o 

F (z) = / e - ~  o, (oJ z) d~ 
0 

qu'il appelait ))polygone de sommabilitd~), l'intggrale converge, ant 
uni/ormdment darts tout domaine /ini, intdrieur ~ cdui-ci. 

M. PHRAGM~N a 6tabli h son tour que l'intdgrale ne peut converger ~ l'extdrieur 
du domaine de M. BOREL, ce domaine est done bien une ~)dtoile de convergence)) de 

l 'expression (5) dans le sens que vous avez pr6t6 k ce mot. 

Le domaine, fix~ par M. BOREL, se d6finit de la mani~re suivante:  Menons 

par ehaque point singulier ~ de la fonction une droite, perpendiculaire au segment 
(o,~).  Les points du plan qui sont du m6me c5t6 de chacune de ces droites 

que l'origine, consti tuent l'int6rieur du domaine BOREL. 

On voit que ees points int6rieurs x sont aussi caract6ris~s par le fair qu'on 

peut  d6erire autour de x - un cerele avec un rayon sup6rieur h Ix] ,  tel que la fone- 
2 2 

tion F (x) soit r6guli~re ~ son int~rieur et sur sa p6riph6rie. 

Vous avez repris |a  question dans vos quatri~me et cinqui~me Notes, et aussi 

dans votre conference de Rome,  en ddmontrant que la gdn~ralisation de l'in- 
tdgrale ei-dessus permet de reprdsenter la /onetion F (x) dans route son dtoile principale. 

Formons la fonetion enti~re 

(7) (o < . ;  ~ = r (a n + ~)). 
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(8) 

Vous avez ~tabli l'~galit~ 

F (z) o .  
t 

d ~a ~- e-~' q) ( o~a x ) d ~ , 

0 

les intdgrales du second membre possgdant une certaine dtoile de convergence B (~1 et 

la convergence grant uni/orme dans tout domaine /ini,  intdrieur ~ cette dtoile. Les 

~toiles B (a) ont en outre la double propri~t6 extr6mement remarquable qu'e]les 

s 'approchent ind~finiment de l'~toile principale de la fonction, quand a tend vers 

zSro, et du cercle de convergence de la s6rie, quand a croit ind~finiment. 

Enfin dans votre con/drence, vous avez donn~ le r~sultat h Ia fois simple et 

61$gant que voici: 

On a uni/ormdment, clans tout domaine /ini,  intdrieur (~ l'dtoile principale de la 

]onction, l' dgalitd : ~ 

(9) F(x'~lim(a~247247247 .-o 

Cela pos6, revenons maintenant  h l'$tude des s~ries de DmmHL~.T, Posons 

( I O )  e - s  = ~ 

(ii) l (s) = an e-~- ' ---- F (x) ~-- ~ an xxn. 
n l O  n - -0  

Nous supposons de nouveau que notre s~rie de DIRICHLET converge dans un cer- 

tain demi-plan. 

Quant ~ la fonction F(x) ,  selon ]es formules (io) et (iI), elle dolt 6tre ~tu- 

di~e (en g~n~ral), sur la sur/ace de RIEMAN~ de la fonction log x. Dans un cer- 

tain voisinage de l'origine, F ( x )  est dSfinie sur tous les feuillets par le d~ve- 

loppement ci-dessus. On forme ensuite votre 4toile principale h l'aide des points 

singulicrs qu'on rencontre, en formant ]e prolongement analytique de la fonction 

ainsi d4finie, le long des demi-droites issues de l'origine. 

Envisageons maintenant  le plau de la variable s.  Excluons de ce plan les 

demi-droites parall~les ~ l'axe r~el n~gati/, allant des points singuliers de la /onction 

/ ( s )  ~ l ' in/ini.  Le  domaine a, qui reste, est la trans]ormde de votre dtoile principale 

par la substitution s ~ -  log x. 

La d~finition de I'6toile BCa} sur la surface de RIEMA~ est essentiellement 

En vertu d'un th~orbme de M. BOREL,. g~n~ralis~ par M. PHaXGM~N, l'~toile principale 
n'est pas n~cessairement lo domaine total de convergence de l'expressionlimite (9). 
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la m~me que celle que vous avez donn~e pour le plan. Faisons parcourir ~ x o 

t ous l e s  points ~ l'int6rieur de l'~toile A, pour lesquels la courbe 

(I21 
- - o -  < Arg < a -  

2 2 

est situge ~ l'intgrieur de l'gtoile A, et appelons B (~ l'6toile auxiliaire, obtenue 

de eette manigre. 
En ee qui concerne le plan de la variable s ~ a  + i t ,  consid~rons le contour 

d6fini par les relations 

(I3) a----- a log ( cos t ) ,  

et le domaine qu'il renferme 

( I J )  c; < a log ( c o s t ) ,  

( 
2 

( - - a - - < t < a  �9 
2 

Le contour passe par  l'origine, il est sym~trique par  rapport  s l 'axe r~el 

n~gatif et il a deux arcs allant ~ l'infini. II s 'approche ind~finiment de l'axe 

r~el n6gatif, lorsque a tend vers z6ro. 
Soit ~ un point singulier quelconque de la fonction/(8) ,  et excluons du plan 

t o u s l e s  points 8 tels que le point ayant  pour affixe ]a difference s - - r  tombe 

l'int6rieur du domaine ( i J ) .  Le contour limitant le domaine exclu est 6videm- 

ment congruent au contour (I3) et passe par le point ~. En reprenant cette 

op6ration pour t o u s l e s  points singuliers de la fonction ] (8), d~signons par  b (a) 

le domaine restant. Nos formules (iz) et (I3) montrent  que le domaine b (~) d6rive 

de l'~toile B (~) au moyen de la substi tution s = - - ] o g x .  Lorsque a tend vers 

zSro, le domaine b (") s 'approehe ind6finiment du domaine a. 

]~crivons encore 

(I4) 

et 

o a  (z)  = x~~ + {a Z., a-~-~ x;., + . . .  + I ar~-*~ x ~,, + ' - ' ;  

ao e_Xo ~ 4_ al e_Xt an ~o(8)=7Zoo I~Z, " + . . . + - - e - ; ' , ~  

On peut  facilement ~tablir que la sdrie ~f~, (s) converge partout et qu'elle reprg- 

sente par consequent une /onction enti~re, lorsque la s6rie ~ a , , e - X , ~ a  undomaine  

de convergence (plan entier ou demi-plan). 
Acta mathematlca. 35. Imprim6 le 13 octobre 1911. 33 
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Ces pr61iminaires pos6s, je vais d6montrer  les th6orbmes suivants :  

I. Le point s grant intdrieur au domaine b (~) appartenant & notre /onction ], 

on a l'ggalit6 

co ,-boo 

(I6) /(a) = F ( x ) = / e - z O a ( o ~ a x ) d t o = J  eV q~a 
f a  ~ 

0 - -OO 

la aeconde intdgrale convergeant uni/ormdment pour les points s d'un domaine /ini 1 
quelconque, intdrieur d b (a) et divergeant & l'extdrieur de b (a). La premiSre intdgrale 

a lea mSmes propridt6s par rapport 6 l'6toile B (~). 
II.  On a uni/orm6ment dans route r6gion /inie ~ intdrieure & l'dtoile principale 

A ,  reapectivement dans la r6gion correapondante du domaine a 

F ( x ) = l i m [  ao x~ o a, xZ ' an I (I7) ~-o ~ a~o § ~ ~ §  § ~--ff. xzn § . . . .  ! lim._o O a ( X ) , 

ao e_~o , al a.~ -~" " / (i8) /(a) = lim lma)~o .-o + ~ - ~ e - ~ " + " "  + ~ .  e " + . . . .  / lim el. (a). . -o 

Dgmonatration. La d~monstra t ion de nos finonc~s se fonde essentiellement sur 

un  corollaire immfidiat du th~or~me connu que voici: 

Supposons que la Mrie de DIRICHLET 

oo  

1 (a) = 
n m O  

converge au point s o. 
in/ini 

II en r6sulte qu'elle converge uni/orm6ment dana le domalne 

- -  .9_< Arg (a - -  so) < O; 
~rg 

o < 0 ~ - - .  
2 

Nous n 'avons  besoin de ce th~or~me que dans la forme plus restreinte qui suit.  

Sous la condit ion indiqu6e, /a Mrie converge uni/orm~ment dans route demi- 

bande in/inie, d6/inie par les in6galit6s: 

R ( S - - S o ) > 8 > o  
et 

i I ( s ) l < v  

i: ddaignant un nombre /ini, poaiti/ quelconque. 

La marche  de not re  d~monstra t ion va mon t re r  qu 'on peut  aussi admet t r e  cer ta ins  do- 
maines  infinis.  
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P o u r  simplifier la d6monstration de (i6), supposons d 'abord a-~  i et consi- 
d6rons l'int6grale 

co 

/ e-~ (o,x) do,. 

o 

Les raisonnements qu'on trouve dans les t ravaux de M. BOREL et dans votre 

quatri~me Note, reposent sur le fair que la diff6rence 

o 

(20) F(x) - - l  e -o~ q), (o, z) do, 
t /  
o 

est 6gale g une int6grale complexe eurviligne (d4pendant de co), dans laquelle 

intervient la fonction F(z ) ,  le chemin d'int6gration entourant  l'origine et le 

point x. 

Or, darts notre cas actuel, l'origine est en gdndral un point tr~s singulier de 

la ]onction 

F (z) = ~ a. z;'. 
n ~ O  

et les th6or~mes de CAUCHY n'6tant plus valables ~ son voisinage, la diff6rence 

ei-dessus ne peut  se mettre  sous la forme mentionn6e. 

Toutefois, la difficult6 n'est qu'apparente.  En effet, grace au th6or~me cit6 

sur Ia convergence uniforme des s6ries de DmICHLET, nous pouvons montrer  facile- 

ment que la diff6rence ci-dessus s'exprime par la m~me int6grale curviligne que 

dans le cas des s6ries enti~res, si l'on applique un chemin d'int6gration conve- 

nable qui passe par l'origine, au lieu de l 'entourer. 

D6crivons en effet autour  de l'origine comme centre un cercle quelconque 

et tra~ons deux rayons de ce cercle qui ferment avec l 'axe r6el positif les angles 

(i + ,) ~ et--(i + ~) ~ 2- 2 ; (o < e ~ I). D6signons par  U la courbe ferm6e, compos6e 

de ces deux rayons et du plus grand des arcs qu'ils interceptent sur la circon- 
f6rence. On obtient de la formule de HA~KEL par un simple changement de 

variable la formule suivante: 

i i f ~ -  du  
(2~) ~_ 2zi. Je"U~--u 

U 

l'int6grale 6tant prise dans le sens positif. 
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Cette formule que vous avez d6jg utilis6e dans la th4orie du prolongemen~ 

analytique, me sert aussi de point de d6part. 

En effet, x 6rant un point donn6 quelconque, on peut choisir le rayon r du 

cerc]e consid4r6 assez petit, pour que rx soit int6rieur au cercle de convergence 

du d6veloppement 

$'(z) = ~ a.  z~-. 
n--0  

Dans cette hypoth~se, la s4rie 

(22) /~ (xu) = ~ a. (XU)~- 
n- -0  

est d'apr~s le th6or&me cit6 ~ sur les s6ries de DIRICHLET, uniform4ment conver- 

gente pour les points u de la courbe U. On peut par cons6quent int6grer cette 

s6rie terme g terme le long de cette courbe et 6crire 

I /  1- du 
- - -  , "  F ( x u ) - -  (23) O, (x) -- 2z  u 

ou par un changement de variable 

(24) 
2 7 ~  / z 

U~ d6signant la courbe qu'on obtient en multipliant la courbe U par x. Les 

deux demi-droites dent  les segments font partie de la courbe U~, ferment avec 

( o < ~ < i ) .  le segment (o, x) ]es angles 4- (1 + ~)~. = 

Soit maintenant 8 un point int6rieur au domaine b~ 1) correspondant & la 

fonction /(s) et posons de nouveau 

X ~--- e - 8 .  

Dans notre condition, x sera int6rieur & l'6toile Be1), on pourrait par cons4quent, 

dans le cas des s6ries enti~res, remplaeer ]a courbe U~ par un cercle de centre 

x et de rayon sup6rieur & Ix-J dans lequel la fonction F (z) serait encore r4gulibre. 
2 2 ' 

Nous avons d6js dit que co cercle ne peut nous servir dans le cas g6n6ral (le 

* En effet, si l'on 6crit (22) sous la forme I ane-Xns, les points s qui correspondent aux 
points xu, sent tous situ4s darts une demi-bande (de largeur (1 +e)r~2~). 
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point z -  o 6rant aussi singulier) que dans une forme modifi6e. Reprenons ~ cet 
effet les deux vecteurs, issus de l'origine, formant avee le segment (o, x ) l e s  

angles • (i + , ) 2 ,  et d6signons par D et D r leurs points d'intersection avec la 

eirconf6rence ei-dessus, d6crite autour  de -.x La courbe H qui va nous servir, 
2 

sera compos6e des segments entre l'origine et les points D et D r et du plus grand 

arc de la circonf6rence. Comme nous avons suppos6 que le point x 6tait ~ l'int.6- 

rieur de l'6toile B (1), nous pouvons choisir le rayon de la circonf6rence assez 

rapproch6 de [x[ pour qu'il n 'y  air de points singuliers ni sur la courbe H ,  ni 
2 

son int6rieur (sauf peut-6tre le point  z----o). On peut  par  cons6quent appli- 

quer le th6or6me de CAUCHY au domaine entre les courbes Ux et H e t  6crire 

(25) 

aussi bien que 

(26) 

~_~_~/x dz 
o,  (x) = e" F (z) T 

2-~i f ~ dz o ,  (~ x) --  e" F (z) T"  
g 

I1 s'ensuit en intervertissant l 'ordre des int6grations: 

fe _ ~ O , ( / o x ) d , o  = i ~ ( ~ - 1 )  . ~ ( z )  d $  I F ( z )  d z  
2 ~  x z 2 ~ i  I x -z- 

0 - - - - I  r - - - - I  
H Z H Z 

e'est ~ dire 

(27) 

fo 

= 

0 

D'autre  part, on a sur la courbe H 

(28) R ( ~ - - 1 ) < / z  < o  

k~ d6signant une quantit6 facile ~ calculer. Par  suite 

[~ )[ 
(29) e (~-1 < e ' < i  
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d'ofi 

I 
- ,  c'est g dire 
O) 

(30) 

et 

(3~) 

il r6sulte imm6diatement que la dernibre int6grale tend vers z6ro avec 

oo 

F (x) = f e  -* 01 (o~ x) do~ 
0 

+oo 

/ (s) =fe--e" ~, (s-- v) gv d v .  

On voit aussi que la premiAre intdgrale converge uniformdment dans tout  

domaine fini, intdrieur ~ l'dtoile B (1) et situ6 sur un nombre fini de feuillets de 

notre surface de RI~MA~CN. Nos remarques prdliminaires montrent  suffisamment 

que la convergence est uniforme m6me dans des domaines tels que les points 

l'infini du domaine correspondant du plan des s tombent dans un angle 

(32) 

Le m@me raisonnement que M. PHRAGM~N appliquait aux s6ries enti/~res, 

prouve aussi dans notre cas g~n6ral que les expressions (3o) et (3 I) divergent 

n6cessairement ~ l'ext6rieur des domaines correspondants B (u et b (1). 

Soit maintenant a un hombre positif quelconque. La  d~monstration que 

vous avez donn6e pour vos th6or~mes, repose sur les propri6t~s fondamentales de 

vos fonctions E~ (x) dont la d6couverte a inaugur6 rant de recherehes nouvelles. 

Ici, je vais suivre une vole directe qui peut avoir un certain int6r~t aussi 

au point de vue des s6ries enti~res. 

La formule de HANKEL nous donne de nouveau la relation 

= ~ ,~- - .X~n= e"F(xua)  du  (33) O~ (x) an I . 
n--O t _ _ _  

qu'on trouve dans votre cinqui~me Note (pour les s#ries enti~res.) 

Supposons maintenant  que le point s soit int6rieur au domaine b (a). On 

peut alors trouver un contour H (a) passant par l'origine, renfermant le point 

x = e -8 tel que F (z) n 'ai t  de point singulier ni sur ce contour, ni ~ son int~rieur, 

et de plus que l'on air 

(34) 

1 
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pour  t o u s l e s  points  z du  con tou r  H(a). 1 

Puis,  on a pa r  un  simple changemen t  de var iable  

(35) o o ( ~ o z ) = - -  

et  

1 

2 a g T ~ j  

H(a) 

o ) f f I ~ { a - 1  F(z) dz I F(z) dz 
(36) e_~O(roax)de ~ a2-z x ~ z "a2z~i Y t x t  1- z 

Le poin t  z = x 6 tan t  un  pore^" slmpm," -"  avee  le r6sidu - - ~  x, de la fonet ion  

I 

la derni6re  int6grale est  6gale h F (x). On p e u t  done 6erire 

(37) 

~0  

(x)-- f 
o 

L'in6galit6 (34) mon t r e  tr~s n e t t e m e n t  que le second membre  t end  vers 

z6ro avec  a ,  de sor te  que  l 'on a 

o o  

F (x) ~ f e  -~ q) (co s x) dco. 

o 

Les remarques  q e nous avons  faites dans  le cas a = I ,  s ' app l iquen t  sans diffi- 

cult6 ~ la convergence uni forme (dans les domaines  earact6ris~s, int6rieurs  ~ BCa)), 

e t  ~ la d ivergence  (aux  points  extdr ieurs  ~ B(~)) de no t r e  express ion limite. 

On vol t  que l ' int~grale 

(38) 
a o  

.fe-~ ld~ 
o 

1 Cette in6galit6 montre  qu'on peut  choisir  la courbe H ( a ) d e  plus en plus aplat ie et  
la faire tendre vors le sogmen~ (0, x) lorsque a t e n d  vers z6ro, 
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converge aussi uniform6ment dans les domaines icaraet6ris6s, fait d6jk observ~ par 

1VI. BOREL pour le cas des s6ries enti~res et a = I .  

Ces r6sultats nous permettent de ddterminer par un caleul simple ledsommets  

de votre gtoile principale appartenant  & la fonction F (x). 

Consid6rons une demi-droite issue de l'origine, formant avec l 'axe r6el posi- 

tif l 'angle t (cet angle pouvant varier entre - -  r et + :r ). D6terminons ]e point 

d'intersection Xa de cette demi-droite et de la fronti~re de B(a). Posons 

et 

x - - - - - r e  it~ Xa  ~ ra  ~it 

b o r a t ]  
0 

La valeur -~- est 6gale & l'abscisse de convergence de la derni~re int6grale. 
i r a  a 

Cette abscisse se calcule moyennant  une formule de M. LANDAU, analogue & la 

formule de M. CAHE~ pour l'abscisse de convergence d'une s6rie de DIRICHLET. 

On a 
o~ 

(4o) I, = ~ l ~ 1 6 2  IOa, (va e i ~ ) ~ ' '  la,, 
r a g  oa--r CO 

(4I) 

co 

i ~  
ira. fore 

Le sommet Xo = R e i~ de l'dtoile principale, situd aur la demi-droite considdrde, 

est gvidemment donnd par la /ormule 

oJ 

i 1,m l i m  
(42) R = a=o ~o-~ 

En reprenant un raisonnement de M. BOREL, 1 donn~ au sujet des s6ries 

enti~res (dans le cas a-~ I), on arrive ~ une formu|e plus simple. 

En effet les formu]es (34) et (35) montrent  tr~s nettement que pour tout  
point x =  re st int6rieur ~ l'6toile B (a), on a 

t BOR~L: Lemons sur  les s6ries divergentes, Paris, 1901 (pp. 138--141). 
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lim e-~l o~(~x)l = l i r a  e -~ lO({oa rd9  1 = o  

done on a aussi 
1 

l ime--  (7) I q)~ (co dO I = o 
{DmO~ 

et  par  eons6quent h par t i r  d 'une  eertaine valeur  de ~, on peu t  6erire 

1 

I oo ({o e")l < e (7);. 

I1 en r6sulte 

(43) 
log I o.(,~e")l < ~.  

L 
O)a r a  

D'au t re  part ,  si le point  x = r d  t est ext6rieur h l'6toile B ( %  l 'expression 

e- ' q  o . ( o f  r e"  ) l 

ne reste pas born6e, ear en cas eontraire,  l ' int6grale (i6) eonvergerait  en t ou t  

point  
X -.h_ ~J e i t  

tel quo 
r t < r ,  

e'est  h dire x = r e  st ne serait  pas un point  extdrieur ~ l'6toilo B("}. 

La  quanti t6 r~ a done la double propri6t6 que pour  r < ra, on a k par t i r  

d 'une  eertaine valeur  de co l'in6galit6 (43) et  que pour  r >r~,  on peut  t rouver  

des valeurs de co croissant ind6finiment,  pour  lesquelles l 'in6galit6 n 'es t  pas 

remplie. Cela s 'exprime par  la formule 

(44) I = 1-~ log I o .  (,oe") I 
$'a a co-- 00 s a 

O U  

On en eonelut  

= 1 ~  log~ I Oa (toe") I 
r a  ojm r CA) 

(45) 
L = lira lim l~ [Oa (codt)[ 
R a - O  c o - ~  O~ 

Acta  mathemat ica .  35. Imprim~ le 14 oetobre 1911. 34 



266 Marcel Riesz. 

Une transformation simple permet de d~terminer les points singuliers cor- 

respondants de la fonction [(s). Envisageons en effet la droite, parall~le s l 'axe 

reel, avee l 'ordonnee t. L'abseisse a du premier point singulier qu'on rencontre, 

en prolongeant la fonetion [ (s) h gauche, le long de cette droite, est donn~e par la 

formule 

(46) a = lira lim (a log log [ q~,~ (--  co + it) [ - -  co). 
a ~ 0  a ) ~  

Remarquons que (44) et par consequent les formules qui en d~coulent, peu- 

vent 6tre en d&aut,  quand ra  est infini. Dans ce eas en effet, la formule (44) 
peut  donner au lieu de la valeur z~ro, une valeur n~gative. Mais quand 

x, est finie, elle fournit une valeur positive bien d~terminee et inversement, si 

elle fournit une valeur positive, cette valeur est Sgale t~ x~ 
r a  a 

Ayant  fini la demonstration et l 'application du th~or~me I, il ne me reste 
qu's d~montrer le th4oreme II, c. k d. la relation 

(IS) [ ( S ) =  lira [ ao e_;.o~ 
o - o  

ou la relation 6quivalente 

( I 7 )  

) + [a~,la' e_X~ 8 + . . .  + [a*n~ e-X" + . . . .  lim._0 (f" (s), 

F (x) ---- lira q)~ (x) 
a ~ O  

�9 t �9 ~ p  �9 x----e -m d~signant un point mtermur ~ ~ I etolle principale de la fonction F. 

Consid~rons un contour ferm6 F quelconque, passant par l'origine et com- 

pose au voisinage de ce point de deux segments de droites, formant de nouveau 

avec l 'axe r~el positif les angles 4- (i + e) 2 '  (o < e < i) .  Le point x ~tant sup- 

pose int~rieur t~ l'~toile principale, on peut  choisir a assez petit  pour que les 

points xu  '~ soient aussi tous interieurs s l'~toile, u designant un point quelconque 

de la courbe F. De cette fa~on, la fonction F ( x u  ~) sera reguli~re en u sur la 

courbe /" et t~ son interieur (except6 6videmment u ~  o). On a par  consequent 

(47) (l)a(x)~ 2-~i/e~' F(xu~) ~-~ ' 

* P e n d a n t  l ' impress ion  de cet~e let t re ,  M. MITWAQ-L~FFLF,~ m ' app r i t  que la d4mons t r a t i on  
q u i  suit, es t  e s sen t i e l l emen t  la m~me que celle qu'i l  ava i t  donn~e pour  les s~ries enti~res,  
dans  ses cours  de 1905----06. I1 avai t  aussi  mont r~  que le th~or~me res te  va lab le  en  tout  
s o m m e t  ~ de l '~toile pour  lequel il exis te  un  angle  de s o m m e t  $, r e n f e r m a n t  le vec teur  (0, $ )oh  
la fonc t ion  es t  cont inue.  Le lec teur  ver ra  sans  diff icult~ que cet te  ex tens ion  subsis te  aussi 
dane  no t re  cas g~n~ral.  (M. R.) 
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d'ailleurs, il est 6vident que 

I _1 

P 

par suite 

(48) 2' (x) - -  q)~ (x) . /  (x) - -  F e ~-. = ~  IF (xu~)] ~du 

267 

D4signons par P e t  pr deux points de la courbe F, t o u s l e s  deux ~tant 

situ~s au voisinage de l'origine, le premier au-dessus de l 'axe r~el et le second 

au-dessous de cet axe. L'6galit6 ci-dessus peut  s'6crire 

(49) 
p ,  .P 

F(x)--(I),(x)=2~,~. F(x)--F(xu )]e ~ - +  F(x)--F(xu )]e -~-. 

.P 

Le premier chemin d'int6gration, au voisinago de l'origine, devient arbi- 

trairement petit, lorsque P et P' s 'approchent  suffisamment de l'origine, doric ]a 

valeur absolue de la premi6re int6grale peut devenir < 7, ind6pendamment de 

a, quelque petite que s o i t l a  quantit6 positive 7. Quant aux points u qui for- 

ment ]e second chemin d'int6gration, on pourra, apr~s avoir fix6 P e t  pr, choisir 

a assez petit afin qu'on air pour tous ces points: 

Ix-xu~l<~ 
et 

IF(x)-- F(xu'gl < d', 

les quantit6s positives 

petit, on aura aussi 

e 'est  h dire 

o n  

d et d r ~tant arbitrairement petites. Donc pour a assez 

P 

[F (x) - -  F (x u~)] e ~ du u<,~,  

I F ( x ) - - o ~  (x)l < ~,l, 

lim O~ (z) = F (x) .  
aDO 

Notre raisonnement montre aussi que la convergence est uniforme dans tout  

domaine fini, intSrieur h l'6toile principale et situ6 sur un nombre fini de feuillets 
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de notre surface de RIEMA~I. On peut, aussi pour  cette expression limite, ad- 

met t re  des domaines tels que les points ~ l'infini du domaine correspondant du 

plan des s tombent  dans un angle tel que (32). 

Notons encore la formule int6ressante: 

(50) 

�9 . 

2 z * /  2 ~ i  u 2 -~  z - - x u "  

= F ( z ) d z - - ~  e" - - =  F ( z ) - - - -  e ~ 
u 

- - - -  d z ~  

I du 
U 

I-- -- U a 
Z 

oh E~ d6signe votre  fonetion enti~re bien connue, et F'  d4signe une courbe 

int~rieure h l'6toile prineipale qui passe par l'origine et renferme la courbe F", 

d6erite par x u ~, lorsque u d6crit la eourbe / ' .  On peut tirer faeilement de cette 

formule une d6monstration indirecte du th6or~me que je viens de d6montrer. 

$ * 
* 

J 'ai  termin6 l'indication de mes reeherches sur la repr6sentation du pro- 

longement analytique des s6ries de DIRICHLEr. Permettez-moi encore de reprendre 

quelques remarques, publi6es dfijs en partie, qui rentrent plutSt dans l 'ordre 

d'id6es du probl~me d'ABEL. 
Ces remarques, concernant la th6orie des s6ries enti~res, se rat tachent  

votre eonf6rence de Rome, off vous avez le premier 6tudi6 le probl~me. Elles 

nous fourniront des indications utiles aussi pour les s6ries de DmlCHLET. 

Parmi les expressions limites diverses que vous avez 6tudi6es dans vos tra- 

vaux, les s3ries de polynomes de votre troisi~me Note sont les plus e]]icaces au point 

de rue du probl~me d'ABEL. 1 

D'abord j 'ai 6tudi6 le probl~me oppos6. J 'a i  examin6, si l'on peut  trouver 

des fonetions telles que votre s6rie de polynomes diverge dans un sommet de 

l'6toile correspondante quoique la fonction satisfasse en ee sommet ~ certaines 

conditions de eontinuit6 et de r~gularit6. 

Ainsi, j 'ai construit une /onction, continue dans la /igure gdn~ratrice V (~) (con- 
tour y compris) appartenant au point x qui, de plus, dtait r~uli~re dans route cette 

t M. RIESZ: Sur un problbme d'ABEL. (Extrait  d 'une lettre ~ M. MITTX~-LEFFLFm, 24 mai 
I9IO ) Rendicont i  del Circolo Matematico di Palermo. T. XXX.  x9Io (S6anco de Io jui l let  I9zo ). 
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/igure, saul au point x et pourtant la sdrie de polynomes correspondante 

g o ( x / ~ )  + G , ( x / , )  + . .  + G,~(x / , )  + .. .  

dtait divergente. 
Je suis arriv6 s construire cet exemple et d'autres exemples de divergence, 

concernant d'autres expressions-limites, en d6veloppant un principe tr~s/~cond, d~ 
M. FEJ]~a qu'il vient d'appliquer dans une s6rie de travaux fort remarquables. 

Toutefois, j 'ai pu vous communiquer dans ma Iettre du 28 d6eembre i9o 9 

qu'il est facile de transformer votre s6rie de polynomes en une autre qui a la 

mfime 6toile de convergence, mais qui converge aussi aux sommets de la nature 

indiqu6e ci-dessus. Ce sen t  les moyennes arithm6tiques des sommes partielles d e  

votre s~rie de polynomes que j 'avais en rue. En effet, en appliquant un th~or~me 

bien connu de M. FEJ~R, on montre imm6diatement que ces expressions conver- 

gent m6me dans des conditions plus g6n6rales. 1 Cependant, j 'ai trouv6 aussit6t 

que, grace ~ une propridtg heureuse de votre /igure ggn~ratrice, on peut rdsoudre la 
question compl~tement sans /ormer les moyennes arithmgtiques, mais en [aisant di- 
minuet le param~tre a dent  d6pend l'expression limite. C'est le rdsultat que 

j 'avais publi6 dans la Iettre que je vous avais adress6e, sans faire aueune allusion 

aux moyennes arithm6tiques de yes s6ries de polynomes. 

Dans la m6me lettre j 'avais aussi remarqu6 que les expressions limites fon- 

d6es sur l'int6grale de L~PL~CE-ABEL ne sent pas aussi effieaees que yes s6ries 

de polynomes, quand il s 'agit de d~terminer la valeur limite de la fonction aux 

sommets, off elle est continue, ]a continuit6 6rant toujours d6finie ~ l'aide de 

la figure g6n~ratrico correspondante. N6anmoins, on peut (eomme je vous avais 

eommuniqu6 dans ma lettre du 28 d6eembre ~9o9) d6duire aussi dans co oas des 

expressions limites nouvelles, bien utilisables en ces points qui se ferment d 'une 

mani6re analogue aux moyennes arithm6tiques. Le proe6d6 eonsiste dans la 

formule : 

J /  lim dee e -v O~ (v ~ x) dr.  
~ a a  

0 0 

cation des figures g6n6ratrices, 

D'aiIleurs, les avantages qu'on peut tirer pour les s6ries enti~res de l'appli- 

formant au point x-~ i u n  angle qui diminue 

1 Ce r~sultat a ~t~ aussi trouv~ par M. DroNES qui l'avait publi~ avec d'autres r~sultats 
concernant ]es moyennes arithm6tiques de yes s6ries de polynomes, ces autres r4sultats dtant 
aussi des consdquences imm~diates de vos th~or~mes et de ceux de M. FEJ~R. (Comptes rendus, 
2 5 juillet I9m. ) Je dois observer que le raisonnement de ma lettre ins~rde aux Rendiconti fair voir 
que dans les ~nonc6s de 5I. DIE.~ES, l'introduction des lnoyennes arithm~tiques pourrait dtre dvitde. 
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avec a, suggbrent l'id6e d'appliquer de telles figures aussi pour les s6ries de la 
forme Y,a,,xx,,. Pourtant,  cette figure devant passer par l'origine ~ cause du 

caract~re singulier de ce point, les expressions limites ainsi obtenues seront n6- 
cessairement, comme l'expression (i6), des expressions limites doubles. 

$ * 
$ 

Tous les r6sultats que je viens d'indiquer dans cet expos6 rapide, s '6tendent 
facilement aux int6grales de la forme 

(52) 
0 0 

en posant 

(53) q~(x)--.j l~ t z'dt-=rP~(s)-jlat e-'sdt. 
0 0 

oo 

o f D'ailleurs, les s6ries ~anxZ,, et les int6grales a(t)xtdt 
r i m 0  

0 
cilement ~ la forme commune 

se rambnent fa- 

log x f A (t) x*dt. 
0 

Grace ~ cette circonstance, les r6sultats ci-dessus sont bien utilisables pour 
la repr6sentation d 'une fonction analytique quelconque, au voisinage d 'une classe 
4tendue de points de non-uniformitY. 

]~videmment, l'expression (i6) peut convergcr aussi dans des cas oh ]a sdrie 
ao 

de DIRICHLET, OU l'int6grale f a(t)e -t8 dt correspondante ne converge nulle part. 
, 7  
0 

GySr (Hongrie), 6 octobre IgIo .  

Marcel Riesz. 


