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SUR LES FORMULES DE GREEN GENERALISEES QUI SE PRE-
SENTENT DANS L’HYDRODYNAMIQUE ET SUR QUELQUES-
UNES DE LEURS APPLICATIONS.

Par
C. W. OSEEN
& UPSAL.

Seconde partie. Sur les formules de Green généralisées qui se présentent
dans la théorie d’un fluide visqueux et compressible.

Notre but dans cette partie de notre travail sera de donner des formules,
analogues &4 celle de GREEN et se rapportant au calcul de la fonction ¢ du
systéme:

du 1do

7@
=X~ gy T @ +u) g T udu,

dv 1do i@
7= Y—;{—g@ + (4 +Au)@ +udo,

dw 100 76
Gt =Ly, Tt tudw, A.
ouw , dv Ow
@—-——ﬁ'i"a—?}'}"g';s
da du dv dw
a—-t+0—d:+@+(7}"z"=0s

x>0,4+2u>0,u>0,
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d
ou de ceux que l’on obtient en supposant Z =w = d—:’ = giz) = gg =0 ou Y=
=Z=yv=w= Ou_du_ 00 _ 90 _ 0. Ces systémes servent & déterminer le
dy 0z dy 0z

mouvement infiniment lent d’un fluide visqueux et compressible & température
constante. Par nos formules le calcul de la fonction ¢ sera réduit au probléme
de déterminer une certaine solution particuliére du systéme A etc., ou 'on pose
X=Y=Z=0 et ot 'on remplace ¢t par —t. Une fois la fonction ¢ connue on
n’aura pour calculer %, v, w qu’'a résoudre trois équations du type:

%(t{ =X +uadU
avec des conditions & limite données.

Notre but dans cette seconde partie est, comme on le vois, plus restreint
que dans la premi¢re. Evidemment, on peut aller plus loin et donner des for-
mules explicites pour u, v, w. Cependant, & 'état actuel de nos connaissances
expérimentales et théoriques, ces formules ne nous paraissent pas avoir un trés
grand intérét. C’est pour quoi nous nous bornerons aux formules mentionnées,
qui servent & calculer la fonction ¢. Seulement dans le cas limite 4 + zu = o,
nous développerons aussi les formules explicites pour u, v, w en nous restreig-
nant d’ailleurs au probléme & trois dimensions.

I

Sur une égquation aux dérivées partielles dans la physique mathématique et
sur le mouvement rectiligne d’un fluide visqueux et compressible.

1. Soit donnée 1’équation aux dérivées partielles:

ik a3 a2
Eg=2aaxT($t+b2(—7~:—g+m(x,t) I.
(@>0,b>0),

ol @ (x,t) est une fonction continue de x et ¢, qui pour des valeurs de |z| assez
grandes satisfait & 1'inégalité:

10 (x, )| < 4, |z,

n, étant un nombre entier positif et A4, une constante positive. Nous nous pro-
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posons de chercher, pour des valeurs de ¢ positives, une solution ¢ (z, t) de cette
équation telle que:

lim ¢ (2, 8) = ¢ (@), Im 52 = (2),
=0

ot @, (x) et ¢, (x) sont des fonctions continues de z, remplissant pour des valeurs
de x assez grandes, positives ou négatives, des inégalités de la forme:

|(Po(x)|:|(/71(x)|<‘42|xlm'

by

Considérons & cet effet 1’équation adjointe de 1:

oY By

0%y 2y
T L PP T

+ b0F 5 PR 2.
Supposons qu’il soit possible de trouver une solution Y (x,t; x,,1,) de cette
équation avec les propriétés suivantes:

1: Yz, &z, 4) doit pour 0<t<t, et pour |x—z,|>0 étre une fonction
continue de z,f, douée des dérivées continues de tous les ordres par rapport
ax,t;

2: on doit avoir:

lim Y(z,t; =z,,t) =o0, hmgw———o,

t=fp t=ty
_(-’L‘—-‘”o)z

lim (0¢ e %9}

t=b \ 0t Vi,—t ’

la convergence vers la valeur limite étant uniforme pour toutes les valeurs de z;
3: on doit avoir pour ¢ <t¢,:

Iim Y(x,t; 2,,t)= lim Y(z,¢; 2, &),

2w 7040 T=z9—0
. Y, aw) ry L0y
Jm (Z“a gt V) im (2“0 Y 5)

4: quel que soit le nombre entier et positif n;, il doit exister un nombre positif
Any, tel que lon ait pour des valeurs de |x| assez grandes et pour o <f<i¢,:

2],
at

|w| dz ot <An3|x|_”3.

Formons alors les équations:
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[dtf[wb't_ﬁ—q’ﬂ?“‘za(w(} 20t TP i —b (ll’axr‘(l’;)?)—lﬂ@]dx——o,

‘ o oy ce sy ) ( P Y
[d‘f["’ o PG 2“("’ gat TPz OV s «m) ‘p“’]
L

En intégrant par parties, nous obtenons:

L to—¢ L to—e

[/( "’dt+ (7(p(7l,0 f Vodrdi=
‘0

i
2o 2y dp Y
= /[2"("’0 Tl ”dm) +b'(wﬁ_‘7’ax]
0

0 _fo—s 7 (7 71[} 0 to—e
((p Qi _
~Lo “ro

ool 250 28 4 (022 3.
L

Supposons maintenant que, 7' étant un certain nombre positif, il existe un
nombre entier positif n, et un nombre positif 4, tels que l'on ait pouroZt< T

(7(p e

"0z 0t

9
lol. {3 (’0

<A |x|™.

Nous pouvons alors dans les équations précédentes, si ¢, < T, faire L tendre
vers l'infini et nous aurons en les sommant:

4o fo—s P +w fg~¢&
f/( ‘f a‘f+ a—‘l’—‘-”d —ffwmdxdt-—o
—x 0 —x 0

Faisons enfin ¢ tendre vers zéro. Nous obtenons:

4o
e ] d dop d
2V2a7tcp(xo,t0)==f((p_a% lp(};p i?fr(?lp)t-od “/fw@dxdt. 3:

—
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Notre probléme est donc, du moins dans des cas trés généraux, réduit au pro-
bléme de déterminer la fonction fondamentale Y(x, t; x,, £,).

2. Pour calculer la fonction fondamentale nous partons de la fonction

Q. (z,t), définie par 1’expression:

5

[e(a"%m/mimtcos kxdk + [eaw cos k(x + tVo*—a%k?) d ik, 4

0

a

olt les racines carrées doivent &tre prises avec leurs signes positifs. On voit
immédiatement que cette expression pour ¢< o définit une fonction continue de
z et ¢, douée de dérivées continues de tous les ordres et que cette fonction

satisfait & D'équation 2. Pour étudier de plus prés ses propriétés nous en cher-
cherons d’abord d’autres expressions analytiques. Posons a cette effet k=1F%, +

+ tk,. Tragons dans le plan des %, k, une coupure du point ——g au point +g

le long de la ligne droite entre ces deux points. Nous aurons de cette maniére
deux points distinets & D'origine, 'un au-dessus et 'autre au-dessous de la cou-
pure. Soit 4 le premier point et B l'autre. Convenons a donner 4 la racine
carrée Vb*—a’k® la valeur + b dans le point 4. Cette racine sera alors une fonc-

tion uniforme de k dans tout le plan du k, pourvu, toutefois, qu’on ne dépasse

pas la coupure. Soit enfin C le point k= + g-

Nous avons:

a0

@, (x,t) = partie réelle de: f e(akzﬂ.k B ik dk, 5.
4

I'intégrale prise le long de 'axe des nombres réels et positifs. Posons:

(ak? + bV —a®k®) t + ihwe=—K.
Done:

Q, (. ) = partio réelle de f X dk.
4

Considérons maintenant lexpression ik Vb*—a®k®. Lorsque k s'éloigne du point
2 le long de l'axe des nombres réels, cette expression est positve et tend d’ail-

leurs vers linfini en méme temps que k. Supposons maintenant que % s’éloigne
de lorigine le long d’un rayon vecteur qui fait avec I'axe des nombres réels et
positifs un angle positif ¢. Posons par exemple k, =§ cos ¢, k, =& sin . 1l est
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& attendre que, P'angle ¢ étant assez petit, la partie réelle de notre expression
sera positive pour des valeurs de & assez grandes. On a en effet:

Qe — B3 = a® (b — 6 k2 k,? + Bt) — B2 (k2 — K;?) + 24k, k, [2a® (k,® — ;%) — b7).

L’hyperbole:
3
bt —k,? = Ll

za?
constitue donc la frontidre entre le domaine, ol la partie réelle est positive, et
celui, ol elle est négative. Donc, si 0<¢p< l—t, la partie réelle sera positive pour

des valeurs de & assex grandes et on aura pour ces valeurs:

Ie-Kl < leak3t+ika= I ,

pourvu que {< o. Il g’ensuit que, pour ces valeurs de ¢, I'intégrale:

fe-Kdlc,

prise de long d'un arc du cercle k% + k,® = &2, du point k, =&, k,= o au point
k, =% coso, k,=&s8ing, ol 0<p< 1—5, converge vers zéro, lorsque § tend vers

Pinfini. On conclut de la que pour ¢<o:

an

Q, (x, ) = partie réelle de ﬁ—x dk,
a

Pintégrale prise le long d'un rayon vecteur qui fait avec ’axe des nombres réels

et positifs un angle positif ¢, plus petit que %‘ En d’autres termes:

Q, (z, t) = partie réelle de: f lak+ kY B—aR)t+itz cos 9— ¢ 8in g (cos @ + ¢ sing)dE, 6.
0

olt:
k=& (cos ¢ + 7 sin @), o<¢])<%r
et ou: |
Vo*—a®k? = + b
pour k=o.

Formons enfin une derniére expression analytique pour la fonction @, (x,?).
Nous avons:

Q, (z, t) = partie réelle de: f e Kdk =
4
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c B o
partie réelle de:fe‘de +fe—Kdlc +Je’de,
a o}

Pintégrale derniére étant prise le long de I'axe de k,. Or:
b

C B a
fe""dk +Lfe"ffdk= —zfea"’fsin kz sin [kt Vb® —atkt]dE.
4

0

Q
je—"dk

B

Au lieu de prendre l'intégrale:

le long du chemin indiqué, on peut la prendre le Jong d’un rayon vecteur quel-
conque, qui fait avec 'axe des nombres réels et positifs un angle ¢ qui satisfait

aux inégalités 0> ¢ > ——Zw Nous avons done, toujours pour ¢<o:

b
Q,(z,1) = ——2fe°"‘t sin kx sin [ki Vb® —a?k®]dk +
0

partie réelle de: fe(akl—iklflﬂ—_cfz—k’)t+i§z cos g—fasing (COS ¢ + ¢ sin @) d§ 7.
0
On a ici:
k=& (cos @ + ¢ sin ¢), o>¢>—§,
et:
Vor—a'kf = + b
pour k—=o.

Supposons maintenant que z soit plus grand qu’une quantité positive Jd,
arbitrairement petite mais fixe. Partons de Pexpression 6. Nous pouvons ici
faire ¢ tendre vers zéro et nous voyons que @, (z,¢) tend uniformément vers la
partie réelle de:

fe‘fa’“‘ y—tesing (cos @ + ¢ 8in p)d§ =fe"‘¢ dk 8.
0

0
f e s,

prise du point k=& (cos ¢ + ¢ sin @) (p > 0) au point k= 1£ le long de I'arc du
cercle k2 + k,* = &2, qui ne traverse pas I’axe des nombres réels, tend vers zéro,

Comme ’intégrale:
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lorsque & croit au dely de toute limite, il s’ensuit que, dans l’expression 8, nous

pouvons donuner & ¢ la valeur ;—t Nous avons done, si > d:

lim @, (xz,t) == partie réelle de: ife—5¢d§ =0.

L= ¢
On démontre de la méme maniére que, si x> d, toutes les dérivées de la fonction
Q,(z,t) par rapport & x ou ¢ tendent vers zéro en méme temps que ¢.

Si x est négatif, nous faisons usage de la formule 7. Lorsque ¢ tend vers

0, la premidre intégrale & droite converge uniformément vers zéro pour toute
valeur de z. Dans la seconde intégrale nous pouvons, si x<—4d, 6 >0, immé-

diatement poser {==0. Puis nous pouvons prendre cp=~—g et nous obtenons:
lim @, (x,t)=o.
tm(

On démontre de la méme maniére:

lim a’ Ql (x9 t) _

tm0 dat 0 (t=1,2,3,...)

8i x<—9.
a2 . . dQ(x,t) .
Considérons maintenant la dérivée —ar Cherchons la valeur limite de cette

fonction pour des valeurs négatives de z, quand ¢ tend vers o. La premiére
intégrale 4 droite dans 7 nous donne:

b

—Z/kl/b”—a”k” sin kadk,
0

tandis que la seconde intégrale donne un résultat, dont la partie réelle est nulle.

Nous avons done pour z <-—4d:
b

im 29 @Y (VB o7 sin kedk.
£m0 0t
L}

Nous obtenons de la méme manidre pour x< — d:
b

2 s S,
tim 2@ [ e VB o cos ke dk
tmp Ot
0
etc.
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De méme que @, (,?) la fonction @, (x, ¢), définie par I’expression:
b

f ARV o0 fa d + j e cos k(xz—1tVb* —a®F®) d ik,
] 0

ot l'on prend les racines carrées avec leurs signes positifs, satisfait pour <o &
P’équation 2. Pour toute valeur de x positive, la fonction elle-méme et toutes

\

ses dérivées par rapport & x tendent vers zéro avec {&. On a de plus pour
< —0:
2
i Q@0 _ i 0w, 1) _

£=0 » 0t ,E,..() oz dt 0>

ete., et pour x>0
b

lim @it"’—i) - zflc VoE —a*l® sin kxdk,

tm0 0
0

]
a

lim 29 (@0 _, f BV =2k cos kudk,

om0 dxdt
b]
efe.
Nous définissons maintenant une fonction @ (x,t) par les égalités:
Q (=, t)=Q1 (x:t)
8i x>0, et:
Q(z,t) =@, (x,?)
8i z <o.

Q(xz,t) est pour t<o une fonction continue de 2 et £, douée de dérivées
de tous les ordres, continues pour toute valeur positive ou négative de z. Ces
dérivées satisfont & I'équation 2. Pour toute valeur de z différente de o, on a:

.0 Q(x,t)
o oww

Pour étudier la fonction @ (z,¢) dans le voisinage du point 2 = o0, ¢ = 0, nous
la comparerons avec la fonction suivante:
2 _ b

5 -
Fx,t) =fe(2“"’“27z)t coskxdk=bl{’_‘_e§a'z'a.

V—2at
0

Nous avons:
Acta mathématica. 35. Imprimé le 22 avril 1911, 14
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Q(z,t)— F(x,t) = f [e(ak2+kva'=“k'2—b=)t __.e(m’—g,—:)t] cos kxdk +

a

b
{ 12 — (2ak’—lﬁ)t
+ [e“ cos [kt Vb® — a2k®] — e 2a’" | cos kxdk T
°

b
F [ ¢ sin [kt Vb — @®k*) sin kzdk,

ou l'on doit prendre le signe — ou + sunivant que z=o.

Posons: .
2
ak® + kl’a’k’—b’=2ak’—§a—-%—b§7€iq)(a, b, k).
Nous aurons, si k>3:
I S - T
(e, k) =1+ zatkt + 128 atkt T

d’oh 'on conclut que, pour k>g, ¢(a,b, k) est une fonction positive. Pour
k=g cette fonction a la valeur 4. Lorsque k croit, ¢ décroit et tend vers la
valeur 1, quand k eroit vers l'infini. Nous avons donec:

— b AV
e(ak’ +kVa—5)t __ e(2ak’—2a)t —_ 6(2 - 27;)‘ (e 8a3kt __ I)'

Or on a, si a est une quantité positive:

et — 1 e’

Dong, si £ <o, Ic=>__2:
S . B AR o
okt + KV aR—50 _ e(2ak —'27,)" < g}’;l_lg e(W‘ —27,) t—ﬁ% — 18)—:%%! elak2+ bV aE=52)t
Comme (pour ¢ < o):
IJ ?i“}c_g”_’f)e@mwm)t cos kzdk <J%%g°ﬁ@ <4 %2%’
4 L] L2

on voit que, pour {<o:
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25°
<—l;—g~|t|.

[c] bz
' ﬂe(ak2+ VIR __ o200 %)t] cos kxdk
b
a

On a évidemment des inégalités analogues pour les deux autres intégrales dans
la différence @Q(x,?) — F(x,t). Nous voyons donc que l'on peut trouver un
nombre positif A%%, dépendant de a et b et tel que I'on a pour toute valeur
de z et pour toute valeur négative de ¢:
— 2
Q(x,t)——zf—e%t'%g, <At |i]. 0.
V —2zat ;

Nous avons:

o 1s n . v, O
Nous étudions de la méme maniére la dérivée % .

5
gg =— f o+ kVFR—B) k sin ka dk — f ekt k[sin kxz cos [kt Vb —a®k?] +
» § |

a

+ cos kzsin [ktl/b’—a*lc”]]dla
et:

P (o B ~ :
OF [ =5 b sin bodl = — — VT __ ot~ 5a
4aV—zat?

Or on a:

<

I [ [e(ak2+ KV PR __ 20— g)‘]k sin kxdk

a

b\t (ak? W;zm)tﬂ"_ 404 ¢| [ owe dE
<8a"‘f¢e ¥ Ic<8a5 7
b ]
La fonction:
(r + oD et

a sa plus grande valeur pour z=o0. Done, pour {<o:

I

altt » L,
¢ <1——ak”t

Par conséquent:
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Faoxdk [ dk 1, a—b
fe 7c“<fk(1-alc=t)“£1°g T
b b

a
Soit & un nombre positif plus petit que 1. La fonction:

a—b%

— t\1—a

est alors une fonction continue de ¢ pour <o et tend vers zéro avec ¢{. Nous
voyons donc qu’a tout nombre positif 7' et tout nombre positif ¢ plus petit que
1 correspond un nombre positif A7:¢ tel que 'on a pour toute valeur de z et
pour — T'<t<o:

<ATe(—p)e

I f [ B e T Lo :7:1)‘] ksinkzdk
b

a
Il est clair que l'on peut prendre AT:* assez grand pour que l'on ait aussi pour

—T<tLo:

x? b4
iQ OF 7] Vet~ 2a
5~ 7z | = |02 + TR 2 gTa(— e, 10,
- 4V—2a%t}
On démontre d’une maniére analogue que 'on a:
_ 2 _ b -2 _
2Q o°F 2Q Vmedat 20 2 ebat ™ 2
_—F—.ﬁ = T;*'f‘ Y e T et <Ba,b(__.tﬁ, II.
Oz x Oz 4V—2a%t® 16V—2zab

Ba.b étant une certaine constante positive, dépendant de a et b.
Considérons maintenant la fonction P, (z,t), définie par 1'équation:

1]
P:(x,t)=j-fQ(x,z)d¢.
$

Cette fonction est, pour ¢ <o, une fonction continue de = et ¢, douée de dérivées

de tous les ordres, continues pour x=o0. La dérivée par rapport & ¢ est encore

continue dans le voisinage de x=o0, tandis que la dérivée par rapport & =z y

présente une discontinuité. P, (z,t) est d’ailleurs une fonction paire de z.
Comme nous avons pour z=o:

..y

. lim 2@, 8)
I:E%Q(x,t)—lg a7 =0

nous voyons que pour ces valeurs de x:
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P 78 P ; 2
(at”-l-zat?x”at W)fQ(ﬂc,r)drx-—f @5 55- 20 0:1:9)Q(x r)dr =o.
: t

P, (x,t) satisfait donec, pour toute valeur de z positive ou négative a I'équation
2. Pour les valeurs de x qui satisfont & I'inégalité |z| > d(d > o) P, (z,?) et toutes
ses dérivées convergent uniformément vers zéro avec {. On a d’ailleurs pour
toute valeur de x: ‘

0
- a2 & dr A"’b 2

T | ot 80—z ,
|P1(x,t)+m € V_qz < > 12.
¥
I(?Pl(xv,t) xVm %_;’%‘ dr ATa(—¢)atl .
da 4V2a3t ¢ V-3 o+ 1 3

(0<e<1,—T<i<0)

< 2 Bob(— t) 14.

0 0
la’Pl(x,t) Ve [Z_% d¢ m’V;if“_’_’i’ dv
€

Bar 8ar 2a
—_ 1:

+ =
Ot 4V2a3t Ve 16245,

Cherchons enfin des expressions analytiques pour P,(z,t). En partant de la
formule 5 nous obtenons pour x>o0:

@

P, (z, t) = partie réelle de: Af PRV e

3

e—K —_ gike ik meikm ( o+ kVaw—) — 1) dk
o ak? + KV —b®

k=2§ (cosg + ¢ sing), = const. o<rp<:—5,

Vaik*—b® = + ib pour k =o.
Nous avons de méme pour z<o:

o Pk ek VB 1)
P, (z, t) = partie réelle de: f TR Vo )
0

k=& (cos @ + isin @), ¢ = const., o<¢p<7£: Vat—b*= + ib pour k =o.

De ces formules, nous déduisons la suivante:
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b
a

(ol + KV =52t __.
P, (z,t) =ﬁ M 1 cos kxdk + [gg{e""" cos k(| z] + tVo*—atk?) —
0

J ak® + kVa2k*—b?

a

— coskx} +

2
Ve -t b%— {e“"” sin k(ja] + tVb*—a®k?) — sin k|| H
ou les racines carrées doivent &tre prises avec leurs signes positifs.

La fonction:
0 P,
@ Gzat

b,ap

15.

présente une discontinuité pour @=o0. Cherchons maintenant une nouvelle

solution P,(z,t) de I'équation 2, qui remplit les conditions suivantes.

Elle doit

étre continue pour f<o et pour toute valeur de z. Pour ¢=o elle doit s’éva-
nouir ainsi que les dérivées premiéres par rapport & x et ¢. Enfin, elle doit

satisfaire & la condition:

lim P, — lim (2 L5
dxdt dx

pr . #P, . 0P,
z-io(zaaxa —b (795) z-:to( 4 )

Nous avons pour z > o:

[~

P, = partie réelle de: ¢ f

dx ak+ VallP—bt

’

k =& (cos ¢ + 7 sin ¢), p = const., o<tp<7f-
Or:

; f__kﬁ.fs i etag
) ak +Va k*—b? af + Vb® +atE?

Done, pour z > o:

P,

% —K
o ! — partie réelle de: i f e Zdk

ak +Valk—p®

Nous obtenons donc:

alo

lim PP, — b aP‘)

m (28 52570 55 = — | e {laksin[ktVB—a’B] +
0

+ VB—a®k® cos [ktVb—a'k ]} dk.
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On obtient de méme:
b
a
f e® {ak sin [kiVbi—a’k?] +

[

. 0% P, 20P
},l.n_loz aw(?t —b )

+ VBE—a?ik® cos [ktVb—a®k? ]} d k.

Done, si nous posons:

ak sin [ktVb —a®kt] + Vb*—a®k® cos [ktVb2—atkt] = S (k, t),
5

lim (zazsp b”a fe“"”S(k,t)dk.
om0 xdt
0

Posons:

0
P2<x,t)=fx<r>c2<x,t—r>dr

et cherchons & déterminer la fonction yx(z) de telle maniére que P, (x,?) obtienne
les propriétées énumerées plus haut.

Tout d’abord, nous voyons que, si x(z) est une fonction continue de 7,
P,(x,1) est une fonction de z,{, continue pour toute valeur de x et pour <o
et douée de dérivées continues de tous les ordres pour ¢<o et pour jz]>o.
Ces dérivées satisfont d’ailleurs & I'équation 2, puisque:

hm Q(z,t) = hm—Q = lim 99 = lim 729

o0z {0 gt =0 dxdt =0

pour|z|>o. L’inégalité 9 montre que P,(z,t) tend uniformément vers zéro
avect ¢ pour toute valeur de x. L’inégalité 10 montre de plus que 'on a pour
—T<t<o:

IP,(z,1) Vr ~ 8ateF (t——t) dr ATe{—to+
s z)le a(r——t) Max. <
| (723 V— IxX( )' V(-—————T'—t)s o + I t;rgolx(’[)l
Ve _bt o -z
mwe 2o 'xl e Bfali—2) ATa (_t)a+1
S - — dT + Max.
{ 4V24d? y (z—1)* d e+ 1 tgr<0|x(f N<

{n P lad Gt
a o+ 1

} Max. |x(7)].
t<v <0

Cette inégalité montre que, si x(o)=o, %{;—’ tend uniformément vers zéro avec .
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On démontre de la méme manidre, en s’appuyant sur I'inégalité 11, que
2
|x %EB—’I, lorsque ¢ tend vers zéro, reste fini pour toute valeur de z et s’annule,

si x(o)=o.
Supposons donc que x(0)=o0. Supposons en outre que y(zr) admette une
dérivée continue. Nous avons alors pour z=o:

0 0
JapP, (x 0P, (x,t) {‘ (x ) ()t T)arz_fx(r)a_@_(%:ﬂdfz %Q(x,t-——r) dr,
¢ i

équation valable aussi pour x —o. Il suit de l4 que 9P, pour toute valeur de

3t
» P, #P,

x converge uniformément vers zéro aveec ¢ Il suit aussi que 720t T

pour toute valeur de z restent finis, lorsque ¢ tend vers o.

Tl ne reste donc qu’a montrer que ’on peut trouver une fonction continue
%(7), (v < 0), qui s’évanouit pour = =0, admet une dérivée continue et remplit la
condition:

Q

. PQ(z, t—1) ,0Q(x,i—7)
P T e T
¢

b

Fdy 3Q (2,1 —7) .
i —_ b AL AP P ak?
Jm (2adt b') P :Ffe ‘8 (k,t)dk.
¢ 0

Posons, pour simplifier I’écriture:
d
2a d—f — by =1(r)

et cherchons des expressions explicites pour les valeurs limites:
[ 9@, t—1)
’ z,t—7
oo j w0 =gy

Nous avons d’aprés la formule 4:

]

e M ij.ke‘a"’"“’ sin [k (v — )V b*—a*k*] dk,
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la convergence étant uniforme pour les valeurs de ¢ et = qui remplissent la
condition 7—¢>e&(e >0). Nous avons de plus, en vertu de l'inégalité ro:

1Q(@,t—) , Vs s a - __dT
If)h("") 41/2 fX1(T e 8¢ V(T——t)3 <
Ae,a£a+1
o« + I“ the > >tIXl(T)|
Done:
t+‘€ V‘" @ x? l/'* ® _ F
0Q(x,t— 1) ﬂxx(t)fe Ba(s—1) wxy(t) [e 8ate—9
dr + AL e T 1 ——dr +
Jxl( LA 7 I 4V2a? / V(ie—t)® 4V2a* o V(e—t)
V___ t+e " _ 22
TE = (g—t) e Sa(z—1) Aeagatl
+—'—_._. [ 2a — ] — . .
4V2asf Xi(7) € 1(1) Vi 4| < et tygfgtlzl(r)l
Donc:
—1) wxy,(t)]  Asoeg+l
| f 1(%) dre TRt P | < Mex lnl+
7T L V7 t)l
= Max. g™ _ Vrlen@)l,
+ 2a t-rs;tx_?:t ll("')e X:(t) + 2]/8“38

Faisons maintenant z tendre vers zéro et en méme temps ¢ tendre vers une
valeur quelconque ¢, plus petite que o. Soit ¢ un nombre positif aussi petit
que l'on veut. Nous pouvons alors trouver deux nombres positifs ¢, et ¢, (¢, < ¢,),
assez petits pour que, si [{—1¢,|<e¢,:

]
ti+61

| f 1(2)dr [Fe—o#—b sin [k (z — WV — a2 dk | +
t

0

&1+ 6,0 a+1 Iﬁ _
+4 (& 1 &) Max. Ix.('r)l+ =~ Max, @ e

1<
¢+ 1 tte>e>t—e 20 f4e > >t >0 2

!
Puis nous pouvons trouver un nombre positif &, assez petit pour que les inéga-
lités :
[t—t]<e,|z|<es
entrainent 1’inégalité.
Acta mathematica. 35. Tmprimé le 24 avril 1011. 15
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b

l nHEL=d, e f () de fke—aw—n sin [k (s—t)Vb*— "1 dk | +
1+€1

t1+£1

Valz )] 8

V8at(e,—s,) 2

On conclut de ces inégalités que l'on a pour |t —1¢, | < e, |z]<é;:

|j ‘() T)d +7”0x,(¢)

zajx|

b

= lfx,(r fe"“"’" 8 sin[k(r—t)VbE—atlkt)dk|<
it 7Q( ; ) (t
Q(x,t—= LI AU)
|fx;(f)—0“w-—‘d Zalz] |f X7 ) dx
?

b
i e e st o

+&1

]
b6

lfx,(r)drfke““"’"—” sin [k(r—t)l/b“—a”lce]dkl

t

bz

&+ 60 a+1 T = (r—#)

ARG TS Max.  r@I+ 5 Max. |z e —x@)] +
a+1 t1+s‘grgt1—ez 2Q t1+€1g'rgt1—€2

b
146

+ fxl(r)dtfke"“k’("‘) sin [k (z —1) Vb”-—a’-’k”]dkl +
t 0
b

0
+ fx,(t) W—x(,}:;—r Iz Ifxl r)drfke—“"’(f““sm [k(z—t)Vbt —a’k?]dk | +

1461 th+e

V8 ad(e, — 62) 2 2
Nous avons done:
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0

lim [ ()BQ(xt )dr=

2=4-0

a

2a

0 b
T (”-—~"‘(")— j (0 dr / ke—aR-) gin [Ic(r—t)VbT——aﬁﬁ]dk),
LA b

Pour déterminer la fonction x,(r), nous avons donc enfin I'équation:

5 5
74 ‘[}'1 drfk‘e““""’—‘) sin [k(z — t)Vb* —a?k?] dk = ﬁ“"’tS(k t)dk. 16.
0
" Clest 13 une équation fonctionelle du type considéré par M. VorTeErra. Nous
aurons:
1(t) = 22,9 1), 7.
ol:
b
0
2,9 (8) = = | 2,5 (7) drfke—“k"f-“ sin [k (v — t)Vb2 — a2kt d k, 18.
[
t=2,3,4..
L)
7, (z)=37§ et 8 (k, t) dk. 19.

0

%1 (t) admet des dérivées continues de tous les ordres. Nous avons enfin:

1)=3200), 20.
0 L
2= =5 5 0 e, 21
t
0 N
P, (x,l)=[x(r)Q(x,t—t)dr=2P,(’7 (@, 8), 22.
e 1

t

0
P9 (@, 1) = f 19 (@) Q =z, t—7)dr. 23.

[4
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La fonction:
Vom
Y(x, t; 2, 8) =Y (X — 25, 8, — ) = “1"/%“1“ (P, (& — x5, t—tg) — Py (x— x,, t—1,))

est définie et continue pour toute valeur de x et pour ¢t <t#,. Elle admet des
dérivées de tous les ordres, continues pour x=wx,. Elle a les propriétés préten-

dues dans le voisinage de x ==, et de ¢t =¢,. Reste & faire voire que, quel que
soit le nombre entier et positif n;, elle satisfait & des inégalités de la forme:

ayl lay] | o*w
oz

llp', ) a_t ’ 5;1:—(')15 <A,,3|x|—”’.

pour des valeurs assez grandes de |z|.

Je dis d’abord que, si denx nombres positifs 7' et B et deux nombres
entiers et positifs m et » sont donnés, on peut trouver un nombre positif
AT B.mn tel que 'on a pour 0 <t,—t<T,|z— 2| > R:

ImQx—z,,t—1t,)

AT Bomn (3 )
< .
dam

|z — x| 24

Traitons d’abord le cas m = o. Supposons, pour fixer les idées, z — z, > 0. Nous
aurons:

Q (x — x,, t —t,) = partie réelle de f (@R +kVE=aTR) (o) +ikia—m0) ] [,
A

Pintégrale prise le long d’un rayon vecteur qui fait avec 1'axe des nombres

réels et positifs un angle positif <1—E-

Done:

Q (x — ) — partie réelle de: e-(ak’+ik1/b1—a’k’) (to—2) i M
0 dk r(x—w,)
A

partie réelle de: : + L f 9 @b kY ETR tot) _ gibla—an) 1
By T, dk

partie réelle de: _t f 2 e— (0 R+IRVE—dB) t—to) | gikla—z0) ] ;.
By dk

Rien ne nous empéche d'intégrer par parties encore une fois et nous obtenons:

— —_t) = io 16 R S K g iklfm)(ta—t)] —
Q (x — x,y, t —t,) = partie réelle de: _(x—-xo)”[dlc ak+ R
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@

1 a eV 5 —aiid) i
FTE (ol 4 bV B—a7ld) (fo—t) | gi kiz—a0) ] Jp —
A

o (a""‘—:‘vo)2

artie réelle de: — — > B | ekt iV tot)| i) dk.
P (x—=x,)? ) dk? €
4

Si I'on observe que pour k= o toutes les dérivées d’ordre pair de la fonction:
e~ @R HikY Ba?h?) (to—1)

par rapport & k sont réelles tandis que les dérivées d’ordre impair sont imagi-

naires, on voit que l’on peut répéter le méme procédé autant de fois que I'on

veut. On a donc:

Q(x—x,, t —t,) = partie réelle de:

&L

1 . dan T .

m[@nm (e—(ak’+1kl/b1——a3k3) (to—t)> gkla—z0 d k.
0

A

lintégrale prise toujours le long du méme rayon vecteur. On voit aisément
que la fonction sous le signe d’intégration est égale &:

e—(aR+ikV F—a"R) (to~t) +i kla—a0)

multipliée par une fonction rationnelle de ¢,—¢, &k et Vb*—a®k?, qui d’ailleurs
contient ¢{,—¢ comme facteur. Ce facteur, nous l'avons fait paraitre dans la
formule 24. L’ayant supprimé, nous remplagons dans tout dénominateur de

notre fonction rationnelle qui ne peut étre qu'une dignité de V62 —a®k?, cette
expression par la plus petite valeur de son module sur le chemin d’intégration.
Cette valeur est d’ailleurs égale & bsin ¢. Dans les numérateurs nous rempla-
¢ons chaque nombre par son module et ¢, —¢ par 7. Dans I'exponentielle nous
remplagons l'exposant par sa partie réelle et posons ¢,—¢=o sur la partie du
chemin de Pintégration ou la partie réelle de

ak®+ kVadk?—0b?

est positive et {,—¢t = T sur P'autre partie. Par tous ces changements, la valeur
numérique de la partie réelle de notre intégrale s’augmente, du moins si ¢, — < T'.
Nous avons done pour les valeurs de ¢, qui remplissent cette condition, et pour
x>z, une inégalité de la forme:
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1Q(x— 2, t —12,)] <

50
< (xto _wt)n [ﬁ:‘l) (é‘,Vbiv_T_"dﬂ—git’ T') g~ partie r.d. (ak?+EkV &2 K2—b%) T—¢ sin o (z—20) dé +
%o
0

+ [ 10 VBT, 1) et mag]

<o

Pour m = o et pour x> x,, l'inégalité 24 est donc vraie, pourvu que:

> ]

AT Ron fof:) ¢— partie r. d. (&> +4V @2 k*—b) T—¢sin o R d& + /f:f) e—isingR g,
/ .

%

Q(x—wx,,t—1t,) étant une fonction paire de x—=z,, l'inégalité 24 est encore
satisfaite pour  —z, < —R.

Passons au cas général. Le seul effet d’'une dérivation par rapport & z est
d’introduire dans notre intégrale un facteur ¢k. Or cela n’altére pas la pro-
priété de la fonction de % et ¢,—¢ sous le signe d’intégration qui est ici la

Y

fondamentale, & savoir que les dérivées d’ordre pair sont réelles pour k=o et

les dérivées d’ordre impair imaginaires. Nous avons donc pour x —z, > o:
ImQ (x —xy, t—1,)

Tom == partie réelle de:

1 , dr JE— .
o n4+m . __ [ Lm p—(aRP4ikV B—a?kP) (fo—12)) pikz
(x—wo)"J' + dkn(k oo+ ) ok gk

et pour x— x, <o une formule analogue. D’ol la formule 24.
Il résulte de cette formule que I'on a pour ¢, —t <T,|z— z,| > k:

I(jm_l)1 (x__xo, t_to)l < A_T,R,m,n(to . t)s. 25

dam 2 |z — x|

Comme :
0

P,(x—xy, t —t) = | x(v)Q(x —x,,t —t, —7)dr,

t—tp
nous voyons en outre que pour ¢{,—{<7T,|x— x| > R:

I P, (x — x4, t— 1)
dam

AT Bomn (¢ — )2
Max. 7)|.
le‘—xo|" 0—2_T>=t_t0|7(( )I

On voit donc que P’on peut trouver des nombres positifs BT B:mn tels que:
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om W (z, t; 2, t) BT Bmn(f, — t)?
dxm < |z — x| 26.
pour t,—t < T,|ez—ux,| > R.
Comme: '
0
0Py (x—1%5,t —1,) . dyx
i = d_iQ(x_x"’t t,—7)dz
=t
il est aussi possible de trouver des nombres positifs CT:&m % tels que:
am+l g (x,t; x,,8)|  CTBmn(t —i)
dam ot | — [ 27

pour 0Lt,—t<T,|z—z|2R.
C’est une conséquence immédiate de ces formules que Pon peut trouver
des nombres A4,, tels que 'on a:

oy

i

oy
ot

ary

Fwit| < Ans | 2|

b b

¥,

pour o <t¢,— ¢ <T et pour des valeurs assez grandes de ||.

Nous avons donc démontré que notre fonction ¥ (x,t; x,,¢,) a toutes les
propriétés caractéristiques de la fonction fondamentale cherchée.

Remarquons enfin que les fonctions:

(z—z0)? | b2(to—t)

02w(x’t; Xy to) (x—-xa)e_sa(’o—-t) %

) - Az B i)
By (x,t; x,, b, ( (x——x‘,)if) e Balto—1) 2a ]
t— XN —F—57— + j1— .

( 0)[ 09,;2 at 4a (to — 1) 4al/(t0 _ t)5

pour toute valeur de x#, méme dans le voisinage de x = z,, restent finies, lorsque
t,—1t tend vers o. v

3. Dans les applications @ est toujours un nombre trés petit. Il y a done
un grand intérét & savoir comment se comporte Y (x,¢; z,,t,), quand a tend vers
zéro. Malheureusement, c’est 14 une question assez difficile que nous ne pouvons
pas traiter ici dans toute son étendue. Nous chercherons dans ce paragraphe
une expression asymptotique pour la fonction P,(x,?¢). Puis nous montrerons
que les fonctions P,?(x,¢) tendent vers zéro avec a pour toutes les valeurs de
x et de t (1 <o) sauf peut-6tre sur certaines droites dans le plan des x et ¢



120 C. W. Oseen.

o d’aillleurs elles restent finies. Evidemment ces résultats ne suffisent pas
pour faire dans la formule 3 le passage & la limite a =o.

Je dis d’abord que Q(x,?) et toutes ses dérivées tendent uniformément vers
zéro avec a pour toutes les valeurs de x et ¢ qui remplissent une des conditions
suivantes:

x4+ bt>d, x—bi<—4d

(d > o).

Nous démontrerons que Q(z,¢) tend uniformément vers zéro pour les valeurs de
x et ¢ qui satisfont & la premiére condition. Le reste de notre théoréme peut
étre démontré de la méme maniére.

Partons de I’expression 6. Déterminons ¢ par les conditions:

sin* ¢ — 6 sin? ¢ cos® ¢ + cost ¢ = o, o<¢p<$-

Nous aurons alors sur le chemin d’intégration:

partie réelle de: — (ak® + kVa®k? — b%)t —ikx= —a(cos®p —sintgp) £2—

4
- 5—5 V —b*costp — sin®p) + Vbt(cos?p — sin® ¢)®+ 4 sin*pcostp(2a (costp— singp) E8—b3)2 +
' + &z sin .
La racine carrée intérieure doit &tte prise avec son signe positif. I’extérieure
doit 8tre prise négative pour § =o. Elle s’annule pour:

b
 aVz(cos® g —sintp)

§=§o

Pour des valeurs de & plus grandes elle est positive. Sa valeur numérique
décroit lorsque & varie de o jusqu’a &,. Puis elle va en croissant. On voit
done que la racine carrée extérieure toujours va en eroissant quand & varie de
o & linfini. Donec:

partie réelle de: — (ak® + kVa2k® —b)t —ika >
Esing(x+ bt) >Edsin .

Soit maintenant ¢ une quantité positive aussi petite que I'on veut. On peut
alors déterminer un nombre R assez grand pour que:

fe—fdsinwd§= fm < ‘.
A dsing 3
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On a alors:

fe(ak’+kl/azk2—b’)t+t‘kzdk| <&,
3

Ifeik(z+bt)dk|<f.
3

Reb
Rei®

On peut en outre déterminer un nombre positif @, tel que l'inégalité a < a,
entraine I'inégalité:

Ret® Ret®

fe—de_feik(z+bt) <
4

A

f e~Kdk— f et dI| < 6.
4 0

ﬁik(z+bt)dk

%

1Q(x,0)]<e,

Wit

On a donc:

Or la partie réelle de:

est nulle. Donc:

si a<a,. Donc:
lim @ {(x,¢) = o,
a=0

pour les valeurs de x et {(< 0) qui remplissent la condition

z+ bt>0.

Nous savons par le théoréme précédent comment se comporte la fonction
Q(z,t), quand —¢ est un nombre petit (sauf pour des valeurs de |z| trés pe-
tites). Nous supposerons maintenant que —¢ soit plus grand qu’un certain
nombre positif #. Supposons, pour fixer les idées, que x soit positif ou nul et
partons de I'expression 4. Posons:

—b%
a

—§
k-—"‘—— _bT’ ﬁ

Nous aurons:
Acta mathematice. 35. Imprimé le 25 avril 1911 16
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Q (x, t)—-—* _.4_" ! cos ~d§ e__ cos( +§l/1~-)
Nous chercherons la valeur limite de cette fonction lorsque 8 tend vers linfini.
Nous avons:
Fas <t et gt
<]e §<Ef§e §=5e .
B 8

R ____ V & Ex
j ! cos b ; d§
8
Done, la premiére intégrale dans notre expression pour @(x,t) tend vers zéro.
Suppons que @ soit plus grand que 1. Soit p un nombre positif plus petit

I
que - Nous aurons:

8 A
£2 § §2
-5 1 - I ojp,pp
Ife ﬂcos +§ 1——) e d§<ﬁ———%+pf§e d§<2,8 P e—BP,

ghtp gi+p gh+p

Considérons maintenant 'intégrale:

,91}‘:-17 \ L
G/e_%cos (% + §VI—§-:) dé

Elle peut s’écrire:

]e éﬁ:cos§( +I)d§ fe icos§( +1)d§+
0 gte
ﬂ§+p

o JFfoolele—V/i=Bl]ofcos sz o) foin e

0

— 1/1———%:] f; }sm §( 1)]d§+ ziﬂgj §3e—%sin§(% + 1) d&—

Y
»—Z—Iﬂ—?fgse ﬂsing(%+1) dk.

;}% +p
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Or:
T —5 _B(a .\t BVt @O
8 z =@ﬁ "4(67“) A ki P T
fe cosé‘(bt +I)d§ z ¢ 2Va ¢ ’
0
[ éj . . _ e
e # cosé E+I dE|< = pi—pes
ﬂ“%ﬂ?

Si p< 1—15’ les fonctions:

_ — B — .
Vﬁ{ cos [5 (1 — 1/1—[%)] *—I}’ 173 { sin [’g‘ (1 ~—l/1—%§)]—§9-2}
tendent uniformément vers zéro dans lintervalle o < £ <g#+?. Nous avons donc:

‘9'%' +p

I e_%{008§(1—]/:—‘§:2)——1}005§(%+I) d§|<

0
5‘} +»

& r
< T/Ite(ﬂ)fe—ydé‘ <e(B) fe‘“’du,
B 0

g F
<V{;E(ﬂ)fe‘?ﬁ"d‘g<s(p’)fe.—u’d,u,
1}

0

¢(8) désignant une fonction de # qui tend vers zéro, lorsque 8 croit au deld de
toute limite. Nous avons enfin:

7 & R &
% o b3t 4% [ —=
;I‘géf§3e ﬁSlnf(%+I)d§=E—wm e 5cos§(%»+f1)d§-——
0 0
Vabst 88 —8(5+1)° gs larbe

1
=-V—na’d e ¢ ,
4 dx

_8 &
E%Qf_fse ﬂsinf(% +I)d§|<§fu9e—“’du.
pte

ﬂP

YA
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Si 'on observe que les fonctions:

] (z+bt)? 357 As (z+bie)?
V—;L‘ e 4ot Vﬂ:atae4at

2V gt ’ 4b  0x?

tendent vers zéro avec a pour toutes les valeurs de x et ¢ qui remplissent les

conditions:
t<o,x>o0,|z+bt]>6,6>0

on peut du théoréme démontré plus haut et de ces inégalités tirer la conséquence
suivante: Pour les valeurs de « et ¢ qui remplissent les conditions:

o>t>—t, x>0, 2—bt>6(d>0)
on a:
Vﬂ (+btp? V“_m P L (x+bitp

Q(x,t) — ‘*V_—_— e tot 4 Tme iat | < ¢(a), 28.

ol ¢{a) tend vers zéro avec a.

Comme @Q(x,t) est une fonction paire de x nous pouvons immédiatement
du théoréme précédent déduire un théoréme analogue pour z<o. Si x<o,
o>t>—t, z+bt<—d(d>0) on a:

- (x—bt)? 3 3 (a:—bt)’
Vr emt-_l/ mwaft 93 =

2 V=at 4b aw°

Q(x,t) — — <ela). 29.

On démontre de la méme manidre les indgalités suivantes:

dat “4at

Iz V=1 0z 46 Gt °

—0Q(x, ) Ve @ e"”'"‘)’ Viad (—gyh ¢ @roe?
a — ——

< &(a), 30.

valable 8i x > 0,0>t>—1t, 22— bt >4,

_0Q(Z t) V;; 7} g:%—IthP V;a’(—t)'/z 4 (z;btt)z |
TOw V3 0z° T 4b it <&(a), 3I.

valable pour z<o0,0>t>—1{,xz + bt<—94.
II résulte de ces inégalités que 'on a pour >4, 0>t> —1t:

0
Vi (@+b7)? Vad (?5 (x+b9)?
| (2, 8) + 17 [e dav I/if__ fba —e 47 V-'rdr <e(a), 32.
a. —7T
0
P P (z+b7)? 2 (z+b2)?
|V Pla(:: t) fax e ETTN VdT "—'V”a 0—3;;8 T V—-‘T dt <€(a);
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et pour x<—40, 0>t>1"

(@b l/na,?’ g8 @=b?
4av v a7 I/—
I x t)+ V f V———-fr fdxse vdv

P (z,t) L Vr @b g Vwat 04 (2—b )2

i St g 4dav ___ ___ iac -

IV dx 2 (7xe V—r+ 4b ppre ar YV _¢dr
¢ t

<ela), 34

<efa). 35.

On peut remarquer que les fonctions:

0
04 (.’Dibt)z
a’f()x e 9t V_¢dg,
t

dans les formules 33 et 35 tendent vers zéro avec a. On a donc aussi:

0
_ QP (x,8) Va [0 @E dr
|V ol [W B 33"
¥
P, (.’17 ) Ve (a:—br)z“dfp
Va + 0 E ()xe dav Y <ela). 35*.

Considérons maintenant la fonction P,(z,t) dans le voisinage de la valeur z=o.
Nous avons d’aprés la formule 15:

b

a

ooe (ak2+k VailE=b) ¢t __ s N
P (x,t) = PR Voo 3~ S L cos kxdk + [b es®icos k (|w] + tVDE — alk?) —

) 0
Vbt —a?k?

— CO8 kx} W

{e""’t sink(|z] +tVbt— a?k?) —sin k| x l}]
les racines carrées prises avec leurs signes positifs.

Or:

* -]

al+k VaER—)t __ 7 /
fe _}coskxdkl a[dic<%’

b ak®+ kVark:— b2 . k*

a

al

b

b%f"”“”b

0

Qo

{e""’tcosk(lxl +VE—a k*)—-cos kx}dk

a
b’
0
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blz|
Vbt —atk? Vb o x2—~—77 . ndy
f 5 nklxldk—f sin an’
Nous avons donc:
é
. Vb —atk? 7Vhizx® «
Ll:lol —E sink|z|dk = 26 2] = 2b°
Qg
si |z]> o,
=0,

si x=0. On a d’ailleurs pour toute valeur de z:

fﬂ’?dr

2 =
lfl/b b’Z —a’ k! sink|x|dk|<

Reste a étudier l'intégrale:

g —
f‘/b b”f B asstgin k(f ] + ¢ VBT ¥ ) dk.

Elle peut s’écrire:

/l/b’~a k*

" e ®t[gink (|| + tVd? — a? k?) —sin k (|| + bt) ] dk +

f‘/b”;g K gartsink (2| + bt) dk.

|sin & (Ja| + ¢ VE*—a? &®) — sin k (|| + bt) | =

2 singkt (b—Vb2— a® k?) cos k(IxI-l— —;—(b + Vb”——a”k—ﬁ)) l<

a?kst 1—Vi—z? atlkét
Max 3 = — .

— — VB q® k2 _
kt(b Vb a*k?) < b e " 5
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Done:

2 __ — .
Ibe o’ e*¥tfsin k (Jo| + ¢ Vb —a® k) — sin k (|2 | + b2)] dkl

Bt
<———— k2Vb9—a3k2e“"ztdk< ————fzatke“"’tdk—~——(1—e“ ) <X
2b 2b

Enfin:

lfl/“;;]f B gartgin kb (2| + bt)dlc, fsm Ty,
0

Il résulte de ces inégalités que on peut trouver un mombre positif 4, tel que:
A
pour toute valeur de x, de ¢ (<o), de a (>0) et de b (>0).
La fonction P, (z,t) est définie par les équations 16—23. Pour voir com-

ment elle se comporte quand @ tend vers zéro, nous remarquons d’abord que les
intégrales:

(2
J‘%&‘e —ak(c—t)gin [ (v—1) Vot —a®ktldk,

b
JZ—“eak’tS(lc,t) dk
A
peuvent g’écrire de la maniére suivante:
A
2 |1e” @ sin [l_(r_:—i) l/b_‘f——?]dl 37.
e, a

[

b
72t CRT) pe 3
g—fe“ {l sin [lt Vor- l] + Vo —1p2 [l»“/bz E]}dl. 38.
7 a a

0

et:
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Cela étant, je dis que yx,®(f) et par conséquent g, (£) ne contiennent @ et ¢ que dans

o . [ , . : , .
la combma,lsona. Pour déterminer yx,%(t) nous avons les équations:

0

b
10 () = 22 xﬁ—uunhj}e—nw—uanu4r*nVFcra%ﬂdh
t 4]
b

x,m(t)=2-”‘—‘ ea¥t 8 (b, t)dk.
0

La derniére équation montre immédiatement que x,V)(f) ne contient a et ¢ que
dans la combinaison 2. Supposons que cela soit encore vrai pour y%,® (¢}, x,®(1)- -

2,5~V (¢). Posons:

. — t
270 = 0,00 (5)
Notre formule pour x,®(f) peut s’écrire:

[

a

[
1,901 = 7% Pt (é + u) dufle""“ sin[lu Vo*—12]dl.
0 0

Elle montre que x,® (¢) ne contient a que dans la combinaison é. Notre théoréme

étant vrai pour n =1, l'est donc aussi pour n=2, n=73 etc. Nous pouvons

donc poser:
¢

100 = 15 10 = (7

La formule 21 qui donne x® (¢), peut maintenant s’écrire:

1
Qi

b2u

0
52
; I —ot—8— T I —— o T
x(')(t):-——ﬁfe 2a AL (a)dr=—; e 2 x9 (E+u) du.
7 b

Nous pouvons done écrire:

0=
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Pour étudier comment se comportent les fonctions y,® (), quand a tend vers
zéro, ou, ce qui revient au méme, quand — ¢ tend vers I'infini, il faut maintenant
approfondir I'étude des intégrales 37 et 38. Commengons par la premiére. Posons:

_P=p P
2 | sin[u]l/bﬂ—zsd1=

2
nao a aF(u)’

T

on:

Je dis que, lorsque u croit au deld de toute limite, F (u), qui est une fonction
continue de u pour toute valeur de u, tend vers zéro de telle maniére que I’in-

tégrale:
fIF(u)l du
0

a un sens déterminé. En effet, nous avons:

b
F(u) =fle"”“{sin [luVE*=1*]-sin blu} dl+ﬁe"‘”“sin bludl——fle—”“ sin blu dl.
] ]

5
Ifle-"“{sin[lu VB — %] — sin blu) dll =
0

b
2 l\fle—”“sing-lu{b—l/b’—lz}cosilu{b + VBEZ13) dll <

0
b

2[le"”“

b bYu
— VB¢
ful‘e*”“dl. Max. b—Vol—1 =b;‘/zfmie—mzdm<b_;5/2fm4e—mdma
0 ] 0

sin%lu{b——l/b’-——' l”}ldl<

0<1<b B

lfle—”“sin blu dl
¢

Acta mathematica. 85. Imprimé le 26 avril 1911. 17
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®©

L[le—”“sin bludl )< L -ttu,
2

Donec:

Ve . =%¢ A
Ry o ‘a1
—be * + -—e “<u“/2'
4Vu 2Uu

|F(u)|<5£—,l;fm4e‘m’dm +
0

L’intégrale:

@«

le(u)]du

0

a donc bien un sens déterminé.

Je dis maintenant que I’'on peut trouver un nombre positif B, tel que 'on
a pour toute valeur de a positive ou nulle et pour toute valeur de 7 entiére et
positive et plus grande que 1:

| . (#)| < B Max. | x,%=(7)].
Ogtgt

On a en effet:

0
#0 ()= 2= f 140 ) F (") as.
¢

Donec:

dr. Max. G- (g
ogrg_t“h ()}

0
@ 2 ’_t)
ool [|r (5
t

2 i
~||F du. Max. | 3,%—V(7)].
<ﬂof| 0l du. Max. |6 ()]
Si nous posons:

2 [irwlau=5,
0

nous avons donc:

16?9 ()] < B Max. |x,%=V(7)].
Og'rgt
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Démontrons encore une autre inégalité qui nous sera utile dans les pages
suivantes. On a, ¢ étant un nombre positif plus petit que 1:

at 0

100 =2 | 1 F (S ar+ 2 1@ F (7

t at

14

)dr.

Donec:

|1:20)1< B Max. |60 (x)] t) dr
; ; A, Va
Max. [y,6-D 2 Max. | z,6-0(
< Batﬁétlxl )]+ 7T ogrlgt F2 () lf( 3/z
; A.Va| 1
— B Max. | y.6—=D 44,Va ( ) M. G=1)
atzarét I xl <T)I + 7FV—”t VI — 0>a§t Ix (T)I
< B Max. | x,¢—V(z)] + 44, Va 250 (7)].
atzcgt

aVi—aV—it 0>t

Considérons maintenant l'intégrale:

b
a b
2t _ b2 __ ]2
fg—ge“""S(k,t)dk=3fe“{lsin[l”/b Bl ve—p os[@'/—b_l—}dz.
r T a
0 0

Nous avons:
b V-t

a Va
f"’“eak’tS(k t)dkl ‘:tbfe“dl 4bVV“ f—”dl.
H o -

On voit done que notre intégrale pour toute valeur de ¢, plus petite que o, tend
vers zéro avec a et que 'on peut trouver deux nombres positifs B, et C,, tels que:

f—eak’tsw t)ydk|< B,,
39.

f%’eawsm,t)d <—(’1V~L“J
0
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Les inégalités ci-dessus suffisent pour démontrer le théoréme suivant: pour toute
valeur de » entiére et positive il existe deux nombres positifs, B, et C,, tels que:

WVa
| % (8)] < Ba, | 2. ()] < Cl'/:-? .

Tout d’abord, ce théoréme est vrai pour n=1. Supposons qu’il soit vrai pour
n=t¢—1. Nous avons d’aprés les inégalités précédentes:

|t P (@< B Max. | 7,6~ ()],
0> >t

; . A, Va
@ B Max. |y.6—D _44, vVa
@) < at;xgtlxl @+ — ===

Max. 2,60 (2)]
0>v>t

BCiVa 44, Va .
< Lt =1 —— Max. |y,6Y .
V—at +nVI-—a V_t o;ggtlx' @1

Donc:
CiVa
v=t’

[ @< B, |® ()] <

ou:
B;=BB;_,=B—1B,,
BC;_, L 44, B
Vo aVi—ea

Ci=

Notre théoréme étant vrai pour n=1, il est donc encore valable pour n =2,
n =3 etc.
On conclut des inégalités ci-dessus:

i
) — 1 1 a—{’—z—"~. ¢ B; g B;
Ix‘"(t)l=|x‘”(5) =[—5]e °® xl"’(a+u)du <—é—'(e P du=73;.
b b
_at _:
3 biu J b2y
29 @) ]=|—2 e—_‘“’_f‘“(£+u)du——£ e—TE(‘)(—t—+u)du
2 ' a 2 Y \a
_a
a
it
“a
C; Va  B; [ -8~ C; Va Bt 2% D;Va
—_ e .- 2 - ,4___.___..____.__'._ 2a =
<Vimev 7T 2)°¢ MgV 2a% . V=4
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si:
G B; 13)3
Di:b’VI—a_*-F (&—é) '
Considérons maintenant les fonctions:
0 .
PO, t) =fzw ‘2) Q(z, t —1) dr.
i
Je dis que 'on peut trouver des nombres positifs E;, tels que:
| P9 (=, t)] < EB; 40.
pour toutes valeurs de z,? (<o) et a (= 0). En effet:
b
|Q(x,t)|<Je(aB+kVFﬁI‘ﬁ)t dk +feak1tdk
0
2
L _
<fe“"“dlc < I/i*zfe—i’dé'—;w——@:.
—at 2V—at
0 ]
Done:
0
. D;Vn dr D;
(.) % e 1
[P, (2, B)] < 2 fl/—'r(t—t) 2z
t
L’inégalité 40 est donc valable, si:
. D; 'h
E 2 *"":2_
Soit maintenant x > 0. Nous avons d’aprés Pinégalité 28:
Ve ? @+b(E—IP ¢
O (5, 8) — — % | 3 '.”_) fali=n) —m
P89 2Vo7fx‘(a e Ve—t ™
¢
Vit (—, (v\ 8% =rbl—r _ B;&(a)(—t)
ikdhedind () |—) — ¢ 4alt—1) — et il ol A N 4
)k (a)axse 9 Ve—tdr)< 5 .
t
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Or on a, § étant un nombre positif, aussi petit que 'on veut:

° -0
I P = L L Max., |39()| [ To6cn 2 ¢
X T (e dv _ =
Val* (a)e Vo3| < Max. Jx®(u)] | e Vi
[
8

; ~0>uxt
ea= =a

0 —
— (T) ._.[."t-b_(r:.i]z d‘t’ D,: - [z—b(z—8) d't +
@y 12 4a(r—1) ——— — 4a(t—1t) —
+f|x al|® Va(r——t)<1/6fe Ve—1t
5 ¥
0
_fe=bG—91? dr
; 4a(t—1) o
+D.fe V(v —t)
5
[z—=3G—t)F

Comme la fonction e *2@—%  tend uniformément vers zéro avec a pour toutes les
valeurs de z, t et =, qui remplissent les conditions:

6<—r<—t,|lz—b(r—t)|>e(e>0)

et comme la valeur numérique de cette fonction pour les valeurs de z, t et v que
nous avons & considérer ici est au plus égal & 1, la premiére intégrale tend uni-
formément vers zéro avec a pour toutes les valeurs de z et ¢, qui satisfont aux
conditions:

z>0,—0>t>—T.

Considérons la seconde intégrale. Soit 0 <2< — bt —be{e>0). Prenons < g .

Nous aurons:

0 0
_e—be-ar gy pe dv e
e 4alr—t) —rom———— 4at m————— % T L
[ Vore=0¢"" JVre—0)
¢

-4

Soit d’autre part x> —bt + be (¢ >0). Nous aurons:

0
[ _lw=b—ur dr ¥

} e da(c—1) 1—.—_<ne4at.
iy}
Pour les valeurs de x et ¢, qui satisfont aux conditions:

o< —t<T, |z +bt]>¢, (¢>0),

notre intégrale tend donc uniformément vers zéro avec a.
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Pour étudier la fonction:

9 g8 _le—bE—tp
fx(z)( )dx e aG@—9 Vg_—itdr

t

nous remarquons d’abord que l'on a:

P SRS fole—ble— ] [r—blr— 0P| -G
728 4a® (1 —1)? 8a®(v—1¢)° '

Soit 4, un nombre positif assez grand pour que:
lxl% e < A4y, le”’ e < 4,
pour toute valeur de 2. Nous avons alors:

e _[z—b(r—tnz
4a(v—12t)
728 °

4Vz 4, ,
=0 lz— 06— DI

<

Soit d’abord z > —b¢. Nous aurons:

a'

0

_ 8 _e—b—-P
fx@(%)aa—ﬁe tae=8 Ve—tdr|<
t

t+3 L

41/"a/«A B; _4V2a"4,B; [ du

(1 —t)% [x -— b (z — )] x'h bl e (1 —u)h
Si au contraire z < — b¢, nous aurons:
0
— i\ 9% — [e—b{r—fP
2 x(i) (Z{) sze ta(z—t) VT'—th <
2
/1' . @

4V2a'h A B; du 4V2a' A B; du

e Bl j wh (1 — u)' 2 B e ( 1) ’

De toutes ces inégalités et des inégalités analogues valables pour z <o on peut
déduire le théoréme suivant: pour les valeurs de z et ¢, qui remplissent les
conditions:
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o< —tZT,|z|>e,|x+bt|>e, |x—bt]|>e, (e>0)

la fonction P,'?(z, t) tend uniformément vers zéro avec a.

Reprenons l'équation 3. Admettous que la fonction ¢ (xz, o) soit douée de
dérivées continues des deux premiers ordres. Supposons en outre pour plus de
simplicité que les intégrales:

+ o + o P 1
722 [ 1731
flwlt-Odz’flq)l"odx’flax ;-odx’f dat t-odx

soient convergentes. Nous avons pour |z—z,|>o:

2 o 2
W —zal bﬂfa‘fd:
t

Donec:

+ o
9
f(,p at t-odx——f za——+b*f0x'fdt)] dx +
Zot €

+f(¢%%))t_odxzf[ 2a—+b:f‘7 wdt t_od"’“

¢,
B Py 09, ay
——[tpf(zaaxat——b t_o f(zaa at_b’ﬂx)dt],_o +
t LmTy—e Tw=zy+e

l‘o{-_‘g a Zo+¢
q’ Y
litleatzn fia] o J (o3 o

o

to
do ay ay
+[[.0_2—: (2&-0—5:— + b”f%dt)]t_odx.
[

To+8

Le passage & la limite ¢ =o s’effectue sans difficulté & I'aide de I'inégalité 1o,
si ’'on observe.en outre que 'on a pour ¢<{,:

. Py 201/»)
x-lzltf:li:O(z Ox 0t b

Nous obtenons:
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“+ <+

L
- 09 (,a 0¥ . ps f ay _
( dt),;_odx 2Vzanx ¢ (x,,0) +f[ax( +b J 0xdt)],_0dx_“

+> f
—_— e
zzl/zaﬂ:(p(xo,O)‘—f[W (2a¢+b3 l//dt)]i-odx.
— ¢

Done:
+ 00 %o

2Vaan @z, t)=2Vzax ¢z, 0)— f (7rp+ b’a (p lpdt x——ffwd)dxdt

Done:
+® “
(Torto)=1p( 0)‘L P,(x—x,, —t,) o9 ) + b2 6¢p P(x—x r—t,)dr |dzx +
P\ Zos 1o)== P\Zo» - f 0s —Lo . 72, " )
4+ ; N
+51;f[1’z(x—x 05 o)( (p) 0+ b’ (7.;': ]P (x—2,, T to)dr]dx——-
4+ fo
_zw/r/:/\[P (x——xo, — b)) — Py(r— 2y, t—1,)] @ (2, t)dxdt.
~a 0

Cherchons la valeur limite pour a = o des termes qui dans cette formule dépen-
dent de la fonction P,. Nous avons pour >o0, en vertu de l'inégalité 32:

4az 4a7 :__
e 4a +£_0 T 758 Y V_zdr.
¢

lim P, (x,t) =—lim ——

f(z+bf)1 z Vﬂa 03 (x4 br)2
a=0 ! ’ aw() ZV“

Si d’abord x> — bf, on voit immédiatement que les intégrales & droite convergent

. . x
vers zéro avec a. Soit donc x < —bi. Nous aurons, si o<e<z:

X
0 ""b+8
2 2
(a;+br) d’t‘ ]/7'5 (w;f-br) d't
lim —= | e %07 ———— —=lim —— [ ¢ o7 ——
a=0 2 Va. —7 a=02Va V—r¢
¢

Ve
= hm — (z— Vb é)

gm0 2

_E"/b‘ l/bg

Acta mathematica. 35. Imprimé le 26 avril 1911, 18
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Soit ¢ un nombre positif aussi petit que l’on veut.

positif A4, tel que:

Déterminons un nombre

—As

Vn'f 4(@%-_6-5_:‘_%;: + V”fe 4(z-§§-be) dé;_ ES .
2b Ve—be 26 Vae—be
Ay

—_—

On a alors aussi:
9

l_/jg _E(_Zi V/tf iz d§ g
ije Ve a8l Ty

Soit a, un nombre positif plus petit que:
&2 b3
A2

et assez petit pour que l'inégalité a <a, entraine l'inégalité:

+A9__ ;2 +4s
Vre 4( bg 3 Vi - £
Z—bfe )—‘I—/‘—‘*—“‘-_—_:—'—"Zb [4 4
x—]/bb As

—As

Nous aurons pour a < a,:

+A9___~_§2___ +Ay
B 2 I O 0 I L S 3 - 1
2b ‘I/ a 2b Vx
— 4y x— 55 — Ay

v — A9
[ -£
+V7L‘je _‘ilé_l_l/_” e“'é—§~<§—+—+~«=6.
2b 3
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Done:

+
(x+b7) - &
lim _l./jz.‘;fe 4av _,_LJL._ l/ﬂ:fe 4 iié_:g,
a=02Va V—_¢ 2b Ve b
8i x < —bt.
On démontre de la méme maniére:

0
— 3 g @+b1)?
lim l—/-ifg—f 5(%3 dar V_sdr=o0
=0
“ ¢

pour toute valeur de z positive ou nulle.
P, (x,1t) étant une fonction paire de =z on a donc:

lim P,(x,t)=o, si jz|>—bt,
a=0

lim P,(x,t)=—%‘, si |z] < — bt.
a=(

Rappelons d’ailleurs qu'il existe une limite supérieure finie pour | P, (z, t)|, qu'elle
ne dépasse pour aucune valeur de a. Nous avons done:

o

limfP,(x——xo,r——to)dw=-—%(to?%(x—xo)) ou =o,

G=0

suivant que: o <x—z,< bt, ou: —bt,<x—2x,<0 ou |z— %, | > bt,. Donc enfin:

te &
fim L [P,(x——xo, ‘) Z‘f)t=0+ B (g;l;)tﬂo of P (s —a,), r—to)dr]dxz
Zo+blo wo+bfo .
=—2bf ?}(f t-O — f(&x t0+ (x— xo)) bf(%;)tso(to—%(w-xo))dxz
Lo+ bito Lo Zo+big
= (0, 3 (00, e =5 ] ) gt
— Zo—bio Zo

b

(

+bto
== ('(7“(2) dx+(p(xo’o)"‘g‘(P(xo+btoa0)—§(l)(xo“btoa0)-

):.;N
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Nous avons d’un autre cdté:

to xo+bito—1)

lim -——ffP,(x-—xo,t—t)w(x t)dxdt————z dt | O(x,t)dx
am0 2 0 Zo—b(fo—%)
Donc:

4@ to

. /] 02
— lim {—rp(w.,, o+ E f [P,(x—x.,, ~to)(5;£ - +b'((,—5,§’—’,§)t_0 f Am-xo,r—to)dz]dw
[+]

-
+ oot

+ — Pl(x—x..,t—to)d)(x,t)dxdt}=

o+ bto to 2o+ bita—1)

_ X[ 1
_2_ f a: ,_od”‘+ ‘P(“’o+b‘o:°)+~fp(xo bto,o)+é—bfdt O (x,1)dz.
—b 0 Zo—b(to—10)

11 résulte des inégalités obtenues plus haut que les intégrales:

+ o +m» ta

. 2
fP,"" (x— 2y, — 1) (g—?)t_odx,fdxfﬂ"" (x —=,, T—to)g‘_gdx
-—0 —00 4]
+e &
f PW(x—ax,, t—1t,)0(x,t)dxdt
— 0

pour toute valeur de ¢ tendent vers zéro avec a. Supposons pour un moment
qu’il en soit de méme pour la somme de toutes ces intégrales. Nous aurons dans
cette hypothése:

0+ bio

“ |
lim ¢ (z,, t) = f(d‘{’) A%+ @@+ b, 0) + ¢ (8 — Dbty 0) +

aro—-bto
to To+ b(to—10)

I
+2_Efdt D(z,t)dx.

0 @o—b(to—1)
Or o'est la exactement la solution de I'équation:

2
fu‘f b,a %+ 0,1,
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qui pour ¢==0 prend les valeurs données ¢ (x,0) et dont la dérivée par rapport
]
a t pour t=o prend les valeurs (7—?) . Il parait donc extrémement probable
t=0

que l'on a réellement:

oy + o to
8 ) ot
ll_rllfp,(x—xo, —1,) (%)hodxﬂgl dfo,(x——xo, — ) 7 % dr=0,
—0 — 0 )
+ow b
lingf Py(x—ux,, t —1,)D(x,t)dxdt = 0.
—w 0

Ajoutons que cela serait démontré si ’on pouvait montrer que la constante que
nous avons appelée B est plus petite que 1.

4. Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus au probléme du
mouvement rectiligne d’un fluide visqueux et compressible. Reprenons le systéme

iX X Jdu_du 9o do
A. Supposons Y = Z—-?—?ng—gr—v:w Gy =9z dy " 72 == 0. Nous aurons:
du 1 0o 2y do Ju
7 =X—-—;§a— (l+2[‘t)(7 A R PR 41.

dtg 10% 0X
G =0t 20 g g g

En posant:

- I o 92
l+2;¢—2a,u, b, o=¢, 7z D,

nous retrouvons 1’équation 1.

Soit donnée, dans le plan des z, ¢, une aire 2, bornée d’'une courbe qui
admet en chaque point (sauf peut-étre dans un nombre fini de points exception-
nels) une tangente déterminée. Soit z,, ¢, un point quelconque dans 2. Tragons
la droite t=1¢,— ¢ (¢ > 0) et supposons pour simplifier que, ¢ étant assez petit,
elle ne coupe la frontiére que dans deux points différents, 4, et 4'.. Soit C un
point de la courbe frontiére, situé au-dessous de la droite ¢ —=¢,—e. Tragons
enfin une demi-droite # = #,, ¢ <¢,. Nous obtenons de cette maniére deux parties
de £ qui sont bornées par la ligne droite ¢ =1{,— ¢, par la demi-droite ==z, et
par des arcs de la courbe frontiére. Formons les équations:
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#a >y xyY )
ff Yaa— ()t’ Za(waxaaﬁ u2ut)+i(‘/’_ adx’) W’]dxd‘““”

Iintégration étendue & chacune de ces deux parties. Nous aurons en intégrant
par parties et en prenant la somme des deux intégrales:

A

do Jy Yo _ do 0(}1 Yo
}/‘(wdt 60_t+2a(7;%)dxA"J{(w6_t at-f—zaﬁ(,rx)dx

3 €

i a2y da Iy
+[2@(¢(7x—0—t+6m b? (wdx b—;)]dt}—{-f Yyodxdt.
t<to—s

Le passage & la limite ¢ = o donne:

2Vmo(xo,to):‘/{[ oy wﬁt (?aéz;}]d B

at dxdx
AoCA's 42

—[2a(¢£%t+ a(:az) (wax } fl/!—dxdt

t<to

Si en particulier 'are 4,0 4’y est formé de trois droites 4,B, BB et B'A',, A, B
et B'A’, étant paralléles & 'axe de ¢ et BB' paralléle a ’'axe de », nous avons:

B Ao
_ J do dod atg
ZV””"(””“""):[[" Vg2 G|z +ﬂ2“(*”;7;o—z+
B

Al

+ 0 00”:,;;) b(wgg—o%b)]dt—J[za(w(%+o%)~

~ofolzotJas o35 -

n
»

=.[(,,z;£ RTIY PR T P
BAo

+B [G dxdt b%b)——g_q( anFbW)]dt—

Jlolo v tofeatt o [0 T ina
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Soit ¥, (x, t; x,, ¢,) une solution de I'équation 2z, réguliére dans la partie de 2
qui est située au-dessous de la droite ¢ =1, et qui prend sur les droites A, B et
A'y B, les mémes valeurs que ¥ (x, t; z,, ). Posons:

Wz, t; 2y, 8) =Y (2,8 2, &) + Y (2, ¢; 2y, ).
Nous aurons;
BI

g d do dod
2Vzan U(xo,to)=!(0—;p71”—¢15—t* 00 aw’)dx +

’

4 A
+bfo'(zag;lg‘t+b %ﬁ‘) E/ (zaa lp‘ —l—beaw’ dt +ﬂw == dzdt.

La méthode des images permet de former sans difficultés la fonction ,. Cette
fonction connue, notre formule résout le probléme de déterminer la densité dans
un point quelconque, situé entre deux plans, orthogonaux & la vitesse du fluide,

si la densité et la vitesse dans chaque point de cette partie du fluide sont connues
pour une certaine valeur initiale 7 de ¢ et si les valeurs de ¢ sur les deux
plans sont connues pour > &.

5. Si, les fonctions « et ¢ et les dérivées de ces fonctions qui figurent dans
le systéme 41 étant toujours continues, on ne suppose pas qu'il soit permis de
dériver une fois ce systéme, il faut introduire le systéme adjoint:

ou 1 d¢' 2 do'  du
— T Taag TG T Ty = 43

De 41 ot 43, on déduit aisément, en reprenant les notations a et b:

2 20,0
9 (uu—b”ao‘)—l-b2 0 (ua——ua)—-za g—xl;~u%—:; —u' X =o.

Considérons de nouveau laire 2 et le point @,, ¢,. Tracons la droite ¢ =¢, et
les demi-droites x =z, + ¢, t<¢f,, (¢>0). Soient C; et (¢ les points, ol ces
demi-droites coupent la courbe frontiére pour la premiére fois sous la ligne ¢ = ¢,.
Intégrons Dlexpression précédente sur les deux parties de £ qui sont bornées de
la droite ¢=1,, une demi-droite x =, + ¢ et un arc de la courbe frontiére.
Nous obtenons, en intégrant par parties et en prenant la somme des deux inté-
grales:
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Z=x0— &, t=tg A’q Z=xo— &, t=to
J
(uu' —b2oo')dx +f(uu’— boo)dx + [u' (b%r + 2a d(t;) —
Zmgot8,t=ty e

T=Lo+8, t=1y
- do ) do
——u(b”o —2a )]dt—é[[u (b*a+2aat)—u(b*a —2a 7 )]dt+

Ce

+)"f{[u’ (b’a-{- zag—(:)—u(b” f'— za%)]dt— (uv —b’ao)dx}
+ji[ (bg""'za;j*t“)—u(b’o———za )]dt—(uu —btod dx} f[udedt=o

i<t

Posons:

w o=
i’

! 0’ w

u +b”

ce qui donne aux deux premiéres intégrales & gauche la valeur zéro. Cherchons
la valeur limite des autres termes de notre équation, lorsque ¢ tend vers zéro.

oy

Comme —- est, pour {<f,, une fonction continue de x et comme:

at
Iz
gt z-a:o

to—9o
a une valeur finie, s’évanouissant avec 4, on voit immédiatement que l'on a:

T=o—¢,i=to

Y
lim (b”o — za’; ) dt = lim {——za(uu’)c +
t =0 &

e=0
€
a:—mo—s,t=to Z=xo+£,i=to
(70’
(b’u + 2a—; )dt = lim (b” asy dt.
s=0 4

&

La fonction '(xz, + &) tend pour ¢t <¢, vers zéro avec e. D’autre part, le terme
principal de cette fonction dans le voisinage de z =x,, t =¢, est:

(®—ag)? | 6% (to—1)

(x—-x )e 8a(to—1t) 2a

2V(t,—1)®
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Done:
T 2g—¢,imbg r=Tot-s,t=to
do . do
lim | %' b”o+2a»— dt =—1im | o' ba+2a dt————Vzna b%c + za — .
s} 0 s} Jt ZwmLo, L=ty
& 6‘
Done:

do . , do do'
2Vzanm (b’a + zadt)w_xmt_tu é[{[u (bz’a + 2a%) —u(b”o —2a ﬁt)]dt_

0

44.
—(uu’—b”aa’)dm} +ﬁu’dedt.
i<t

Dans le cas particulier traité plus haut, nous avons:

4,

7
2Va2 (b”a-{—zaaa) = [ (b”a—-—za )—u (b"’a—i—za ) dt —
at o, to at

B A'g
!
—J(uu’—-b’ao')dx——é[[u (b”o’———za%%)——u’ (b”a+2a%§)]dt+£fu’dedt.
3 Aa ’A’o

Soit ¥, (z, t; z,, t,) une solution de I'équation 2, qui dans le voisinage de la
ligne ¢t =t, se comporte comme Y (x,t; z,, ¢,) et qui sur les droites 4, B et B'4/,
remplit les conditions:

0’¢! galpl
Z“axat_’b gz O
Nous aurons, en posant:
r PY e Y
= Zadx0t+b 9z S =91 "
4,
— do do
2 90y 2y — g eot) dp —
zl/zan(b a+za0t)%to Ju (b o', —2a 77 )dt
B Ao
—J(uu’l—b”aa’l)dx——bf (b"'al—zaL) dt + /f W Xdxdt.
" ADBBIA,’

Acta mathematica. 35. Imprimé le 29 juin 1911. 19
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Cette formule résout le probléme de trouver la densité dans un point quel-
conque, situé entre deux plans orthogonaux & la vitesse du fluide, si 'on connait
la densité et la vitesse dans chaque point de cette partie du fluide pour une
valeur initiale ¢ de ¢ et si 'on connait de plus la vitesse sur ces plans pour ¢ > {.

II.

Sur les problémes a trois ou deux dimensions.

1. Le systéme:

du 1 do
.............. 1.
du  dv  Jw do
0 J +Z)_y iz at
donne, si I'on suppose que toutes les équations soient dérivables une fois:
0% 1 ddo 0X 0Y 02
O—t?_ﬁda_(l+2‘l‘)—0t~ +*a—;£+(7)zl‘+5;=0,
ou, si I'on pose:
I g g, XY 07
x“—b , A+ 2u=2a, Tz +()y + T2 Q;
*o ode  ,,
W==2(la—t—+b40'+w. 2.

Cette équation joue un role important dans plusieurs questions de la physique
mathématique:?!
Son équation adjointe est:

2 a ]
%—tg=~—za—3470+bsda’. 3.

De 2 et 3 il suit:

! Voir p. ex. DuneM: »Recherches sur I'élasticité», Annales de ’école normale 1904 P. 366.
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d{, 0o do' ,do do' , ,00 do ,,
a—t(aﬁ—o‘a—t—>—a[d( at“}‘o' )+Uda—t‘—‘0_tda+
de' 8o ? [0o 0"  dodd  dodd " , )
+04W~5{40~2ﬁ((ﬂﬂ+@@+5—z%)]~—b (0'40'-—0'40') oD,
D’oil, en intégrant sur un espace fini (), borné de la surface S (), et entre
les limites t =0 et t =£,—¢
9o _dd dg dd' do do’
[ 0t Et—+2a a_:-va—;]to——sdw .f[ 5?"—0' ot *
Q(to—2) 2(0)
to—¢
do do' d d(od') d do
+2a2%ﬁ]t=odw+fdtf[ d‘——ar'i-aﬂ'%a—i-l-
()
! !
d do dodo (70' da+b2( ydo __ ddo )+
dn dn

ta0 e d  YTidn  %9r d

to—¢&
aU, zaﬂaa]ds—[dt/o’mdw.
[ o

(70
0
Dans cette équation, nous avons posé
30000 0000 2005 000
dxdx 0xdx  Jydy ' dz 0z
an Popération:

U, désigne la vitesse normale d’un point de la surface S(t) et

d
oS N 5 + cosny — Ty + 008 nzaz

n étant la normale intérieure de la surface S ()
D’aprés quelques réductions faciles, notre équation peut s’écrire

00 da’ dodo 00 do’' dodd’
[ 9t "% t2® axax]d“’ f[ 9t %9 T 2% &gz ]d“’+
2(0)

N{to—c)
to—¢
i, ddo do) ( d dg' da)
+fdtf[o( S R P S
0 S(t)
lo—¢
!
199 _ 429 1 24 Z"a")]ds_ dtfa'wdw.
xox
v 4@

+U( TR T
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Nous avons supposé dans cette formule que les fonctions o et o' et les déri-
vées de ces fonctions, qui figurent dans notre formule derniére, soient continues.
Posons maintenant dans l'intérieur et sur la frontiére du domaine Q(t):

I aY(r, to——t)

!
o =
r dr

ou:

r=V(@—x,) + (y — 4,)* + (z— 2,)%,

et 2,, ¥, 2, sont les coordonnées d’un point situé & 'intérieur de la surface S (t,),
par conséquent aussi & l'intérieur de la surface S (¢, —¢), pourvu que ¢ soit assez
petit. Posons au contraire ¢’ = o & Pextérieur de la surface S(¢). Dans ce cas,
on doit, du domaine de I’intégration exclure le point x,, ¥,, 2,, ce que lon
peut faire & l’aide d’une sphére r =dJ. Dans notre formule, nous obtenons un
nouveau terme:

Jdo a0, da)]
fdtfo[ Ly n)+o(2adn0t b 2%)]as.

Cherchons la valeur limite de cette intégrale, lorsque § tend vers zéro. Comme,
pour ¢<t,, Y et ses dérivées restent finies, lorsque r tend vers zéro, on a immé-
diatement :

. “r d 60 s 4o sy ﬂil,b‘l .
gl_ng dt/"‘ +b ) (Zam—“bg—aﬁ)- dS=o.
Reste & calculer la valeur limite de 'intégrale:
fo—g
0lp
fdtf (/r) 7
rmi
Or, pour ¢ <{,:
. ey iy
lim (2073, 857 =

Donc, I'intégrale tend vers zéro avec 4.
On démontre de méme sans difficulté que les intégrales:

o dg’ do do'
5% — 057 +20 352 52| 4o,
2,7>06
(t=1t,—¢, ou=o0),
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fo—¢
dt f dDdw,
0 Q@)yr>4
tendent vers les limites:

do deo' do do'
g9 Y9 fo 99
[" gt A T agy 0x]dw’

(t=1t,—¢&ou=0o0)
do—¢

dt] ¢ Ddw.
§ o

La formule 4 reste donc vraie sans aucune modification, si 'on y pose:

o LYt —1)
r ar ’

Faisons maintenant ¢ tendre vers zéro. Comme la fonction P, (r, t —¢,) et toutes
‘ - - . d —
ses dérivées restent finies dans le voisinage de r = o, t =1, et comme ﬂ%——tﬁ
s’y comporte comme:

(i3
;[ 7B dg
e8ar 2a
4a —q3
t—to

L

dont la valeur absolue est plus petite que:

Bt @

e2a _i’d

Voo ) ¢ tds
2Va2a 4 )

on voit que 'on peut trouver un nombre positif 4,, tel que 'on a dans le voi-
sinage de r=1o0, { =1,:
A

Pt
jo'| < b

Pour r>0 (d>0), ¢ tend d’ailleurs uniformément vers zéro avec f{,—¢. Done:

lim ( 0o o ’7_") _
pury oot zazax 7 dw
(g —¢)

7
=1im{fa’(’—0—2ado) : Jw—zaf(o'@) dS}=o.
£m0 at Vimty—e AN ity

Q(to—¢) Slty—¢)



150 C. W. Oseen.

Le terme principal de Ak dans le voisinage de t,—t est:

S CR )
1 e Bath—H"  2a

Done:

R Bt
i [ o do=tim [ o
Q(to—e) -0 0
2 £
=2aV2a 0 (%, Y, %0, 1) J Ele” VdE—=4mVzam o(x,, Yy, 2Zo» bo) -
b
Donec:

— do (70 do dd’
4nVzan a(xo,yo,zu,to)mf[a g1 % g T2 de 3x]t-o -

2(0)
d do do d dd' g 00
"f‘“ dnat”’d “’( dn 9t dn)+ 5
7
-}-U,,(a'g—‘;-——a’;—:+zazz:gz dS+fdtfa(de

0 Q(¢)

2. Reprenons le systéme 1. Supposons que X, Y, Z, u, v, w, 0 et les dérivées
de ces fonctions qui figurent dans ce systéme soient continues.
Le systdme adjoint est:
du 1 0o
Bl TR B o (1+M) +u.4u,

...................

du  dv  dw 96

f — — e ———
@“0x+0y+(7z at

De 1 et 6, on dédu-t:

(uu + oY+ ww') + 5 [70 (ua——ua)+%(v’a——vo’)+

] ( do’

U ' ' I '
+5;(w0—w0)]——;ib—t(ao)+(l+u)[a ua—t+um) +
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d [, 0o do' d(  do do'
+@<(”53 ““’Tﬁ) + (’)z( T

+wAdw—uduw —odvV —wdW]=u X +0vY +vw'Z.

”_” (W' du+ v v+

D’ou:

2o
f(Euu’—%ao’) dw— f(zuu'——fgaa') dw +fdtf[%(a'u,.—au’,.)-—

0t Q{0 )

do' du  dv dw
—(l—!—,u)( AN +—un)+,u( “—+ El—ﬁ—}-wdn)

! ! !
—u(u%-{—v@%—wdw

%
dn %) +Un (Euu’"‘%G”’)]ds’":fdtf(u'x+0'Y+w'Z)dw.

Q)

Pour simplifier I’écriture, nous avons posé ici:

uu' + vv' + ww' =S uu, u cos nx + v cos ny + w cos nz=1u,, etc.

Excluons par la sphére »=4d le point z,, ¥,, 2,, situé dans lintérieur de 2(¢,),
du domaine de Jintégration et posons:

w=— 5‘(‘“2 )at ;IE"’)'
v=— (%((Frz‘u)%%’—fw),
w——7 (0+2050—Z9),
0 =00 g LI LTD e Gy 2

dans Dintérieur et sur la frontiére du domaine 2(f), ' =1 = w' = ¢'=o0 dans
Pextérieur du méme domaine. L’intégrale premiére dans notre formule s’évanouit,
mais il y faut introduire un nouveau terme 3 savoir:

7 !
fdtf (@ up—ou'n)— (A + u) (%u’n—k%%un)ﬁ-

r=¢
du dv , dw) du dv dw'
gy g v — «“("a‘“ﬁ’r“’dn)]“-
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Cherchons la valeur limite de cette intégrale, lorsque ¢ tend vers zéro. Tout
d’abord, nous avons:

hmfdtf o — () at]u,.ds-_

-—hm dtf =5 Un + (A + ) at]adS+(l+y)hmfou,.)¢_odS

Or on a:
o — do za,I(')Q(r t—1t) E_E_x_O’P,(r,t-——to)
dt T T O T r dr 0t )
1 —
La fonction ‘?——1—3'—(r—'—t——t°—) reste, pour toute valeur de ¢ <t,, finie, lorsque r tend

drdt
vers zéro. Donec:

te

du, 0 P, (r, t—-t.,)dS
lim dtf[ Ut (A4 )M]——Wt =
0 re
: ﬂ)z (rt t_to)) ‘!Lg .
+ (A +uw) }’I-I-I})f(un T e =

re=g

llmf(unaQ i t_t"))t dezo,
-0
Q

puisque g, Pour t <t, reste fini, lorsque r tend vers zéro.

On a de méme:

Reste donc Pintégrale:
to
2a du, 5Q(r t—t )dS
V‘Efd‘f =ty + (A + g )(%] e
0 r=0
Or, dans le voisinage de r=o, t=1,, la fonction:

T dar
se comporte comme:

S L il Tl
r g Bollo—t) 2a

_4—(; V(tu"_{)i
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Done, la valeur absolue de notre intégrale est plus petite que:
B4 e s
£ _57‘_9 _{ % 2 e 8a(ta—t}
P Max. Ut (A + u) 71 .0 Ww—hv(io‘:ﬁ“"
o
— B2, % &
9 &
<2 2—”e“Mx (l+#)(u" [6 ‘dE.
[
L’intégrale tend donc vers zéro avec J et nous avons:
m [ gt [' b0 % unds
e 0 72 ( at Un =o-
0 red
Considérons maintenant I'intégrale:
fdt[ “““’a ]u,,dS
rad
Nous avons:
d1 iy 1dy 1 1] 19y
/ — R A A R . i
Wn arr((“z“)arat xzor) 7 ((“2“)0 9t » M)
b % 10ty I 10y 13y
“?(u+2mor?0t ] arﬂ) 7((““2")0 t ”*(T) tyon

Notre intégrale peut donc s’écrire:

7 ?
fdtf 0+ y)at][(uz t)(n‘%—fmﬂdﬂ

e
g do1 M
+fdtf[x (A + ) “] at‘fdf_
72 7

r-d

fme

La fonction
Acta mathematica. 35. Imprimé le 29 juin 1911, 20

0
aa] ow as_ [ )Qg] (0_1//) ds
(/t == 0 (}t tm T dt ¢ == dt twmQ T
d
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ay ~a
i zﬂ;a’(Q(Ir’t"-to) T,

0P, (r, t"_to))
ot

satisfait pour 0 <¢,—¢<T & une inégalité de la forme:
ay 4,
a1 <

at| " Vi, —t

On conclut de 14 que les deux derniéres intégrales tendent vers zéro avec d.
Quant a la premiére, nous remarquons d’abord que:

_xiy
Jr (}t T dr

+ 4,.

(A + zu)

.02 .
pour t<t, tend vers zéro avec r. De plus, la fonction Ur_lft dans le voisinage de

r=o0, {=1, se comporte comme:

r B (t,—t)

r & Fal—Ht 14
Taa Vi, —
(za=A+ 2u),
tandis que %Lf reste fini. On a done:

2

. gy 1 dy

o 5005 o0 20, 2010

0 r=3 P) 52

Ay e falta—1)
limd | ——- 1t =

)dt)a;o Yo» zo,tod-?(} V(o ) s ¢

—zn(;;+(l+

LIS u)%‘t’)

—47 Vzan

7o) Yo1 0> fo
Pour calculer les termes qui restent de notre intégrale, nous remarquons que 'on
a, & l'intérieur de la surface S(¢):

#2yY 1 Yy x-—x, 00
"'zx_;_[(’“”“)d T 207] T

ete., et & Vextérieur de cette surface, w' = = w'=o0. Donec:

Tu d_v dw >y 1(71/} dudS
fdtf 2y ds_f(/uzud i ar ) édth( o gy 5t

ro=03 1o

d ds
j(dt’ dt[2 er?'
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Pour calculer les valeurs limites de ces intégrales nous faisons usage du théordme
de TavrLor. Nous avons:

u=1u, + (x— xo)(a )+(y y,,)( u) +(z——zo)(%—g)9+ ",

............................

.......................

u, etc. désignant wu(x,, y,,2,,?) etc. et f; désignant une fonction de x,y, 2,t qui
reste inférieur & une quantité finie, lorsque z,y, 2 d’une maniére quelconque ten-

dent vers les valeurs z,,¥,, 2,. — Nous avons:

T By 1oy dudS | Py

I o

f[(l-{-zu)a 7 4’0_1'],_ dth(x—-x,,) ~—f[(l+2‘u)a—r—m_
0 re=d 0

I 31/1 sy 1dy dS

%s 31’ - odth(x——xo)g ) f[(l‘l'z )0r-(7_t~?7f -édtf ( xo)f. 2

re=gd 0 rmd

les intégrales de la forme:
(& — ) (y —y,) 28
re=9

g’évanouissant. La derniére intégrale tend vers zéro avec d. Dans la premidre
intégrale, nous avons:

[ S, )49 42,

re=d

Cette intégrale tend donc vers la valeur ;iyr 2an

(__)
0 t %01 Yos Fo» £

to
ary dudS
J(W)r-odtfz(x O)dn e

rmg
Nous avons:

[Be—a B ton (5 + (52 + (31 ) + #10.

ra=d
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f(d) restant fini, lorsque J tend vers zéro. D’aprés ce que nous avons vu plus

Py Y a2y

- ot ort

haut, les termes principaux de + b%—— dans le voisinage de
X =%y, Y=Y, 2=2y, t =1, s0nt:

r? bty —8) r? b (ty—1)

— : —
vt \e Bat—HT 2a e o Balt— T " 2a
2a(i— — [ DT g
(I 4a(to——t)) 4aV(t, —t) f 4a(t,—7)  4aV(t,— ) ’
¢

t,
aJ 1 _»__r_z‘__v__*_bz(to—i) bt - +b1(tn—” dr
— — 2 8alty—1) 2a . 8a(ty—1) 26 o
dt[‘t" f) *e ’ ]+4a” ¢ ’ Vi,—v
t

On conclut aisément de la que Pintégrale:

23
>y dudS
f(W)r-ddth (IU °)dn Tg

0 re=d
tend vers zéro avec d. Donc:

¢

. du dv [ dw 4 Voam do
"-— m— —_
l;ﬂl dt[(u an + dn) 48 3 whaan (at)ﬂ»’m Vo, 'o;tn'
Q0 r=

Considérons enfin Pintégrale:
7
o [ (v

0 rmd

du dv dw'

Nous avons:

du _2(x—:xo)[(l+2|u)02¢ IOw] z(x—xo)aﬂw x—x, 39
T

dn driot  #20r| 8 9 ' 42 drof?

etc. Donc:

% 4
8 du dv du 19y ds
o [{wgs o i) as—— f[‘“”)arat vt e Tt

(0 r=0 1] reg

&

2 dy  o* l// 20y Py s
/ (55 ~ ) s f 35—z % (r 7t m‘t),-o =0 f [Bule—a)], 5
0 =0 re=0

Or:
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[ovtmas = 9, 5] freaan Bt

r=0 re=d

[Eie—% = [3 (3] s s se0- 00,

re=d r=g

e(d) tendant vers zéro avec ¢. On en coneclut:

l
}imfdt[ u—~+ d” dw)dS= nl/zan(aa)
om0 dn 3 0t | 2o, g0 30t0
re=3
Donc enfin:
0

. do ,
léx_%fdtfd (aun-aun)—(?»+y)(0tun+ ¥ u,.) +
0

Ay Ao dw du' dv dw' N
,l( J;;‘Fv%-l- d—»)—y(ud——+ d +wdn)]dS—
7:1/5375(54— A+ 2 4){1‘{) =475V2an(b’a+zaa—0)
4 ! ¢ dt %0, Yo» #or fop at @y ”m‘mto

Nous devons maintenant chercher les valeurs limites des intégrales:
Zuu’——fgoa’)dw,fdtf(u'X +vY+uwZ)dow,
200}, 7> 0 Qunr>e

ce qui se fait sans aucune difficulté!. Nous obtenons de la premiére intégrale:

?[(Euu’ ——~—l,00’)dw
%
ot0)

to

[dtf(u’X-&- vY +wZ)dw.

v o

et de la seconde:

Done, enfin:

! Voir p. 119,
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7
— 7] A
47vV2a7v(b”G + za%) == } (Suvw —bteo')dw +fdtf[b2 (owp—
\ Lo, Yor 2y b0
[4)

ooy
do " (70' du  dv dw'  du
——ou,.)+(/’L+y)( Unt o )'HL( dn +vdni— Er_a) ‘u(u amt 7
,dv dw R
ot ) Un (Suw—bo0)]dS+ | dt (WX + v Y + v Z)dow.
0 2(¢)

3. Le probldme & deux dimensions conduit au systéme:

du 100
5;——-—X 50 + (A +¢ t)a +udu,

av 1 d0

30
(ﬁ—_—Y ﬂa1+(l+;)0y+udv, 8.

du dv do
O—iztay~ "ar

Nous supposons dans ce paragraphe qu’il soit permis de dériver ces équations
une fois par rapport & z, y et . Nous avons dans ce cas:

Py \ IX JY
;,)‘F"‘ do’ﬂb JG—_—H—W—Q.

L’équation adjointe est:

J%¢' d
3?(:—+2a(ﬁda’~bnda'=o.

On déduit de ces équations:

do 0o doda'  daio  da de'
f[" gt et 2“(5507* @@)],_to_sdw“f[“ Tl T
Qts—e) 2(0)

to—8

+z2a ((—79@#25@ da + dt/ —————— +b?»'fl—")
dxdx (7ydy 0 ¢ dn
0 (¢

d d¢' do’ , o do dodsd dodd
+U(2ad—na—t——-bd )+Un( FT] —0ﬁ+2a(@a—x‘+@@"))]dc=

ty—¢

=fdtfa’(l)dw.
S )
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y

Q(t) désigne dans cette formule une aire finie, bornée par la courbe C(#). On
suppose que cette courbe admette dans chaque point (& I'exception peut-étre
d’un nombre fini de points) une tangente déterminée.

Considérons I'intégrale:

I— I(?tp(r,to———t)d
r dr

r=V(x——xo)2 + (y_yo)2 + (z"‘zo)g-

Il résulte immédiatement de Yinégalité 24 du chap. I que cette intégrale a un
sens déterminé et qu’elle définit une fonction de z, y, ¢ continue pour (x—ux,)? +
+ (y—y,)? = 0* > 3% (6 >0). Les intégrales que 'on obtient en dérivant un nombre
fini de fois sous le signe d’intégration par rapport & x, y,z sont, pour ¢>d,
absolument et uniformément convergentes. On a donc:

+ o

glmin J Jlrm+n 1 Y (r, fﬂ :_Q) de
o

dxl dym dzn (7xldymdz" dr
+0

On a de méme:
+ o
Jl+mintl ] dl+mn+l (1 Gy (r, b, —t) d
dxtdym danit ('}xli)ymi}z"ﬂt(; dr ) %

Iintégrale & droite étant absolument et uniformément convergente pour ¢ >4,

t<t,. Comme:

o (1dy 19y (1 y
g ls 37) =2 i (L ay) +va (250)
Pintégrale:
+o
T Py
j rdrdt’d

—®

est encore absolument et uniformément convergente pour ¢ >4, t<¢, et par
conséquent égale a:

1
T
Done:
+®
021 ] ik ]
7 T 205 dzy, I—02dyy.1= f(dﬁ + 2a ()t Aay,2 b”d,,,y,,)l;‘#dzo-:o

—_0
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Or:
o1 _
az %
Donec:
031 a
Fr + 2a (?_td""’ I—-b4,, I=o0.

Considérons maintenant I'intégrale:

+o

Tl
I‘_f?lf?r

dz,

et étudions comment elle se comporte, lorsque ¢ tend vers zéro. Nous avons vu

plus haut que %’? reste fini dans le voisinge de r =o0. En vertu de I'inégalité

I: 26 nous pouvons donc trouver un nombre positif 4,, tel que:

oy
W <AU
pour 0<t, —t<T et 0<r,
Jy|_A4A,
ar|<F
pour 0<¢t,—t<T et r>1. Donc:
1 ® V__*v
dz dz 1+ VPt
I 4,1 === A, | ——2-<24,1 = A,.
1 <2 ‘JV?”+Z02+2 ,1 9,+20,<2 < log 0 +24,

Dot le théordme suivant: o étant un nombre positif aussi petit que I'on veut,
on a:
limg* I, =o. 10.
o=0

On démontre de la méme maniére:
lim o* Ve, —t 1 @ dz,=o0. II.
e=0 ¢ r

Remarquons enfin que 'on a pour ¢e<t, —t<T:

g1y
drtdt

[

P
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A, étant une certaine constante, qui dépend de &. Donc:

+® @
a+y dz, dz, wA,
) farlatﬁl<z‘450fe~2+zog_, o 12.

Posons maintenant dans la formule g: ¢' =1 & lintérieur de 2(¢) et sur C(2),
¢ =0 & lextérieur de CO(f). Il faut alors exclure le point z,, y, du domaine
d’intégration, ce que nous pouvons faire & 'aide du cercle ¢ =d. Nous obtenons

(71(,!) dz,
rraws

de cette maniére un nouveau terme:
th—e
do d d¢ dd
‘he = 2
b[dt[ +bdn)+a(2adna —p 20 )]d()
oﬂ

Cherchons la valeur limite de ce terme, lorsque ¢ tend vers zéro. Nous avons
immédiatement, & cause de I’équation 10:

to—s¢

. . d do _
};I.I?fdtfo (zadna +b”d )dO 0.

0 o=d

Puis, si pour plus de simplicité nous supposons que le point z,,y, dans tout
Pintervalle o <t <t, soit situé dans £(s):

+ te
“+
“] e d"""frg’%fd“'
Or: B
<.

L’inégalité 12 montre alors que l'intégrale:

dy deo
2
fdtfod(?'f 2a 5= t —b g o

0=9 —®

reste inférieur 4 une quantité finie, lorsque J tend vers zéro. Je dis que la

7lP 1/1,

valeur limite de cette intégrale est nulle. En effet, 2a 7y s’annullant

pour r=o(f<#,) on peut trouver un nombre positif A4, tel que:
Acta mathematiea. 8$5. Imprimé le 30 juin 1011, 21
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oy _b,azp

drdt <d4,7,

2a

sio<r<rete<t —t<T,

py Ly
zaﬁri)t—'bg'*

< 4

sir>1, e<t,—t<T. De 13, on conclut sans difficulté que notre thése est
vraie. — Enfin:

. Qc’)l// . [ /01,!/dz:,
lim J ‘“/ oac | §Gib as—tim | — [ (oo | 5125] | acs

e=9 - ¢=0 =
4o e
(Nldz“ (?a dtpdz
=9 — 0=6

Or, en vertu de 11:
Ydz,
]ol:% [()dC’] gt rt

Done, enfin, notre intégrale tend vers zéro avec 4.
Le passage & la limite § = o dans les intégrales:

(70 (70’ dodg"  dodo
‘/‘[ Py d—t' +2a ((E Je + (}Z; dy)] dw,
Q,e>0

=t —eou =o
etc., se fait sans aucune difficulté & V’aide de 10, 11, 12. Nous obtenons:

{[  do do'
—~0 - +2

at ot
9t

0000 dg do' d
Noziz ('Jy(')y) @

t=1,—e ou=o.

La formule ¢ subsiste donc sans modification si I'on y pose o'=1.
Il faut maintenant approfondir I’étude de la fonction ¢' dans le voisinage
de t=1¢,. Il résulte immédiatement des inégalités 26 et 27 du chap. I que

do' do do'
a, o (}y et ¥ tendent vers zéro avec ¢,—1, si ¢>d(d>0). Comme:
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lim ¢* I, =o,
e=0
nous avons de plus:
lim gjo’'| =0
e=0

pour toute valeur de ¢ entre {, — 17T et f,, les limites y comprises. Considérons
. . d¢
maintenant la fonction >. Nous avons:

dat
241 @ 2—1
i1 9o 1 (79 1 Y _— 5 1Y dz,
(}t d X dr(it r dr(?t %o rd r 0rdt
a—1 241 —o0

Dans les deux derniéres intégrales on a d’aprés I:27:

aty
dr ot

CRALI (g, —1)
r

Donec:

a—1

I(?zl/) I(?l,l/ 1 . dzo 711
l(/'rdratd +f7‘d (7tdz°|<20 (L, —1) =2C (e, —¢).

D’autre part, I'inégalité I: 10 et les propriétés connues de la fonction P,(r, t)
montrent que 'on peut trouver un nombre positif A4, tel que pour o <¢,—¢t < 7T
7 B0
Ay re Sell—B  2a
r it 2a Vit —1)

Donec:
r+1 wl_ 9 Bl y
I ()2 I e 8a(le— 1) 2a I 2 1
wd e dz, <2Aﬁlog——t—9i—-
v drdt 4a Vit,—1) 3
z—1 2—1
Or:
el PG o W= 4l #5
[e Fatta—tyt 24 p e Balt,—hH '  2a e Ballo—d
_ 2y == e 42, =
. Vi, —t)° ’ ty—1¢ ) Vig—t
72— —
o B {fp—t) _ e

— O T %eh 2 nm
o Balto—0) 2a I £
2Vza e — [fe4d§~fe4d§].
0
0 i

V2a(t—9)
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Soit 4, un nombre positif plus grand que la plus grande valeur de la fonction:

_&
1EPPe ¢.
Alors:
fe 4d§<A,f§—§=A,a(to—t).
I I
Via@—0 Vealt,—9)
Done:
SO S S g
_— 8a(to—1 2a 5. . o4
2Vza :!——t fe fdt<z2aVz2a A, e?a
° I
V2alto—0)
si t,—t<T.

Il résulte de tout cela que 'on peut trouver deux nombres positifs 4, et 4,,
tels que l'on a:

I  Vzame %b—8" 2o

o b {t,—1)
l < dgloglel + 4, 13.

T Za (t,—1)

pour toute valeur de ¢ positive et pour o <t,—¢<T.
Cherchons maintenant la valeur limite pour ¢ = o de l'intégrale:

o 00 i0dd 0000\
MY TARAT (ﬁx Tz 0y dy| fpmy—e "
Q(—s)
- | [yl0__ 00 ] _ f@z
= [aﬁt 75 zaodot_to_sdw 2a adndC‘.
Qtg—e) Cltg—¢)

On voit immédiatement que ces deux intégrales tendent vers zéro avec s.
Enfin, nous avons:

be

— 2
. do' . Vzame?e -2
Iim | —0 - dw=1I1m —— | ge 8885 gy —
£e 0 ot =0 2QE

D(tg—s) 0o

[}
T 2
=47 1/21& o (2, Yo, to) lin; gfge 8aedo=ynmVaam a(z,, ¥y, &) -
o=
%
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Le passage & la limite dans les termes restants de la formule g se fait sans
aucune difficulté. Donc:

e 7 !
4751/2“”0'(750,3/0,%) =f[ aa (~U_ +2a

s000 , d000)]
it at daedx ~ dydy| jtmo
oo
tp

d do do d d¢ do' do do’

_ / & ve 2 A 8 100 520
fdtf{a( “Init T 0'a ) G(zadnat bdn)“LU”(“at T
c .
+2a Qg{?ﬂ aﬂaa dO’+ dt| d'Pdw.
ox dx 0y(7y
i 20

4. Reprenons le systéme 8. Supposons que %, v, 0, X, Y et les dérivées
de ces fonctions, qui y figurent, soient continues. Le systéme adjoint est:

du 1 dd
dv' 160

du'  dv  dd
! e e
=Gty =

De 8 et 15 il suit:

¢,
f(uu’—kvv’——-}gua') dw —f(uu'—i—vv’——%aa’) dow +fdt] [—I; (0'Up — o u'y) —
“® ® n
Rb), 0 >0 2©Le>9 ]

cr
9o 00 du | dv du'  dv
= (g e 0t“")+”( ] e )+
16.
do o dao’
+ U, (uu +vv———~aa olC+ dit (0 Up — O UR) — (l+,¢)( +(Ttu")+
g-d
ydu dv du' dv' 3 , ,
+;¢( dn+v&_ﬁ)—” “W+”%)]d0~—fdt[(uX+vY)dw,
0 Q@)e>o

e=V(@—z,) + (y—y,)?, un=ucosnx+vcosny.

Soit & lintérieur de $2(¢) et sur C(i):
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S P S s)

u = 0x(2a0t i),
a a1

'——___ s B——

v = i}y(z 3t bq)

01

0_(7t’

3 Pextérieur de Q(t) ' = ¢/ =0'=0. La premiére intégrale dans la formule 16
g’évanouit. Cherchons les valeurs limites des termes restauts, lorsque & tend vers
zéro. Commengons par l'intégrale:

Yo

a 9!
o [roemewa i S enfefi v~

0 =4
du dv
u e dn)]d()

Supposons pour plus de simplicité que le point z,, y, dans tout 'intervalle
0 <t<t, soit situé dans I'intérieur de 2(¢). Nous aurons:

t to

7’ ! n )n
} dtf(;o'u,.—(u,t)f(,}"i.u,.)dc*:fdtfo (’% + (l+,¢)(")d0+

=3 0 0=4

©

t (4 +w) (6')t-o,o-of(un)¢-od0.

o=0

L’inégalité 13 montre que la derniére intégrale tend vers zéro avec 4. Je dis
qu’il en est de méme de la premiére. Il suffit pour le prouver de montrer que:

ty N
de ea(t.,—t)

Or:

h ¥ L
do telo=h 4 [ emadn.
. to—1 u
0 )

Soit 4,, un nombre positif plus grand que la valeur maximum de:

1

___.eu

Vu
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On a alors:
8ato
to 6’___ 02
de Balbo—i) du
f”‘To_—t di Alodfaﬁ;:f}x‘lm(gato&)%.
[1]
Donec:
o 0
Ba(tp—1)
lim M——— dt =o.
3= b —t
0
Par conséquent:
lim dt] At u )06 u,.)dO’——o
o-o s ot
Q=

Considérons maintenant I'intégrale:

to

9
fdtf(% + (A4 w) (7‘;) W dC.

0 =0
Nous avons:
+ o +
. p 24 . ey Y\ odz, FYodz,
o — o (20 g — 1) f(“m —o ) | G

[ do (()’dlgdz" B do ﬁlpgdz
fdtf(x2 + (- )dt)do gtz e _«._f o Tt )dt)f ——-WQ]tEOdC’—
to

L 00 #o dz
_fdtf[(ﬁ‘ﬁﬂl ) ot*) 0*?972'*0]0‘0,

0 0=0
Done, en vertu de 11:

+»
. (7()‘ i’y chzo N
i) "”f s ) ac [ e~

o=4 —w

Nous avons vu plus haut qu’une intégrale de la forme:
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to—6 + ®

g da Ey (?w odz
‘[dtf(;{—g+(l+y)%)d0f(z ag b —br L) €
0 o=d

tend vers zéro avec d quelque petite que soit la quantité positive . Nous avons
done, en posant pour plus de simplicité:

]
—+(l+y)5§=S:

. . /ERY) ﬁlp edz,|
lgﬂ{fdthu,,dO fdthdCf @ g~ w)—rg}_o. 17.

to—e @=0
Nous avions:

oy

dr

<4,

pour 0 <f,—t < T et pour toute valeur de r. Donec:

+ o
‘Q—(i’g.d_i‘.) f dz9 7L'A
_IJ or o <2Ao etz e
Done:
¢ . o
| [at) sac | 3 4| <omr iy siux. 151, 8.
fo—e =94 — r (’-0 ti—e<t<to

Nous avons vu plus haut que 'on peut trouver un nombre positif 4, tel que:

o B—s
(72(,[) re Balto—9) 2a

drot 4aV(t,—t)®

Or:
" Bio—t) 1 pe(y 1 Bito—t) 74 B (fo—1)
e TBah—h' 2a g 8a(ta—t)<b (2 L)e_su(to——e)+"’§b"'“<b (to—_t_)e 2a
2a 2a
Done:
2
P2y re Balto—2)

il e Y,
l)r()t 4aV(to_t)5 (/j2



Sur les formules de Green généralisées qui se présentent dans I'hydrodynamique. 169

bz(lo—t)
bere 26
——————+ 4,.
8a2Vi,—t °

[y 1<

De cette inégalité on conclut:

lfdt/SdC’ ””zgd%

be

+w»
bige?e _dz,
f a1 f sdc f (W ey A6)92+z:<

b2
27248020 Ve
<[z—bae—]@+zn2Aee] Max. |S].

2a® 0=d,to—s <t<to

19.

Considérons enfin lintégrale:

Sa(to—)
IfdthdCer d iz,
tz r2V(t,—t)*

Soit 8, la valeur de 8 pour x =ux,, y=1y,, t=1t,. L'intégrale peut s’écrire:

72

S] f f e Sa(fo—-t) f f fe Balto—1)
dt e di | (8—8,) dz,.
2 V(t,—t)® fot r2V{t,—1)° “

to—e =0 —¢e =4

Posons dans la premiére intégrale:

.r2
to'—-t=£7“-§§, ZO=77($.
Nous obtenons:
+ @ e e
g dy vy
zanaSof(l—_l_—n2)3/zfe d§.
- Vit
Viae

On conclut de cette expression que la valeur absolue de cette intégrale va en
croissant, lorsque ¢ diminue. Soit ¥ un nombre positif aussi petit que P’on veut.
Choisissons une quantité positive 7, assez grande pour que:

o

4nVzal|8 |le? 3fe“izd§<.
' (I+"]2)/20 4
M

Acta mathematica. 35. Imprimé le 1 juillet 1911. 22

®




170 C. W. Oseen.

Déterminons une valeur d, de d, telle que Pinégalité
d <4,

entraine P'inégalité:

Vit
+ 11 2a

d . 9
27rV2alSQ|fI+'72) /e tdi<
-
On a alors, si § < d;:
+ @ ®

;e N N
2 f (1 +n”)”’f e tdf—zalaal, } (i"’%ﬁ'é;f’;j ¢ H5| <9,
® §

6V1+ + 7 —®

“Viae

Done:
to N + ® r1
T 8alfe—1t)
lim - q /dl/d() ee —- 2, =2 Vz2a: rS j

0 2, 21— 1)°
‘ to—e =4 —® T (to t)

~=q4naVaanx S,. .
1}-2)2 g Vaasn 8,. 20

On voit de plus que 'on a:

2

te
$alto—t) }
| jdt (S S(,)(lofge—___—:d <4/rl/>a a Max. |[— [S(IC_AQ 2I.
2 V(t,—t) o<rce |20
fo—¢ l)-() <J=v)f=fu~‘t'
< 4nVz2anx Max. |- SdO—— - ~f5'd0 +4nVzan /Sdﬁ S, I
- Ogrég 2 76 2750 2/[

o= t=ty—7T g=d,t=tg 0==t) tmfy

Il résulte de 18, 19, 20 et 21 que 'on a:

]
’[dt[SdC’f —91 ‘d‘f) 9-;-’33 +4nrvmmsq,l<d(a)4 e(e),

fo—e Q=0d

ol d et e désignent des fonctions positives, qui tendent vers zéro en méme temps

que leurs arguments.
Soit maintenant 9, un nombre positif aussi petit que 'on veut. Choisissons

¢ de telle maniére que e(s) < %‘ Déterminons ensuite un nombre positif J, assez
petit pour que I'inégalité J < J, entraine l'inégalité:

to—¢

+
0y LI odz,
Udtfsu d0~fdt SdC’f(za(—ﬁm~b (,71;)_73—

o=0

3,
+ d(6)<?
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ce qui est possible d’aprés 17. On a alors:

to
Ifdthu’nd0+ 47era7rSOI<3,
0 o= d

pourvu que 6 <d,. Donec:

]im]dt [Su dC = -—4aVzan 8§, ——4nl/za7v( (l+pt)

=0 at Zo, Yo to )

Sans rencontrer des difficultés nouvelles on peut maintenant calculer la valeur

limite de l'intégrale:

 dv du dv
fdtf u u—+ c_l_)—”(uT—den)]dC'
Il suffit done d’énoncer le résultat. On trouve:

mVzam u (0—6)
4 ! 0t Eo';yo;fo.

La formule 16 donne par conséquent:

da .
q4Vz2an (za—--» + b2a ) = lim {f(uu’ + v — 5200 )pmpdw —
&9, Yo, to
2(0)0>0
fo

7 ! !
—»fdtf[bi’(a’un-—au' )— ()LJru)(a(T ! +((;; un)+ t(u @-F v ZZ Z—;’:—vg%)+

c®
fo

+ Up(uw + v — bza(f’)] dacC +fdtf(u'X + Y)dw}.
& Q@)oo

D’ou la formule définitive:
47CV2(1/U(2(13 + b ) = [(uu + o —b”o‘a)t-odw-—— dtf bg(aun——aun)———
b 0% cto

do , dd du dv du' dv'
—(Z,+‘u)(&,tun -+ 7tun)+[.t(ud—+?)%— %‘——U%)—F

+ U,,(uu'+vv’——b*ao")]d0 +fdtf(u’X+v’ Y)dw.

6 Q@
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I11.
Sur le cas limite 4 + zu=o.

1. Le cas limite 4+ 2 =0 n’est pas réalisé dans la nature. Pourtant, nous
ne croyons pas que les formules que nous allons développer dans ce chapitre, soient
dénuées de tout intérét pour ’hydrodynamique. Considérons en effet un fluide
visqueux et compressible, dont la compressibilité soit trés faible. Dans ce cas,

. . . d .
il existera bien des mouvements, ou les termes (4 + u) (Eg etc. sont tres petits

pas rapports aux termes uJu etc., du moins si 'on suppose que 1 soit du méme

ordre de grandeur que . Dans ces cas, on pourra remplacer le- coefficient A+

par —pu sans qu'il y ait lieu de craindre une grande erreur dans les résultats.

D'un autre cOté, il existe évidemment aussi des mouvements, out Phypothése

A+zup=o0 n’est point admissible. Cest p. ex. le cas, si I'on veut étudier les

ondes qui peuvent subsister dans un fluide visqueux et compressible.
Considérons donc le systéme:

%: -—%g—;‘v—‘ug—g—f—!tdu:
=T ey Wy T
1.
CR N -

Nous supposerons dans la suite que X, Y, Z; u, v, w, ¢ et leurs dérivées qui se
trouvent dans le systéme 1 soient continues. Nous supposerons de plus que
X, Y,Z admettent des dérivées continues par rapport & z,y,z.
Le systéme adjoint est:
du 1d0 70 .
T T T T g A
dv 4y dw dd
[ v rw Y9
9 = izt dy R PR T
Soit £ une partie finie de Despace, bornée par la surface §. Supposons, pour
éviter des formules trop compliquées que § soit indépendant de £. Nous aurons
dans :
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ad
it

O s — VXu'—-—xlz[g(u,U) IWa)  d(wa) O(A%fd_')_ﬂ(va’)__ﬂ(wa’)]

du dy dz dx dy dz

ti(ed)  [IW6), I(w0) Iw6) 9ue) i(we) Iwa)
t e a ‘[ iz 7y 9z o Ty 7

+ulwdu+ o dv+wdw—udu —vAV —wdw]

et par conséquent, si u', ', w', ¢' et les dérivées de ces fonctions qui figurent dans
le systéme 2 soient continues dans £, la frontiére y comprise:

[(Euu) d(u—} (Yuu dw= fdt[ dm+ f(oa t..tldw—
t=13 . t=‘0

Q

-_Mfo'o' t=t‘,dcu—[dtf ;¢~ Tucosnxg‘: x%cosnx.a)]dS%—
’ du' do' 1 : )
+ /dt/[zu(;c%—;tcosnxW——;‘Ecosnx.a)]d&
" 5
On a ici:
SXuw=Xu+ YV + Zu',

Suw'=uv +vv + ww
etc.
Soient maintenant x,, ¥,, 2, les coordonnées d’un point dans 2. Soit ' un nombre
03 Yos %o p

aussi petit que Pon veut. Tragons la sphére r=1#' (r =V(z —x,)? + (y—y,)2+ (z —2,)?)
et appliquons la formule ci-dessus & Pextérieur de cette sphére. Posons pour

t,—¢
r<y + 2 , r>r':
v — réF o ' F W — 1 rYoF 5 _wriF
= ) == e = JoIm e e == e == 1 ———
Tz dx’ T2 0y’ T 20z " 2 9t
on:
t1—t —x(r—r') __41',2_5
1 e 4u
F=-~—[ - ———dE
T, 143

t,—1 . o
et pour 7 >7¢ -+ ‘—7 ' =v =w=0"=0. Observons que les fonctions ainsi

définies sont continues et admettent des dérivées continues pour r>+'. Nous
obtenons, en désignant par Q%4, la partie de £ qui est située & lintérieur de la
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sphére r =v' + bt et par 8%, la partie de S qui se trouve & Pintérieur de la

méme sphére:

f(zuurvw—-—vo‘arr) dw +J dtszuwdw——-fdt[ Zu,.; .,M—
=0

21
2o St »

tx

do 1 N\ d 'y d0'p
+ecos na g, ——;—L—écosnx.a)]dS + J dt ’ [z (‘c»dnrf——ucosnx~—— —

It
b S t:
i'l d 3

1 U do 1

— . cosnx.a'rr)]dS— fdtf[Zu’,r (;Lgm + 1cosnx g7 2 008 nx.a)]dS +
L~
i A d , 7
Uyt Tr I " -
+ [dt] [Zu(y dn COSNZL - it —uacosna,.o,:)]dS ==0,
‘0 romp!

Multiplions par df, et intégrons entre les limites o et ¢,. Nous aurons:

o
lfdtl/‘(Euu',, — ;ag’,’ . dw +fdt /dt{ Xuy dm——fdt fdt Z”" ,un,

0 Qtot;-v _Qh{, btrr
do °op ¢’
s , ’ da'y
+peosny. cosnx.(i)]dS+ }(lt,/ ”:Zu( — eos na
(')/ 0 Sttx
'J

— 5, CO8 N, o'w dS /dt jdt} 2""(“2 Fucosnac77 —;;cosnx.a)]dS—{-

0t
re=r'
70" s I
/dt ]dt [ “g- — W COSNE . ()t’ i Cosn. (r',r)]dS: 0.
r=r
Faisons maintenant le passage & la limite ' = 0. Nous avons pour r—=1r":
t—1 _ ' — ,,,J,i,, — hrlz__
e — T (e At ;__z(x—xu) e Auti—h g w"(F L 4pti—8
2 =5 i s Y Y

ar ) VB 2 Vit —)? 27 Vit,— 127,
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tl—t—ffé
1 [fe #n
FT.=Wf ve 45
0
Puis:
2 12
', _ 1 (I“ ﬂtﬁvf) , fe"wu,—t) w2 etu(ti—0)
oz 27 r'? "V, —tp 20 DLV )Y
2 2
Dy _3@—a) =) (p , me TE0)  wt(@—a)(y—y,) I AHD
oy 27 T Vi =) 27" LV (¢, —4)8
Y (t,—1)" (t—1)
ete.
Pour 1< ¢, on a:
tx—t__,!.’i £
e 4us _ @ _
lén(l)r"lF,rr—li,n}}r’fT/gd§=zl/yl,in; e ‘du=2Vmpu. 3.
’ e 7 T
Vutt—o

Enfin, nous avons d’aprés le théoréme de TAYLOR:

du du du .
w==u, + (2 —2,) ((,} 'x)o'*" (y—1y,) ('(7?‘/)0 + (2 —2,) (;}*Z)o+ Uy,

dJu  [du |
T~ (a‘;)ﬁ’ A

uy == U (2, Yo, 2, 1) etc. et p désignant une fonction quelconque de z,y, 2, ¢, dont

la valeur absolue reste inférieure & une limite finie lorsque le point x, ¥,z d'une

maniére quelconque tend vers w,,¥,,2,. A laide de ces égalités, on voit sans
difficulté que lon a:

ty 171
. ' YL odu 1t . ' (’I‘u) ds
roz ISR vl __ e 2 ) e e
lr!irz) Aufdt"/uwdndﬁ' > 1,12% / ((/:c Odt'[(x )¢ F, iz
0 r=r 0 =p
2 v R t 50
N ] p—— )2 4 u(ti—1) gu
— % )im /(’_f‘) (lt/(y ,%) G S =— -47”11/71” f(T‘) dt
2 pp.) \xlo r'? V(tl—«t)“ 3 < dxlo
0 7=y

et par conséquent:



176 C. W. Oseen.

4 du v  dw
hm ’lfdtfqu,,wdS ——é-fru Vn'yj (J~-+ dy+ a)odt-

re=r 0

Nous avons de méme:

lim }L} dtjub’ cos nedS = — lim ujdtf u‘, + ()|
=0 770

- re=q!

0 u)
'3

ou ou we TRBTD)\ | 3z g (2-2,)d8
H-”'*y")(??@)ﬁ (2 —2) (}’)'z')oM (p)(F'”r Vi, :_t")-:*—)(I e ) et

2

_ (o= g e G
- ﬂg‘u l}ilf(l)f dS' (}t 1/( _’*tfdt——

r=1r

t

1 . 3(x—uw,)? dS

=0
0 rr-r’

! ) ri?
= ﬁu hmj (x— x‘,) db L TR hl_f%f___

- ()'t s
=0, Vit, —t)°

La dernidre intégrale tend vers zéro avec 7. Dans la premiére, nous avons:

3 (x—u,)? dsS (4 127 167y
(I — ——“172'"’"0 “) (r—,)* o ST s pl==— - TR
- !
Donc:
t
i
lim yjdtf ——6-/cu1/ﬂcuj ((—%) dt.
=0 15 dxfo
re=r 0

On a de méme:

lim u]dtf 7 Uy cosmydS == ;e fdt} (ﬂu) Fule—z,)? (y—y,)? d,S__
7' =0

=7 r=r'

4

4 e Vau f({?u) dt.
5 J \xly
0
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limoyfdtfu '“dsz-n,u/ "‘f
e

re=r’

Donec:

et par conséquent:

. du du,, . (ﬂu dw
1;3(1) y]dtfz urr in )dS——zm'uVﬂuof 7 +(7y + (9z)odt‘

r=r'

Cherchons maintenant la valeur limite de I'intégrale:

dFdo
jdt Eu,:cosnmdS— fdtfa atdS~

,-..,-' oy’

[}
! oz
~1 y]dtf FadS— ‘/dtf(?—qe—m;‘*‘)&_jé’___.
2 0 T 0 r-r’dt V(t‘ o t)3

=1

Nous obtenons donc:
%
— ymuVan f (79), 2
tlo
g

Nous avons de méme:
h

I
lim = | dt GEu’,:cosnde=~4—7t—@f g,dt.
o u®
]

0 T
Enfin:
1y
lim —I«gfdtfo’,:Eu cos nxdS=o,
=0 %
rer!
1}
Oy
lim ufdtf Su cos nde——hm‘ufdtfawzhcos nzxdS =o.
=0 re=g! =0 0 reyt
Comme:

du dv dw do
(7l * (@)o +(ag), + (a), =<
nous avons done:

Acta mathematica. 35 Imprimé le 3 juillet 1911. 23
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. 71 to
iﬂl/?@jdtlj(}‘odt:]im [fd’tif[Euu’w—loa',r] dwt
% 1m0 2 o
ot o oef
jdtljdthXur’dw —J dtjdtf 2“" u~ + p cos na 9
tr'

sh,

21

! i
~—~cos ne.o ]dS +J dt jdtj[z (‘u ‘%%—ucosnxaft-'—%cos nx.a’ﬂ)]dS]-
0 Sir’

A droite, nous traitons d’abord les intégrales de volume. Nous avons:

fdtf‘.uu,«)t-odw -—-jdtlf(fu COS'nx)t_.oFt..odS—*

Qo S8

[dt Eu Ccos ’be)t-o Ft,()dS + - jdt] dw.
()t ()

r—r’ t
Q3 o

La premiére intégrale peut s’écrire, en posant pour plus de simplicité Sk, = S;»:

to
!
——;J@u €08 NX)¢mg @/ v Feapdt,.
0r w{r—r')

Pour les valeurs de ¢ qui satisfont & I'inégalité ¢, > r, la fonction rr' Fi;up tend

uniformément vers la limite 2V y, lorsque ¢ tend vers zéro. On a d’ailleurs

toujours:
rrF<2Vmu.
Posons:
St = lim St,-r .
re=(

Nous avons alors:

!
lim ——%f(a U COS NI)zmp —~frFt..odt = — Vﬂ;tf(é‘u COS NX)i~0 (t;——x) das.
=0

8o So
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Puis:

!

2[(2% COS NIX)i= ooﬁfrlv’t_odt,‘<ul/n‘u JlEu cos nw|¢_0%§-
0 .

Sop wr—1r')

Enfin, nous avons sur la partie 8o — 8, de la frontiére:

R[S

<rr+

R[S+

Done:
to

Foodt, <Vapu(ty—x(r—r)) <uVmwur
x(r—r')
et par conséquent:
)

(Zu cOS N2&)tmo %gert=o clt,. <x Vyv—ur’IIEu cos nxlt_oég-

Spr —Sg nlr—r') 5o+ —S0

On conclut de 1& que la premiére intégrale tend vers la valeur limite:

— vwa(zu COS NE)tmo (%——x) as.

On montre sans difficulté que la deuxiéme intégrale a la valeur limite zéro et
que la troisiéme intrégrale tend vers la valeur:

— 0 t
Vn ‘Ltf(%({)t_()(f — x) dw.
)

On a ici:
= lim Qb
7 e=0
L’intégrale:
ty
dtlﬁﬂd'w)t-odw
] t
Qo
peut s’écrire:
2

T ol —xlr ¢y
f dw ! e,
l/(t —x(r—2))®

Qo x(r-—r' )
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l’?’CMJ‘Gt_odr—w'
0

Envisageons maintenant I'intégrale:

fdtfdthXu,:dw

o

Elle a done la valeur limite:

Une intégration par partie donne:

"*Jdt } dthXcosandS——fdtfdtszcosandS—
St,.r

r -

Jdt dt "X aY )Fdw
0z

'Qtr'
La premiére intégrale peut s’écrire:
t1— % (r—1) ty—x (r—r’)
——fdtlf S EXcosandt———fdtdefEXcosandt—
' to t1—x (r—1')
—’zifdt,fdsfzxcosnxﬁ’dt.
0 Sot,,‘.:—Sf)l

De ces intégrales, la premiére tend vers la valeur:

ty —xr

——l/nufdtf fEXcosnxdt
¢

et la seconde vers zéro, comme on le voit sans difficulté en remarquant que I’on
a sur 84, —8k: t,—x(r—r')<xr'. La valeur limite de I'intégrale:

fdtlfdthXcosandS

r=r
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est zéro et celle de l'intégrale:

iz
—-——jdtfdtfa +ay az)Fdw

'Qt‘l"

est:
to ¢

- X d0Y 0Z dw
——Vﬂyfdtlfdtf(%'l-‘a-?;"i' 6‘2) "

0 0

Passons aux intégrales de surface. Posons:

du

T do
!Ld_ﬁ_ﬁgcosnx + MWCOS%%—~ Va;,

etc. La premidre intégrale de surface peut alors s’écrire:

to h—x(r—17)
f at, j s f Suly Vodt,

0 0

Sop
ou:

u,r'=_r'(x—xo)F ' u(x—u,) 0F
2r? 2r o’

etc. Les termes qui contiennent F comme facteur donnent, en effectuant le passage
4 la limite:

to ty—nt
Van [ at, [ as f Ve (3] + Vums (2) + 72 75 (¢ ]t
& 6531 g

Pour calculer la valeur limite des termes restants de notre intégrale, nous les
écrivons comme suit:

fom b —n(r—r
fo—slr —17) fo—nlr —r) o #r—=r,

_z[”a_*gfzrf,(x—xo)dtf” OF 1 f ‘szz(x zo)dt/ ‘”5 de.
(Vd 0

t+ulr—r) Sopr

D’ou la valeur limite:
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lo
—%Vﬂ_ufdtf(h(x—-xo) + Vyly—y0) + V,(z—zo))%fg-
St

0

Pagsons & lintégrale:

d%r' dv,r dw,-
fdt,fdtf +w dn)dS

tr'

Nous avons:

du,r'

dn

' F d d (3)_1 JOF d 0 (I) 1 Ja*F x—xodr

I
2 dnidxz \r Emr 0t dn 0x 2

zy“r Je T r dn’

. . oF .
etc. Les termes qui contiennent F ou 77 comme facteur, se traitent de la méme

maniére que les termes analogues plus haut et nous donuent:

1 d 7 |1 d J |1
anufdt fd:S’ dn(} ( )+U%~d—§(;) +Wa‘ﬁ5—;(;))dt+
4 d d 9 d a
—_— I [/ I I
+ ““V”"‘fdgf(“%%(r) TV Tniy (;*) +“’%5§H)”’S-
0 3

Les termes restants donnent:

to—xlr—r')

I (1 dr ()2F
gu”yrf~g—d8f2u(x x,) dt dtzdt

Sor 0 t+u(r—r')

y2

to—xlr—r')

I Tdr rle dnlo—t—xr—r))
== —dS | Zu 7
it Sf 2dn f (& — x,) Vil —i—atr =)’ dt
or!

0

Pour effectuer le passage & la limite nous divisons Sy en deux parties Sp et
Sorr — 8. Dans la premiére partie I'intégrale:

1"2
P e Hill—t—n(r—r)
S
l/(t ——%(r— r’))sd

to—n(r—r')

Su{x—x,) -

0

tend uniformément vers la valeur:
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2 Vau[Sule— 2) ]t mto—rr

Comme lautre partie tend vers zéro avec 7/, nous voyons que notre intégrale
admet la valeur limite suivante:

1 dr

WRuVau ) [Su(e—a) iz tomrr 5 T dn —dS.
)
Envisageons en dernier lieu 'intégrale:
: *F
+ e i das.

———rfdt dthucosnx
Sty

Elle donue:

fa
Vn—yfdtf(Eucos nx)#—-;mz Vau

0 St S0

[(Eu cos nx)t=.t,,_“o~l;—g°

Ces longs calculs achevés, on peut résumer leurs résultats dans la formule que
voici:

jdtfo‘o t)dt-—}f %%L (5~/)dw+sfat oumf /dtf +

-0

7
+ (Z) do J(Eu CO8 BT )t=0 (%——u)ds fdt de EX cos nxdt—
0

dz] r
4] t1 0
So

fa @ 1\ [ du 1 do
__fdt,de/Z%(;> (;z%—ﬁocosnx%-#meosnx)dt-i-

to
o
xfdt[Z(x—-wo) (;Lg%—féacosnx+y%£cosnx oiS+

0

fdtde/Euda dt+,ufdtf2 LI (T ras +
+fdif2u cos nxd—s—‘uxif(Eu cos%x—;—ﬂzu(x——xo)) d—S
r rdn t=to—wr T
f 0
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Différentions cette formule par rapport a ¢,.. A gauche, nous obtenons:

to

A droite, on calcule sans difficulté les dérivées de la plupart des termes. Envi-
sageons p. ex. le terme troisiéme. Nous avons:

Jr [(Eu COS ML) fumgy (———u) 48 =lim d—{ (Zucos nx)imo ( o F iy y.) dsS —
(Y dtn-o
Stn'H”l)
__f(Eu CO8 NT)£mp (% — n) dS} =
00
f(Eucosnx)t-od—S + lim = (Zu cos nx)ey (t + di u) ds.
r dt.,-Od r
So Sto"’dto S(t)o

Or on a sur Sptd_Sb: ¢, + dt,—xr>0, t,—xr<0. Donec:

dty

2

thotdt,
7

De plus Paire St+dt_8S% tend tounjours vers zéro avec dif,, Donc, le troisidéme
0 0 (1) H

terme admet la dérivée:
—J(Eu cos nx)t-oi;?
0
Considérons encore:

2
‘—id—f JEucosnxT——deSJEucosnxdt—

to+ dto—xr
= lim #{f—fEucosnxdt—/ [Eucosnxdt}
dte=0 @1
Sto+dto 0
) dS d§,+dto—ur dS
.f(zu COS M) tmts—rr 5 + gtor_%dto fEu cosnxdt J(Eu COS NE)tmty—rr -
(1] Sgo‘f'dto_s(t)oo 0
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En traitant les autres termes d’une maniére analogue, nous obtenons la formule
suivante, oit 8p, désigne la limite vers laquelle tend la partie de la sphére

r—t— + 7' qui est située 3 Pintérieur de £, lorsque 7' tend vers zéro:

dco (7X 0Z\dw
g, t)dt‘—f 0tt=0 r %fGt 0'__f ﬁ[ 02) 1'_

Sphg

f(Eucosnx)t=o~———[de20x I u ZZ 0 acosnx—l-u?”cosnx)dt——

S0

to—ur
J fEXcosmcdt+x Z(x—xo)(ydn——;{—ocosnm+Mg—tcosnx) d—f—l—

t=to—xr T
0

defE dn dt + #%f[zndnax( )]t-to—m’ rd S +

+J(Eu cos nx),=t,,_.m — — ux? f[Eu cosnr— - —TE (z —-xu)]t=t¢._w%§-

0

2. La fonction:
o

z f o, (8)dt

0

connue, on trouve aisément une expression pour la fonction u (x,, ¥,, %, %,). En
effet, le systéme 1 peut s’écrire:

(70
/ X-l-y.d(u—!— f fd dt + u 0 0t

do du dv  Jw
(ﬁ+0_x+7y+0—z20‘

etc.,

Or on a, si I'on suppose que u, v, w, ¢ admettent des dérivées continues des
trois premiers ordres et X, Y, Z des deux premiers ordres:
PBo 00X 8Y d0Z 1 ,do
_m*ﬂ(%+ﬁ ST i e

Acta mathematica. 85. Imprimé le 8 juillet 1911. 24
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Done:

t
0% 0t¢ d do
((’)x&t)t_o—ﬁxﬁt 0_[ d‘"‘f 4 5
9 ‘3 ! 7
I o I o
(,)—t(u+;§f0~m~_dt)——yd(u+;—gf dt)+X+‘u(0x0t)t_ —

g 0
t
0 (09X 08Y  0Z
_“(ﬁf(—a_x_l_ﬁ-l-%)dt’
o

etc. De ces équations, on déduit d’une maniére bien connue des expressions pour

Done:

u + % f % dt etc. Malheureusement, les expressions pour %, v, w, ainsi obtenues
0

dépendent d’une maniére fort compliquée des donnés & la frontiére u, v, w, ¢

du dv dw

dn’ dn’ dn’

a notre but.
Nous avons vu plus haut que I'on a, si «/, v/, w', ¢’ est un systéme de solu-

tions du systéme 2, régulier & Pextérieur de la sphére r — '

o
{(Euu ———00) dw——f Euu'-—fgaa’)t dw— [dtﬁ[(EXu')dw +
twto =0 ,
0 ~

Sy S

C’est pourquoi nous choisissons une autre méthode pour parvenir

do
fdt Zu y—-—-—cosnw a+;¢cosnxdt)]d5’——

~fdt[ ———lcosnx o —ucosnwa )]dS+
+f I[Eu( cosnx 0 + pcosnx 4, )]dS—

0 re=1'

o !
dtfz'u (M% icosnx (f——ycosmc(7 )]dsao
0 r=r

Posons:
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g e G0 3¢ 108G 126G 1 G
W= 20V (t,—1) 2002~ 20y® 202 20z0y
106G o' = o
T 20x02” T 7
ou:
4M(to—-7)
Vt—-fv

On peut donner & la fonetion G une forme différente. La fonction:

EZ
e dutlh—7)

E(bt,'[): V

ty—7T
satisfait & 1’équation:
JF (72E
;}— + 052 = 0.
Donc:
- gy Y
— | B, v)d§ + u (ﬂ) dv —u (( ) dt=o
+ ' § (}5 5==1"
r! t 7
et par conséquent:
r 2
I _1I e 44 (ta t) Tapn (to—t)
2 Vie—t Vt ——'5)3

Dans chap. I de la premiére partie de ce travail, nous avons défini les fonctions

uw'(r'), V(r'), w'(r') par les équations:

2Py 2P+ 2P (r") 2P (+)
N - , N , N ,
W) == — Gz ") = oy ) = G0z

ou:

7 0é?

I e  4nllo—1) e
P(r’)f—_—_;] — ds.
! o

Nous avons done, en posant ¢ = 1:
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to 2
! T antt—7)
B PP O K P
2 27} V(to —7)
et:
7' x — x,)* ' (x—a,) (y —
ur=_uy(,.r)~_m 1—3( - Ol)Fr’,vr=_vr(rr) +3 ( 2;)5)(?/ y°)F,:,
2 — —
w = —w(r) + 3 (= x(;) (2 —=2,) Fp, ¢ =o.
2r
On a posé ici:
2 bt _ 1
Tap !to——!) I / e 4né
= == | ————d§.
ok l/t — ) r'(.)/ Vs 7

Cela- étant, on calcule assez simplement les valeurs, vers lesquelles tendent les
deux derniers termes do notre formule, lorsque »' tend vers zéro. Tout d’abord,
nous avons en vertu des résultats trouvés dans la premieére partic:

=0,
0 -y

dg
lim dtf[Zu r)( cosnx G + 1 cos ny. }t)]dS-mo

Les termes restants de nos deux intégrales peuvent s’écrire, en mettant:

Vo= @——-{cosnx 0+ pcosnxy ‘29
= Tk "ot

etc:

(72 T 02
_/F dtf(lxz( )V,,+0—x0y(;)l’ +(7x0z( )V]dS+

T’
o
3ur d2 (E) J2 E) d2 ( )
T fF"dtf[&xz r u+(7x(7y ) VT Tz ds.
0 r=yr

Pour calculér les valeurs limites de ces deux intégrales, nous remarquons d’abord
que l'on a:
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d )
u =y (t) + (x — 2,) u) +--~+£(x——xo)2(€l:) + -+,
0 2 daxt],
ete.,
du du 2w
(ﬁ=(ﬂ)o+(x‘x°)(ﬂ—w”)o+m+w’
ete.,

d
0=Go+(fv—xo)(5(—;)o+---+¢,

%‘%:(%g)o-}-( —,) (a;gt) +o 4 Y,

@ et Y étant des fonctions de =z, y, z, ¢, continues dans le voisinage de x = z,,
Y ==Yy, 2 =12, ¢t admettant les propriétés:

llmg =0, hm”—b= 0.
r=0?? re=0
Substituons dans nos intégrales ces expressions pour %, v,... On voit de suite

que la plupart des termes ainsi obtenus s’annulent, lorsqu’on effectue l'intégra-
tion sur la sphére r =1 et que les termes qui contiennent ¢ ou ¥ s’annulent
avec . Dans la premiére intégrale, il reste & considérer les termes:

u P2u 02w
]letf{ u T — x,)? (W)o + 1y —y,)° (a_yg)o + e (z—zp)? (W)o -

r=19

(= :sx 5) (0_:”) + u(x— x,)? (‘fxg—gt)o] + (% — ) (¥ — Yo) 5= 0x0y (I) [2!‘ (a(f(;)g)o .

1 (0o d%¢ 0 1
T (%)OJF 2p (awﬁt),,] + (@ —2) e —2) g7, (?) [2“

1 (do g
— 5 (52), + 2 i ]} 25

62w)
dwdzl,”

Comme:

(@ — ,)?dS — %nr"‘,f(x xS — %nr’s,

£yt ray!

[ —mry—yoras =,

r=q
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cette intégrale est égale a:
T P ), ), — )+ 5 i), + () -
{ 15 dadf, \dy?/, 2, 5 L\dxdyl, \dxdz/,
o
8z[1 (do [ 0%g
__?[F (%)o —u (0—xat)o]}F,.:dt.
D’ou la valeur limite de la premiére intégrale:
to
=l ~ )~ () 15 730), + (55
87“/7“‘ /{15 [z(axz)o (a_ys)o— ;7?)0 _5 Ozdy o+ (7xl?z)0 o
)
i[1 (0o %0
31 )~ Gzl J oo

P 1 (0o
s, * 5] 0

to
_sm/ﬁf{&uu)o_%
I5 15
0

De la seconde intégrale, nous obtenons:

o s [ o e 2], ], e (2]

+ 2 (x—a,) (y— yo)ax;y( )(015’?/)0 + 2 (@ —x,) (2 —2,) 0x(27z(

920w
(axaz o} as,

ce qui donne:

———nu Vmuf{ xﬁ + (du)o}dt

Voila donc la valeur limite de nos deux intégrales:

to

8 L 4 o 0% 2 (0o —
3 &V wth (&g, Yo, 2oy £) —57‘ V””f{“ (du)y+ p (axﬂt)o e ((ﬁ)o} di=

0

to o
_ d _
—4nVmu (uo (%) + %f(_a) dt).|_ Vi u (g, Yo 20, 0) + ‘—inl/ﬁ‘quodt.
% dz/, 3 3
6

0
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Nous avons donc obtenu la formule suivante:

to to
4nv;;[uo(to) ES f (‘;—") dt]=éﬂv;ﬁ X,dt + 4 Viau (e, o, 20 0) —
» Xl 3 3
[}] 0

—lim | (Suw)imodw—lim dthXu dw +fdtf[2u

7= 1'=0
Slrl er

—icosnx ¢ +pcosnz. 5 )]d:S’ u dtsfzu—ds

Posons:

ete., ce qui donne:

— H — g
w=—u+ l/nu»(z—(—I—),'v’= —~v’+V7vy0—(—(£),
o

Les résultats obtenus dans la premiére partie permettent immédiatement d’écrire
les égalités:

,llirr}) (Sun'(r))imo dow = J (Sun)icodw,
Dy

lim dthXu ) deo = fdtJEXudw

D’autre part:

19 02 (9
%f[Z% ppe (;) Fw]t do=— — [(E'u COS NA)t=0 e ( ) (Fp)tmodS—
Qe

' d (1 du  dv Jdw d (1
_ ; (E’M/ CcO8 nx)ggo % (7) (F,-') =0dS f(dx + 5_31 + a—z)t_oﬂ (;) (Ff')t-:odw.
r=7 Q,.r

Done:
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132%2 [2 i ( ) ,']t_odwz—V;‘L_;/(Eucosnx),-oa ( )dS+

+ 4 nl/_u(xo,yo,ZOO)Jr wa(?f) ; (I)dw

te= oax
1]

On obtient de la méme maniére:

Bir(l)z—fdtﬂszo 3 F,:dw——Vﬂ;tfdthXcosnx )dS+

(7X 0Z\ 0 |1
3 ‘”‘JX d‘_""“fd‘f Ty * 52) 75 (1) 40

Donc enfin:

to
— d
4 Viru (uo (t) + i] (_a) dt) =f(2uu)t-odw—l/ / Tt} 0 7 (—) dw +
fdtJEXu’dw+VﬁltfdtfaX 0Y (7Z) ()dw-{-
(}x (]x

+]/_/mf2ucosm:)t-od ( )dS+Vny/dtf2Xcosnxa ( )dS+

o
+/dtf[2u’(;t cosnx g+ 1 cosnx—~ dS“!‘]dt‘[Z"*dS
0o s

Les formules analogues s’obtiennent par des permutations des lettres.

Lund, Mai 190g.




