SUR LES EQUATIONS DE L’EQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE ELASTIQUE
PAR

IVAR FREDHOLM

4 STOCKHOLM.

On connait le réle fondamental que joue I'intégrale particuliére ;'

de l'équation Aw =0 dans la théorie du potenticl. On connait de méme
des intégrales particulieres des équations d’équilibre d’un corps élastique
isotrope, qui pour cette partie de la théorie de 1'élasticité jouent un réle

tout a fait analogue a celui de la fonction I;dans la théorie du potentiel.

Les dites intégrales particuliéres ont pour caractére commun la propriété
d’étre homogénes du degré — 1 et d'avoir un seul point singulier réel
a distance finie.

Il1 est naturel de se proposer la question 'l existe des intégrales
particuliéres des équations de 1'équilibre d'un corps cristallisé quelconque,

s e A . . 1
jouissant des mémes propriétés que la fonction ;-

J'espére d’avoir donné une réponse satisfaisante de cette question par
les résultats suivants.

Dans le premier chapitre jai donné une formule représentant toutes
les intégrales homogénes du degré — 1 et analytiques, d'une équation
aux dérivées partielles et a coefficients constants. En donnant aux élé-
ments arbitraires dans cette formule des valeurs convenables, on trouve que
2 9 2
2 5y 5
forme définie, admettent toujours un certain nombre d'intégrales qui sont
réguliéres pour tout systéme réel des variables, le systéme z =y =2=o0

seul excepté.
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les équations différentielles de la forme /( )u =0, ou [ est une
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A laide de ces intégrales je déduis, dans le second chapitre, du
théoréme connu de Brrrr une formule permettant d'exprimer les compo-
santes de déformation & lintérieur d'un corps, si on se donne ces com-
posantes a la surface ainsi que les forces agissant sur la surface.

La dite formule se compose de trois espéces d'intégrales, parfaite-
ment analogues aux intégrales qui représentent, dans la théorie du po-
tentiel, les potentiels d’une masse étendue a trois dimensions, d'une couche
simple et d'une couche double. Dans le troisiéme chapitre on trouvera
une étude de ces intégrales.

Dans le méme chapitre jai de plus démontré que l'on pourra ex-
primer toute intégrale homogéne de degré négatif entier des équations
d’équilibre, qui est réguliere pour des valeurs réelles, comme fonction
linéaire des dérivées des intégrales réguliéres du degré — 1. Ensuite
jai montré queile est la signification physique des intégrales homogénes
du degré — 1, et jai résolu le probléme d’équilibre d’un milien élastique
infiniment grand, non déformé a l'infini.

CHAPITRE L

§ 1. Les solutions homogeénes du degré -— 1 des équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants.

Les fonctions homogenes du degré — 1, satisfaizant a4 une équation
différentielle linéaire homogene et a coefficients constants

2 2 ° )

—,—,— =0
(1) f(axl " or, ’ By, ’
peuvent. sobtenir de l'intégrale particulicre
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en formant Iexpression

__ o(&, pdé )
(=) " “f 1E Do, + 72, + )

Dans cette formule les variables sont liées 'un & lautre par Ia relation
f(E,ﬂ)=f(E,ﬂ,l>=0,

f,(€, %) désigne la dérivée gg, et ¢ (€, %) est une fonction entiére rationnclle
en » du degré m—1, n étant le degré de f, par rapport a & elle sera
une fonction analytique.

Cela posé, nous faisons sur f(&, &,, &) les hypothéses:

1. que le coefficient de &} soit différent de zéro,

2. que les facteurs de f, si elle est réductible, soient tous inégaux.

En vertu de 'hypothése 1 mnous pourrons écrire

f&n=rfry+Hiy—"+...4+

ot f, est certainement différent de zéro. En vertu de la scconde hy-
pothése les racines 7,...7, de 'équation f(£,7) = o seront en général
inégales.

Substituons maintenant ces racines successivement pour y dans l'ex-
pression (2) et faisons la somme des résultats, nous aurons une fonction
symétrique des racines 7, dont on obtient l'expression en fouction de¢
& seul de la naniére suivante.

Décomposons en des fractions simples la fonction rationnelle de 3

¢(&, ) .
f&, 77)(5'7/1 + 5z, + ms)

Pourvu que la variable & ait une valeur telle que les racines », de
I'équation f(€,7) = 0 soient tous inégales, on obtient

) ¢(§, ) N\ ¢(E,n) !
3 7§, 77)(5‘”1 + 7z, + ) -t JAGE 7*‘)(53"1 + e, +a) p—1n

Y

+ (&, 70)
&, )6, + 72, + z,)

ou 7, est déterminé par l'équation &z, + 7,2, + 2, = O.
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Développons maintenant les deux membres de 'équation (3) suivant
les puissances négatives de 7 et écrivons que les coefficients de , sont
égaux, nous aurons l'expression cherchée

n

(4) ¢($)7V) — ¢(E) )ypl
~ (&, p)ée, + pa, + =)

2, 7))
Posons maintenant

$E ) =ky " +hy +... +k,
avec les valeurs suivantes des coefficients %:

k, = ¢,
k, = fi, + 1, ¢y
kn = fn—lsb] + fn——?’bg + soee + fo¢'u7

ou les ¢ désignent des fonctions analytiques indéterminées.
En formant maintenant l'intégrale définie

(s)

_ 1 [,
(6) "= "om ) orE ,m)de’

c

ou le contour fermé C ne doit contenir d’autres points singuliers que les
racines de l'équation f(&,,) =0, on obtient une intégrale homogéne du
degré — 1 de I'équation (1), comme cela résulte évidemment de I'équation
(4). Nous allons démontrer qu'on pourra choisir les fonctions indéterminées
¢, de maniére que les » premiers coefficients du développement de u sui-
vant les puissances croissantes de x, seront égaux aux n coefficients cor-
respondants dans le développement d'une fonction homogene du degré — 1.

En développant la fonction -—fﬁf’ 77; ) suivant les puissances dé-

croissantes de 7 on trouve

¢$€.9) _ _ 1 /(d | & In | N° g\,
(7) Lo — (7+,7.+...+,7,.+Z,7,.+,)

%5 v=1
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Ce développement converge, pourvu qu'on ait donné 4 % une valeur sa-
tisfaisant & linégalité |y]|> R, ou R désigne la valeur absolue de la
plus grande racine en y de l'équation f(&,%)=o.

Soit €= —2 yn point régulier pour les fonctions ¢, (&)...¢,(&)

&y

.. . . . x
et choisissons pour contour d'intégration un cercle C avec le point —-
1

comme centre et avec un rayon p assez petit pour que C ne contienne

aucun point singulier des fonctions ¢. Supposons cette condition vérifiée

si p <o et posons &= -—% + pe”, d'ou il vient 5, = —%pe‘”.
1 2

Parce que les racines de I'équation f(£, %,) = 0 pour #, = o deviennent
’ ) wa . . »
tous égales & ——*, on pourra choisir x, assez petit pour que le cercle
xl

C contienne toutes ces racines, et qu'en méme temps le module de 7,
soit plus grand que R.

Les conditions précédentes étant vérifiées, on pourra intégrer les deux
membres de '’équation (7), ce qui nous donne le résultat

€ S/’(E,Widé

W="m ) wf @)
(4

=) e i (2

—_ %
x, n— 1} x,

. . . . . — Iy 1 2, .
Mais ici le coefficient de a;“:( ) W (—=2) est une fonction ho-
2 &*

1

mogene des variables x, et x, du degré — (v 4+ 1), qu'on pourra choisir
arbitrairement si v < — 1.

Done, la formule (6) nous donne bien toute intégrale homogéne du
degré — 1 de l'équation (1) qui est développable suivant les puissances
croissantes de z,.

Comme on peut toujours faire un changement linéaire de variables
de mani¢re qu'une fonction, de l'espéce considérée ici, soit réguliére pour
x, =0 et que I'hypothése 1 soit vérifiée en méme temps, on peut con-
sidérer comme résolu le probléme de trouver les intégrales homogénes
et analytiques du degré — 1 de 'équation (1). Toutefois il reste une
restriction, & savoir I'hypothése 2. Mais il est aisé de voir que cette
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restriction’ n’a aucune importance. Car I'expression (6), satisfaisant iden-
tiquement & 1'équation (1), ne cesse pas a satisfairc a la méme équation,
si la fonction f(& ,¢&,,&,) par hasard a un facteur multiple. De plus le
développement (8) a la méme forme encore dans ce cas, et les coefficients
des n premiers termes sont des fonctions arbitraires.

La formule (6) est ainsi toujours l'expression de l'intégrale cherchée.

On doit observer que les intégrales, dont nous avons donné lex-
pression sous formme d'intégrale définie, peuvent se présenter sous une
forme débarrassée de tout signe d'intégration. Car, en se servant de I'équa-
tion (4), on peut aisément effectuer lintégration dans la formule (8) et
on trouve pour expression de » la somme suivante de résidus

n

© b=

ot x, f,(fu y 71) — &, f1($v ’ 77/) ’

ou &, », désignent les coordonnées des points d’intersection des lignes
f = b/ J—
f(&,9)=o0, & + 9z, +r,=o0,

et f, et f, sont définies par les formules

. rl
f1=a_£7 fgz

,, &, ala place de et
d t donner . forme plus symétrique.  Pos =
e 7 on peut donner a w une forme plus symétrique. Posons f, = =,

t4

En se servant des coordonnées homogeénes & |

1l vient
”’f(fx ’ E? ’ Sa) = fxfx + f252 +f353 = 0.

Comine nous avons

z. s + 2,6, + 1,8, =0,

on déduit, en introduisant trois constantes ky sk, k,
§ — S _ £ k& RS+ kG
w%ﬂ_msh rfy — o, [y & fy — &, 1 : ,"1’/“‘21]‘.‘3
261 ) ‘»U2 , w3

A
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Pour que la derniére expression ne soit pas illucoire, il fant que
les & satisfassent a linégalité

klél + kafe + ]”'353 = O.

e
. . . 3 €.
Par introduction des expressions §= ' et y = 2 on trouve
;3 ;3
= gn—2 /(il .E.z)
Sz ¢
¢, 9 ’ & &

wxfa - mzfl o mxfz(él 9 52 ’ 53) - wzf;(& ’ 52 ’ 53)
. 5*/'(51 s 62 ’ EB\)(klEI + 7"‘252 + kaga)

- -

ko, kK

1 2?73

X, 2y, T

fosfs 1o

ou l'on a désigné par ¢(&,, &,, &) la fonction homogéne dn degré n— 2

3

2 (& & . . , \
&} 2¢<5—‘ ) 5—2> [Jexpression de » & P'aide des coordonnées homogénes
3 3

devient done

" /"J i’ ,y /‘. 4 ;{ &:l k v
(Io) uzZ‘r/(Cnf_ 53)]5 15/{1 +k 28 + 353)’
ve=1 19 T2 Vs
B, 2Ly, T,

A

&1, &, & étant les coordonnées des points d’intersection des lignes

f(sl ’ 52 ’ 53) = O, '7"151 + -’1?252 + £153§3 =0,
et fo=1.(61, &}, &)

Afin d’obtenir une expression symétrique de u en forme d’intégrale
définie il convient d’exprimer la variuble & dans la formule (6) par une
variable auxiliaire s de la maniére suivante.

Définissons & , &, et & en fonction de s par l'équation

ke ko, k,
- . A
(I I) klcl + ]"252 + ]‘"zxgs - xl ’ Ty ’ z

as+b,,a,5s+0,, a5+ 0,

qui doit étre vérifiée quelles que soient les quantités k,.

3 bl
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Nous supposons que les @, et les b, soient des constantes arbitraires
réelles mais indépendantes des £,.
Pour k, =z, la formule (11) nous donne

z, & + z,&, + z,€, = o.

1 2

il vient 7, =z et
3

De P'expression &=

oo

sdel - Ex des

AE =
¢ I+

expression qui prend, aprés un calcul facile, la forme

xl x? x3
dE=—% a, o, a ‘ds,
b] b2 b3 E

ou, si nous désignons le déterminant par (z, a, b),

de=_g(x,a,b)ds.
En introduisant ces expressions des &,%, et d& dans la formule (6) on
trouve enfin

— _L S!/(El 4 Eﬂ s 53)(‘1" b1 x)
2) “"Zm'f R N

c

Par rapport & cette formule nous faisons les remarques suivantes. Le contour
C doit contenir du moins une des racines de l'équation f(£ ,¢,,§,) = o,
autrement u serait nul.

Supposons qu'on ait fixé un contour d’intégration C. Alors il est
clair qu'on pourra faire varier les constantes arbitraires a, et b, d'une
maniére continue sans que cela ait aucune influence sur la valeur de u,
pourvu que, pendant cette variation, aucun des zéros de f(§ ,§,,&,) ne
traverse le contour C.

11 est clair qu'on pourra aussi faire varier les z, sous la méme condition,
sans que l'intégrale (12) cesse de représenter la méme fonction analytique.
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En particulier, supposons que le contour C soit I'axe des s réelles et
que f soit une forme définie. Alors deux systémes de valeurs des con-
stantes 4,, b, donnent la méme valeur & w, si on peut passer de l'un
systéme & l'autre par variation continue, sans rencontrer de systéme pour
lequel il y a des racines réelles de I'équation f=o0. Mais §il y a
une racine réelle en s de l'équation f= o, les valeurs correspondantes
des &,,¢,, &, seront & =§, =& = o; dans ce cas I'équation (11) nous
donne, en y posant k, = a,,

&8 + 0,6, + a,§, = (a,b,7)=o0.

La condition (a,b,%) =0 est ainsi nécessaire pour que f=0 ait une
racine réelle en s.

En supposant de plus que ¢(—zx,,—1x,, —2)=¢(z,2,,7,),
cherchons quelle sera la valeur de u(z,,,, 7,), quand on change le signe
des variables z, , #,, z,. Parce qu'on ne peut passer du point (z,,,,z,)
au point (—x, , —®,, —x,) sans rencontrer des valeurs pour lesquelles
on a (@¢,b,2)=o0, il est nécessaire de faire varier les quantités a,,d, en
méme temps que les x,. Supposons par exemple que les valeurs des
quantités a,, b, soient telles que (a,d,z) conserve la valeur 1 pendant que
(¢,,%,,%,) passe du point (z,,z,,x,) au point (—z,,—z,,—x,). Comme
alors les fonctions ¢ et f ne changent pas de signe, on aura

w(—w,, —x,, —x,) =uz,, r,, 2,)

§ 2. Le cas ou [, ,¢&,, &) est une forme définie.

Supposons que la forme f(§,, &,, £,) soit une forme définie, c’est &
dire que I'équation

&, &,&)=0
n’admette pas de solution réelle autre que la solution évidente
£ =¢ =¢ =o.

Nous allons démontrer, dans ce cas, qu’il se trouve parmi les intégrales

homogénes du degré — 1 un certain nombre jouissant de la propriété
Acta mathematica. 23. Imprimé le 21 avril '1898, 2
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d’étre holomorphes dans le voisinage de tout point réel, Y'origine seule-
ment excepteé.

Les fonctions considérées ici étant homogénes, il suffit de démontrer
que nos fonctions sont réguliéres pour toutes les valeurs réelles satis-
faisant & la condition

Bt ot a=1

De T'équation (11) on tire, en donnant aux quantités k, , k,, k, les valeurs
@y 5 Gy, Ay,

aé + aaéa + %53 = (a b, x)’

d’oi l'on conclut que la distance du point &, &,, & & Vorigine n'est
jamais moindre que

_ _la,b, )] .

el tatal

Supposons, ce qui est toujours possible, les nombres a,, b, choisis de maniere
que 7 soit plus grand qu’une quantité donnée différente de zéro, soit d.
En appelant p le minimum de f(§,,§,,§,) pour les valeurs réelles
satisfaigant a 1'équation

ﬁ+$g+€zs=l}

on peut affirmer que le minimum de f(§,§,, &) pour des valeurs
réelles de s n'est pas moindre que ud®.

Alors l'équation (€, &,, §,) = o0 n'admet aucune racine réelle en s.
De plus, le coefficient de s* dans cette équation étant

f \

on pourra toujours choisir a,,a,,a, de maniére que ce coefficient sera
en valeur absolue plus grand qu'une quantité positive donnée, soit 4.
Les autres coefficients étant toujours finis, il est clair qu'on pourra
décrire du point s =0 comme centre un cercle C avec un rayon p in-
dépendant de z,,z,,, et assez grand pour que toutes les racines en s
de I'équation f(§,,£,,4,)=o0 soient intérieures a C.

Prenons maintenant pour contour d’intégration dans la formule (12)
un demi-cercle C, avec le rayon p, plus grand que p ayant le diamétre

Zy %y Ty X Z, %,

H ’

a, a, a, a, a, a,



Sur les équatiens de 1'équilibre d'un corps solide élastique. 11

sur l'axe des s réelles et lorigine pour centre. Alors je dis que la
fonction u(x,, x,, »,) définie par I'équation

$¢, 8, 86)a,b,2)
u_f Ex)gsne) ds’

ou ¢ désigne une fonction entiére rationnelle et homogéne du degré n— 2,
n'aura pas de singularités réelles.

On voit maintenant que la valeur absolue de f(§, &,, &,), quand s
parcourt la partie curviligne de C,, ne descend jamais au dessous de la
quantité A(p, —p)". Soit m le plus petit des nombres ud* et A(p, — p)";
alors m est une limite inférieure des valeurs absolues que prend f(£,,§,,¢€,)
quand s décrit le contour C,. Cela posé, on peut trouver deux nombres
h et m, <m de maniére que l'inégalité

If(xl +h1) 2 +h’2’x3 +h3’s)_f(x1’x2’w3’s)|_s_ml
goit vérifiée pour tous les 4, satisfaisant aux inégalités
(13) |h,| <h. v=1,2,3

Dans l'inégalité précédente on a désigné f(§,,¢,,¢&,) par f(z,,%,,x,, s).

( b, 2)¢
o

suivant les puissances croissantes des %, converge pour tous les A, satis-
faisant aux inégalités (13). Posons

, b,
(14) (ﬂ’_?_‘”)_S_[’ = les D, By hizh

Maintenant il est facile de voir que le développement de *———

et soit G une limite supérieure des valeurs de (a, b, )¢ pour les valeurs
des variables considérées. Nous avons montré que la valeur absolue de
f(®, + bz, +hy, s, +h) nest pas moindre que m—m,, par suite

on trouve
G 1
| (Dl.lzlsl < m—m, Bt

Le développement (14) étant ainsi uniformément convergent, on a le
droit d’écrire

(15) u = f (@,b,2)¢ bf’ m)"/’ds Zhllh‘*h‘s f d)h,%ds
Q

Adgd,
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Il s'en suit que la fonction » est développable dans le voisinage d’'un
point réel quelconque z,,x,,w, satisfaisant a 1'équation 2} + a3+ 25=1
et que ce développement converge pour tous les %, qui sont moindres
que k. Soit ce développement

A BAs A
U = Mzzl; U, hl'hzzhxz')

le développement de # autour d’'un point z,, x,, 7, satisfaisant a 1'égalité
z: 4+ 23 4 x5 = r® g'éerit

(16) %= Z e W hioh
Al 23

et converge par suite, si les A, satisfont a l'inégalité

(17) |h,| < hyaE + 22 + a2

et a fortiori si VAT + k3 + B2 < hyzl + 2% + -

Il importe d’observer que le développement (16) est aussi uniformé-
ment convergent, si on le considére comme fonction des variables réelles
x,, Z,, o, assujetties a la condition

I
GV b+ b < VAl + 4 + 2,
car dans ce cas encore chaque terme du développement de u est inférieur

en valeur absolue au terme correspondant d’une série convergente dont
les termes sont indépendants des termes dans le développement de u.

§ 3. Application & un systéme d’équations différentielles.

Dans la suite nous aurons en particulier besoin des intégrales homo-

génes du degré — 1 de dcux systémes d’équations différentielles, & savoir
3
(18 a) Z‘.A Au = 0O, (18 b) lzlAMv_)‘=Oo
p= -
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ot les A,, désignent des symboles d’opération de la forme
Au\ @ 9
A"‘=;<aﬂ>@@’ (a,8=1,2,3)

o <i‘(/';) désigne un coefficient constant.

Nous aurons les intégrales cherchées de la maniére suivante. Elimi-
nons soit entre les équations (18 a) ou (18 b) deux des inconnues, nous
obtenons une équation différentielle qui peut s'écrire sous forme symbolique

An An A;s
An An Aaa o.
Aal Aaz Aaa

Cette équation différentielle est linéaire, homogéne du sixiéme ordre et
a coefficients constants. Appelons f la fonction qu'on obtient en rempla-

cant dans le déterminant les signes d’opération 5%— ' 37
1 2
riables &, £,,&,.

D’aprés ce qui précéde les intégrales cherchées seront représentées
par les formules

_1 ((a,b,5)¢ _! Ja(&, n)dE ,
(19) Pe = "f ! s ff,(f )6z, + pe, + %)
C

ou il ne g'agit que de déterminer les fonctions ¢.
En introduisant les expressions (19) dans les équations (18 b), on trouve

— par des va-
a 8

Z A:#‘/l + A2ll¢2 + Aﬂﬂsbs 5 — O
(€, p)ée, + o, + 2,)° ’

(#=1,2,8)
y=1

ou les A}, désignent les fonctions qu'on obtient en remplacant dans les
2 9

—, — , — pa 1 i .
W aw o, par &, 7,, 1 respectivement
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On voit qu'on satisfait aux équations précédentes en prenant pour
les ¢ des fonctions du quatriéme degré dépendant de trois constantes
arbitraires et définies par les formules

kA, Ay, l A, koA ' A, 4, Ky
¢, = k? A, Ay, s Sl’x =| A, ky Ay Sba = l A, Ay k,
k3 A?3 A33 A13 k3 A33 A13 A73 k3

Prenons enfin pour contour d'intégration C le demi-cercle défini
dans le numéro précédent, les formules (19) représenteront des intégrales
du systéme (18 b) dont le seul point singulier récl a distance finie est le
point #, =z, = 2, = o. Désignons par f§,,f,,B, les intégrales ainsi
obtenues. Maintenant on uura immédiatement les intégrales analogues
du systéme (18a) en échangeant entre eux dans les expressions des ¢
les indices des A. Appelons ces intégrales a,, a,,a,. Il résulte de la
formule (10) § 1 que ces intégrales a et g sont des fonctions algébriques.

CHAPITRE II.

La méthode de Green.

§ 1. Démonstration d’un théoréme fondamental.

Considérons un corps élastique quelconque. Soient. w,, u,, u, les
composantes du déplacement d'un point du corps, ,, ,, z, les coor-
données rectangulaires du méme point dans 1’état naturel. Alors on sait
que le potentiel des forces intérieures s'exprime & I'aide d’une forme
quadratique définie des six variables

o, . dux , duy

w T axy, 0)4:. - 3(6# 22 (A p,v=1,2,3)

Soit f cette forme, dS 1'élément de volume S du corps considéré, le dit
potentiel est égal a l'intégrale f fdS, étendue sur le volume S.
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En appliquant le principe des vitesses virtuelles on s'imaginee nu
autre déformation, dont les composantes seront v, , v,, v, et on considére

Vintégrale f AdS, ou A est la forme bilinéaire

A v o du, | of v,
?d,, 02, ' 9d,,9%, ' 9d,, 0%,

of (31}, Gvs) of (903 Bvl> of (87), 91),)
+ 90,, \oz, + o, + 34, \oz, + 3z, + 39, \ox, + oz,)

La considération de l'intégrale f AdS nous conduira au théoréme
fondamental, dont la démonstration fait l'objet de ce paragraphe.

J’observe d’abord que la forme A est loin d’étre la forme bilindare
la plus générale gqu'on puisse former avec les dérivées premiéres des
fonctions u et v. Cependant, comme les théorémes que j’ai 'intention de
démontrer subsistent encore dans le cas général, je suppose, que A soit
une forme bilinéaire quelconque des premiéres dérivées des fonctions
Uy 5 Uy, Uy, ¥, ¥, v,. Posons pour abréger

aun _ 31),1

u — 1 =
G dx, 8 ’ Aa oz,

Nous exprimons la forme A par la formule

A
(2) A= Z (aﬂ>vlau;zﬁ7 A pya,8=1,2,8)

Apaf

ou le symbole (i//;) désigne une constante et chacun des indices prend

les valeurs 1, 2,3 indépendamment des autres.

Nous supposons que les six fonctions u, , u,, u,, v, , v,, v, et leurs
dérivées des deux premiers ordres soient des fonctions continues dans un
certain domaine réel D.

Introduisons des quantités T}, et ¥,, définies par les formules

? ?
=2A T A

Aa oV, ’ ~ed T AW

Prenons dans 1’inté_rieur du domaine D un volume § limité par une
surface w, possédant un plan tangent déterminé en chaque point. Soit
dw Vélément de w.
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Des identités
A = E Tla'vla == E zﬂﬁupp

on déduit maintenant d’'une maniére bien connue deux expressions de
Iintégrale [AdS
8

(3) ! AdS

= fZﬂJAZ,,TM cos (nz,)dw _le"lzaa,f“ds
i 8

et
f}: , ,ﬁﬂﬂcos(nxp)dw—fzﬁ ,,zﬁ ai"" ds,

ou n désigne la normale extérieure de la surface o et cos(nz,) (a=1,2,3)
ses cosinus directeurs.
De T'équation (1) on tire les expressions des T, et ¥,

=2 (= R+ () 5+ () e
= 2 (g = B0 2+ (ot ()l

Aa

(4)

d’ou il vient

i T z (l,u) %u,
b= o7, - af) ox, x5’
81,‘,9 ( ) 3 (%)
; dzg ZA af) oz, oxg’
Si T'on introduit maintenant les signes d’opération

© A=Y (4) 5o

A = () + () om + ()

V= (e () + (G

(5)

(7)

?
oz, ’
9
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on pourra écrire les formules (4) et (5)

(8) Tla = zl‘AZLup_, fEﬂﬁ = ZAV'ZJ_'UA,
Y™

(9 a’) za aa:a = zﬂAlp.up.’

; 9T

(9 b) zﬁ _aw_l;ﬁ = zl AA#’UA.

Maintenant je suppose que les fonctions u; et v, satisfassent aux systémes
d’équations différentielles

(IO) E#Alﬂuﬂ == Ul? zlAl,uvl == V

'Y

ou les lettres U, et V, désignent des fonctions continues et uniformes.
En formant maintenant la différence des expressions (3) j'obtiens, en ayant
égard aux équations (10), I'équation

(11) fEF(Upvp—— V,u,)ds
- /{ZMZQTM €08 (nx,) — 2,1 2,2y, co8 (n2,) | dew .

En posant pour abréger
T, = 2, T, cos (nz,), Ty = 2,2, cos (nz,),

on peut écrire la formule (11) sous la forme
(12) fZ,,(U,,v,,—m V,u,)d8 =le(’”ATz—“AifA) do .

Cette formule est l'expression du théoréme fondamental, qui pour
les systémes (10) joue le méme rdle que le théoréme de GrEEN pour
I'équation de Laprace. Dans le cas particulier, o A est la variation
du potentiel intérieur d’un corps élastique, le théoréme fondamental est
identique au théoréme connu de BertI

Acta mathematica. 23. Imprimé le 21 avril 1898. 3
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§ 2. Application de la méthode de Green aux systémes
Z;LAl,u'ul = U,u) Zl Al;tvl = Vp.-

Soient w, , u,, u, trois fonctions satisfaisant aux équations

3
“§1A1/4u11 = U;U

et supposons que les conditions de continuité du § 1 soient vérifiées.
En prenant pour les fonctions v les fonctions B, (r, — 27, #,— 23, 2, — 3)
nous pourrons appliquer la formule (12) du § 1 & condition d'exclure
du domaine d’intégration S la partie a lintérieur d'une surface fermée
w’. Nous supposons que »’ soit une sphére avec le rayon arbitrairement
petit r et avec le point A(x),x),x}) comme centre. Soient g, et a; les
fonctions déduites des fonctions g de la méme maniére que les quantités
3. et ¥, des fonctions v. Appelons S’ le domaine § moins la sphére ’.

Alors l'application de la formule (12) nous donne
(13) fzp(ﬂpTP_up”p)dw +fzp(ﬂpr_uﬂdp)dw’
=fzp U,5,d8".
¥

Faisons maintenant décroitre le rayon r, I'intégrale

fZﬂprdw’
/P

converge évidemment vers zéro, parce que les intégrales §, sont des fone-
tions homogénes du degré — 1 et 7, reste finie pour 7 = o.

Voyons ce que deviendra 'autre partie de l'intégrale appartenant a la
sphére ’. 11 suffit de considérer l'intégrale

Jl = ./‘ul("n cos (nxl) + 0;,c08 (nxﬂ) + a5 cos (”%))dw’

ou n désigne la normale extérieure au volume §’, c’est a dire la normale
intérieure a la sphére «’. Désignons par o la valeur de la fonction
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homogéne du degré — 2 g,, sur la surface d’une sphére au rayon 1
concentrique avec ', et 1'élément de surface de cette sphére par dw,.
Alors les valeurs de la fonction g,; en deux points sur le méme rayon,
T'un sur o’ et l'autre sur o, sont liées par la formule

et on a de plus

Ainsi on peut écrire
J, = f u, (a1, cos (nz,) + o), cos (nz,) 4 a5 cos (na,))dw,.

Dans cette formule u, seul dépend de . Posons w, (], 23, #3) = u?;
a cause de la continuité de u, nous pourrons choisir r assez petit pour
que |u, —uj| soit moindre qu’'une quantité arbitrairement petite ¢. Soit
de plus g la plus grande valeur absolue de la quantité entre les paren-
théses dans l'expression de J,, il vient

J, — uj f (ol, cos (nm,) + of, cos (ne,) + i cos (nx,))dw,

L)

== f (u, — ul)(at; cos (nx,) + of, cos (nw,) + s cos (na,))dw,

< 3gfdal

< 4madyg,

c’est & dire
lim J, = u} fa'ldw’.
v,

r=0

Posons pour abréger

(14) L,= fa,,dw',
J

DOus aurons

lim Zpu,,apdw' = Lyu 4+ Lyu) + Lyus.
r=0 o,
[/

L'intégrale dans le second membre de l'équation (13) conserve évidem-
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ment une valeur finie, quand nous faisons tendre r vers zéro, car, en

désignant par G et g les limites supérieures des | U,| et |7, |, nous aurons

I= U,,ﬂ,,dS'l <6y [¥,
8

r
8

Mais on sait que lintégrale dans le second membre conserve une valeur
finie, quelque petit que soit 7. Par conséquent il est loisible d’écrire

lim [,0,4,d8' = [Z,0,4,d5.
8

re=0 4

Le résultat des tous ces passages a la limite s'exprime par la formule

(15) L+ Lyud + Lyud = f %, (8,1, — u,0,)dw — f X, U,5,dS.
3 S

De méme on obtient une formule analogue pour les fonctions v,, satis-
faisant au systéme adjoint

ZF’A,M'I)” = Ifl'

En désignant par z, la quantité analogue a o, déduite des intégrales a,
et par M, l'intégrale
P g 8 M, = f z,d’, (r=1,2,9)

la formule s'écrit

(16) Mol + Myod+ Myl = [F,(2,%, —v,7)dw — [Z,V,4,d5.
w 8

Envisageons de plus le cas ou le point A4 (x], 3, ;) est situé a la
surface @, et supposons que la surface @ ait en 4 un plan tangent
déterminé. Décrivons & cet effet, de 4 comme centre, la sphére o’ et
appelons v la partiec de @ qui est & extérieur de la sphére w’. Soit S’
la partie de S qui est] & l'extérieur de la sphére w’. Appliquons le
théoréme de réciprocité au volume S’, nous aurons, en appelant o’ la
partie de la surface sphérique ' qui est a l'intérieur de S:

/zp(lgp T, —u,0,)de’ + fzp(ﬂpr — ,0,)dy

= [Zpu,ﬂpdﬁ".
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On démontre, comme dans ce qui précéde, que la limite de l'inteé-
grale dans le second membre pour » = 0 est une quantité finie. De méme
on trouve la limite de la premiére intégrale

lim | 2.(8,T, — u,0,)do’ = — u‘l’foldw’ — ugfa'gdw’ — ugfasdw',
! o' o'

r=0 o,

@ w

ou les intégrales dans le second membre doivent étre étendues a la partie
de la surface sphérique o’ qui est du coté intérieur du plan tangent
a o au point 4 — le coté intérieur du plan tangent étant celui de la
normale intérieure. Parce que les g, sont des fonctions paires quantités

. . ’ ] 1 ’ 4
il s'en suit que la valeur de f o,dw’ est égale & S L,. On démontre aussi

que la limite de l'intégrale
f&@n—%@@

pour 7 =0 est une quantité finie. Cette limite peut donc étre exprimée
par l'intégrale

(=81, —u,0)do.
Nous sommes ainsi conduits & la formule
Lot + Ly + Ly = 2 [ Z,(8,T, — w,0)do — 2 [ Z,U, 4,5,
4 5
2t de méme & la formule analogue
M, v} + M,v5 + Mo} = 2f2p(a,,$,, — v,7,)dw — 2fEVPanS.
H 5
Enfin, si 4 est un point a l'extérieur du volume 8§ je rappelle qu'on a
f&@n*%@m—laqu=q
fzp(ap I, —v,7,)dw —fZ,, V,a,dS = o,
H %

car en ce cas aucun point singulier ne se trouve a lintérieur de w.
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Dans le paragraphe suivant nous allons calculer les valeurs des coeffi-
cients L et M. Comme il en résultera que ces coefficients sont diffé-
rents de zéro, les formules (15) et (16) permettent de calculer les valeurs
des fonctions # et » dans l'intérieur d'un volume §, si nous connaissons
les valeurs de ces fonctions et de certaines fonctions linéaires de leurs
premiéres dérivées pour les points (z,,x,,®,) appartenant a la surface w.

En particulier ces formules s'appliquent a la théorie de 1'équilibre
d’'un corps élastique cristallisé quelconque. Dans ce cas les quantités T,
désignent les composantes de pression & la surface du corps considéré.
Nous reviendrons dans le dernier chapitre a cette application.

§ 3. Calcul des coefficients 1, et M.

Nous avons défini le coefficient L, par la formule
L, = f adw,

ou lintégrale doit étre étendue sur une certaine surface sphérique w.
En prenant cependant pour les fonctions u, des valeurs constantes, 'appli-
cation de la formule (15) § 2 nous apprend que L, est indépendant de
la forme spéciale de la surface d'intégration, de sorte que w peut étre
‘une surface fermée quelconque contenant l'origine, pourvu que par une
déformation continue, elle puisse se ramener & la sphére w. Prenons en
particulier pour @ un cylindre C paralléle & 'axe des x, et dont les bases
aient pour équations z, =a et z, = —a. En appelant ds I'élément li-
néaire de l'intersection du cylindre C avec le plan des z,, ;, on pourra
écrire I'expression de L,

L=/ fa,,dsdx,+ B,

oi B est la somme des deux intégrales étendues sur les bases de C.
Mais en appelant 4 l'aire du base et en désignant par g, la plus grande
valeur absolue de o, quand z, est égal & l'unité on a

24e,
a*

|Bl<
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Il s'en suit que lim B = o pour @ infini. Par suite on pourra écrire
i +a +o
L,= 11::: Jlapdsdxl —_[;fapdsdwl.

Mais il est clair qu'on pourra choisir une quantité positive a, telle que

les deux intégrales
f o,dx, , f o,dx,

aient des valeurs moindres qu'une quantité arbitrairement petite si @ est
positive et plus grande que @,. Il den suit que I'on a le droit d'in-
tervertir l'ordre des intégrations dans la formule pour L, Calculons
d’abord Pintégrale

+a
J(a) = [ adx,.

Si nous supposons pour le moment que z, ait une valeur positive, nous
pouvons employer l'expression de f, que nous avons donné dans le cha-

pitre I, § 3:
1 6, ¢v(51 ﬂa)df
f= ’_’f I s R
[

ou le contour C ne doit contenir que ceux des zéros de &z, + 3,7, + ,
dont la partie imaginaire est positive. De cette expression de S, on déduit
I'expression suivante de o, (voir § 1 form. (8))

i A:p¢l + A;pﬂl’s + A;p,¢3 df
1 af,(f, 77“)(&1 + 7o %y + ‘”3)2 ’
[

ou les expressions A’ désignent les fonctions linéaires en £ et y qu'on
2 ?
22
dx, * o,

Q-

(I) Op =~ —

obtient en remplacant dans les expressions (7) § 1 les signes 52— )
1

respectivement par &, %, et 1.
Nous aurons par suite pour l'intégrale J une expression de la forme

+a
I 2\ A% cos (nz,) + A cos (na,)
) e) = _?rf / 2 FE 2+ o+ mr I
—a C
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Désignons pour abréger AZcos(n,z,)+ Aj cos(n,x,) par @(£,7,), nous
aurons en exécutant l'intégration par rapport & z, — ce qui est évidem-

ment loisible —
Z 2a (¢, 7.)dé _
afy(§, na)aé + naz, + 2, (— af + 702, + 2,)

Mais dans cette formule il est aisé a effectuer l'intégration, ce qui nous
donne le .résultat

. ¢(€v, ﬂv)df
J(a) =i 44
Zv(a% f)(—a5,+77,w + ;)

an—

n “ 3¢,
2 420, , 7)
+ ? F of ’
(g — e gk ) 4 e 2

ot I'on doit donner aux &, 7, les valeurs satisfaisant aux équations

f6,9)=0, aé+ 91, +x, =0
et aux & ,7 les valeurs satisfaisant aux équations
f€,7)=o0, —af’ + y'z, + 2, = 0;
dans les deux cas £ et & doivent avoir ses parties imaginaires positives.

A Taide de ces équations linéaires on peut écrire I'expression de J(a)
comme il suit

J(a) = 2i2,(a - ad)(af;, ™) + "'2,(_“ . a0, 7)

n ’a$>('7”’“ +2,) T ’aé’)(””w +"”)

et nous aurons & chercher la limite de cette fonction pour a = co.

Puisque pour a = co les lignes droites qui déterminent &, &', %, %’
tendent vers la ligne &= o0, les valeurs correspondantes de 7 satisfont
a 'équation

flo,n) =o.

Comme de plus la partie imaginaire de & est positive et que mnous
avons supposé que z, est positif, il s'en suit que la partie imaginaire de
doit étre négative et la partie imaginaire de 7' doit étre positive. Ce
raisonnement suppose, il est vrai, que les racines de f(o,z) = o soient
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finies, mais on pourra toujours par un changement de coordonnées 'ar-
ranger de maniére que les dites racines soient & la fois finies et inégales.
Cela posé, on trouve facilement la limite cherchée

3
. . (O 714) ﬂ")
lim J(a) = 2¢ — 24 .
o= 2 ¥ oy + 2, Z f (mazs + 2,)

v -—(77,:5 + 2,)

Mais en introduisant la valeur de @, on trouve

4, cos (na,) + A, cos (na,)
f‘”’” "2’2 707 1Y, + 2)

8 v v
. A cos (nx,) + A; cos (ne,)
-— 27 7 7 .
Z 10, p)pe, + )

Dans la déduction de cette formule nous avons supposé «, plus grand que
zéro mais on voit que I'égalité subsiste encore quand z, est négative, car
o, ne change pas de signe si on change les signes de z, et x,, et le second
membre a la méme propriété. Nous aurons maintenant & calculer

[I(c0)ds,

mais comme la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la forme du
contour s, on conclut que 4} et A; doivent satisfaire aux relations

A, + Ai =0, My, 4+ 4 =o.

En tirant A4; et 4; de ces formules et en se rappelant que » désigne
la normale intérieure de s, on parvient a la formule

3
) 1(pdz, + d=,) (nde, + de,)
L o= — 23 a(’? 77 ]
’ lez,, f2(0, Yz, + a:,) ‘—'v f, ©, ) pe, + w)
8
mais ici il est facile d’éxécuter les intégrations; on trouve

Pdx, +§& s pde, + dz, . .
s N

Acta mathomatica. 23. Imprimé le 22 avril 1898, 4
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et par suite
L= 4”zf,@ )’

ou l'on doit étendre la sommation & toutes les racines de I'équation
f(o,7)=o0. Si on observe que la somme dans le second membre n’est

A’
f0,7)
guivant les puissances décroissantes de 7, il est facile de simplifier l'ex-
pression de L,. Nous avons en effet (voir form. (1) et (2) ce paragraphe)

autre chose que le coefficient de ; dans le développement de

.A. ——V,p 1+Vgp 2+v8p 8

’kl Aﬂ Asa All kl A31 Au An kl
=VLlk, A, AL+ VLIA, k A,|+VLA, A, k
ks A23 Ass Als ks Asa Ala Aas k3

dou Yon tire, en se rappelant les formules (6) et (7) § 1, la valeur
suivante du coefficient de »* dans 4,

N G N PO R B
() ks (2 @)+ G150 () + ()
N BN T (PR TR (P

ou plus simplement

N

I
&

-

(22
() () (3
() () G2

mais ici le déterminant qui multiplie %, est égal au coefficient de »*
dans f(o,7); par conséquent on aura

L, = a7k,.
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Parce que L, ne dépend point des coefficients <;ﬂ) et comme on aurait
/)

obtenu la valeur de M, par le méme calcul, en prenant pour point de

départ des formules ot 'on eut changé (j{ﬁ > en (ﬁ 3) , on conclut que la

valeur de M, est
M, = 4=k,

Les formules (15) et (16) du paragraphe précédent prendront par
suite la forme

(Isa) klug+k2ug+k3ug=z{% fZP(Tpﬂp—“pap)dw'fﬁ fszM@pdS
® 8

et
(168) Iyl o} o} = - fzp(spap-—vpzp)dw—f; fz,,V,,a,,dS.
w )

Dans le cas ou le point (z},},#5) est un point de la surface w avec
un plan tangent déterminé on a les formules

(173) Kyl + Fyuy + Fyug = %‘: fzp(Tm‘gp'— %,0,)dw "_'21_” fzp U.B,48,
w )

(188) Kot + oot + kot = 5= [ Z,(%,0,—0,5)do — 1 f %, V,a,dS.
] S

CHAPITRE IIL

Applications.
§ 1. Application & la théorie de Véquilibre d’un corps solide
élastique.
Soit f une forme. quadratique définie des six variables

ou, u
S — bt oy
i = O = o, + oy’

_ u,
T oa,’

Oy
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nous avons déja rappelé que f fdS peut représenter le potentiel des

forces intérieures d’un corps élastique. Prenons un autre systéme de
variables

oy avl 30,,
= 22, Ep = ‘ +

w

je rappelle que nous avons (§ 1, chapitre II)
? of ?
A—'Lu+ n+ 3s+ 2s+5§'531+3_df_ 12
? of 3 3 ? 9
—ae—idll+ae Os + 5 fd 2 fa 4 Lo+,

Il sen suit que les quantités T, sont identiques aux composantes de

pression qu’on désigne dordmalre par 4, (voir p. ex. CLeBscH, Theorie
d. Elasticitdt).

Soient X, X,, X, les composantes rectangulaires de la force solli-
citant un élément de volume, les composantes de déformation satisfont

aux équations
3
Z 3t1a (a=1,3,8)

A=l Za

Mais ces équations sont identiques aux équations différentielles (10) § 1,
chapitre II. Cela suffit pour voir les rapports des problémes traités
auparavant avec le probléme de Y'équilibre d’un corps élastique solide.

Il reste & démontrer que le déterminant des fonctions A,, ne peut
étre nul pour apcun systéme de valeurs réelles des variables. Dans I'ex-
pression de A posons u;, =v;, il vient

2f = A(u,u).

Substituons dans cette équation #,, = z,&;, on obtient

m 5, (GrneimEan (e

A,p,a,8 a,3
= EAI# §,8,&)n,.

Cest a dire, si I'on fait dans 2f les substitutions

6104 = xvéw dlﬂ. = xlE,u + xp.el)
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on obtient une forme quadratique en z,, x,, z,, dont le déterminant est
précisément le déterminant des fonctions A,,.

Supposons que ce déterminant fat nul pour un systéme de valeurs
réelles des variables, soit & = a,, ol 1'une des quantités a, doit étre diffé-
rente de zéro. Alors on pourrait trouver un systéme de valeurs réelles
*, = a,, ou 'une des quantités a, doit étre différente de zéro, pour lequel
[ serait égale & zéro. Mais pour I'évanouissement de f il faut que
d,, =0, dy, =0, ou bien que les équations suivantes soient vérifides

a,0, = O, @ a, + a,a) = 0.

Nous pouvons supposer que a«, soit différent de zéro; il g'en suit que
@, = 0. En substituant cette valeur dans les autres équations, on trouve
@,a, = 0, a,a, = 0, d’out l'on conclut que a, = a, = 0, ce qui est contraire
a la supposition. Ainsi le déterminant des fonctions A,, est différent
de zéro pour tout systéme de valeurs réelles des variables &, le systéme
g, =&, = £ = o seulement excepté C. Q. F. D.

§ 2. Développements en série.

Nous avons vu que les fonctions a, et g jouissent de la propriété
d’étre développables en des séries de puissances dans le voisinage d’'un
point réelle a ,a,, a, quelconque, a l'exception seulement du point
@, = a,=a, = 0. De plus le développement de a(a,+%,,a,+h,,a,+h,)
suivant les puissances des variables %, , &, , b, converge pour toutes les
valeurs de ces variables & satisfaisant & l'inégalité

VAR + B + B S pyal + 6} + ais
ou p est une quantité positive indépendante des quantités a, et h, et
inférieure 4 l'unité.

Cela rappelé, supposons que u,, u,, %, forment un systéme d'inté-
grales de équations différentielles (7) chapitre II vérifiant les conditions
nécessaires pour lapplication du théoréme de Brrrr dans un domaine
limité par deux surfaces sphériques 1 et 2 ayant l'origine pour centre

et p, et p, pour rayons. Supposons I'inégalité ‘%< ® remplie, il g'en guit
1

AN
“<pm
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Prenons un point z,, #,, z, situé entre les sphéres des rayons £s et p,pe

7
et soit &, &,, & un point sur la sphére 2, le développement de

a(sl — % 52 — %y, 63 —xs)
suivant les puissances des variables & converge, si
VET+ i+ i<pyal +al + ol

ou, en considérant la série comme fonction de z,, z,, z,, si
para e B
«“’1+zx+zs>;’

Soit %, ,7%,, 5, un point sur la sphére 1, le développement de

a(n, — &, 9y — %y 5 Yy — Ty)
suivant les puissances des variables z,, z,, z, converge, si
Val + o + o < poe
Ainsi les deux développements des fonctions
alp,—a,, 9, —a,, 5, —=,) et a(f —=z,,—2,,85—m,)

ont pour domaine de convergence commun l'espace entre les deux surfaces
sphériques des rayons % et p,p.

Ces développements convergent encore dans le méme domaine si le
point & ,¢&,, & est a4 lintérieur de la sphére 2 et le point %, 7%,, %,
est & l'extérieur de la sphére 1.

Appliquons maintenant la formule (4) chapitre II aux fonctions
U,y Uy, %,. En prenant pour domaine S I'espace entre les deux sphéres 1
et 2, nous obtenons en appelant w, et w, les surfaces des deux sphéres
I et 2:
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kyu, + k,u, + ku,

13 l,+lg+ls
T wl xz Bol—1,, 779’ —7) dow
; (7, ’772’773)2 l/l |2 IX an ayzars’ '
s gl phtiat A
T g (—yy s — )
“ p 1 dw
[; N15M39%s) Z ,] IX fi 87711’377:’37723 '

1 gl als it dztdy
Z T E"EQ,E ) Z(— I))l+12+/\36§ 'E: ) 2 ﬂp(w‘,w,,xs)dwz

p=1 Aydgds l_l lﬁ |f3 oz} 0w’ 0"
3
L S w68 T (S T e m) g,
4r = pP\=1752153 &, |ﬁ l_l_? U_s ami‘am:axs 2
w2

Mais de la convergence uniforme des séries il smit qu'on en pourra

effectuer lintégration en intégrant chaque terme; on obtient ainsi un
’ ] 3 ?

développement de Vexpression k u, 4 k,u, -+ ku,, valable dans I'espace

L2

entre les deux sphéres des rayons 22 et p,u. Ce développement consiste

en deux parties dont Y'une est une série de puissances et l'autre est une
série dont les termes sont les dérivées partielles des fonctions §,. La
premiére de ces parties converge & lintérieur de la sphére de rayon gp,
et la seconde a Vextérieur de la spheére de rayon ‘l;:

Considérons maintenant le développements de quelques fonctions spé-
ciales. Supposons d’abord que u,, u,, u, désignent les fonctions homo-
génes du degré entier négatif —n et vérifiant les conditions nécessaires
de continuité dans toute l'espace & 'exception de l'origine. Quand le
rayon p, tend vers l'infini les deux premiéres intégrales tendent évidem-
ment vers zéro. Des autres termes.il ne reste que ceux qui sont ho-
mogénes du degré —n, de sorte quon obtient

kou, + ko, + ku,

3
— Z <2A§' o 811+A2+ksﬁp(ml »¥ys %) ZBF omtmtrsg, (e, , %,, w3)>
Yl oy owhtoar)’ SR ¥R A

Paliofts
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ou les valeurs A43,, et B;,  sont des coefficients comstants et les indices

doivent satisfaire aux conditions
A+ +A4=n—1,
ot p tpy =n—2.

Supposons en particulier que # soit égal a I'unité il vient

klul + ka“z + ku, = A1/91 + Aeﬂz + Aaﬂs'

De plus nous savons que les fonctions 3 dépendent linéairement des
constantes % de sorte qu'on peut écrire

,Bp = kl ﬂpl + k?ﬂp‘l + kaﬂpsa

d’ou résultent pour les fonctions » les expressions

U, = A]ﬂzy + Azﬂzv + Axﬂsv- (v=1,2,3)

Posons dans ces formules #, = a, nous obtenons, en observant que dans
ce cas 4, =#F,

@, = klﬂlv + k?/gzv + k3/33v' v=1,2,3)

On déduit de cette formule, en égalant les coefficients des constantes &,
et en posant
a, = kja, + kya,, + kyag,

la rélation

a,uv == P

& laide de laquelle on pourra écrire I'expression des fonctions u de la

maniére suivante
w, =4 a,+ 4,0, + A,a,. v=1,2,3)

Il résulte de cette formule que les fonctions a, sont les seules intégrales
homogénes du degré — 1 des équations (7) § 2 ayant la propriété d’étre
uniformes et continues ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres
pour toutes les valeurs réelles des variables.
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§ 3. Des propriétés des intégrales dans les formules fondamentales.

Dans la formule fondamentale (15) chapitre II nous avons désigné
par T, certaines fonctions linéaires des premiéres dérivées des fonctions
%, , 4, , y. Laissons maintenant de cdté cette définition des quantités T,
et supposons seulement qu'elles soient des fonctions finies et en général
continues des paramétres qui fixent la position d’un point sur la surface w.

Soient x,, #,, %, les coordonnées d’un point réel A d’ailleurs quel-
conque, et & , &, , & les coordonnées d'un point 4’ sur la surface .

Considérons l'intégrale

1
(1) ¢ =k, + ko, + ko, = EprTpﬂpdw;

montrons que ¢ est une fonction continue pour tout systéme de valeurs
réelles de z,, x,, #,. Comme il résulte immédiatement de ce que nous
avons dit dans le paragraphe précédent que ¢ est continue pour des
points extérieurs a w, prenons un point 4 sur o.

Décrivons de 4 comme centre une sphére s de rayon e; soit ¢, la
partie de l'intégrale ¢ étendue sur la partie w, de  intérieure a s et
désignons par ¢’ le reste ¢ -—g¢,. Alors ¢’ est une fonction continue en
A. Mais nous savons qu'on peut déterminer une quantité finie et po-
gitive g de maniere que

'ﬁpl<g’

r étant la distance 44'. Soit de plus G une limite supérieure des fonc-
tions 7,, on a

dw

3
I¢ol<4_n.G-g

Mais on connait des éléments de la théorie du potentiel que la valeur
de lintégrale dans cette inégalité converge vers zéro avec le rayon e.
Done, on peut déterminer e assez petit pour que la différence de deux
valeurs de ¢, en des points intérieurs & s soit moindre qu'une quantité
arbitrairement petite, d’ou résulte bien que ¢ = ¢, + ¢’ est une fonction

continue en A.
Acta mathematica. 23. Imprimé le 22 avril 1898, 5
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Passons maintenant a l'intégrale
8=Fk98 + ko, + k9, = 4%, fzp U;,‘deS
S

ou U, est une fonction continue des variables &, &;, &.

Il est clair que # est une fonction continue ainsi que ses dérivées
pour des points A(z,, ,, x;) extérieurs au volume §.

Pour établir la continuité de # pour des points appartenant a S on
n’a qu'a répéter la démonstration bien connue pour la continuité du po-
tentiel d'une masse étendue a trois dimensions.

Par la méme méthode on établit aussi la continuité des premieres
dérivées de 4.

Revenons maintenant 4 la formule (15 a) chapitre II. Nous avons
vu que l'expression

(2) 4%, fzn(Tme_ Up”p)d‘” —er}sfzp Upagﬂds

pour des points A4 appartenant au volume S représente la fonction
kyu, 4+ kyu, + kyu, et si le point A se trouve sur o, l'expression (2) est

égale a é(l»clul + kyu, + kyu;) et enfin, si 4 est en déhors de § elle est

égale & zéro. Mais de ce que nous avons démontré de la continuité des
intégrales ¢ et 4, il suit que les changements brusques de l'expression
(2) sont dus a lintégrale

I
&‘) = klﬁ')l + k2(7)2 + ks(?)s = 4‘_71_ fzpupapdw.

Soit s un point de la surface w. Désignons par @, la valeur de @
au point s, par @, la limite de @ quand le point 4(z,, #,, ;) tend vers
s en étant & lintérieur de la surface, par @, la limite de @ quand le
point A tend vers s en étant & l'extérieur de la surface, on a les deux
relations

g1

i = O ""i‘,(kxul + kyu, + kaus)’
(3) )
o, = o, + 5("1“1 + kyu, - ksus)-

Done, si %,, u,, u; sont les valeurs sur la surface w de trois fonctions
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des variables &,,§,,& et si les fonctions aient des dérivées continues
des deux premiers ordres, les formules (3) nous informent de la discon-
tinuité de l'intégrale @.

Mais nous allons démontrer que les formules subsistent encore dans
des conditions un peu plus générales.

Soient u, , u,, u; des fonctions des paramétres qui fixent la position
d'un point sur w. Supposons que ces fonctions admettent des dérivées
finies du premier ordre, et prenons sur @ un point s ou la courbure est
finie. Décrivons de s comme centre une sphére de rayon ¢, qui découpe
sur la surface w une courbe y. Soit @ la partie de l'intégrale relative
a laire o, intérieure a 7, on aura

I 1 , 1 .
&= fzpupa,,dw = fzpu,, o, dw + ym fz,,(u,,——up)dw.
wy @y @y

Mais comme o, est une fonction homogéne du degré — 2 qui est réguliére
en dehors du point s on peut poser, en désignant par r la distance de
§ 3 un autre point de w:

*.,‘\Qo

Oy ==

ol o) est une fonction dont le module a une limite supérieure finie,
goit g. Alors on a

fZ,,( )adw—-—fz u”_u”"%ﬁ’.

Mais il existe une limite supérieure finie de ;(up—u;), quelque petit

que soit r; soit u cette limite on pourra écrire

dw

fZ,,(u,, u)o, dwl<3gu

Wo

Mais dans la théorie du potentiel on démontre que l'intégrale a une valeur

absolue moindre que
27e

008 7,
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ot y, désigne le plus grand angle d’'une normale a o, avec la nor-
male en s.

L'intégrale Zl;r f Zpu; o,dw 1’est jamais plus grande que &u; -+ ks + ksus.

Nous pouvons done écrire l'inégalité suivante

1@ | < | kot + Fytiy + by | 4 S22

2cosy,
d’onr il résulte qu'on peut choisir le rayon e assez petit pour que l'inté-

I . . ’
grale o f 2 ,(u,—u})o,dw soit en valeur absolue moindre qu'une quan-

tité arbitrairement petite ¢.
Comme lintégrale @ -— @' est continue dans le voisinage de s, on
conclut que lintégrale

I 8
Z;tf}:,,(u,, —u})o,dw

est continue au point s. De la on déduit immédiatement les équations (3).

~ Comme les seconds membres dans les équations (3) sont indépendants
des coefficients dans les équations différentielles définissant les fonctions
B, on voit (voir p. 27) que les formules (3) subsistent aussi pour les
fonctions définies par l'intégrale

‘—:;-t f(v,-z-1 + 0,7, + 37)do.

Nous avons établi que les fonctions ¢ sont des fonctions continues; au
contraire ses dérivées premiéres présentent des discontinuités dont nous
allons montrer la nature sous I'hypothése que les 7, soient des fonctions
ayant des dérivées du premier ordre.

Comme 7z, désigne une fonction linéaire des constantes arbitraires %,
mettons-les en évidence, en écrivant

=kt + bt + k7,

ou les 7, sont des fonctions linéaires des cosinus directeurs de la nor-
male de w:

T, = 2, 75, CO8 (nx,),
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d’olt on déduit l'expression suivante de 7, (voir form. (8) chapitre I[ § 1
et chapitre III § 2)
T = 2, 87,00,
A Taide de ces notations nous pouvons substituer aux formules (3) I'énoncé
suivante: I'intégrale f vthdw est une fonction continue de (z,, %,,%;) si A
est inégal & a; au contraire, si A = a, l'intégrale présente une discontinuité
définie par les formules
is es

[fv'z’;dw] = — 2717,, [fvzﬁdw] == 270,.

s

En différentiant maintenant l'expression de 4 l'aide des fonctions a
P e

Qp = 4i (Tlap.l + Tz“,uz + -Tsa,‘s)dwy
T

on obtient

¥, ALg, =— ZI:? f T (T, Aba, + T,AL ey + Ty ALay)dw

= —2 [T+ L + Lidl)do.

Multiplions les deux membres avec cos(nz,) et faisons la somme par
rapport & l'indice a, nous aurons

@) ¥, cos(nz,) T, ALy, = — 2:7': f (1,2 + T,2 + T, 7)) do.

Or lintégrale dans le second membre est de la méme forme que
lintégrale définissant la fonction @, donc nous pouvons rendre compte
de la discontinuité de l'expression (4) par les formules suivantes

i I
[azﬂ: cos (na,) A;‘fﬂgaﬂl = ST

[E cos (nx,) AL, @, j’= — 15 T,.
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Reprenons maintenant 'étude de l'intégrale 8, en supposant que les
fonctions U, admettent des dérivées continues du premier ordre. En
vertu de cette hypothése on pourra écrire, en appliquant une formule
bien connue de la théorie du potentiel:

;g——fz U, B, cos (nzx,) dw_._fz wpﬂp

En égalant les coefficients de %, dans les deux membres de cette
équation et en remplacant les fonctions §,, par les expressions équivalentes
a,,, on trouve

e
a.?a__——fz UaPCOS(nxa)d‘"— fzpaz

Prenons la dérivée des deux membres par rapport & w, il vient

aU, Sa,‘p
axaaxﬁ fz U, ———cos (nx,) dw———-fzpaza o2

ou le dernier terme est une fonction continue.
En multipliant les deux membres de I'équation par le coefficient

(i’;) et en faisant la somme par rapport aux indices a et §, on trouve
Al =— f Z Z Z (1" ) 2% co8 (nz,)dw + une fonction continue.

Rappelant la formule
lﬂ aal‘ﬂ _— — A
zﬁ (aﬂ> 7 Aiuuer

on pourra écrire I'expression de A48,

A, = — 4% f 2.2,U,ALa,, cos(nz,)dw + une fonction continue.

Prenons la somme par rapport a g, nous aurons

2, A0,8,=—— f 2, 2,0,2,A%a,,cos(nz,)do + une fonction continue.



Sur les équations de l'équilibre d'un corps solide élastique. 39
Mais on a la formule
2, 2}4 Aj,a,, cos(nz,) = 13,

a l'aide de laquelle on obtient

2. A8, = —4% f 2,U,7%do 4 une fonction continue.

Nous avons démontré que l'intégrale qui figure dans cette formule
éprouve une diminution brusque égale a U, quand le point 4(x,,z,,z,)
passe de lintérieur & l'extérieur de la surface w. Mais nous savons que
2,A,8, est égale & zéro pour les points extérieurs a §; par suite on
a pour les points intérieurs

z# A8, =T, (A=1,2,3)

Il résulte de ce que nous avons démontré sur les fonctions & qu’elles
nous donnent la solution du probléme suivant:

Déterminer I'état de déformation d'un milieu élastique illimité quand
ce milieu n'est soumis qu'a des forces agissant aux éléments de volume
intérieurs 4 une certain surface et qu'on suppose que la déformation &
distance infinie est nulle.

Prenant en particulier le volume § infiniment petit on trouve que

8
d= —Ezpﬂpfa’d87
s

d'ol, en posant [U,dS=—X,, on déduit
)

g, = ;"%(Xlﬂlv + Xzﬂzv + X3ﬂ3v)'

Ainsi il est ‘clair que ces fonctions & représentent les composantes de dé-
formation dans le cas limite, ot le milieu est sollicité en un seul point
par une force dont les composantes sont X, X,, X;.
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§ 4. Usage de fonctions compensatrices.

En ¢'inspirant des idées de GREEN on peut réduire les problémes
généraux de I'équilibre d’'un corps élastique a des problémes particuliers
de la méme nature.

Envisageons d’abord le cas, ou l'on se donne les composantes de
déformation sur la surface w d'un corps §, et les forces agissant sur les
éléments de volume du corps.

Si on peut résoudre le probléme d’équilibre dans le cas particulier,
ou les composantes de déformation & la surface @ sont égales aux fonc-
tions a, (& —=,, & —x,, & — ;) et les forces intérieures sont égales a zéro,
on peut aussi résoudre le probléme général. Désignons les composantes
de déformation dans le probléme particulier par r,7;,7: et les compo-
santes de la pression & la surface par I, I,,I,. Alors le théoréme de
BerrI nous donne

1 _ 1
°=4_ﬂfzp(rpr_rpup)dw —EfszprdS'
@ S

En formant la différence de cette expression et le second membre de
I'équation (15a) § 3 chap. II, on trouve la solution du probléme général:

kyu, + kyuy + kyu; = ::; fzp(rp_ "p)updw _4%,_. fszP(ap_Tp)dS'
w 8

Considérons le second probléme, ou les forces agissant sur la surface
sont connues. Désignons par T, les composants de ces forces. Soient
U,U,, U les composantes de la force agissant sur un élément de
volume de §. Alors on sait que le corps § doit étre en équilibre sous
I'influence de ces forces, ce qui entraine les six conditions

[ T,dw + [U,dS=o,
w 8

f(EATp-—épTl)dw +f(EA Up—_ep U;)dS= 0.

w
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La solution de ce probléme d'équilibre n’est pas unique; soient
Uy, Uy, uy des fonctions donnant une solution, on obtient toutes les autres
par les formules
W+ G + P2, — P2,

o a, et p, désignent des constantes.
A la déformation définie par les fonctions a,,a,,a; correspondent
des composantes de pression égales aux 7,,7,,7,. Nous avons déja trouvé

que f 7,dw = 47k,. En substituant dans la formule (15a) chapitre II

des fonctions linéaires pour les %, on trouve
fKEATP —_ fp‘l})dw = 47{(x1kp'—xpkl).

Prenons maintenant pour origine le centre de gravité de la surface
w, et pour axes les axes principales d’inertie de la surface o.
Appliquons a la surface @ des forces dont les composantes sont

tl = b/\ + C#Ev———cyfﬂ. A, n,v=1,2,8)

Ecrivons les conditions pour que les forces —¢ et 7 se fassent
équilibre, nous aurons

‘/'tldw = bl.fda) = 47k,
J@tL—&t)do =c,. [(€1 + &) do = az(z:k,—2,k).

On voit que les valeurs des coefficients b et c satisfaisant & ces équations
sont des fonctions linéaires des variables x,. Pourvu que les coefficients
b et ¢ aient été choisis de maniére & satisfaire aux conditions d'équilibre
et en faisant I'hypothése que le probléme de 1'équilibre soit possible, on
peut résoudre ce probléme dans le cas particulier ou les forces agissant
sur w sont égales a

7,—1,.

Désignons, dans ce cas particulier, par ¢,, d,, 0; les composantes de
déformation et par 4, 4,, 4, les composantes de pression correspondantes.
On a par suite pour les points de la surface @ les relations

,— A, =1

4 P p*
Acta mathematica. 23, Imprimé le 15 mars 1899. [
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D’ailleurs le théoréme de BerTr nous donne
o= [£0,T,— Au)do— - [X,0,3,d5,
] S
et la formule (15) chapitre II
kg + kyuy + kyu, = 4% fZ,,(Tpa,,—uprp)dw —Z% fZ U,a,dsS,
o 5
d’ou T'on obtient, en formant la différence,

klu,+k2u2+k3us=fﬁfszp(o“p—ap)dw—£; f}:,,U,,(r,,—-AP)dw
I b}
— szP(ap-—op)dS.
S

Mais ici la seconde intégrale est égale a une fonction linéaire des variables
z, de la forme

kyy Ky s Ky
]nfla1+k2(lg+kgaa+ pl’p‘l’ p3

Zyy Tyy Ty

’

et qui par suite représente un simple déplacement du corps. En suppo-
sant cette fonction égale & zéro, nous obtenons la solution

k}ul + k2u2 + kaua = i;szTp.(b\P_aP)dw_ZI; fEPUP(aP~o\P)(IS'
@ S




