
SUR LA R] SOLUTION DE CERTAINES ] OUATIONS INT GRA- 
LES, ET SUR  UEL(IUES PROBLI MES OUI S'Y RATTACHENT. 

PAR 

HENRI VILLAT 

MO~TPELLIER. 

Le present  M~moire est  eonsacr~ h l '~tude de certaines ~quations int~grales, 

d ' un  type  qui g~n~ralise le t y p e  classique de FREDHOLM, ~. savoir  des ~quations 

de la fo rme  
b 

f D  

(x) / (x)  + t [[ (x) - -  / (a)] N (x, 8)d~ = ~(x)  
~4 

ou mieux 
b 

(~) ] (x) + J / ( 8 )  N (x, 8) d8 = ~ (x). A 

La  fonct ion inconnue  est ! (x), e t  le n o y au  N (x, s) pr~sente  pour  8 ~ une  dis- 

K 
cont inui t6  polaire,  il dev ien t  infini comme - -  ~ ,  K ~tant  une constante .  Dans 

le seconde ~criture, l ' int~grale est  consid~r~e comme ~gale ~ sa valeur  pr incipale  

au sens de CxUCHY. Des ~quations de ce t te  na tu re  se r en co n t r en t  dans diverses 

ques t ions  d ' H y d r o d y n a m i q u e  que j 'expose ailleurs (cf. Comptes-Rendus  Acad. se. 

Par is ,  6 janvier  ~9~,  t. ~56, p. 58) e t  p o u r  lesque]ies il ~tait  souhai table  d 'ob-  

ten i r  la solut ion effect ive des ~quafions propos~es, sous une  forme utilisable. 

Dans  ce qui  suit,  j ' expose  la solut ion de divers  probl~mes ~ desquels je d~- 

Certains de ces probl~mes prennent leur point de d~part dans la d~termination d'une 
fonction analytique dans une aire annulaire, par diverses donn~es aux fronti~res (pattie r~elle, 
partie imaginaire, etc.). J'ai indiqu~ d~j~ (Circolo mat. di Palermo, I912. p. 134/I75. Comptes- 
Rendus, r 3 mars Igxl, 4 sept. I9II. Xenia, Hommage international ~ l'Universit~ de Grace, 
Ath~nes, I912, p. 359/38o) plusieurs r~sultats sur cos questions. Dans un beau M~moire (Circolo 
mat. di Palermo, i913, 2brae Sere. p. 1/28) M. U. DIN1 est rovenu, d'ailleurs d'une mani~re tr~s 
g~n~rale et d'un point de vue different, sur le m~me ordre de sujets. 
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duis ensuite la solution, sous forme simple et par une vole indirecte, de certaines 
6quations int6grales particuli6res, de la forme indiqu6e, - -  et dans lesquelles ren- 

trent  justement eelles qui se sont pr6sent6es dans les questions d 'Hydrodynamique 
auxquelles je faisais allusion plus haut  (ou du moins on peut ramener eelles-ci 

eelles-lk sans difficult6). 
En  terminant,  je fais voir qu'en utilisant une transformation de NI. D. Hm- 

BERT, on peut, dans des eas g6n6raux, otk rentrent  les 6quations 6tudi6es ant6- 

rieurement, ramener les 6quations int6grales en question, k des 6quations de 
FR~.DHOLM. Mais par ees eonsid6rations il serait extr6mement  difficile, pour ne 
pas dire impossible, de retrouver sous la m6me forme simple les r6sultats expos6s 

dans ee Travail. 
Le r6sum6 d'une partie de ee M6moire a 6t6 communiqu6 h l'Acad6mie des 

Sciences, le z3 oct. i9iz .  

PREMIERE PARTIE.  

w I. Nous commencerons par rappeler, au sujet d 'une fonction analytique 

dans un cercle, certaines propri6t6s qui nous seront utiles par la suite, et qui 
sont pour la plupart d6j~ eonnues; aussi passerons-nous rapidement sur ces 

propri6t6s. 
On salt (cf. SCHWARTZ, Zur Integrat.  der partieUen Differentialgleiehung 

A u ~ o ,  Jnal  de Crelle, I872 , p. 218; T. BOG(]IO, Sulle funzioni di variabile 
complessa, R. Aecad. di Torino, 47 (z9Iz); H. VILLAT, Bulletin de la Soc. MathSm. 
39 (z9zz), P. 443) que dans un cerele de rayon un ayant  pour centre l'origine 
du plan z = x -t- i y ,  une fonction analytique r6guli~re dont la partie r6elle prenne 

la fronti~re les valeurs ](0), est 6gale, h une eonstante imaginaire pure, pros, s 

(*) 
2~ 

o 

.-[- ze--i# 
_ z s  d O =  F ( x , y )  + i G ( x , y ) .  

Plus pr6cis6ment, on salt (eft P. FATOU, S6ries trigonomfitriques, Acta Ma- 

thematiea, 30, i9o6, p. 335) que si ](0) est une fonetion p6riodique, de p6riode 
2r~, born6e et sommable (au sens de LEBESGUE) la partie r6elle de l'expression 

ci-dessus tend vers ](0) lorsque le point z tend vers le point e ~0 en suivant le 
rayon qui y aboutit. I1 ne peut y avoir exception que pour des points de la 
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circonf6rence I formant un ensemble de mesure nulle (FATOU, Ice. eit. p. 

348). La m6me conclusion est valable si /(0) est une fonction non born6e, mais 
int6grable en valeur absolue (id. p. 373)- 

La patt ie imaginaire de la fonction A(z) est bien d6termin~e dans le cercle; 
pour qu'elle air une limite quand z tend vers e~0 en suivant le rayon, il faut et 
il suffit (FATou, p. 360) que l'int6grale 

(2) f [/(a + t) - -  I ( 0 -  t)] cotg _t at J 2 
6 

ait une limite quand ~ tend vers z6ro par valeurs positives; la partie imaginaire, 
et l'int6grale ci-dessus, tendent  de plus vers leurs limites, uniform6ment ensemble 
(c'est k dire qu'il en est ainsi pour la pattie imaginaire, sous la condition, n6ces- 
saire et suffisante, que l'int6grale tende uniform6ment vers sa limite). 

Si l'int6grale en question a une limite la patt ie imaginaire de A (z) est 6gale, 
au point elO, 

2 ~  

__I f 
(3) g(O) = 2 ~ l  tg 0 ~- 

oh l'int~grale eat consid6r6e comme ~gale h sa valeur principale, au sens de 
CAUCHr. En partieulier, si la fonetion J(O) satisfait ~ une condition de LIPSCHITZ, 
on peut 6crire 

2 g  

g(O) e~ro~ t g O - - e  de 
2 

l'int6grale ayant  son sens ordinaire, et la fonction g(O) satisfera k une condition 

de m~me sorte (FATou, p. 36r). 

Comme l'a montr~ L. LICtrrE~rSTEIN (Journal de Crelle, z4z, r912, p. z2/4z), 
si J (0) est int~grable, et qu'il en soit de meme de son carrY, la fonction g (0)est 
bien d~termin~e, sauf peut-~tre pour un ensemble, de mesure nulle, de points de 
la circonf~rence fronti~re; 
dans l'intervalle o, 2~. 

Si l'on pose 

et cette fonction est intdgrable, ainsi que son earrd, 

Z ~ Qe tO 

la d6riv~e partielle ~ existe k l'int~rieur de la circonf~rence de rayon i ;  on en 
u ~  
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a F  
d6duit par cons6quent la d6riv6e - -  qui, si elle a une limite quand ~ tend vers OQ' 

un, nous fournira la d6riv6e normale ext6rieure de la fonction F sur la fronti6re. 
Si [(0) est l'int6grale ind6finie d 'une fonction f(0) int6grable ainsi que son carr6, 
alors cette d6riv6e normale & la fronti6re, h(0), existe sauf peut-6tre aux points 
d 'un ensemble de mesure nulle, et elle est int6grable ainsi que son carr6 

(LIc~T~NSTEI~, leo. tit.). Si l'on admet  quc la fonction ](0)soit born6e, et qu'elle 
n'ait qu'un hombre fini de points 0i de discontinuit6, off elle passe brusquement 

d'une valeur [(Oi--o) ~ unc autre  [(0~+o), un calcul facile (cf. H. VILLAT, 
Journal  de Math6matiques pures et appliqu6es, I914) montre qu'on peut  6crire 

(4) 

2 ~  

( /'(*) d,----L ~ l(Oi--o)--/(0~ + o) 
h(O)=~-~ i g O _  * 2~ .-- t gO- -Oi  

�9 $ - - - -  

o 2 2 

l'int6grale ayant  sa valeur principale, ou bien, lorsque /'(0) satisfait g une con- 
dition de LIPSCHITZ, 

20~ 

/ / ' ( * )  - -  l'(O) d~ - 
h(O) = ~-~ tgO_ * 

o 2 

~ 1 (o~-  o) - 1 (o~ + o) 
2~ z.a 0 --Oi tg  

2 

0 6rant suppos6 distinct d 'un point de discontinuit6. On v6rifie du reste ais6- 
2 g  

ment la relation t h(O)dO= o, dent  on sait la n6cessit6. 
f $  

t /  
0 

Supposons maintenant  qu'on se donne la valeur g(O) de la partie imaginaire 
d 'une fonction analytique dans le cercle de rayon un, aux points de la circon- 
f6rence fronti6re; il r6sulte & peu pros imm6diatement de ce qui pr6c~de, que la 
fonction 

2at 

~--~j "g(O) : + ze-i~ dO~ F (x, y)+iG(x, 
0 

est une telle fonction analytique, et quc, duns des conditions analogues h celles 
qui ont 6t6 dites tout  ~ l 'heure, sa partie r6ellc sur la circonf6rence fronti~re, est 

(5) 1(o) 
2 ~  

I / e(E) d, 

g 2 
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ou encore, si g(Q satisfait /t uno condition de LIPSCHITZ, 

I(O) 
2 ~  

�9 fg (e ) - -g (8 )  
2 ~ j  , 0 - - ,  de 

o tg  2 

et /(0) satisfait alors k une condition analogue. 

II est d'ailleurs ais6 de montrer  que, si g(O) est l'int6grale ind6finie d 'une 

fonction int6grable g'(0) la d6riv6e normale de la pattie r6elle F(x, y) aux points 
de la frontigre, est 6gale, en g6n6ral, 1 

h(o) = r  

c o m m e  o n  d e v a i t  s ' y  a t t e n d r e .  

Supposons encore qu'on se donne la valeur h(O) de la d6riv6e normale ex- 
t6rieure, sur la fronti~re, de la partie r6elle d 'une fonction analytique r6guligre 
darts le cercle; bien entendu, nous supposons rcmplie la condition, dont on con- 
nai t  la n6eessit6, 

2 ~  

(6) Ih (O)dO = o. 
L /  
0 

I1 est bien connu que la fonction analytique (h laquelle on pout ajouter  une 
constante quelconque) 

(7) c (,) = - ~ f h ( o  log ( e - -  z ) a e =  F(~,  v) + i e (~ ,  v) 
0 

r6pond ~ la question (of. par exemple BoGoIo, loc. cir.). D'ailleurs, si l'on pose 
z ~ Ce~o, on a de suite 

2tr 
OO ! f zh(=) de 
E e  - ~ e j ~ . -  �9 �9 

La pattie r6elle de cette expression est 

2 ~  

OF I f e c~ (O - -  *) - -  r r 
--  ~ j k  - ~e cos ( o -  =) + 

0 

i Nous 6crirons fr6quemment ,on g6n6ral* pour abr6ger, au lieu de Jexcept6 aux points 
d 'un ensemble de mesure nulleL 

Acta mathsmatlea. 40..Imprim6 lo 24 ju i l lo t  1915. 14 
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ee que, d'aprgs la condition ci-dessus, on met facilement sous la forme 

2 ~  

OF I f I--r s csh(t)d(t)" 
Or162  x - -  2 e cos (0 - -  t) + 

0 

On est done ramen6 s une int6grale de PoIssolr ~ laquelle s 'appliquent les r6- 

sultats connus, particuli6rement ceux de M. P. FATOU. 

En n6gligeant la constante additive, on voit ais6ment que, pour un point  

z -  d0 de la fronti~re, la fonction analyt ique en question a pour  partie r6elle 

(8) 
2 ~  

0 

et pour coefficient de i, 

(9) 
0 

en d6signant par tp l'angle que fair avee l 'axe des x la demi-droite qui va du 
point e 10 au point e ~8. La fonction h(t) 6rant suppos6e sommable, cst, sauf sur 

un ensemble de mesure nulle, la d6riv6e de son int6grale ind6finie H(t) .  On 

peut  done 6crire 
2 g  

0 

et en int6grant par parties, 

g ( O ) = - - ~ [ t p H ( t ) ] o ~  + H(t) at. 
O 

Or la fonction ~(t)  pr6sente une discontinuit6 lorsque t traverse la valeur 0, et 

l 'on s'assure facilement que 

~P (O + o) - -  ~v (O--  o) = ~r, 

d'ailleurs, ~p d6pend lin6airement de t (il est m~me 6gal ~ :k ~2 + e +2 0 selon que 

t e s t  sup6rieur ou inf6rieur ~ 0). L'int6grale 6erite au second membre dans la valeur 

de g(O) est done une eonstante ind6pendante de t, et la partie int6gr~e se r~duit 
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i H(O)[~p(O-- o) - -  ~p(O + o)1 = H(O). 

On a done, sauf sur un ensemble de mesure nulle, 

g'(O)=h(o). 

En outre, une m6thode direetement inspir6e de cello qu'emploie L. LIOHTEN- 

STEII~ (lee. cir. Journal  de Crelle, i912, p. 25 notamment) permet de montrer que, 

si la fonction h(0) est int6grable ainsi que son earr6, les fonctions ](0) et g(0) 

existent en g6n6ral, et jouissent de la m6me propri6t6. On met d 'abord ais6ment 

U(z) sous la forme, valable dans le cercle de rayon i, 

(IO) G(z) = - -  ibo + ~ (a,,-- ib,,)z" 
1 

a v e c  

2:~ 2:~ 2 : ;  

bo=;f,h(,)d,, 
0 0 0 

sin nsd,. 

Si h(O) est int6grable ainsi que son carr6, on sait qu'on a, d'apr~s P. F•TOU 

(Aeta, i9o6, p. 379) 

2 ~  

/[h(e)]Sd, = ~ (n'an' + nZbn'). 
1 

0 

Los s6ries z.. ~ a-  B, ~ bn 8 sent  done a fo r t io r i  convergentes, et  l'on pout 6crire 
1 

(II)  / ( 0 )  ~ ~ a n  cos nO + b,, sin nO 
1 

(I2) g(O) ~ ~ - -  b. cos nO + a,, sin nO 
1 

](0) et g(O) d6signant deux fonetions d6finies presque partout,  sommables on 
m~me temps que ]ours carr6s. Pour  faire voir q u e c e  sent  justement ~ une con- 

stante pros, los deux fonctions d6j~ d6sign6es sous ce m~me nora il y a un in- 

stant, il suffit de consid6rer la fonction 
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2~ 

I f I + Ze - i e  r ( O = ~  l ( t ) i _ z e _ . d t  
0 

form6e au moyen de la fonction (II). Un calcul imm6diat permet d'6crire 

avec 

x f / (Odt ,  
0 

1 

2~ 2~ 

0 0 

et d'apr6s la d6finition de /(0) on a u , = a , ;  fl,,=b,. F(z) no diffgre done de 

C(z) que par une constante, d'ofi la conclusion annonc6e. 
La comparaison des divers r6sultats pr6e6dents, en supposant  que la fonc- 

tion analytique dont il s'agit ~ l'int6rieur de la eirconf6renee C de rayon un, 

soit par tout  la m6me, conduit aux conclusions suivantes. 

Tout  d'abord, les d e u x  6quations 

1(o) 
2 ~  

f g (*) 2~J,  0--~ d* + O, 
~  2 

2~ 

9(0) = 2~fl  t g O _  ~ 
2 

+ 6'2 

o h  Ct et C2 sont deux constantes convenables, sont, eomme on sait, inverses l 'une 

de l 'autre. En multipliant les deux membres des deux 6galit6s par  d0 et int6- 

grant de o & 2~,  on volt sans peine que les valeurs des constantes sont 

2~r 2 ~  

0 0 

et que les 6quations ci-dessus doivent s'6crire 

(14) 

2~r 2~r 

2 0 
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2~  2 n  

2 0 

Si l 'une des deux fonctions l(O) ou g(0) est int~grable ainsi que son carr4, il en 

est de m6me de l 'autre; si l 'une de ces deux fonctions satisfait 5 une condition 

de LIPSCHrrz, il e n e s t  de mOme de l 'autre. 

Consid~rons encore les deux ~quations 

, .5 ,  + c . .  

o 

2~ 
, 

2 

z o) 

2~ . tgO --0~ 

elles seront inverses l 'une de l 'autre dans des conditions qui r~sultent clairement 

des d6veloppemcnts precedents, lorsque [(0) est suppos~ c o n t i n u e t  d~rivable, 

saul peut-Stre en un nombre fini de points. Nous ferons remarquer que, si [(0) 

poss~de une discontinuit6 au point 01, et  y subit un saut brusque ~gal ~ k, la 

k I 
fonction h (O) devient en ce point  infinie comme - ~  La r~eiproque de ce 

0--01" 
fait est aisle 5. d~duire de l'~quation (I5). 

II suit de 15. que, si l 'on suppose [ continu dans tout  l ' intervalle (ce qui 

entra~ne que h n 'ai t  pas de singu|arit~s polaires), on dolt effacer dans (i6) les 

termes contenus sous le signe ~ ,  et les dcux ~quations restantes donnent  la so- 
t 

lution l 'une de l 'autre. Si alors l 'une des deux fonctions [ ou h est de carr~ int6- 

grable, il en sera de mSme de l'autre, d'apr~s des conclusions ant~rieures. 

w 2. J e  vais maintenant supposer qu'il s'agisse d'une fonction analytique, 

r6guli~re dans un domaine limit~ par  deux circonf~rences concentriques, de centre o 
et dont  nous prendrons les rayons ~gaux ~ i et 5. q (< i) ainsi qu'on peut  ~vi- 

demment toujours s 'y ramener. Nous d6signerons constamment par les notations: 

[(0) et  [1(0), g(0) et  gl(0), h(O) et h1(0), les valeurs que prennent,  aux points 

el0 et qe~0 des fronti~res, respectivement, la part ie r~elle, la partie imaginaire, 

et la d~riv~e normale de la partie r~elle, dans la direction ext~ricure ~ l'aire 
annuIaire. 

Supposons d 'abord que les valeurs de [(0) et  de [1(0) soient donn6es. La 
tonction analytique dont la partie r~elle prend sur les deux circonf~rences C (de 
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rayon 1) et C~ (de rayon q) les valeurs en question, est, comme je l'ai dtmontr6 
ailleurs, x k une constante (imaginaire pure) prts,  

2 ~  

0 

2 ~  
ioJ 1 raj r ] 

o 

~01, c%) d ,  ~ F (x, y) + i G (x, y). 

Les fonctions elliptiques qui interviennent dans cette formule, sont construites 

avec les p6riodes 2~1 et 2ic%, dont le rapport  seul est d6termin6, et satisfait 
la relation 

(i8) q ---- e ~, 

D'ailleurs (cf. H. VILLAT, loc. cir.) la condition, ntcessaire et suffisante, pour 

que la fonction analytique ,4 (z) soit uniforme, est 

(I9) 

2 ~  2~  

o o 

et nous supposerons bien entendu cette condition remplie. (Les fonctions [ e t  ]1 
sont 6videmment suppos6es sommables.) 

Pour pr6ciser davantage les circonstances dans lesquelles on peut 6tre assur6 
que la fonction A (z) satisfait bien ~ la question, formons la diff6rence 

2 ~  
I / I + g e  - i 8  

A ( z ) - - ~  [(~) x__ze_i d~=A(z)--Ao(z) 
o 

entre A(z) et une fonction 21o(z ) dtfinie, dans tout  le cercle de rayon I, par la 
donnte  [(0) de la partie rtelle sur la fronti~re. On a 

I Cf. H. VII~LAT, Le probl~me de Dir ichlet  dans une aire annulaire,  Rendicont i  del Circolo 
matematico di Palermo, 1912 , Ier  Seinestre, oh j 'ai  ~tabli d i ree tement  cette forinule. Coinme je 
l 'ai fair voir  au In~ine endroit ,  on peut  aussi d tdu i re  cet te  forinule d ' un  d tve loppeinent  (dfl ~t 
M. U. DII~I) connue ant t r ieure inent .  Darts son Mtinoi re  dtj~t c i t t ,  M. U. DI~I a de nouveau in- 
diqu6 cetto dtduction.  

Nous adopterons pour ce qui concerne les fonctions ell iptiques,  les notat ions du Trait6 
de M. M. TANNERY et MOLK (G&UTHIER-VILLARS, 4 voluines) auquel nous renver rons  souvent  dans 
la suite, par l ' indication:  T. M., suivie du double nu in t ro  de la forinule ~ utiliser. 
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2~ 

0 

I I  "~- d , - -  

2 I - - Z r  J 

$OJ 1 

0 

Or, en introduisant  lea fonctions 3,  on sait (T. M., X X X I I I ,  7) que 

~u= ~h u + 
to t 

et d 'au t re  par t  on peut  d6duire de la formule (T. M. XXXII ,  5) la suivante 

,5'tv ~ 4zq"  sin 2zrv 
O'--v- ~z~ cotg~rv + i _ _ 2 q ~ c o s 2 ~ r v  + ~4~ 

1 

On en conclut  

q" sin 
cotg ~ru + 2 ~  to, 

~u  = ' l , :  + 2~,~ 2~ ,  z - -  2~2~c0s ~ u  + r 
~ t  

tO 1 tO 1 Maintenant,  pour  u ~= ~ log z - -  ~- e, on a facilement 

~ U  . I  "4- z e  - i e  

cotgito t ~ Z I - - Z e  - i s  

~ U  
sin - -  

tO I 

i( .) 
2~ 

C O S - -  ~ - Z e  "-*~ ~- Z - - l e  i v  
tO 1 2 

d'oh 

( ~  ) izc i + ze -ie ~r ~ qn(ze- i~z- le~)  

e t  
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I I + z e  ' '4e ~is 
. . . . .  -~T (log z - -  it) + 

2 I - - $ e  ' ' 4 e  

q,(ze~e --  z-%~, ) 
+ 25 ( z - - q 2 " z e - i s )  (T ~ q2"Z--1 e i~ )" 

1 

Sous eette forme, il est bien clair que la fonction de z 

2~ 

0 

se comporte r6guligrement dans la couronne, et y est continue, y compris sur 
la eireonf6rence de rayon z. Lorsque z tend vers un point e~0 de eette derni/~re 
eirconf6rence, l'int6grale ei-dessus tend d'ailleurs vers la valeur imaginaire pure 

2~ 

f [  o '~ '~1 ('~1 -~-(o--t) + ~ 
0 

2 q'~ sin (0-- e) ] 
- -  2 q2,~ cos (0 - -  t) + qK de. 

Dans les m~mes conditions, l'int6grale 

2 ~  

/ w l f / ,  (t) ~s ( ~ l o g  z - -~-~t )d t  
0 

tend ~galement vers une valeur imaginaire pure, et il en r6sulte que la partie 
r6elle de la diff6rence A(z)--Ao(z)  tend vers z6ro. Par  suite la fa~on dont se 
comporte la partie r6elle de A(z) au voisinage de la circonf6rence C, d6pend 
uniquement de la fa~on dont s 'y comporte la partie r6elle de Ao(z). 

Les r6sultats rappel6s dans le premier paragraphe relativement g cette 
derni~re fonction, peuvent donc ~tre imm~diatement appliqu6s g la fonction A (z). 
Cell 6tant, et en remarquant  qu'on peut 6changer le rSle des deux fronti~res 

par la transformation de z en q/z, on en conclut notamment  les cons6quences 
suivantes: 

Les fonctions /(0) et J1(0) 6tant donn6es, p~riodiques (de p6riode 2 ~ ) e t  
sommables, la patt ie r6elle de A(z) tend, en g6n6ral, vers ](0) ou /1(0) lorsque 
z tend vers e~O ou qeiO. La partie imaginaire de A(z) est bien d6termin6e quand 
les int6grales analogues ~ (2) relatives g [ ou g ]1, ont  des limites. Cette partie 
imaginaire tend alors vers les expressions 



(20) 
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2 ~  2 g  
09 x ~01 

0 O 

2 ~  2 ~  

q-01 CO t 

0 0 
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respeetivement. Les int6grales relatives & la fonetion ~ doivent y 6tre consid6- 
r6es comme 6gales g leur valeur prineipale au sens de CAUCHY. Si ] e t  ]1 satis- 
font /t des conditions de LIPSCHITZ, ces formules peuvent  6tre remplac6es par ]es 
suivantes, oh les int6grales ont la signification ordinaire (cf. H. VILLAT, 1OC. cit. 
p. 110, Note 1), 

(22) 

2~ 

0 

2 ~  

0 

(23) 

2at 2 ~  

0 0 

De plus, les fonctions g(#) et g,(8) satisfont alors, elles aussi, & des conditions 
de LIPSCHITZ. 

Si [(6) et ~(0) sent  int~grables ainsi que leurs carr6s, je dis que g(O) et 
gj (6) seront alors d&ermin6es, sauf peut 6tre chacune sur un ensemble de mesure 
nulle, et que ces fonctions seront int~grables ainsi que leurs carr~s. 

Bien qu'on puisse d6duire ce fair sans grand calcul, des th6or6mes de 
P. FATou et L. LICHTENSTEIN, je d6montrerai cependant ce r~sultat directement, 
en suivant d'ailleurs la vole trac6e par L. LICHTENSTEIN dans le cas du cercle; 
car cela nous permettra  d'obtenir en m6me temps diverses formules importantes. 

II r~sulte tout  d 'abord d 'un calcul connu (cf. U. DINx, loc. cir. et H.VILLAT, 

Palermo, I, 1912, p. 171) qu'en appelant an et ~n les coefficients de FOUmER de 
la fonction ](0) et d~, ~t, ceux de ]1(0), e'est & dire en posant 

A c t a  mathemat iea .  40. Impr im6 lo 25 ju i l le t  1915. 15 
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2:~ 2 ~  

0 0 
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2 ~  2 ~  

0 0 

2~ 2~ U'n=@ (O) in.OaO 
0 0 

la part ie  r6elle F( r  O) de A(z) pout  s'6crire, en plagant  le point  z = oei0 k l ' in- 

t6rieur de la couronne, 

(25) 

O n q "  I Q,~ 
q n  r  

1 - -  - -  qn  a - -  - -  f '  q,* qn 

- - - -  (a'.  cos nO +fl'n sin nO). 

A (z) est par  suite, dans la eouronne, repr6sentable par  l 'expression 

(26) 

A (z) = F(r O) + iG (r O) = ao + iA.  + 2 an --  qndnI----iq2"(fin - -  q"fl'n) Zn + 
1 

+ 2 q"(dn - -  qna,~) + iqn(fl'n - -  qnfln) z - "  
I ~ q2n 

oh A0 est une eons tan te  r6elle don t  il est ais6 de t rouver  la valeur.  I1 suffi t  

d 'observer  quo l 'on a 

2$g 

f A (0 ei o) 
0 

dO = 2 z ( %  + iAo). 

Puis d 'apr6s (I7), 

2 ~  2 ~  

0 0 

{ / ~  �9 s 
1 (~) ~ (H  

2~ 

-fl,(~)~3 ~i~{'~ Zogr 
0 

+ ~ ( 0 - - ~ )  de . 

Or on a ais6ment 
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2 ~  

0 

a ( ~ l o g q - - c ~  ~ + 2oJx) 
=  _log = 

(o )] 

(au sujet de la d~termination du multiple de i~  figurant dans cette formule, voir 
H. VILLAT, 1OC. cit. w 6). On a de m~me 

2xr 

0 

D'oh en tenant compte de (25), et r6duisant, 

2 ~  2 ~  

0 0 

2 ~  

0 

et par suite 

(27) 
2 ~  

~ A . = - -  j [/( - - / , (0 ]a~ .  /,g*' 
d 

On a donc pour A (z) un d6veloppement de la forme 

(2s) A(z) = a o - - i b  o + ~ ( a , , - - i b . ) z ' *  + (c,, + id . )z -" ,  
1 1 

a v e c  

2 ~  2re 2:t 

a o =  /(O)dO= l,(O)dO=~o, bo = 

0 0 0 

a, ,  - -  q" a',,  fl,, - -  q"  fl',, 
a n  ----- I _ _  q 2 n  ' b n  I - -  q 2 n  

q" a'. - -  q~" a. q" $',, - -  q~'" #,, 
Cn ~ I - -  q 2 n  , d n  ~ I ~ q 2 n  

Nous ~crirons plus simplement ces derni~res: 
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an + Cn ~ an, b,~ + d,~ = ft ,  

a,, qn + cn qa == a',~, b,, q'~ + d,, ~ --~ fl', .  

On voi~ que les nombres 

a0, a t + o r , . . ,  a n + c ~ , . . ,  b t + d t , . . ,  b n + d , , . . .  

sont les constantes de FOURIER de la function / ( 0 ) ,  et que les nombres 

I .  anqn + cn ~ ,  . " bt q + dt ~, . . . I a , ,  a I q + Ctq . . . .  bn qn + d,~ ~ ,  . . . 

sont celles attaeh6es h la fonction /t (0), e'est g dire qu'avee les notations de M. 

HURWITZ, o n  a 

(30) / (0)~ao + (at + c~)oosO + .-. + (an + vn)cosnO + --. 

+ (b~ + d~)sinO + .. .  (b ,  + d,~)sinnO + . . .  

(as) [ l ( O ) ' a o  + a tq  + vt c o s 0 + - - -  + a,~q'~ + c ,  c o s 0 + - - -  

+ (btq + d t~)  sin O + .. .  + (b,,q" + d , ~ , )  sin nO ... 

Ceci pos6, les fonc t ions[  et  [, 6rant do earr6s sommables, on a d'apr6s un 

thfor6me de P. FATOU (toe. cir. p. 379) 

(32) 
1 

0 

2 ~  

1 
0 

En outre, en par tan t  de la formule (28) on a, pour Q eompris entre q et x (dif- 
f6rent des extr6mit6s) 

( 2 F ( r  a,~r +c~, e o s n ~ +  b,,Qn +d , ,  I sinnO 
1 

G ( r  + a ~ ' * - - c n ~  s i n n 0 - -  b,r  - - d ~  eosn0. 
! 
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Multiplions respectivement par F (r 0) et O (Q, 0), et int~grons de o k 2 ~r, en t rai tant  

les seconds membres terme k terme, ce dont  on a l e  droit pour les valeurs de 

consid6r6es. I1 vient d 'abord 

2:T 2:g 2:* 

fW(,,o)~,aof~ofF,e,o)ao+ y~(a.,.+~.~) f~',e,O)cos.OaO+ 
0 0 0 

et par suite 

2o'g 

f [ F  (r o)], d 0 = 

0 

2 ~  

0 

2a: + + + 
1 

Et  on a de m6me 

= ~  t ~ - e - ~ l  + - �9 

0 1 

Les sdries derites aux seconds membres sent  done convergentes, et par suite la 

s6rie 
GO 

]~ (a.c.  + b.a.) 
1 

obtenue par soustraction, est 4galement convergente. 

Cela 6t~mt, revenons aux formules (32); il r6sulte imm6diatement de ce qui 

pr6c~de, que les s6ries 

I t X 

sent  toutes convergentes, et  par suite il en est de m6me des deux suivantes 

(a, ,--  c.)' + (b . - -  d.,)' 

Le th6or~me de RIESZ-FIsOHER (of. notamment RIESZ, Comptes-Rendus, I44, 

19o7, p. 615; GStting. Nachrichten, i9o7; E. FISCHER, Comptes-Rendus, I44, 
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I907, p. 1022) permet de conelure de lg qu'il existe deux fonetions g (0) et gt (0) 
int6grables et de earr6s int6grables, telles que l'on ait 

(~) 
g (0) ~ - -  bo + ~ (a,~-- c,,) sin nO - -  (b~, - -  d.) cos nO 

lb, ,, d,A gt(O,~--bo+~(anq~--~)sinnO--~ q--~)eosnO. 

Si nous consid6rons alors la fonction 

2 ~  

At(z) =Ft(r + i0~(r  g( 1~ dt--  
D ~  7" ~ I 

0 

2~ 

iw, r "0" w~ w~ 
- ~ J g , (  ,~s ( - ( ~ l o g z - - ~ ) d t ,  

0 

la partie r6elle de cette fonction tend, en g6n6ral, vers g(0) ou gl (0) lorsque z 

tend vers les points d0 ou qeiO des fronti~res. D'autre part, dans la couronne, 
on a pour At(z) un d6veloppement de la forme 

a v e c  

A,(z) =a'o--ib', + ~(a'.--ib',~)z'+ ~(c'n + idr,~)z-" 

0 0 

2~  2 ~  

o,._ i f  a'. + d,~ -- g(O) cos nO dO; d,, r + -~  - -  ~ gt (0) cos 

0 0 

n o d #  

2:g 2a: 

b'n + d~ = g(O) sinnOdO; b' .q n + ff--~ = gt(O)sinnOdO 
0 0 

(il est & peine besoin de faire remarquer que les deux valeurs 6erites pour at0 
sont 6videmment 6gales). Mais, de la d6finition m~me des fonctions g et gt il r6sulte 

- -  bo 
0 0 
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2:1: 2:r 

0 0 

;f, a,,--c,,----- (O)sinnOdO; a , , ~ - - ~  
0 0 

On en conclut par  comparaison 

are  ~ ~ b 0 

a ' , ,  ----- ~ b , , ,  b ' , ,  = a , , ,  c , ,  =.- d n ,  d ' , ,  ~ - -  e . .  

Done 

A~(~eiO)=~bo-- ib'o--~(b,, + ian)r + isinnO) + ~(d,,--~c,~)Q" " --'J[_isinnO]e~ 

et par  suite la partie r~elle FI(~,0) de A~ (z) dans ]a eouronne coincide avec le 
coefficient de i, G (Q, 0) de A (z) ce qui dSmontre compl6tement  le r6sultat annonc6. 

11 r~sulte indirectement des d6veloppements qui pr$c~dent, que l 'on a 

(34) 

2 ~  2 ~  2:g 

0 0 0 

et que par  suite l'6galit6 

(35) 

en t ra ine  

(36 ) 

2:g 2 ~  

0 0 

0 0 

et la rdciproque est 6videmment  exacte. 
On peu t  main tenant  ddmontrer  le thdor6me suivant:  si /(0) et /1(0) sent  

des fonctions p~riodiques (de pdriode 2~) et  sent  les intdgrales inddfinies de deux 
ddrivdes (non ndcessairement borndes) f e t  f l  int6grables ainsi que leurs earrds, 

0 F  la part ie  rdelle F(Q,O) de A(z) a une ddrivde ~ qui tend en g6ndral vers des li- 

mites ddtermindes h C0), et  --h~ (0), lorsque z tend vers les points e i0 ou qe 1#. Les 
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fonctions [h(0)] I e t  [ht (0)] 8 sent int6grables. I1 suffira de suivre le mode de raison- 

nement employ6 par L. Llolrr~lsTml~ (loc. cir. p. 25, et Journal  de Crelle, 1913, 
p. I89) pour obtenir imm6diatement ce r6sultat. 

Dans ces conditions, la d6riv6e normale do F existe en g6n6ral sur les fron- 
ti~res. Supposons les fonctions ] et ]~ born6es, pourvues en g6n6ral d 'une d6riv6e, 
et poss6dant peut-6tro un nombro fini do points 0i de discontinuit6, oh ces fonc- 

t * tions passent brusquement d 'une valeur k uno autre. Nous pourrons ecrire, en 
supposant d 'abord q < r < i ,  

2 ~  2 ~  

ra~ ral ral ra~ - -  6 + raa d 6  Oq (t)~o ~-~logz--  ~ t  dr+ l ( t)p l ogz - -  ra~ 

0 0 

puis on a 

0 0 0 

de sorte qu'en tenant  compte des discontinuit6s possibles, 

(37) 

2xr 2 g  

+ ~ . r  , 
0 0 

en comprenant au besoin le point t ~ o ~ 2~ parmi les points 0~, si ] subit un 
saut brusque en ce point. 

On volt alors que l'4tude de cette expression d6rive imm6diatement de l'6tude, 
d6j~ faite, des fonctions de la forme 

2 ~  2 ~  

0 0 

2 a  

(on pourra prendre ici F(t)-  t' (t), et Fl(t)  6gale & la constante~-~ff(t)dt). Par  

0 

suite, darts des conditions qui ressortcnt clairement des considgrations ant6rieures, 
OA 

le coefficient de i dans ?0 tendra en g6ngral vers - - f (O) quand z tendra vers 

le point e~0; quant  k la partie r6elle, d ie  sera 



(38) 
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(o) = ~'-~ ~ [1 (o, + o) - / (o, - o)l C ~ (o - o,) + ~ ~'~ ~' .~(- o) + 
i 

2 ~  2 ~  

0 0 
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+ ms] d,~, 

l'int6grale relative h ~ 6rant prise 6gale ~ sa valeur principale; cette derni6re 
existe dans les conditions que l'on saif~ (et notamment son existence est assur6e 
si 1'(0) est int6grable ainsi que son cart6). 

Si f satisfait g une condition de L~esc~rIrz, on peut mettre, en g6n6ra|, 
apr6s un calcul tr6s simple, eette expression sous la forIne 

h (o) = ~ ,  ~ [1(o, + o) - l (o, - o)2~ - ~ ( o -  o,) + 2 ~,o., . _  o) + 
~FC~ J~ 

i 

2 ~  

0 

2/g 

0 

- ~ - -  /'(o) + 

oR los int6grates ont ]eur signification ordinaire. 
En d6signant par h~ (0) Ia d6riv6e normale ext6rieure de F(Q, 0), en un point 

qe ~o de la fronti~re int6rieure, un calcul analogue au pr6c6dent eonduira ~ l'ex- 
pression suivante 

2 ~  

h, (O) - - - ~ / l  (~)p[~ (O--~) + 
0 

(39) 

cox ~, + ~ . ~ .  [1,(o~ + o)-1,(O~-o)]~-~(o-o~)+ 
J 

2 ~  

= , o  
+ - ~ -  1 , ( -  o) + l',(~);~(O--~)d~ 

0 

ou encore, si f l  satisfait ~ une condition de Lirscnrrz, 

Acta mathematlca. 40. Imprim~ le 27 juillet 1915. 16 



122 Henri Villat. 

2 ~  

] h , ( 0 ) = ~  l(e) i~ ( 0 - - e l + t o ,  de 

0 

0.11 

$ 

2 ~  

col j ~  , oJ (0 - -  e )de  - -  - -  + 

0 

zq  

Observons encore qu'on peut affirmer que, si 1' et ['t satisfont ~ des con- 
ditions de LiPscmTz, il en est de m6me des fonctions h e t  h ,  

Enfin, on peut  v6rifier sans grande difficult6 que les fonetions h e t  h~ 

v6rifient les conditions 

2 ~  2 ~  

0 0 

~ - 0  

dont  on connait  la n6cessit6, provenant  de l'uniformit6 de la fonction analyti- 

que A (z). 

w 3. Si l'on cherche une fonetion analytique uniforme, B (z), d6termin6e par 
la connaissance des valeurs g(O) et g1(0) de sa partie imaginaire sur los deux 
eireonf6rences limites, il r4sulte 6videmment des d6veloppcments pr4c6dents, 
qu'une telle fonetion est, ~ une constante (r6elle) pros, 

(40) 

B ( z )  = - - - -  

2 ~  

0 
2 a  

/ 
0 

de 

obtenue en multipliant par i u n e  fonction analogue h la fonction A ( z ) a n t 6 r i e u r e .  

Les donn6es ff et g, doivent d'ailleurs v6rifier, bien entendu, la condition 

2 ~  2av 

0 0 

Ce qui a 6t6 dit ant6rieurement se transporte imm6diatement h cette nou- 
velle fonction de z. Notamment,  si g e t  g, sont int6grables et de car%s int6gra- 
bles, la patt ie r6elle de B ( z )  tend en g6n6ral vers des valeurs d6termin6es/(0) et 
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/~(O) quand z tend vers un point des fronti6res, et ces nouvelles fonctions ] e t  tt 
sont int6grables ainsi que leurs carr6s. Elles ont d'ailleurs pour expressions 

(4x) 

(or /0 . , , . .~  
1(0) = - -  5 g(e)~ t~ (0- -  e)dr + ~ ) g ~  (~)g,~- (0--  e)de, 

0 0 

2~ 2 ~  

~ f ,o, (o_.,~. + 3 f ,.,.,~(o_.,~. I,(O)= - ~ g ( ~ ) ~  
0 0 

ou encore, si g e t  gl satisfont k des conditions de IarSCHrrz, 

1(o) 
~a, 2xt 

~. f ~'"' - ,(o,,~ .o,~ ,o_.,~. + 2,, o.~ (._o),(o,+~(,.,.,~.~,o_.,~.. 
0 0 

2xr 2xt 

I, (0) = / - -  ~) d~ + to, --~ g(,)~,~(O ~/[g,(~)-- 
0 0 

g, (o)] ~ -~ (o - -  ~ )d~- -  

- -  g ,  (0). / t '  

Les fonctions ] e t  fl ainsi ddtermindes vdrifient en outre les relations 

2 z  2 ~  2 z  

0 0 0 

De plus, la partie r6elle de B(z)=B(odo) poss6de une d~riv~e partielle par 

rapport  h 0, qui, en g6n6ral, tend vers une valeur d6termin6e quand r tend vers 
r ou q, si ron  suppose que g e t  g~ aient des d6riv6es, et, en g6ndral, les valeurs 
limites h(O) et h~(O) qui en r6sultent pour la d6riv6e normale (ext6rieure k raire) 
son~ 

h(o)=g'(o), 

I h (o) = - -  ~ g',(0). 

Cela d4coule & peu pros imm6diatement des d6veloppements eontenus dans le 
paragraphe qui pr6c~de. 
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w 4- Supposons  donn6es les va leu r s  h(O) et  h~(O) de la d6riv6e normale  de 

la pa r t i e  r6elle a u x  fronti~res,  e t  cherchons une fone t ion  un i fo rme  de z r6pondan t  

ces condit ions.  Bien en tendu ,  nous  supposons  v6rifi6es les re la t ions  n6eessaires 

2~ 2~ 

0 0 

a s s u ran t  l 'uniformit,6 de la fone t ion  de z qu ' i l  s ' ag i t  do t rouve r .  Cet te  fone t ion  

de z r6sulte  tr6s s imp lemen t  des cons t ruc t ions  ant6r ieures .  ~ Oonsid6rons en effe t  

l ' express ion  

2 ~  

0 

(43) 

0 

eons t ru i t e  de mani~re  /~ ce que la d6rivde p a r  r a p p o r t  h q(z=qeia) reproduise  

la fonct ion  (v is ib lement  uni forme)  

{~01 q{.O t r r  e] de 
/ 

0 0 

d o n t  nous  savons  d6j~ pa r  ee qui  pr6e~de, que la pa r t i e  r6elle t e n d  vers  h(O)ou 
--h~(O) en g6n6ral, quand  z t end  vers  d0  ou qeiO. Cet te  fone t ion  C(z)n'est pas  

uni forme,  mais  elle le dev i end ra  p a r  l ' ad jone t ion  d ' u n  t e r m e  convenab le  en log z, 

ne modi f i an t  pas  la va leu r  de la d6riv6o normale  do la pa r t i e  r6elle, - -  ee qui  

exige que ee t e r m e  soit  de  la forme iA.logz, A 6 tan t  r6el. L a  diff6rence des 

va Ieurs  de la fonet ion  C(z)+iAIogz q u a n d  l ' a r g u m e n t  de  z d iminue,  p a r  

exemple,  de 2 z ,  est ,  en d6s ignant  p a r  log z la p r e m i e r e  d6 t e rmina t ion  du  loga- 

r i thme,  

1 M. U. DI~I (Palermo, I913, loc. cit. - -  in f ine - -  a d6termin6 r6cemment une telle fonc- 
tion, relativement m~me au cas un peu plus g6n6ral, qu'on peut du reste ramener K celui du 
texte par l'addition d'un terme en logz, o~ les donndes vdrifien~ seulement ta condition 

2~ 2~ 

f ~(O)d(O)= f hI(O)dO. 
0 0 
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2~ 

~fh(~, log 
0 

Mais on a 

d e - -  

~. o ~ ( ~ , o , , _ ~ , _ ~ , )  
. ~of~,(.),o~ 6, ( 5 1 o g z _ ~ t )  dt+2A~. 

6 ~logz--C~ 
z ( logz + ~) 

log 6 ( S l o g z  -c~ ) ~  = i ~ + 2 ~ , ~ a ,  I i z  

log6a(i~l~ *-2~ (~ logz 

D'ofi pour la diff6renee pr6c6donte, 
pression 

0 

en tenant eompte des relations (42), l'ex- 

2~ 

0 

qui sera nullo si l'on choisit la constante r6elle A par 

2~ 

0 

Dono la fonetion uniformo 

2~ 2~ q(h,(~'logS,(Slogz--~e)de-- 
]L J 

o 6" 
(44) 

2~ 

ir"~sw~ log zfe[h(,) + qhl (~)] d~ 
0 

laquelle on pout d'aillours ajouter une oonstante quolconquo, r6pond s la 
quow propos6o. Sos valeurs aux fronti~ros sont d6termin6es par 
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D ( d  O) = - -  ~ -~  ~ , 

o 
2 ~  

0 

et de m6me 

2 ~  2 ~  

D ( , , , 0 )  = -~fi(,)log~ [~, (o-,) + o,~]a,-q.fh, (,),og z~ [~, (o ,)+ o,] a , -  
0 0 

2 ~  

~.3 o )  t / J  
o 

Mais on sait que (T. M., XII ,  3) 

log 6 (a + ~3) = ~sa + log 6o) s + log 63a; 

�9 61o~62~3 
l o g 6 s ( a + o ~ ) = r l s a + l o g  ~ + l o g 6 a + ( 2 k + i ) i ~ .  

De sorte qu'en se rappelant les conditions auxquelles h et hi sent assujettis, il vient 

2:v 2 ~  

0 0 

2 ~  

0 

O U  e n o o r o  

2 ~  2 ~  

0 0 

2 ~  

- -  ~-~ + ~[h(t) + qh~(t)]dt 

0 

cause de la relation connue 

~Tg 
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(45) 

Finalement on voit qu'on peut dcrire, en s6parant le r6el et I'imaginaire, 

q- h 6 t~ l(O)= -- ji(=)logG  10--=la=--f ,(=),og (0--=)a=-- 
o I 

o 

2 ~  2 ~  

o o 

o 

(46) 

2 ~  

o 

2 ~  2 ~  

,1(0)- - -~ j 'h  I (~)arg (logGC~(O - ~ ) ) d . - - ~ f . [ h ( . )  
o o 

+ qh, (,)]d,.  

On peut simplifier beaueoup ces deux derni6res formules. Dans la premi6re, 
(to, co,) le logarithme qui figure provient de loga ~ l o g z - - ~ ,  quand Izl tend vers i 

en lui restant inf6rieur. D'apr~s eela, on se rend compte ais6ment que l'on doit 
6crire, • d6signant un nombre entier dont la valeur sera sans importance, 

arg (logG t ~ ( 0 - - e ) ) = 2 g z r  pour , < 0; 

arg ( logS~t(0-- , ) )  ---- 2).zr +~r pour , > 0  

et par suite, h cause de (42), 

ou encore 

(47) 

2 ~  

e(0) = - - f h  (,) d ,  
0 

o 

g (0) = j ' h  (~) dt.  
o 
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De m me dans soooode,ormulo 1o logari hmo provieot de log 

quand ]z] tend vers q en lui restant sup6rieur. Cela entralne, ~t 6tant un entier, 

et par suite 

ou bien 

20v 2 ~  

o 

pour e < 0 

zv pour  e>O 

+ qh~(e)]de 

2 ~  

o o 

Par  un proo6d6 exactement analogue s celui qu'on a indiqu4 dans le cas 

d 'un domaine circulaire, au paragraphe I, on d4montre que, si les donn4es h(0) 

et hi (0) sont int6grables ainsi que leurs carr6s, les fonctions /(O), g (tO), ]~ (tO), g~ (tO) 

jouissent de la m~me proprigt6. 

w 5. Consid4rons maintenant une fonction analytique E(z), dont  la partie 

r6elle soit donn6e, 6gale ~ /(0) sur la eirconf6rence de rayon i ,  et dont ]a partie 

imaginaire soit assujettie s ~tre nulle sur ]a circonf6rence de rayon q. Prolon- 

geons analytiquement la fonction dans ]a couronne, de rayons extremes q et q~, 
obtenue par inversion ~ part ir  de la couronne primitive (la puissance 6rant 6gale 

qe, et le centre d'inversion 6rant le centre commun); aux points inverses, ]a 
fonction et la fonction prolong4e auront m~me partie r6elle, et des coeffi- 

cients de i oppos6s. La fonction qui en r6sulte, d6finie dans la couronne totale 

q~< [z [<  I, poss~de alors une partie r4elle 6gale ~ /(0) sur les deux fronti~res, et 

par suite une telle fonction est (cf. H. VILLAT, Comptes-Rendus, Sept. i9 i I ,  Xenia, 

Ath~nes, i912, U. DINI, Palermo, r913, loc. cir.) 

I ) I )] iJ, F..e.F. IJ, lo- z IJ,. ~', de 

0 

& une 

t6rieurs; les p6riodes 2J,, 2~o' s aveo |esqueHes sont construites les fonctions e]|ip- 

tiques actuelles, sont d6finies par  l'6galit6 

constante pros, imaginaire pure. Cela r6sulte d'ailleurs des r4sultats an- 
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(50) q~= e i,,,,, 

de sorte qu'on peut choisir si l 'on veut 

(.Of3 ~ '2 (.03, s ~ COl ~ 

2tot, 2to3 d6signant toujours les p6riodes utilis6es jusqu'ici. D'ailleurs on pout 
6crire (T. M., LIX h LXIII )  

(5I) ~a--~sa 2(pa--e's) ~:oa ~soa 

et par suite, plus bri~vement, 

(52) 

2~ 

0 

I1 est manifeste, d'apr6s la fa~on m6me dont on a construit E(z), que la partie 

imaginaire de cette fonction est constante sur la eirconf6rence de rayon q; cette 
partie imaginaire y est d'ailleurs nulle; en effet, pour z=  qe ~0, la valeur de la 
fonction est 

2. ~' ( 0 - -  ,) + 
d, ;  ir f t"  " E (qelO)= ~ j  , (~) 

(0 ~) + - -  e'3 

or on a (T. M., LXIII ,  5, et XI, 2) 

C~ ~(a+Of31 et ~ ( a - - ~ )  s~ imaginaires e~ il enr6sulte 

ment que la valeur de E(qelO) est r6elle. 
Si dans la fonetion E(z) on fait la transformation de z en q/z, ee qui inter- 

verti t  los fronti6res, et si l'on envisage l'expression 

2 .  

I f  ( o,1 ~E~ ----~ l ( ~ ) ~ l o g ~ 3 0 - - ~ l o g z  -d-~' 

0 

Acta  mathematlca. 40. Imprim6 le 27 juiUet 1915. 17 
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la partie r6elle de cette nouvelle fonction sera nulle sur la fronti~re ext6rieure, 

et la partie imaginaire sera --/(0) au point qe -io.  On en conclut sans difficult6 
que la fonction 

2 ~  

s I 8 ~0 31 
= x " ( ~ l o g z - - ~  '"  (53) .F(z) ~ j  g~(e) d log~o ~- ---~-! 

o 

a une partie r6elle nulle pour [z I =  I, et une partie imaginaire ~gale ~ g,(O)pour 
z --~ q e  iO  . 

On en eonelut enfin que la fonction 

G(z) = E(z)  + F(z) 

e'est ~ dire 

2 z  

(54) O ( z ) =  [ (~)dlog~3o( .J l logz--c~ co'1co'3 + 

0 

+ gl (~) d log ~30 log z - -  ~o'__~ ~ __ ~o3 co'~ ~o'~ 
:re 2 

0 

est eelle qui r6pond aux donn~es [(0) et g~(O). 
II r6sulte ~videmment des consid6rations pr6e6dentes, que pour eette fone- 

tion, dans des cireonstanees eonnues, la partie r~elle et la partie imaginaire tendront  
en g6n6ral vers des limites d6termin~es quand z tendra vers un point des fron- 
ti~res (et notamment  lorsque les donnges seront int~grables et de earr6s int~grables). 
Et  l'on pourra, en g6n~ral, gerire, en remarquant  que par construction, la deuxigme 
intggrale qui figure dans G(z) est imaginaire pure pour I zl== 

2 ~  2 z  

0 

Et  l'on a de m6me, 

(56) 

2 z  2 ~  

0 0 

Les fonctions g(O) et /,(0) seront elles-m6mes de carr6s int6grables en m6me 
temps que les donn6es. S i ce s  donn6es satisfont K des conditions de LirscmTZ, 
g e t  /1 Y satisferont 6galement, et l'on aura 
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2:v 2:~ 

a ( O ) =  t(,)--l(O)]dlogl=o'~(O--=) + ~ g,(=)dlog~=0 ( 0 - - , ) - -  ; 
0 0 

2 4  

s,(o) = ~ [)(=)alog;= (~, (o-,, 
0 

2 4  

i ' I l o g ~ o  ~ ( 0  *) + + ~ g , ( 0  d - -  . 

0 

On peut remarquer qu'on v6rifie facilement les relations 

et 

2:~ 2:Z 

D<~176 
0 0 

0 0 

Quant k la d6riv6e normale de la partie r6elle de G (z), elle existera dans 
des conditions g6n6rales que je ne r6p6terai pas; notamment si les donn6es ] et 
gt sont les int6grales ind6finies de deux fonctions int6grables ainsi que leurs carr6s, 
les fonctions h(O) et hi(O) d6finies comme on sait, jouiront de la m6me propri6t6. 
On aura, en g6n6ral, ~ cause de (5i), 

_ _ ]_ . - r<o' .  < ~ ' . < o _ d ) < . +  oa i<,>', r  a/,-r<,, ' ,  <'-", (0 ~) , ,L i r r logq + 

0 

2 4  
O)fl d I ~l)f 

[7-~ tog q + ~ -  - -  ~r - " 

0 

On sait que 

s =~,u--~(u + d,). 

Par suite  il v i ent  

OG 
Oq 

2 4  f, [o " - ~ (.){~, T4loge +",(o-~)l-dr + (0-~)+,o,. 
, ~ J L~ ~ 
0 

24 

0 
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Supposons /(0) continue sauf en un nombre fini de points 0i, et  pourvue presque 
par tout  d 'une d4riv6e f(O). La premiere partie de l'expression pr6c4dente pourm 

s'6crire 

OU e n o o r e  

CA) r 

o > - i i o ,  + o>j o 
z~e i 

~'~ (0--  0~)) + - y  

o'1 + -y  (o - -  o~)) 

2 g l ('Oil ~')1 

le point 0 = o pouvant  ~tre eompris dans les points 0i sous le signe ~ sans 
~ts0 qs 

modifications d'4eriture, comme il r4sulte imm4diatement du fair que la fonction ~3o u 

admet la p4riode 2o/, De 1s on tire, pour ~ -~ I ,  dans des conditions d6j~ 6none4es, 

(57) 

~r r  0,:) ~ 
~ o ~ ,  ~/l'(~)dlog~o-~(O--O h (0) = o ' ,  ,~ [ / (0~--  o) - -  l (0, + o)] + --  

i ~~o ~- (0- -  0~) o 
2~ 

0 

la derni~re int6grale 6trite 6tan~ 4videmment imaginaire pure. 
En suivant une voie analogue, on pent encore d6montrer que quand # tend 

8G 
vers q, la portion de~0- relative s ](e) devient imaginaire pure, et que, en sup- 

posant gl(O) pourvue d'une dTriv6e presque partout,  la portion relative ~ gl (e) 
donne ~ la limite, en gTn4ral, une partie r4elle 4gale h I/q. r (0); d'oia pour la 
d4riv6e normale (ext4rieure), 

h, (0) = - -  ~ r 
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Si les donn6es, au lieu d 'etre  1(0) et g~(O), sont l~(O) et g(O), la solution so 
d6duit imm6diatement de ce qui pr6e6de. A cet effet, dans la fonction g(z), faisons 

la transformation de z en q/z; la fonction G(-qz) aura une partie r6elle 6gale &/(0) 

au point qe -io, et une partie imaginaire 6gale g g~(O) au point e ~0 .  En posant 

et 
I, (o) = I (--  o) 

g(o) = g, ( - -  o), 

des transformations simples am6nent & 6crire la fonction 

(58) 
2~ 

.<., ""I ) = - -  s - -  

0 

I f .  (~ r 
) g  ) dlog ~,o 

0 

dont la partie r6elle sera 11 (0) au point qeiO, et la partie imaginaire g(O) au 
point e i0. C'est la fonetion cherch6e, r6pondant aux donn6es [t et g. Des con- 

clusions analogues /~ celles qui out 6t6 d6velopp6es pour G(z) sont actueUement 

valables, et notamment,  on a, dans des conditions connues 

(59) 

2 ~  2 ~  ' ;  1(0) : - - ~  /,(~)dlog ~3 o - -  - -  g ( ~ ) d l o g ~ = o ~ ( O - - ~ ) ;  

0 0 

2~ 2~ 

(6o, g, (o) = -  ~//,(~,dlog ~,o~(O--~)-- ~/g(~,dlog ~,o/a' (o--~) + ,~ ~) 
0 0 

puis, relativement aux ddrivdes normalcs, 

h (0) = g'(O) 
et  

(6z) 

I {Oil 2 ~  

h, (O) = ~ U-~, - - [ h  (O~--o)--l, (O~ + o)]+ z/'"(e)dl~176 1 ( 0 - ~ ) +  

2 ~  

0 
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w 6. Je  passe maintenant au cas off l'on donne /(0) et hi(O). La fonetion 

ehereh6e est alors celle que j'ai d6j~ indiqude ant6rieurement (cf. H. VILLAT, 

Comptes-Rendus, Sept-z9zz, Xenia, Ath6nes, loe. cit. I912 ) et sur laquelle M. U. Dz~cI 

est revenu duns son M6moire (Palermo, x9z3, loe. eit.). Je  vais faire voir bri6ve- 

ment qu'elle se d6duit presque sans caleul de ce qui pr6ebde. On suppose 

toujours la relation 
2r 

(62) l h ~ ( ~ ) d t  = o 
, J  
0 

pour l'uniformit6 du r6sultat h obtenir. 

Reprenons la fonetion E(z) consid6r6e d6j~; sa partie imaginaire est nulle 

sur la eireonf6rence ] z [ ~ q  des deux eSt6s de laquelle E ( z ) e s t  r6gulibre; par 

suite la d6riv6e normale de la pargie r6elle sera eertainement nulle sur eette 

eirconf6rence, - -  ee qu'on v6rifierait au reste faeilement. 

Ceci pos6, consid6rons la fonetion 

2~ 

(63) I ( z ) =  h~(e) l~ ~""/~rl l~ ~c 2 I ~~ t c~ 

0 

visiblement eonstruite de mani&e h ce que sa ddrivde par rapport  ~ r 

reproduise 
20v 

? 

R fh, (+1 d log 
: ~e j  

0 

Nous savons que eette dernibre expression (analogue ~ la fonetion F ( z ) d u  para- 
graphe pr6e6dent) possgde une partie r6elle qui, pour z tendant  vers qe~O tend 

en g6n6ral vers --h~(O). La fonetion I (z )  est d'ailleurs uniforme, car la diff6renee 

des valeurs qu'elle prend pour deux valeurs de logz diff~rant de 2 i z ,  est 

O)t t ) 
:+,,+ ~'+o {t?'1 log z__ + ' ,s __ ~ + :zto'++ '+ 

f '++ + G; 
q h (+)log -++---~ d r =  ht(t) l o g ( - - z ) d t  
o ~o log z - -  to'__~ e - -  

quantit6 nulle par hypoth~se. Enfin, pour z = e ~0, la valeur 

2 ~  

0 
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est imaginaire pure, car la partie r6elle de cette expression serait 

2 ~  

0 

ou bien (T. M., LX, 4), 

2 ~  

~ f h , ( e )  log( - -  ~ Ye~-~-~e~ ) 
0 

d ~ = o .  

La fonction I ( z )  a donc une partie r6elle nulle sur la circonf6rence de rayon 
z, et cette partie r~elle a pour d~riv~e normale ext~rieure hl(O ) au point qe~O. 

Au sujet de cette fonction I(z) introduisons ici une remarque, qu'aussi bien 
on pourrait  aussi d6montrer autrement.  En utilisant la relation 

log ~so u ---- log as u - -  log a u, 

et les formules (T. M., CVI, I) on trouve facilement 

�9 ~vu ~-~ qen 

(il est g noter que les formules (T. M.) auxquelles nous renvoyons ici, d6signent 

par q la quantit6 que nous d6signons actuellement par q~). Par tan t  de 1~, un 
calcul que j 'omets pour abr6ger (d 'autant  qu'on trouvera dans le M6moire cit6 
de M. U. DI•I, le d6veloppement d 'un caleul inverse assez analogue) conduit 
l'6galit6 suivante, assur6ment valable dans l'int6rieur de la couronne, 

(64) 

off l'on a pos6 

(65) 

r 

I ( z )  = - - i b o  + ( a , , - - i b , , ) z " - - ~ ( a , ,  + ib , , ) z -"  
1 1 

a n  

bo = - -  - -  

2."r. 

0 

2,~1I 
r  /*  

h,(o)co=.o o, 
0 

bn 

2yg 
n n + l  f '  �9 

O 

Ceci montre qu'on a 
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t~ 2 n  co ,~ I + q  ,~ ~ . I + q  ~" . 
h~ (0)  ~ - -  7 ,  n a , ~ - ~ i - -  c o s  n ~ - -  25 n on - - ~ i - -  s i n  n O. 

1 1 

Admet tons  alors que  h~(O) soit sommable  en m6me temps que son carr6;  

on aura,  d 'apr~s  un  th6or~me de P. FATOU, 

2 ~  

h~ (O)dO = 2 n2a~ (I + q2.)~ q2.)~ q2.+~ - + n~b~ (I + . 
q 2 n + 2  

0 1 1 

On on eonelut  de sui te  quo les s6ries 

' q~n , 2n~a~,  2n~b~,  ~ a ~ ,  2 b ~ ,  

sen t  tou tes  eonvergentes ,  et  p a r  sui te  on peu t  poser,  g(0), h (0), /i (0), gt(0)d6si-  

gnan t  des fonct ions de earr6s sommables,  

(66) 

g(O)-------bo-- 2b~cos n0 + ~ 2 a ~ s i n n O  
1 1 

0o ~o 

h(O) = ~_a 2ha,, cos nO + ~ 2nb,, sin nO 
1 1 

[1(0) 2 a . ,  q ~ I .1 I ~ - -  cos nO + b~ q"- -  sin nO 
1 1 

~ - -  c o s n 0 +  ~ q ~ +  i s i n n 0 .  
1 1 

Les deux  premieres  de ces fonct ions  sen t  la par t ie  r6elle e t  la d6riv6e normale  

de eelle-ei, sur  la eirconf6renee de r ayon  un ;  ceci r6sulte de ce que le d6veloppe-  

men t  en  s6rie de LAURENT de I(z) est  convergen t  pour  I z l = i ,  et  m6me au  

dels comme il est  6vident  d 'apr~s la cons t ruc t ion  m~me de I(z). Quant  ~ / I  et  

gl, ee seront  la pa r t i e  r~elle et  la pa r t i e  imaginaire  de I(z) pour  I z l =  q; cela 

est facile ~ d6mont re r  en emp lo y an t  une m6thode indiqu6e pa r  L. LICHT~.I~STEII~ 

(ef. le M6m. eit6, p. 23). 

De t ou t  ceci il r6sulte que, si la donn6e hi(0) est  sommab]e avee  son carr6, 
il en sera de m~me de g, h, /1, gl. 

I1 est  clair  d 'apr~s ce qui  pr6e~de, qu 'une  fonct ion  de z r6pondan t  aux  don-  

n6es /(O) et  hi(0) est  
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(67) 
(~ I ) J(z ) fE(z )  + I(z)= /(e)dlog~,o ~logz--to '-~ ~ w',w', 

0 

+ 

25r 

+ .-q h, (r) |og r ~ l o g ~ - ~ r -  to',,,,', 
r 

de 

laquelle on peut ajouter une eonstante imaginaire pure queleonque. Pour cette 
fonction on a 

(68) 

2~ 2rr 

0 0 

2~ 2 g  

; [ f o' = i to', (O__ r) + _ _  + - q  h ( ~ ) l o g ~ 3 0 ~ l O - - r l d e  1,(o) ~o l(r)dlog~8o ~ ~ , 

0 

la derni6ro int6grale 6orite dans g(0) 6rant, eomme on l'a d6jk vu, imaginaire 
pure; puis 

2~ 

g, (0)= q f h ( r )  arg [log ~s~ to'--~-~r (0--~)]a~, 
0 

ee qui donne facilement 

(69) g~ (o) = - -  q f h ,  (~) d ~. 

Enfin, par un calcul simple, on trouve, dans des conditions d6jk 6nonc6es, 

(70) 

~' ~ " / 0 - -  0~) 30 ~ 
h(O) = to'' s ;  ~ [1 (0~-- o) - -  1 (0~ + o)] 

~ to" ( 0 - -  Od 
~30:7~ 

+ 

2~ 2~ 

;f,,,.,~o~ o'..o (~ ~ 
0 0 

Si les donn6es sont de carr6s sommables, et si J(O) est en m6me temps Pin- 
t6grale ind6finie d'une fonetion de pareille nature, les quatre fonctions qu'on 
vient d'6erire jouiront de la m6me propri6t~. 

Acta mathematlca. 40. Imprim6 le 26 juillet 1915. 18 
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Si dans la fonction J(z) on change z en q/z, la partie r6elle de J (q)sera / (0 )  

au point  q e - %  et des propri6t6s eonnues de l'inversion il suit que cette partie 
r6ello aura une d6riv6e normale ext6rieure 6gale h qhl(O) au point e -io. De sorte 
qu'en posan$ 

1(--0)  = 1,(0), 

qht (--  O) --- h(O) 

on voit, aprbs transformations simples, que la fonetion 

(7x) 

2 ~  

�9 tel  
K ( z ) =  - - ~ f l ,  (*)d log ~.0 (~-~ log z - -  G_l 

0 

+ 

2 ~  
tO t 

0 

r6pond aux donndes /1(0) et h(O). On peut du reste lui ajouter une eonstante 
imaginaire pure. Pour cette fonction on a 

(72) 

puis 

2Tg 

0 

+ h(~) log~3o~-IO--  
0 

2~6 

0 

aid, 

ce qui donne sans difficult6 

(73) 

et enfin 

0 

g(O) =f  h(e)d, 
0 

2~ 2:v 

0 0 
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(74) 

#',o ~ (o-- o~) 
h, (o) = off, ]~ [ / , (o i -  o) - / , (o~ + o)] 

Ug$~ r . 
r l ~ o  - ~  (o - o~) 

+ 

2 g  2 ~  

0 0 

Ces fonctions jouissent de propridt6s analogues ~ celles dent  il 6tait question il y 
a un instant.  

w 7. Pour  terminer ces g6n6ralit6s, nous voulons encore signaler les cas oh 

les donn6es de la question seraient h(O) et gt(O), ou bien g(O) et h~(O). 
Soit L(z) une fonction do z r6pondant aux donn6es h(O) et g~(0), en suppo- 

sant partieuli6rement gt ~ o  (Bien entendu, on a toujours, eomme dans tout  co 
qui pr6c6de, 

2 g  

(75) ] h  (O)dO = o). 
0 

Une telle fonction 6tant rdelle sur le cercle de rayon q, est prolongeable ana- 

ly t iquemen t  dans la couronne de rayons extremes q et qS, et l 'on d6montre bien 

faeilement que les valeurs de la d6riv6e normale de la partie r6elle devront  6tre 

h(O) (sur la circonfdrenee de rayon I) et i/qS.h(O) (sur  la circonfdrence de rayon 

~s). Donc, en se reportant  k la fonetion D(z) et en employant  iei une formation 

analogue dans la couronne de rayons extremes I et qS, on voit immddiatement 

que la fonction cherch6e L(z) ne saurait diff6rer que par une constante de la 
fonetion suivante 

2 z  

; I ) '~ )/ L,(z) --~..~ (w" l o g z - -  e r 

0 
2 ~  

2 ~ t l  {Oil 
log z f eh(e)d~. 

F 

0 
Formons la valeur de cette fonetion pour z-----qe io, il vient 

2 ~  

0 

+ ~ 63 ( 0 - - , )  + d t - -  

2t~ 

(io- I i~r s 2,co ~t~ 
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Mais on a (T. M., XII ,  3) 

Henri Villat. 

2 j 6 wqa 

Done, on tenant  compte de l 'hypoth4se relative ~ h, et de In relation 

iTg 

2 

il vient 

2~ 

Ll(qeiO)-~--~/h(~) log5 ( -~  (0--e)  + 9 ) 5 ( ~  A ( 0 - - e ) - - ~ ) d e -  

e 
2~ 

I ( ~  ~ - f  O)f 0 \ fl 

0 

Par  suite, on peut 6crire, h une constante (r6elle) pr6s, 

2~ 

0 
(76) 

2~ 2~ 

2G~ l~ z f eh(*)de + /-~ f 
o o 

A c6t6 de cette fonction, eonsiddrons une fonetion M(z)dent la pattie 
imaginaire soit gL(O) sur la circonfdrence de rayon q, et 6gale /~ une eonstante 
K sur la circonfdrence do rayon x, - -  la constante K 6tant telle que 

2~ 

z zK =/gl (Ode. 
o 

La deriv6e normale do la partie r6elle sera alors nulle sur la fronti~re [z I =  I.  
Dans ces conditions, il existe une fonction uniforme M(z) r6pondant h la question, 
sous la formo 
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M ( z )  -- f f 
0 0 

+ 

+ ~ j .  g~te~3 log z - -  - -  (~176 

0 

de 

eomme il r6sulte de la formation de B ( z )  consid6r6e ant6rieurement. D'ailleurs 
on peut montrer que 

2 ~  

@ 

d e  = ~ - -  i ze  + 2 ~ t o ,  I 

(el. mon M6m. cit6 du Cireolo di Palermo, i912 , parag. 6). Par suite 

0 

2~ 

0 

et enfin, une fonction r6pondant aux donn6es h(0) et g~ (0) est (avec, si l'on veut, 
une constante additionnelle, rdelle), 

(78) 

P , ( z )  == Z ( z )  + M ( z )  ---- 

2~ 

- -  h(e)log6/T"logz--~'~-'~e to',to'. 6. logz -t~ 

0 

2:r 2:t 2:; 

0 0 0 

2~ 

O 

e ] (@t 1~1@) de  

to1 t%) d~ + 

On peut simplifier cette expression, qui pr~sente du reste l'inconv6nient de 
comporter des fonctions elliptiques construites avec des paires de p6riodes diffd- 
rentes. Tout d'abord, de la d6finition des p6riodes, il r6sulte qu'on a le droit 
de prendre 

~ t  I ~ W lp ~t 3 ~  2W 3. 
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Cela 6rant ,  d6signons tou jours  pa r  des le t t res  accentudes  ]es quant i t6s  relat ives 
aux  fonct ions  el l ipt iques eons t ru i tes  avec 2 o/t,  2 ~'~. On sait  que (T. M., X X I V ,  I) 

6 (a ] eo'~ ~o's) 65 (a I cO', co'z) = e ~a I 

Puis  

~', = ~ (~'~ I ~', ~'~) 
est  li~ 

pa r  (T. M., XXIV, 4) 

et  

est  li6 

e t ~ - ~  oJrl eorx 

par  (id. 5) 
e 1 ~ ~ 2 ets  �9 

~-~-e 

eF8 a~ 

e 6 (aleo, o)3). 

Ceei p e r m e t  do ne conserver  dans  la formule  d6finit ive,  quo des fonct ions  
el l ipt iques aux p6riodes 2wt, 2c0~; et  apr~s r6duct ions  on obt ient ,  on n6gl igeant  

2 z  2 ~  

la cons tan te  r ,  elle, sans impor tance ,  ~ ;e'h(e)de + ~fg,(e)de 
4 z  d 

9 0 

(79) 

2 ~  

; I )  / P (z) = - -  ~,jz h (e) log 6 log z - -  -~- e ~ot cos de + ,z-~v 

0 0 

2 ~  2 ~  

0 0 

Pour  eet to  fonct ion,  les expressions ](0), g(O), ]1(0), h1(0), ex is teront  en g6n6ra], 
e t  se ront  de carr6s sommables ,  d~s que les donn6es  gl(O), h(O), jou i ron t  de la 
m6me  propri6t6,  e t  que la fonct ion  gl sera ]a p r imi t ive  d ' une  fonct ion  de earr6 
sommable .  On aura  du  resto en g6n6ral, comme cons6quence  do calculs que  jo 
ne reproduis  pas pou r  abr6ger,  



(80) 

Sur la r~sohtion de certaines ~quations integrales. 1 4 3  

2 ~  2 ~  

o 0 

+ 

2:~ 2:~ 

+ 3 ,.(.):.~(o- V:~ f e) d*-- 
o o 

2 ~  2.~ 0 

,,o,=Sf.~,.,,.+~f,.<.,,.+f,,.,,.. 
o o o 

2 ~  2re 

o o 

+ 

I l 
h ~ ( o )  = - ~ g , ( o ) .  

2 ~  2:~ 

o, /  o, of. + ~ g, (~)~ -~ (O--Od~--'h~ ,(Od~, 
o o 

Si enfin dans la fonetion P(z) on fair la transformation de z en q/z, un 
proc6d6 d6jg expliqu6 plus haut conduit sans difficult6, apr6s r6ductions, g la 
fonction 

(8~) 

2 ~  

o 

2 ~  

q~ '~  log z/rht(r)dr - -  d* i~  s 

2 ~  2 ~  '~ ~ )  ~ 
o 

(& laquelle on peut d'ailleurs ajouter une constante r6elle queleonque), et qui 
r6pond aux donn6es g(O) et ht(O). On suppose toujours 

2 ~  

f hdO)dO ~ o. 
o 

Et dans les m~mes conditions que plus haut, on a l e s  expressions, donnant 
naissance & des conclusions analogues & celles qu'on a d6j& dites, 
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(8z) 

2av 2 ~  

1(0)-- zg f ~(e)log6s 
0 0 

2 z  

0 

2qr 2r 

0 0 

2a: 

0 

g,(O)=--q h~ (e)de-- eh,(e)de + g(e)ds, 
0 0 0 

h (o) = g'(O). 

2 ~  

+ --~T-Jg (e) d e, 
0 

2 ~  

*hw, O s + ~ j g  (~)de, 
0 

w 8. La simple comparaison des r6sultats qui pr6cbdent, permet d'6crire g 
e6t6 de certaines 6quations intdgrales, une solution de celles-ci. Je citerai rapide- 
ment ci-dessous quelques uns des plus simples parmi les ensembles de formules 
qu'on peut obtenir de eette manibre. Je n'ai pas besoin de redire que hombre 
des int6grales qui vont ~tre dcrites doivent ~tre entendues comme 6gales h leur 
valeur prineipale, et qu'on pourrait  6viter cette convention en introduisant, 

S z  

comme on l'a d6jg indiqu6, g la place d'une expression telle q u e ] [ ( , )  ~ (0--~)d~ 
0 

2r 

une autre de la forme ][/(e)--](O)]~-~ (O-- ,)de,  qui est reli6e simplement ~ la 

0 

premi6re. 
Si l'on envisage une fonetion r6gulibre de z donn6 dans le domaine an- 

nulaire, soit par la connaissance de [(0) et [1(0), soit par eelle de 9(0) et 91(0), 
il est clair qu'il r6sulte des paragraphes 2 at 3, que les syst~mes d'6quations 

2 ~  2 z  

o~, (0-- e) & "-- h (,) ~ + (0) = ~ /(e) 9 
0 0 

(83) 
2 ~  2 ~  

a l ( o ) = ~  (e)g ,u  I,(,)r + 
0 0 
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et 

(84) 

1(o) = - - ~  g(t); ~- 
0 0 

0 0 

seront r6eiproques les uns des autres;  les constantes Ct et C2 y sont d'ailleurs 
li6es aux donn6es par  les relations 

(8s) 

2 =  2~ 2~ 

fl(olao---ft, co)ao-- 2~''~ [ 'oc ,r  + , ~  o, ,  
0 0 0 

2:~ 2~ 2:~ 

0 0 0 

Si [ e t  Ix sont de earr6s sommables, il en 
quement.  

Le cas des donn6es [, [i, d 'une part,  
d'6crire les 6quations r6ciproques 

est de m6me de g e t  gl, et r~eipro- 

[, gl d 'autre  part ,  permet  de m6me 

Imprim6 le 28 juillet 1915. 19 

0 0 

f ~ [~cl(~)- I, (t)j dr, + ~ g~(t)dt + ~ d 

0 0 

(86) 
2~ 

~ ] 1,(0)= /(~)alog~. - - ( O - - t )  + -2- d,w', + 
0 

2:t  

+ ~- gt (s) d log .so L ~ (0 - -  t) ~', co'3]. 
0 

2~  

8i no tamment  on salt que f/,(o)do=o, o n  peut  plus s implement  ~crire les 

0 

relations 
A(~a maShema~/va. ~ ,  
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(87) 

0'~ (0) = - - - -  

2z 2~ 2~ 

0 0 0 

2~ 

�9 f ] I, (0) = y r d log 
l_z 

0 

dent chaeune donne une solution de l'autre. 
Les donn6es / ,  ]~, et les donn6es / ,  h~, indiquent les relations, qu'on dolt 

rapprocher, 

2z 

0 J 
2~ 

~,, f , , ,  0,, ( 0 - -  e) de, (8s) + 2W~l,(-- o ) ~ -  + ~=qj, ,(*)~ 
0 

�9 " ~ ~ t l d ~ .  

0 0 

Supposant ] ~  o, et /1 continu, on a en m~me temps, d6s que /~ poss6de une 
d6riv6e sommable, 

(89) 

el; 

(90) 

2~ 

h, (o) = ~ , q j  , , (e) ~ - -  (O-- elde + ~ / d - -  o) 

0 

9~ 

q I td~ /1 (0) = ~- hi (t) log gso ~ ! O -  el de .  

0 

Des donn6es g , / I ,  ou F, gt, on tire de m~me ]es 6quations 

(9~) 

2~ 2~ 

(D 1 f COt ~o, ~' (O--s)d~ + g, (~)~--  ( O - - t ) d ,  + 

o 
2z  2~ 

o 9 
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g l  ( 0 )  = - -  - fh(e) 
0 

2~ 
' 

d log ~,o ~ (0 - -  t) - -  g(e)dlog~,o (0 - - e )  + T J '  

0 

2~ 

on peut  y faire g--=o si l 'on est assur6 que fg,(o)do= o .  

0 

Les donn6es g, l~, et g, h~ donnent ,  en supposant  par  exemple l~ continu 
et de d6riv6e sommable, 

(9z) 

2~ 

h.(O)=�88 
0 

2~  { to', (0 - -  t) + de. 

t,(o) = - -  h,(~)log6-~lO--~lcle 
0 

2~ 

2 ~  2 ~  

0 0 

En n~gligeant g. qui ne joue qu 'un  r5le 6pisodique. on 
plus simples 

2 ~  

h, (0) = l'~ (e) d log r (0 - -  e), 

0 

(93) 

obtient  les relations 

2 ~  2 3  

q log6~lO--eld~-- q'i''~ feh,(~)d~ +C. ],(o) = -  ~ f h,(~) ~. .~ 
0 0 

Partons  des donn6es h, Ix, et h, g,, en supposant  tout  de suite, pour  simpli- 
fier, h = o; on a les deux 6quations 

(94) 

2 ~  2~ 

0 0 

2 ~  

0 
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On s'assure bien simplement que les deux constantes C r et C" ont les valeurs 

suivantes 

2 ~  2~r 

Gr x 

0 0 

(95) 
2 ~  

0 

par exemple en observant que les int6grales 

et 
0 

2 ~  

log ~8o ~ -  

0 

ont pour valeurs principales 2/g~]l I I m ~  et z~ro. 

Enfin, des donn~es h, /1,  et h, h,, nous tirerons, en supposant /1 continue, 
et pourvue d 'une d~riv~e, et en supposant de suite h ~  o, les deux ~quations 

(96) 

2 ~  

( o -  e), h (O) = /',(e)dlog 8~ 7 

0 

2 ~  2 z  

/1 (0) = - -  r e /  ' (e) log 6 
0 0 

II est clair qu'on pourrait  obtenir encore un grand hombre d'$quations 
ou de groupes d'6quations simultan6es, k cSt~ desquels les ineonnues simultan6es 
pourraient ~tre explicit~es. Nous nous contenterons ici des relations qui pr6- 

c~dent, et dont certaines sont effectivement utiles dans diverses questions, 
d 'Hydrodynamique notamment.  
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II. 

w 9. Je  veux maintenant  obtenir, en par tan t  des considdrations ddvelop- 
pdes dans le Chapitre qui prde~de, quelques rdsultats relatifs h une fonction 

analytique dans un rectangle donnd, - -  rdsultats que je veux appliquer un peu 
plus loin. 

Reprenons tout  d 'abord la fonction 

2 ~  

0 

(97) 

~3) d~-- 

2 4  

1, (~) ~', / 
0 

et supposons que les fonctions pdriodiques / et /1 satisfassent aux relations 

(98) 
I (z~--~) =--1(~) 

1,(2 ~-- ~) = -- h (~), 

moyennant  lesquelles la condition, n~eessaire comme on sait h l 'uniformitd de A (z), 

2 4  2.~ 

0 0 

est v6rifide d'elle mSme. Par  un caleul facile, A(z) devient 

(99) 
0 

#g 

0 

N6gligeons la constante imaginaire pure 

4 

0 

qui est sans intdr~t pour nous. I1 reste 
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r 

(xoo) A2(z)~ (e) ~ l o g z - - ~  ~ - - ~  logz + ~ e d~ - -  

0 

r 

0 

Or cette fonction est imaginaire pure pour z r6el. Cola est ~vident pour z 

r6el posit, if (entre q et x). Supposons z n~gatif, entre ~ i at --  q ; on sait qu'on 

peut  consid~rer seulement pour log z la valeur 

logz ~ log q + i ~  (q ~ [ z ] ) .  

Or pour eette valeur du logarithme, la fonction A2(z)prend d'aprbs des formules 

connues (T. M., XII ,  5) la valeur 

0 

0 

ce qui est visiblement imaginaire pure. 

I1 an r6sulte clue la partie r6elle de A2(z) a l e s  valeurs: ] (0 )ou  l~(O) sur les 

demi-circonf~rences de rayons respectifs x et q, et z~ro sur les segments recti- 

l i g n e s - - x ,  - - q ;  q, + x .  

Faisons maintel~ant la transformation 

(Iox) Z X + i Y  Z~log 

~. ~tant une eonstante r~elle positive quelconque, que nous pr~ciserons ult~rieure- 
merit. A la demi-couronne circulaire correspondra un domaine rectangulaire dent  

deux c6t~s seront por t , s  par  les axes du plan X O Y, et dent  les dimensions seront: 

dans le sens horizontal, a----- ~ z~, et dans le sens vertical, b ~ ~ ~. o~3. La fonction de Z 
$ fO 1 

(io~) ~,~, ~ ~f , ,~  I~ (~ ~-~ ~t-~/~ ~§ ~ ~/] ~ -  
0 

~'~' [ (  ~ ~  /;~ ~ 
0 
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a sa partie r~elle nulle sur les bords vertieaux, et 6gale s 1(0) ou ~ 1~(0) aux 
points d'abseisse ~0, sur les bords horizontaux (le cSt~ inf~rieur correspond ~ [(0)). 
Tout ce qui a 6t~ dit au sujet de la fonction analytique darts une couronne, se 

transpose imm~diatement sans aucun changement, dans le nouveau domaine rec- 

tangulaire. 

Partons maintenant de la fonction, ~crite avec d'autres p~riodes eo'~ et  ~'~, 

2 ~  

0 
2 ~  

i~', i' h(,) ~' 
0 

D'apr~s ee qui pr6c6de, la fonetion 

(Io3) 
0 

Ogrl 

h(~) G (~ log 
0 

a une partie r~elle ~gale ~ l~ (0) ou ]3(0) sur les demi-eirconf~rences de rayon re- 
~: (Dr$ 

spectifs z et q' ( q ' ~  e - ~ ' 1 ) ,  et ~ z6ro le long des segments r e c t f l i g n e s -  i ,  _ q r ;  

q~, + I. /~ ~tant une constante r~elle positive, posons 

(lO4) Z = X + i Y = fe (log z - -  log q'). 

A la demi-eouronne correspond dans le plan Z un rectangle dont deux c8t~s sont 

sur les axes O X  et O Y ,  et dont  les dimensions sont:  suivant O X ,  affi.?e i~'1 ' 

et suivant 0 7 ,  b ~ z r .  Par  suite la fonction de Z (apr~s simplifications imm~- 

diates) 

(Io5) 
0 

' )  I o', )] 
L ~Is,u ~i~r ?z 

0 
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a sa partie r6elle 6gale s z6ro sur les bords horizontaux et s Is(0) ou 1~(0) sur 

les bords verticaux, aux points d'ordonn6e V0 (/2 correspond au bord droit , /a  au 

bord gauche.) 

Faisons maintenant co~ncider les deux rectangles ci-dessus, en supposant,  ce 

qui est 6videmment permis, ses dimensions 6gales g eo~ et co3. On s'assure fa- 

eilement qu'il suffit de poser 

7g 

Dans ces conditions, il y a lieu de ne conserver que des fonctions elliptiques cor- 

respondant aux demi-p6riodes co~ et c%. A cet effet, observons que 

puis 

On a encore 

e'est ~ dire 

~ 

Par  suite la fonetion B 1 (Z) prend la forme 

(Io6) 
0 

o 

La fonetion AI(Z)+ BI(Z) a done ~videmment pour partie r~elle une fone- 

tion harmonique qui r6soud le probl~me de DmICHL~ dans le rectangle con- 

sid6r6. Cette r6solution n'est d'ailleurs pas enti~rement nouvelle, puisque |a 

fonction de G R ~  pour le rectangle est d6j~ eonnue (cf. par exemple GOVRSA% 
Analyse, t. III). 

En faisant le changement de notations 
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/ ~l =- -~( t ) ,  /1 ~ t  = F , ( t ) ,  /2 ~ t  = F l ( t ) ,  1• ~ $  ] = -~3( t ) ,  

on volt sans peine que la somme A~(Z) + B ~ (Z) en question pout s'6crire sous 
la forme 

( I 0 7 )  
o o 

cos cos 
X- W 

~j'Fl(t)[~l(Z--it)- ~I(Z + it)]dt + ~ f Fs(t)[~(Z--it)--~(Z + it)]dt. 
o o 

Cette fonetion analytique, dent  la partie r6elle prend sur les bords du rectangle 

les valeurs: F(X)pour Z=X(o<X<r FI(Y ) pour Z=co, + i Y ( o <  Y <  ~ ) ,  

ce domaine, de routes les propri6t~s analogues ~ celles qu'on a rencontr6es dans 
le Chapitre pr6cgdent pour les fonetions analogues. 

Notamment,  la valeur de la partie imaginaire de T(Z) sur les bords verti- 

caux, par exemple, sera bien d6finie dans des conditions d6j~ pr~eis~es, et auront  
pour expression en g6n6ral: pour Z =  col + iY,  

( i I F,(t)[~,(iY--t)--~,(iY+t)]dt-- Gz(Y) ~ F(t) [~l( iY--t)--~(iY + t)]dt--~T 

(io8) 
cos r 

F~(t)[~(ir--it)--~(iy+ it)]dr + F~(O G( i  Y - -  it)--~,(iY+ it)]dt 
o o 

oh la troisi4me int6grale a sa valeur principale; et pour Z-~ i Y, 
COl col 

o o 
(Io9) 

W -( 

o o 

oil c'est la quatri4me int6grale qui a sa valeur principale. 
Acta mathsfnatiea. 40. Imprim6 le 29 juillet 1915. 20 
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w 1o. Je  veux maintenant traiter un nouveau probl~me, par  un proe6d6 

6galement d6duit du Chapitre pr6e6dent. I1 s'agit de t rouver  une fonction ana- 

lytique d6finie dans le rectangle ei-dessus, par  les valeurs de sa partie r6elle sur 

les bords horizontaux (F(X) et F2(X), aux points d'abscisse X, F correspondant 

au bord inf6rieur), et par les valeurs de la partie imaginaire sur les bords 

verticaux (GI(Y) et G3(Y) aux points d'ordonn6e Y, G1 correspondant au bord 

droit). 

Partons encore de la m~me fonc~ion A (z) que pr6e6demment, mais suppo- 

sons-y 

1 ( 2 ~ - -  ~) = l(~) 
( ~ o )  1 ~ ( 2 ~ - -  ~) = h(~) 

de sorte que la condition de r6gularit6 devienne 

J 
0 0 

La fonetion A(z) se met alors ais6ment sous la forme suivante 

f~  

(~iz) 

oi )] 

z,~ [~(~) ~ 3 ~ l o g z - - ~ -  ~logz+~a de. 
0 

On s'assure sans grande difficult6 que cette fonction est r6elle lorsquo z e s t  un 

point des segments rectilignes - - i ,  - - q ;  q, + x, de l 'axe r6el. Par  suite, en 

posant 

et op6rant une transformation analogue s une d6js faite, la fonction de Z 

(~3) 
(01  031 

0 0 

a une partie r6elle 6gale ~ F(X)  ou F,(X) sur les bords horizontaux du rec- 

tangle, et une partio imaginaire nulle sur les bords verticaux. D'ailleurs on a 

la condition 
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C01 (01 

(114 ) /F( t )d t=(F, ( t )d t .  
o o 

Observons encore que la fonction iS(Z[dto;3) construite avec de nouvelles 

p~riodes 2 J r  et 2o;  3, aurait sa partie imaginaire ~gale h F ou ~ F2 sur les 

bords horizontaux d 'un rectangle analogue au pr6c4dent, et  sa partie r~elle nulle 

sur les bords verticaux. On en d~duit qu'en posant 

Z ' - ~ -  io;a + iZ 

i (o'~o'~ dens le plan Z' sere d6finie dans un rectangle 

dont deux e6t6s seront por t , s  par ]es axes (les dimensions de co rectangle 6tent 

--ieo'~ dens le sens horizontal, et oJt dans le scns vertical); la partie r~elle de 

cette nouvelle fonction sere nulle sur les bords horizontaux, et sa partie imaginaire 
s e r e  F(Y) ou F 2(Y) aux points d'ordonn~e Y, sur les bords verticaux, (2' 

droite). Donc la fonetion 

(Ott 

o 

(zzS) O)Pl 

(Oel O.)el 

area, au moins momentan~ment, la condition t Gt(t)dt= tG,(t)dt, r6pond ~ la 
r * l  

! / 
0 0 

donn6e de la partie imaginaire (G~ et G3) sur les bords verticaux, la partie r~elle 

~tant nulle sur les autres bords du nouveau rectangle. 

Faisons maintenant co~ncider les deux rectangles en posant 

~o 1 ~ - - i ~ o l s ,  a~  ~ ~ J 1  

et observons qua 

et qua do m~me 
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= i ~  (Z + col--it[co, c%) 

il vient 

0)3 

ifa~ Sl(z) - - - - ~  (t)[~(z + ~ , - - i t )  + ~ ( z  + ~o, + it)]dt + 
0 

T 

0 

c'est t~ dire encore, d'apr6s les formules (T. M., XII ,  5) et d'apr6s la condition 
suppos6e entre  G~ et Gs, 

(ii6) 

a)a 

0 

+ ~ (Z + it) f i t  + 

0)3 

+ ~/G~(t)[~(Z~it)  
O 

+ ~(Z + it)Jdt. 

Par suite enfin, la fonction S(Z)+ S~(Z), ou bien 

(~I7) 

o.~ o)1 

0 0 

-V 

0 

0).~_a 
i 

i --it) + ~,(Z + it)Jdt + ~ (t)[~ (Z~ i t )  + ~ (Z + it)]dt 
O 

{0 3 r6pond aux donn~es F ,  F2, G1, G~, dans le rectangle de dimensions co~, =-. 
$ 

Momentan~ment,  on a suppos6 les deux conditions 

(~18) 
0~1 0)1 

0 0 
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(If9) 

o~ o~ 

f G,(t)dt=f G~(t)dt. 
0 0 

Supposons que ces deux 6galit6s ne soient pas routes deux v~rifi~es, mais 
admettons seulement l'existenee de ]a suivante 

(~2o) 

o~ 

ml i 

f [F(t)--F,(t)]dt=/[G,(O--Os(t)]dt 
0 0 

sur laquelle nous reviendrons bient6t. Consid6rons la fonetion 

v*(g)  --  u ( g )  + i k g ,  

o6 k est rdel; pour cette fonction, en ddsignant par ]es m6mes lettres munies 
d'ast6risques les 616ments correspondants k ceux de la fonction U, on a 

F* ( 0 = F ( 0 ,  G*,(t)--G,(t) + k~,,, 

w ~ - - 7 -  P $'*~(t) $'~(t) ~'~ 
$ 

a*~(t) = G,(t), 

et par suite, ~ cause de la relation suppos6e, on aura 

et 

o)1 (Ol 

0 0 

cos oY$ 

/G*l (Odt = ;G*~(t)dt, 
0 0 

d~s que l'on prendra la constante k telle que 

a~ 

o)1 $ 

0 0 

On pourra alors 6videmment 6crire 
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(121) 

COt 

u(z) = - i k z  + ~ fF ( t ) [~ ( z - t )  + ~ (z + t ) la t -  
0 

:;rg v 

0 

o ~  

T 

0 

+ k ~ ] [ ~ ( Z - - i 0  + ~ ( Z  + it)]dr + 

Or on a, par un calcul simple, 

- - t )  + ~ ( z  + t ) ]gt - -  

~DB 

T 

0 

et de mtme  

CO1 

f [~  (z - t) 

0 

+ ~ ( z  + t)] dt = 2 w z ,  

T 

( [ L ( z - -  i 0  + ~1 (z  + it)]dr = ~ 2 W Z .  

0 

Par  suite le coefficient de k dans l 'expression de U(Z) est 

- - i Z +  2Z -~- (~1 ~ - -  ~ ~ 1 )  , 

c'est & dire z6ro d'apr~s une relation connue. La formule (117)est done valable 

dans tous les cas moyennant  la seule condition (i2o). 

Cette derni~re condition est d'ailleurs ntcessaire. Soient en effet F + i G, 
F1 + iG~, etc., avee les m~mes notations que plus haut,  les valeurs s u r  les 
c6tts du rectangle, d 'une fonction analytique F(z) dans ce domaine. On sait 
que l 'inttgrale 

f F(Z) dZ, 

prise lo long du contour total  du rectangle, est nulle pour tout  point u exttr ieur  

celui-ci, c'est ~ dire qu'on a 
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s i 

o F(t) + iG( t )d  t + iG~(t) 
[ o  1 - -  ~ 

0 0 

s -i 

ruFf(t)+ iOn(t) --j'u it--u - - ]  to, + t - -  u dt f , ( t )  + iO,(t) i d t .  

0 0 

Supposons le point u tr~s 61oign6 dans le plan, et  consid6rons la partie r6elle 

de l 'expression qu'on vient d'6erire, il viendra de suite la relation qu'on 
voulait obtenir, 

o~  

COl 

F(t)- f 
0 0 

A la fonetion U(Z) s 'appliquent imm6diatement tous les r6sultats obtenus 

dans le premier Chapitre ~ propos des domaines annulaires. Notamment,  dans 
des conditions bien connues, la partie r6elle de U (Z) sur les bords verticaux du 
rectangle sera en g6n4ral: pour Z = i Y, 

(~22) 

s 

0 

s 

Y 

0 

+ ~ ( i Y  + t ) ]d t - -  

s 

Y - , ,  

0 

+ ~3 (i Y + 0] a t - -  

o~ 

i 

Y - -  it) + ~ (i Y + it)] dt + ~ / G ,  (t) [~ (i Y - -  it) + ~ (i Y + it)] dt 

0 

et pour Z ~ w ~ + i X ,  on a de m6me 

o)1 

0 

COl 

- }  f + + o + 
0 
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i 

0 

qui so r6duit 

+ ~(iY + it) + 2~t)dt + 

o)a 

0 

Y - -  it) + ~, (i r + it) + 2vd dt 

601 

0 

(~23) 
O)8 

v 
i G 2 f  1(0 [~ ( iY- - iO  
0 

O)I 

Y-- t )  + ~ ( i  r + t)] d r - -  i/"F2(t)[~,(i Y--t)+~2(i  r+ t)]dt-- 
0 

o)a 

T 
i / ' G  (t)[~(iY--it)  + ~t(iY + it)]dt, +~(iY+ it)]dt+~ 3 

0 

cause de la relation (x2o). La quatri~me int6grale dans l'expression de F s, 
et la troisi~me dans l'expression de FI, doivent 6tre consid6r~es comme rempla- 
c4es par leur valeurs principales. 

On pourrait 6videmment, avec une grande facilit6, obtenir par les m8mes 
m6thodes qu'on vient d'exposer, une fonetion analytique dont la partie r6e]le, 
la partie imaginaire ou la d6riv6e normale de la partie r6elle, ou encore des 
eombinaisons lin6aires de ces quantit6s, seraient donn6es sur les bords du 
rectangle consid6r6. Nous laisserons de c6t6 ces g6n6ralisations dont  nous 
n'aurons pas besoin. Remarquons simplement ici, que les d6veloppements pr6- 
c6dents nous permettent d'6crire des syst6mes d'6quations int6gra]es et les solu- 
tions correspondantes: par exemple on obtient de tels syst~mes en comparant 
les valeurs d 'une mSme fonction analytique dans le rectangle eonsid6r6 pr6- 
c6demment, sur les bords vertieaux des fronti6res, la fonction 6rant suppos6e 
d6finie, d'abord par la donn6e de F, Fl,  lv~, Fs, puis par ]a donn6e de F ,  -~2, 
G1, G~. 

Dans les formules qu'on trouve ainsi, les fonctions ~' et F2 ne jouant pas 
un r61e essentiel, remplagons-les par z6ro, en supposant 

O)3 

i 

f EG,(t) - -  G~(t)] d t  = o .  

0 

I1 viendra les deux syst~mes suivants, od C est une eonstante, 
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(I24) 

01 (0) 

a s ( O )  = - -  - -  

T 
i~J 'F , ( t ) [g( iO-- i t ) - -  ~ (iO + it)]dt + 

0 

cos 

+ ~-~/P,(t)[~,( iO--i t)--r , , ( iO+ it)ldt +C, 

0 

o~ 
T 

I/F~ i ~  (t)[~,(iO--it)--~,(iO + it)]dt + 
0 

o,)a 

T 
I "F + ~ J  3(t)[~(iO--it)--[(iO + it)]dt + C, 

0 

(I25) 

o~ 

T 
i "G F, (o) = - - - y j  , (t) [~ (io 

0 

- -  i t)  + ~ (iO + i t)  d t  + 

$ 

+ G,(t)[~,(iO--it) + ~,(iO+it)]dt, 
0 

o~ 
c 

F~(O) = - -  Gt(t)[~,(iO-- it) + ~,(iO + it)]dt t- 
o 

o~ 

T 
+ Gs(t)[~(iO--it) + ~(iO + it)]dt. 

0 

Les 6quations des deux groupes sont r6ciproques, c'est ~ dire donnent  la solu- 
tion les unes des autres, darts les conditions 6nonc6es. 

On remarquera que l 'addition d 'une mfime constante quelconque b, G 1 et 
Gs ne modifie pas les deux derni~res 6quations, ~ cause des relations, faeiles 
d~montrer, 

cos 

i / [~, ( i O  - -  i t )  

0 

o)e 
i 

+ ~, (i0 + it)]dt = val. ppale d e / [ ~  (iO--il) + ~(iO + i t )]dt= 2rnO. 

A c t a  m a ~ h e m o ~ i e a .  40. Imprim~ le 30 ju i l le t  1915. 21 
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III.  

w i i .  J 'envisagerai dans ce Chapitre la solution de la question suivante, 

qu 'on rencontre souvent  en Hydrodynamique  (cf. notamment  deux Notes aux 

C. R. Acad. se. Paris, 17 juin 1912, io f6vr. i913), g savoir :  trouver, quand il 
e s t  possible, une fonction analyt ique r6guli~re dans un cercle Iz] = I ,  du plan z, 

dent  la partie r6elle soit donn6e sur une portion de la cireonf6rence fronti~re, 

et  la partie imaginairo sur le reste de la cireonf6rence. Ce reste peut  ~tre 

constitu6 par un arc c ou par deux arcs c et cl, de cette eirconf6rence. 

Pla~ons-nous d 'abord dans le premier cas, et soient e ~a, e~Z, les extr6mit6s 

de l'arc c (pour les points ele de l 'arc c, on aura par exemple a < 0 < f l ) .  Soit 
/(0) ]a valeur donn6e de la partie r6elle sur l 'arc compl6mentaire de c; soit l(O) 
la valeur (inconnue) de la partie r6elle de la fonction eherch6e, sur Fare c, et 

enfin soit g(0) la valeur donn6e de la partie imaginaire de Ia m~me fonetion 

sur le mSme are c. Bien entendu, darts tout  ee qui suit, il est admis implicite- 

ment qu'on a par  d6finition des relations telles, que 

](0 + 2n~r) = / ( 0 ) .  

Ceci pos6, on a d'apr~s le Chapitre I, sur l 'arc c, pour a < 0 < fl, 

fl a + 2 z  

I ; l(e) d e +  I j '  /(e) d e + C  t~ 
(126) g(O) = 2 - ~ t g  O--  e 2Jr tg 2 

2 

l'int6grale relative s l(O) est 6gale s sa valeur principale, par  convention. D'ail- 

leurs, en g6n6ral, on peut  encore mettre cette 6quation sous la forme 

fl s i n  e - -  a a + 2 z  

(127) J tg 0 - -  g(O)-- /(e) d e - - C .  
2-~  - -  e z s i n  / 3 - - e  0 - - e  

2 ~ - -  ~ g 2 

D'apr~s le Chapitre I, il est clair que la recherche de la fonction de z de- 

mand6e, revicnt ~ la r6solution par rapport  s l 'inconnue /(0), de l '6quation 

int6grale qu'on vient d'6crire. La solution peut  s'en obtenir indireetement 

comme on va l 'expliquer (cf. C. R. 23 oct. 1911). Divers artifices eonduisent 

ce r6sulta~. Je  vais exposer celui qui donne la solution sous la forme mame 

oh j'ai eu effeetivement ~ l 'appliquer dans d 'autres recherehes, dent  on trouvera 
ailleurs l'expos6. 
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J e  c o m m e n e e r a i  p a r  r e m p l a e e r  l ' a i re  du cerele off la fonct ion  est  cherch6e,  

p a r  l ' a i re  d ' u n  demi  eercle de r a y o n  x d ' u n  n o u v e a u  p l an  Z, au  m o y e n  d ' u n e  

r ep r6sen ta t ion  conforme  qui  fasse co r r e spondre  l ' a re  c, au d i am6t r e  hor izonta l  

situ6 sur  l ' axe  O X  du n o u v e a u  plan,  e t  l ' a rc  compldmen ta i r e  de c, ~ la demi 

eirconf6rence ] Z ] = I  au  dessus de O X .  Comme il est  bien connu,  une telle 

r ep rdsen ta t ion  du  p lan  z sur  le p lan  Z est  o b t e n u e  par  une re la t ion  de la fo rme  

(~28) - t z + q ' ,  
N z z e~  = } ~ l  

oil la eons t an te  N e s t  que lconque .  

P o u r  simplifier,  je choisirai  

i a - - a  N ~  - - e  "2 

de telle 

l ' a rc  c. 

f ront ibres .  

Voyons  d ' a b o r d  ]a eor respondaneo  en t re  les bords  circulaires.  

i a + f l  
mani6re  que le po in t  Z = o cor responde  au  po in t  z = e 2 , milieu de 

Expl ie i tons  alors les 6quat ions  qui  fon t  co r respondre  les po in t s  des 

E n  p o s a n t  

Z ~ e i~  , 

Z ~ e iO , 

un calcul  facile m o n t r e  q u ' o n  a 

ou encore  

(129) 

cos -~ ( ) - -  cos 0 - c t  + fl 
2 cotg  ~ rp 2 

2 I - -  cos (O -- /~) 

0--0f  
sin - -  

c o t g '  9 =  2 . 
2 0 - -  fl 

sin 
2 

D ' u n e  man i6 re  analogue,  on ve r r a i t  q u ' e n t r e  un po in t  Z = X  du  d i am6t r e  limite,  

e t  un  po in t  z = ei0 de l ' a rc  c, on a la re la t ion  

�9 O - - a  
sin - -  

X + I t '  = 2 

X - - - I I  s i n  fl - -  O' 
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ou encore 

(I3o) 
~ / /  sin 0 - - a  

x + ~  = 20'  
I - -  X sin fl - -  

2 

le radical 6rant arithm6tique. 
En cons6quence, s la fonction /(0) donn4e sur l'arc compl6mentaire de c, 

il correspondra une fonction F@) d4finie au moyen de (I29). Comme on a alors 

ou si l 'on veut 

il en r6sulte 

(I3I) 

0 tg~= 
sin a_ _ sin fl-- cotg ~ -~ 

2 2 2 

cos 5__ cos fl- cotg 2 -~ 
2 2 2 

cos~ tg a + fl__tg a - - f i  
0 4 4f l ,  

tg ~ ~-. a + f l  a - -  
cos 9 + tg - ~  tg - - 4  

F (9) = / [2 arc tg 
tg a +4 fl cos cf -- tg ~ - ~  1 

cos~p + tg ~ t g ~ J  

De m~me, k g(O) correspondra une fonetion G(X); en observant que (I3o) 
donne 

sin a + sin fl [X+It2 
t g ~ =  

cos_~ + cosfl {X+ ~1" 

o n  

on aura 

(132) 

tg 0 
2 

(I + X ~) tg u +_____fl~. 2X tg a - -  fl 
4 4 

I + X '  + 2 X t g ~ - ~ t g  a 4 fl 

G (X) = g [2 arc tg 
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On est alors ramen6 ~ trouver une fonction analytique dans le demi-cercle, 

dont la patt ie r6elle soit F(cp) au point e i~ sur ]a demi-circonf6rence, et dont la 

partie imaginaire soit G(X) au point d'abscisse X sur le diam6tre fronti~re. 

A cet effet, envisageons d 'abord une fonction analytique r6guli~re dans le 

demi-plan sup6rieur, et dont la partie imaginaire soit G(X)pour Z = X ( I X ] < I ) .  
L'int6grale 

(I33) H (Z) = I / u G ( ~ z  du, 

prise ]e long de l'axe r6el dans le sens positif, repr6sente une telle fonction 

si G(X) est une fonction (sommable) d6finie sur l'axe r~el par la condition: 

i ~ d'6tre 6gale ~ G(X) sur le segment - - i ,  + I ,  de l 'axe OX; 2 ~ d'6tre ~gale 

en dehors de ee segment, k des fonctions choisies arbitrairement, de mani~re 

toutefois que G(X) soit sommablc entre - ~ et + r162 Par  excmple on pour- 

rait  prendre 
+1 

(" G(u) du (I34) H(Z) ~-- ~,) ~ - Z  . 
- - I  

Les propri6t6s d'une telle fonetion H(Z) ont 6t6 d6jh 6tudi6es bien souvent, et 

sont bien connues. Cette fonction donne lieu h des r6sultats analogues k ceux 

qui ont 6t6 rappel6s dans le Chapitre I au sujet de la fonetion i A ( z ) , -  k 
laquelle on peut du reste ]a ramener par une inversion qui transforme en un 

demi-plan la surface du cercle consid6r6 k cet endroit. 

La fonction H(Z) une fois construite, est bien d6termin6e sur la eircon- 

f6renee IZ] = i .  Pour Z = ei~, sa partie r6elle est 

f b  

_I tG(u)  u - -  cos cp du. (I3S) 
~ v  ] - I - - 2 U C O S ~ 0  + u ~ 

II est k peine besoin de faire observer que cette derni~re expression est bien 

d6termin6e sur [a demi-circonf~rence, mais qu'elle n'est pas valab]e sans pr6- 

caution aux points extr6mes situ~s sur l'axe r~el: en ces points, pour ~p = o ou 

~, l'int~grale dolt 6tre r6duite ~ sa valeur principale. 

Cela pos6, la fonction 

(~36) 
[ F  ( 0  - -  ~ (~)] i - -  2 Z c o s  ~ + Z '  d~ ,  

0 
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qui est un cas particulier de la fonction A(z) du Chapitre I (lorsque les don- 

n6es sont sym6triques par rapport ~ l 'axe r6el), est r6elle sur l 'axe r6el du plan 

Z, et sa pattie r6elle tend vers F (c f ) - -~ (~)  au point e iq~ de la fronti~re. Done 

la fonction analytique 

-{-oO 

u ~  + IF(e) - -  ~ - -  2 Z cos e + Z '~ de, 
- - o o  0 

r6pond g la question propos6e. 

L'ind6termination qui intervient dans la d6finition de G(X), facilite 6videm- 

ment les calculs, comme on s'en rend compte sur l'exemple donn6 plus loin. 

Ce qu'on vient de dire suppose la fonction ~(e) sommable entre o e t  z .  

Or ee point ne pr6sente en g6n6ral aucune difficult6, d~s que ]a fonction G(X) 

est elle-m6me sommab]e, et que la patt ie r6elle de la fonction H(Z) qui en r6- 

sulte, existe e t e s t  finie aux points Z • i. On a v u l e s  conditions pour qu'il 

en soit ainsi: il suffit par exemple, que G ( X ) a u  voisinage de X =  • i,  soit 

continue, et y satisfasse ~ nne condition de LIPSCmTZ. Dans ces conditions, il est 

clair que ~ (e) sera born6e dans l 'intervalle consid6r6, et par suite sera sommable. 

Pour donner un exemple simple du mode de construction dont  on vient de 

parler, supposons que les valeurs de F((p) &ant  quelconques, eelles de G(X) 

soient 6gales: ~ une constante a sur le segment o,I, e t ~  une constante b sur 

le segment --I ,O. 11 est 6vident sans calcul que la fonction 

b - - a  
ia + log Z 

J r  

r6pond ~ ces valeurs do la partie imaginaire (on suppose le logarithme r6el pour 

Z r6el positif). Comme sa pattie r6elle est nulle pour Z = eO, la fonction de Z 

+ b alo, Z+ 
o 

I - -  Z ~ 

I - - 2 Z e o s ,  + Z ~ 
de 

r6pond au probl6me propos6 avec ces valeurs particuli6res des donn6es. 

Dans le cas g6n6ral, remarquons que la valeur de la partie r6elle de la 

fonction de Z obtenue, est sur l 'axe r6el, entre r e t -  I ,  

�9 , b o a  ~'g 

I - - X  ~ 
I f G ( u ) d u  "r [ F ( ~ ) _ _ ~ ( e ) ] i _ _ 2 X c o s ~ + X  ~d~' ( I 3 8 )  L(X) = ~ g j  ~ + ~ ) 
--Qo 0 
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off 

Par ]a transformation 

V 
la premiere int6grale est consid6r6e eomme 6gale h sa valeur principale. 

0 - - C t  
sin - -  

2 
X 

fl - -  0 sin 
2 

F sin O - - a  
2 

sin -fl - -  0 + I 

2 

X =  

qui r6sulte de (z3o), la fonetion 

l (o)  = L ( X )  

est une fonetion de 0 dans l 'intervalle aft, et qui fournit une solution explieite 

de l '6quation int6grale 6erite au d6but de ee Chapitre. 

La fonction analytique de z, que l'on voulait d6terminer, est d'ailleurs 

obtenue en faisant dans la fonction K(Z) la transformation inverse de la trans- 
formation (i28). 

w I2. Passons au cas off la circonf6renee darts laquelle on envisage la 

fonetion de z, est s6par6e en quatre ares, sur deux desquels, e et cl, on donne 

la patt ie imaginaire, la partie r6elle 6rant donn6e sur les deux autres. D6si- 

gnons par a, #, 7, c~, les arguments, d6finis h 2nz~ pr6s, des extr6mit6s des arcs 

c et cl. Nous supposerons, ee qui est toujours possible, a < # < 7 < ~ < a + 2~r, 

et nous d6signerons par /(0), /,(0) les valeurs donn6es de la partie r6elle aux 

points el# des arcs eompl6mentaires de c et cl; par l(O) et l~(O) les valeurs (in- 

eonnues) de la partie r6elle sur les arcs c (a < 0 < fl) et cl (~' < 0 < ~) par 9 (0) et 

91(0) les valeurs donn6es de la patt ie imaginaire sur c et c~. I1 r6sulte des 

propri6t6s rappel6es clans le premier ehapitre, que les fonetions l(O) et l~(O), 
dont la eonnaissance entraine eelle de la fonetion analytique chereh6e, satisfont 

aux deux 6quations simultan6es 

(z39) (.  < o<fl) + - 

~ t g  2 7 J tg 2 

7 a + 2 ~  

t g Y =  . + 
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off la premiere int6grale a sa valeur principale, et  

(14o) 

.8 0 

g 2 ( t g  2 

2 

off la m6me convention est faite eette fois pour la seconde int6grale. 

Telles sont les deux 6quations int6grales qu'on va r6soudre indirectement. 

Nous transformerons d 'abord le domaine eirculaire donn6, en le demi-plan 
inf@ieur d 'un plan auxiliaire Z1, au moyen de la substi tution 

2 
(141) Z1 = i + z +~-i" 

On se rend compte ais6mcnt qu'~ un point e~e de la circonf6rence fronti~re, 

correspond un point  d'abscisse Xl sur l'axe r6el du nouveau plan, X1 6rant li6 
0 par la relation 

Nous appellerons 

fl, 7, ou 6. 
Cela 6tant, posons 

d Z =  

et plus pr6eis6ment 

(143) 

Xa, Xp, Xr, X~, les valeurs de X~ correspondant 

dZl 
V ( z :  - -  x : )  ( z ,  - -  x ~ )  ( z ,  - -  x ~ )  ( z ,  - -  x o )  

z1 
" dZl 

z = V ( z ~  - -  x ~ )  ( z ,  - -  x ~ )  ( z ,  - -  x ~ )  ( z ,  - -  x ~ ) '  

Z~ devient une fonction elliptique de Z, construite avee les p6riodes 2w~, 2wa 

(la premi6re r6elle, la seconde imaginaire pure) et d6finies eomme on sait par  

Xa Xfl 
= ~ dX,  ('dX~, 

J V(x, -- x~) (x,--x~) (x,--x~) (x,--xo) J ~ d .  Xo xr 
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Xa X 7 

= + r e x ,  / ' e x ,  

169 

En d~signant par S~, $2, Ss, S~ les fonctions sym~triques 61~mentaires des quatre 
nombres X~, X.~, Xr, Xo, on aura 

(I44) Z, I p' (Zlto, to s) - -  P'(~,[ co~tos) S, 

dans laquelle ~quation ~'1 reprt~sente un argument d~,fini par les relations com- 
patibles 

I6 6 ' 

~, ~, --_ S~ + ,9, S~ S~ , 

4 8 32 

(on peut prendre ~ entre o e t  2~) .  On a aussi 

(~45) V ( z ,  - -  x . )  (z ,  - -  x ~ ) ( z , - - x r )  (z ,  - -  xo)  = p z - -  p ( z  + ~). 

Par ce proc6d6, d'ailleurs classique (cf. par ex. APPELL et L A C O U R ,  Fonct. 
Ellipt. p. 254), on fair correspondre au demi-plan precedent, l'aire d 'un rec- 
tangle dans le plan Z, un cSt~ de ce rectangle ~tant situ~ sur l'axe rSel. Les 
sommets de ce rectangle sont les points 

' -~- r - - - - -  - -  ~Ol "~- O/s, - -  - - - - ( O l .  
2 2 2 2 

Aux arcs c et cl de la circonfdrence primitive, correspondent les c6tds verticaux 

de ce rectangle (c correspond au bord droit.) On en conclut bien facilement, 
par des calculs que j'abr~ge, la correspondance entre les points do de la cir- 
eonfdrence du plan z, et les points, ddfinis par leur abscisse X ou leur ordon- 
nde Y, des c5tds du rectangle ci-dessus: 

A l'arc J < O<a + 2z ,  correspond le c6td horizontal placd sur O X ,  par 

( ~  O )  - - .  

A l'arc a < 0 < ~ correspond le c6t~ vertical droit, par 
Acta mathematica. 40. Imprim~ le 30 Jutllet 1915. 22 



170 Henri Villat. 

(~47) 
4 

A l'arc fl < 0 < 7 correspond le bord horizontal sup6rieur, par 

(z 0) S~ 
(148) tg 4 - - 2  = ~ 3 ( X  + v ~ ) - ~ 3 X - ~ v ~  +4" 

A Faro 7 < 0 < ~ correspond le c6t6 vertical gauche, par 

Les quatre expressions de tg 4 - - 2  sont routes 6videmment r6elles. 

Aux fonctions donndes de 0, correspondent par suite quatre fonctions con- 

nues, soit de X, soit de Y, d6finies par les relations suivantes 

(zSo) 

Comme l'6quation 

(z5I) Z + v~ + to, = 3, 
2 

transforme le rectangle pr6c6dent, en un autre du plan 3 = ~  + i Y dont deux 

cSt6s soient situ6s sur les demi-axes positifs, en posant 

2 2 

on se trouvera ramen6 & d6terminer, dans un rectangle de dimensions ~o~ et 

I 
-:cos, une fonction dont les parties r6e]le ou imaginaire soient 6gales sur les 

bords, & ~(X), ~ ( ~ ) ,  G,(Y), G3(Y), respectivement. 



Sur la r6solution de certaines ~quations int~grales. 171 

Or on sait 6crire une telle fonction, sous l 'hypoth~se qu'il existe entre les 
donn6es la condition (cf. le Chapitre ant6rieur) 

(152) 

o)a 

col 

0 0 

Par des calculs assez simples, on peut, en revenant ~ la variable 0, rein- 

placer cctte condition par la suivante 

c ie(o) dO 

ig, (O)dO 

+ ~ 0 y ) _ , ( ~ + ~ _ i  

cos ~ ~ - -  [~o ( X  + v~ + 0,3) - -  ~o ( X  + ,o3)] 

a + 2 . ~  

+ o / o, 
c s'  [~o ( X  + vl)  - -  ~a X ]  

/4 21 

off il est entendu que dans les d6nominateurs, X ou Y doivent ~tre consid6r6s 

comme les fonctions de 0 d6finis par les relations 6erites plus haut, liant 0 ~ X 

ou Y sur les quatre arcs successivement. 

En utilisant la variable X1 on a une formule plus maniable. Car on a par 

exemple pour la premiere int6grale 

dO 
0 oo8(4- ) 2dX,, 

et des relations analogues sont valables pour les trois autres. I1 en r6sulte la 

condition de possibilit6 sous la forme 
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x~. x r 
j ' :X~  ig(O)dX, + ~ g ,  (O)dX~ + ['[(O)dX ~ 

- x o ) ( x , - ~ ) ( ~ X ~ - x ~ ) ( x : - x o )  J v  j v " + 
X a  X 7 Xfl 

(~53) __~ X a  

+ + 
,2 �9 

X d +0o 

avee 0 ~  z ) - - - 2  are tg X~ . Toutes les int6grMes qui y figurent ont un sens 
2 

d6s que /, Jr, g, gl, sont sommables et ne deviennent pas infinies aux limites 
1 

des intervalles, d 'un ordre d'infinitude sup6rieur ~ (O--a) -~+~ par exemple, 

- - e  6rant un hombre positif arbitrairement petit. Cela est assur6ment le eas si 

les donn6es /, ]~, g, g~, sont de earr~s int6grables. 

On pourra alors 6crire, en g6n6ral, les valeurs suivantes pour la partie 

r6elle de la fonetion analytique r@ondant  aux donn~es ~ ,~2,  G1, G3, sur les 

bords verticaux du rectangle: 

O33 

FI(Y) =- -  G~(t)[~(iY--it) + ~(iY + it)]dr + 
0 

o)a 

T 
+ a,( t ) [~(~ Y - - , t )  + ~, (iF + it)]dr+ 

0 

031 031 

; j  ' f  . 
+ ~( t ) [~ ( iY - - t )+~( iY+t ) ]d t - - -~  ~(O[~(~Y--t)+~.~(iY+t)]dt, 

0 0 

(~54) 
r 

i 

i.;Gl F , ( Y ) = - - ~  (t)[~l(iY--it) + ~l(iY + it)]dt + 
0 

r 

0 0 

0 
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La solution des deux ~quations int6grales (z39) et (x4o) sera dans ces conditions 

avec 

et 

a v e c  

g(o) = F , ( Y ) ,  

t g ( 4 - - 2 O - ) = ~ ( - ~ + i Y )  + ~ ( ~ - - i Y ) - - ~ v ,  +S ' ,  
4 

~, (o) = F , ( Y ) ,  

0 ~) ~-~! (~--iY) -~]/1 +4 

Quant ~ la fonction analytiquo elle-m6me, dans le rectangle du plan ~, 
ello sera 

o)1 a,~ 

0 0 

( I 5 5 )  

am 

-'re, �88 -~ (t)[~(~--it) + ~(~ + it)]dt + a~(t)[~(~--it) + ~(3 + it)]dt, 
0 0 

et l 'on en d6duirait la fonction analytique de z dans le cercle primitif, en 

operant sur cette expression les transformations inverses de celles qu'on a faites 
ci-dessus. 

Avant de quitter ce sujet, je dirai un mot d 'un autre proc~d6 pour r6- 

soudro la question dent  on vient de s'occuper, en utilisant une m~thode fort 

semblable h celle utilis6e au paragraphe zz. Par la transformation 

O) 1 (x56) Z = - -  ~ -  log W - -  ~' + (~3, 

le rectangle du plan Z e s t  represent6 sur une demi-couronne circulaire de rayons 

extremes z et q ~ e ~-0)' < z . En posant W----0 i~, les points des fronti~res so 
correspondent, soit par la relation 

2 
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soit par cette autre 

- -  ~03 
y = ~o~ log e + =-, 

relations au moyen desquelles les fonctions donn6es F(X),  F~(X), G~(Y), Ga(Y), 

deviennent los fonctions 5"@), ~*~(ef), @~(r @a(r 
Formons alors une fonction de W r6guli4re dans le demi-plan sup6rieur, 

et dont la partie imaginaire prennc les valcurs @ a ( ~ u ) e t  @~(u)aux points 

d'abscisse u sur les segments ~ I ,  - - q ,  et + q, + x, de l'axe r6el; par exemple 

- - q  1 

f@l(U),iu L f@3(--u)du 

--1 q 

est une telle fonction. 

Elle donne lieu aux m~mes remarques que la fonction H(Z)d 'un  para- 

graphe ant6rieur. Sa partie r6elle prend, pour W = e Ir ou W = q e ~q~, ]es valeurs 

--q 1 
i f @ ,  u) u - - q c o s c p  i s  , u - - q c o s  

--1 q 
(~58) 

1 
; J  , t - - C O S ~ 0  I / ~ . . . .  U - - C O S ( p  

du + ~(U}u~-- 2u cos ~0 + I ,~(qD) = (G(-U)u~ 2ucos~ f + �9 ~ j  du. 
--1 q 

Si l'on forme ensuite la fonction 

0 

(% log W 
+ ~ \iI~ 

+ol )] 

0 

- -  8 d E ,  

(of. ante, par. IO) qui est r6guli6re sous la condition 

(I59) 
7 

0 0 

la fonction O~(W) + O2(W) r6pond ~r ]a question, en ce sens que sa partie r6elle 

ou sa pattie imaginaire prennent sur les fronti6res les valeurs respcctives ~*(~), 
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~'2@), @1(r @3(Q). En revenant & la variable z, on a done une fonction de z 
r6pondant au probl~me primitif. D'ofi indireetement la solution, sous une autre 

forme, des 6quations int6grales signal6es ant6rieurement. Cette construction 

nouvelle de la solution, construction qui en apparence pr6sente une certaine 

ind6termination, dfie & ce f a r  qu'on peut  modifier la fonction 321(W ) comme on 

l'a d6j~ vu au paragraphe iI ,  en prolongeant les fonctions @1 et @3 arbitrairement 
hers des segments - - x , - - q ;  + q, + i ,  est fort utile darts certaines applications 

(of. men M6moire ~Sur la d6termination des probl~mes d 'Hydrodynamique relatifs 

h la r6sistance des fluides,), Annales de l'Ecole Norma!e sup6rieure, 1914). 

Je  laisse de c5t6 l'6criture facile de la solution obtenue par le proc6d6 

qu'on vient de d6crire. En terminant ee Chapitre, je ferai seulement observer 

que la condition de possibilit6 du probl6me a 6t6 obtenue sous deux formes tr~s 

diff6rentes (I52) et (I59); il est essentiel de remarquer que ces deux conditions 
sent  au fond 6quivalentes. 

I1 est en effet ais6 de s'assurer que, pour r positif, on a l'6galit6 

1 2 o - ~  f u - - o c o s ~  ~ + - - ~ V ( ~  e~), u 
.~ ~ - _ _ ~ +  ~ ~,~ _ 
0 

II en r~sulte sans 

successivement, 

et 

difficult6, en appliquant cette 6galit6 pour (~= I et Q-~q 

f o~(~) d~ = o 

0 

"~ (~ )d~=  @ d - - u ) - ~ +  @,(u) �9 

0 --1 q 

Par  la substi tution 

on trouve 

y = ~ O l l o g l u l + _ . ,  
7~ Z 

0 

{03 

i 

0 

Maintenant on a, par la transformation X % t~ e, 
2 
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~T - -  ~ -  ~)1 

0 ~i 0 
2 (oi 

et on trouve do m~me 

0 0 

Portant  ces r6sultats dans (z59) on voit que cette condition se r6duit bien ~ la 

condition (r52) obtenue par la premiere m6thode. 

Note. 

w z3. Dans les Chapitres pr~c6dents, il a 6t6 r~solu, d'une mani~re indi- 

recte, certaines 6quations int6grales, - -  il est vrai trgs particuligres, - - r e n t r a n t  

dans la forme 

b 

U60) /1(8) N 8) as = 

a 

ou encore 

( I 6 I )  

b 

A (z) I (z) + / [ l ( z )  - -  l(s)] N ( z ,  s) ds  = g(z) ,  
a 

](x) ~tant la fonetion inconnue. Le noyau N(x,  s) pr~sente une discontinuit~ 

polaire pour s =  x. Tous les  noyaux N(x,  s) qu'on a rencontr6s dans de telles 

6quations sent, comme il est facile de s'en assurer, tels que la difference 
k 

N(x,  s) x - -  s '  o~ k est une constante convenablement ehoisie, reste une fonc- 

tion finie et continue, et m~me d6rivab]e, dans l'intervalle a, b, y compris le 

point s = x. En terminant,  nous ferons observer que les 6quations int~grales 

de ]a forme (x6o) et eelles aussi de la forme 

(i62) 
b 

l(x) +J'l(s) N(z, 8) d8 = g(x), 
a 
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peuvent  so ramener k des dquations de FREDHOLM, lorsque le noyau prdsente 

la propridt6 qu'on vient de dire. Cela r6sulte de considdrations qui ont dtd 

signaldes par D. HILBERT (Congr~s des Mathdm. Heidelberg, i9o 4, Verhandlungen, 

p. 233). 

Effectuons d 'abord un m6me changement de variable (l indaire)sur s et 

sur x, en ramenant les limites de l'intervalle d'intdgration, ~ 6tre dgales ~ o et 

2 zc, de sorte qu'on air affaire k des dquations de la forme 

(I63) 

ou bien 

2~ 

F(r) + t )F(t)dt= 
0 

2 ~  

t) F(t)dt (i64) -:-- 

0 

suivant les eas. De l 'hypoth6se faite sur les noyaux, il rdsulte dvidemment 

qu'on peut t rouver  une constante m telle que l'on air 

(I65) 
O: ,n __~ + P(r, t), 

t g - - -  
2 

P(e ,  t) dtant fini, continu dans tout  l'intervalle, y compris pour t----r. 

Appelons fonction associde de F (r) la fonetion G(~) qui lui est relide par  

les deux 6quations (dq. I4 du paragraphe i) 

(I66) 

2 ~r F (0) b']tg 0 - -  

2 0 

2 ~  2 ~  

f G(O f 2 ~r G(0) ~ de + G(e)dr. 
tg 0 - -  ! 

V 
2 0 

Cela dtant ,  considdrons d 'abord l '~quation 

et intdgrons entre o et 2 zr par rapport  ~ e. 
A ~ a  mwlhematita. 40. Imprim6 le 2 aofit 1915. 

I 
(I63); multiplions-la par O - - r  

t g - -  
2 

Apr6s un ehangement dens l 'ordre 
23 
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2z 2z 

des inL6grations pour le t e r m e ~ - - a ~ _ ~ l ' F ( t ) ~ ( e , t ) d t ,  de l'expression --  

0 tg 2 0 
j ~ ~ j  

(ef. HILB~.RT, lee. eit.) on obtient ais6ment l '6quation 

2 z  2 ~  2 ~  2 z  2r 

- - -  2 z ' m F ( 0 ) - F 2 z  F(e )d~= ('O_(e)de_ 
( I 6 7 ) / t g O _ _  e + J  tg O--e  o / t g  O - e  

2 0 0 2 2 

Et  eomme on a d'apr~s (I66) 

20~ 

_v (o) + o - - ~  
t g - -  z - -  

= 0 ( o ) ,  

en multipliant ces deux derni6res 6quations par m eL - - I ,  eL ajoutant,  ii vient 

2~ f[ m[oj 2~p (_~_, _Otg ~ } - ( i  + F(o)  + (0 + = 

2 
(i68) 

2 ~  

, ]  , O - - e  
o ~g ~ 

@ (0) ,  

ce qui est une 6quation de FREDHOLM pour l'inoonnue F(O). 
Si l 'on 6tait parti  de l '6quation (i64), 10 premier ealeul aurait  donn6 aus- 

sit6t, s la place de (157) l '6quation suivante 

(z69) 

2:r  2 ~  2 z  

- - 4 z ~ m F ( O ) +  F(t)dt  d e + 2 z m  �9 
( L bJtg  - - -  ~ tg 0~__~ 

2 2 

Bien entendu, les int6grales off il subsiste une tangente au d6nominateur, sent 

prises 6gales & leur valeur prineipale. 

Les ~quations propos6es sent done ramen6es s des 6quations de FR~DHOLM. 

Mais il semble qu'il soit bien difficile de tirer parfi de ce fair pour retrouver, 

dans les cas particuliers eonsid&6s ant6rieurement, les r&ultats simples auxquels 

on est parvenu d'une autre mani~re. 


