SUR LA RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRA-
LES, ET SUR QUELQUES PROBLEMES QUI S'Y RATTACHENT.
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Le présent Mémoire est consacré i I’étude de certaines équations intégrales,

d’un type qui généralise le type classique de FrEDHOLM, & savoir des équations
de la forme

b
A (z) f(z) +f[f(x)-—f(8)]N(z, s)ds =g (z)

ou mieux

b
A(2)f (=) +ff(8)N(w,8)d8=<}>(x)~

La fonction inconnue est f(z), et le noyau N (r,s) présente pour s=z une dis-

3 3 - 3 3 - . . K ’
continuité polaire, il devient infini comme et K étant une constante. Dans

—z

le seconde écriture, 'intégrale est considérée comme égale & sa valeur principale

au sens de CavcHY. Des équations de cette nature se rencontrent dans diverses

questions d’Hydrodynamique que j’expose ailleurs (cf. Comptes-Rendus Acad. sc.

Paris, 6 janvier 1913, t. 156, p. 58) et pour lesquelles il était souhaitable d’ob-

tenir la solution effective des équations proposées, sous une forme utilisable.
Dans ce qui suit, j’expose la solution de divers problémes?! desquels je dé-

! Certains de ces probldmes prennent leur point de départ dans la détermination d'une
fonction analytique dans une aire annulaire, par diverses données aux frontiéres (partie réelle,
partie imaginaire, etc.). J'ai indiqué déja (Circolo mat. di Palermo, 1912, p. 134/175. Comptes-
Rendus, 13 mara 1911, 4 sept. 1911. Xenia, Hommage international i 1'Université de Gréce,
Athénes, 1912, p. 359/380) plusieurs résultats sur ces questions. Dans un beau Mémoire (Circolo
mat. di Palermo, 1913, 28me Sem. p. 1/28) M. U. Dix1 est revenu, dailleurs d’'une maniére trés
générale ot d'un point de vue différent, sur le méme ordre de sujets.
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duis ensuite la solution, sous forme simple et par une voie indirecte, de certaines
équations intégrales particuliéres, de la forme indiquée, — et dans lesquelles ren-
trent justement celles qui se sont présentées dans les questions d’Hydrodynamique
auxquelles je faisais allusion plus haut (ou du moins on peut ramener celles-ci
4 celles-14 sans difficulté).

En terminant, je fais voir qu’en utilisant une transformation de M. D. Hir-
BERT, on peut, dans des cas généraux, ol rentrent les équations étudiées anté-
rieurement, ramener les équations intégrales en question, & des équations de
FrepmoLM. Mais par ces considérations il serait extrémement difficile, pour ne
pas dire impossible, de retrouver sous la méme forme simple les résultats exposés
dans ce Travail.

Le résumé d’une partie de ce Mémoire a été6 communiqué & I’Académie des
Sciences, le 23 oct. IgrII.

PREMIERE PARTIE.

§ 1. Nous commencerons par rappeler, au sujet d’une fonction analytique
dans un cercle, certaines propriétés qui nous seront utiles par la suite, et qui
sont pour la plupart déja connues; aussi passerons-nous rapidement sur ces
propriétés.

On sait (of. SomwarTz, Zur Integrat. der partiellen Differentialgleichung
Adu=o0, Jnal de Crelle, 1872, p. 218; T. Boaeio, Sulle funzioni di variabile
complessa, R. Accad. di Torino, 47 (1911); H. ViuraT, Bulletin de la Soc. Mathém.
39 (1911), p. 443) que dans un cercle de rayon un ayant pour centre l'origine
du plan z=2 + iy, une fonction analytique réguliére dont la partie réelle prenne
a la frontiére les valeurs f(6), est égale, & une constante imaginaire pure, prés, a

1+ zet0

2w
(x) A(z)=2—17—vfj(0)i-:gmdﬂ=ﬁ’(x,y)+z‘G(m,y).
0

Plus précisément, on sait (cf. P. Farou, Séries trigonométriques, Acta Ma-
thematica, 30, 1906, p. 335) que si f(#) est une fonction périodique, de période
27, bornée et sommable (au sens de LEBESGUE) la partie réelle de I'expression
ci-dessus tend vers f(f) lorsque le point z tend vers le point ¢/0 en suivant le
rayon qui y aboutit. Il ne peut y avoir exception que pour des points de la
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circonférence |z| =1, formant un ensemble de mesure nulle (FaTovu, loc. cit. p.
348). La méme conclusion est valable si f(0) est une fonction non bornée, mais
intégrable en valeur absolue (id. p. 373).

La partie imaginaire de la fonction A(z) est bien déterminée dans le cercle;
pour qu’elle ait une limite quand z tend vers ¢ en suivant le rayon, il faut et
il suffit (FaTou, p. 360) que l'intégrale

(2) f[f(o +t) — f(6 —t)] cotg ﬁdt

ait une limite quand ¢ tend vers zéro par valeurs positives; la partie imaginaire,
et I'intégrale ci-dessus, tendent de plus vers leurs limites, uniformément ensemble
(c’est & dire qu’il en est ainsi pour la partie imaginaire, sous la condition, néces-
saire et suffisante, que I'intégrale tende uniformément vers sa limite).

Si I'intégrale en question a une limite la partie imaginaire de 4 (z) est égale,
au point e*d, &

2
(3) g0)= = (L _q.

ou Dlintégrale est considérée comme égale 4 sa valeur principale, au sens de
Cavucry. En particulier, si la fonction f(#) satisfait & une condition de Lipscrirz,
on peut écrire

27
: (fe—i)
00 o[ e
s g

Pintégrale ayant son sens ordinaire, et la fonction g(6) satisfera & une condition
de méme sorte (FaTou, p. 361).

Comme P’a montré L. LicHTENSTEIN (Journal de Crelle, 141, 1912, p. 12/42),
8i f(0) est intégrable, et qu’il en soit de méme de son carré, la fonction g (0) est
bien déterminée, sauf peut-étre pour un ensemble, de mesure nulle, de points de
la circonférence frontiére; et cette fonction est intégrable, ainsi que son carré,
dans l'intervalle o, 2x.

Si P’on pose

z=gpe'l

la dérivée partielle %i—: existe & l’intérieur de la circonférence de rayon 1; on en
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déduit par conséquent la dérivée %, qui, si elle a une limite quand ¢ tend vers

un, nous fournira la dérivée normale extérieure de la fonction F sur la frontiére.
Si f(0) est l'intégrale indéfinie d’une fonction f'() intégrable ainsi que son carré,
alors cette dérivée normale & la frontiére, h(0), existe sauf peut-8tre aux points
d’un ensemble de mesure nulle, et elle est intégrable ainsi que son carré
(LicaTENSTEIN, loc. cit.). Si I'on admet que la fonction f() soit bornée, et qu’elle
n’ait qu'un nombre fini de points #; de discontinuité, ol elle passe brusquement

d’'une valeur f(;—o) & une autre f(6; + o), un calcul facile (cf. H. ViLrar,
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1914) montre qu’on peut écrire

2w
1 " fls) 1(0i—0)—f(6; + o)
(4) h(0) = 277: tﬂ—e znz 4 — (7,
g tg— 2

Iintégrale ayant sa valeur principale, ou bien, lorsque f(0) satisfait &4 une con-
dition de LipscHITZ,

f(s)—f'(ﬂ) f(0i—o0)—[(6i + o)
h(6) = " 0—¢ 271:2' 0—0;
° £ tg 2

0 étant supposé distinct d’un point de discontinuité. On vérifie du reste aigé-
2z :

ment la relation f h(0)d0 = o, dont on sait la nécessité.
0
Supposons maintenant qu’on se donne la valeur g(#) de la partie imaginaire
d’'une fonction analytique dans le cercle de rayon un, aux points de la circon-
férence frontiére; il résulte & peu prés immédiatement de ce qui précéde, que la
fonction

j 400 )1 +z2_'0 d0=F (z, y)+:G(z, y)

est une telle fonction analytique, et que, dans des conditions analogues & celles
qui ont été dites tout & I’heure, sa partie réelle sur la circonférence frontiére, est

2x

(s (0
10 =~ [ a
tg

0 2
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ou encore, si g(¢) satisfait & une condition de Lirsonirz,

¥4

27 0—¢
v tg 2

et f(0) satisfait alors & une condition analogue.

Il est d’ailleurs aisé de montrer que, si g(d) est l'intégrale indéfinie d’une
fonction intégrable ¢'(6) la dérivée normale de la partie réelle F(x, y) aux points
de la frontiére, est égale, en général,! &

h(6) =g'(0)

comme on devait s’y attendre.

Supposons encore qu’on se donne la valeur %(6) de la dérivée normale ex-
térieure, sur la frontiére, de la partie réelle d’une fonction analytique réguliére
dans le cercle; bien entendu, nous supposons remplie la condition, dont on con-
nait la nécessité,

2n
(6) fh(ﬂ)do =o.

0

Il est bien connu que la fonction analytique (i laquelle on peut ajouter une
constante quelconque)

25
) Ole) == [ o) og (e —2)de=F(a 4) +i6(x, 9

0

répond & la question (cf. par exemple Boaaro, loc. cit.). D’ailleurs, si I’on pose
z=¢¢e'0, on a de suite

2

‘7_0=Lffh(£) de
do me ) eft—z

0

La partie réelle de cette expression est

ix

dF 1 gcos (0 —e)—¢®

Te_ﬂ—efl—zecos O—o) + ¢ )%
0

! Nous écrirons fréquemment sen générals pour abréger, au lieu de rexcepté aux points
d'un ensemble de mesure nulles.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 24 juillet 1915. 14
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ce que, d’aprés la condition ci-dessus, on met facilement sous la forme

2
oF _ 1 [ 1—¢°
do zngfx——zg cos (0—z¢) + g”h(e)d(e)'
§

On est donc ramené & une intégrale de Poissow, & laquelle s’appliquent les ré-
sultats connus, particuliérement ceux de M. P. Farov.

En négligeant la constante additive, on voit aisément que, pour un point
z=¢'0 de la frontiére, la fonction analytique en question a pour partie réelle

— &

de

25
(8) f(6)=—2 f h(s) log sin
0
et pour coefficient de ¢,

2z
) 90 =~ [wherac
0

en désignant par ¥ langle que fait avec 'axe des z la demi-droite qui va du
point e? au point efs. La fonction h(c) étant supposée sommable, est, sauf sur
un ensemble de mesure nulle, la dérivée de son intégrale indéfinie H(e). On
peut donc écrire

2
g(0) ——~ [ wH (e)de
0

et en intégrant par parties,
27
I e T dy
0O =— LW HEE +, [HE G .
0

Or la fonction W(¢) présente une discontinuité lorsque ¢ traverse la valeur 6, et
Pon s’assure facilement que

Y@+ o)—y(@—o)=m,

d’ailleurs, ¥ dépend linéairement de & (il est méme égal & + 7—: +¢ -Iz— 9 selon que

¢ est supérieur ou inférieur & 0). L’intégrale écrite au second membre dans la valeur

de g(0) est donc une constante indépendante de ¢, et la partie intégrée se réduit &
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—~HOWO—0)— Y0 + )] —H(©).
On a done, sauf sur un ensemble de mesure nulle,
g'(0)="r(0).

En outre, une méthode directement inspirée de celle qu’emploie L. LicETEN-
STEIN (loc. cit. Journal de Crelle, 1912, p. 25 notamment) permet de montrer que,
si la fonction %(f) est intégrable ainsi que son carré, les fonctions f(8) et g(6)
existent en général, et jouissent de la méme propriété. On met d’abord aisément
C(z) sous la forme, valable dans le cercle de rayon 1,

(10) C(z)=—1b, + i(a,.—ib,.)z”
1

avec

2 2n 2
b, — }tfeh(e)de, an— ;:;fh(e) cosnede, bp= n‘—nfh(e) sinnsde.
0 [} 0

Si h(0) est intégrable ainsi que son carré, on sait qu'on a, d’aprés P. Farou
(Acta, 1906, p. 379)
25 ©
f [A(e)Pde = D (n*aq? + n?b,?).

by 1

o
Les séries Ea,.’, Y. 5. sont donc a fortiori convergentes, et 'on peut écrire
1

(11) f(0)~2a,. cosnf + b, sinnf
1

(12) g(6) ~ z — by, cos nb + a,sin nbd
1

f(6) et g(6) désignant deux fonctions définies presque partout, sommables en
méme temps que leurs carrés. Pour faire voir que ce sont justement & une con-
stante preés, les deux fonctions déja désignées sous ce méme nom il y a un in-
gtant, il suffit de considérer la fonection
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r(z)——ff()”“

2 e—-tB

formée au moyen de la fonction (r1). Un calcul immédiat permet d’écrire

I'R)=c, + i(an-—iﬁn)z"
1

2z 2 20
ao=2"17tff(8)de, an——-;tff(s)cosnede, ﬂn=£ff(e)sinnede,
b & s

et d’aprés la définition de f(f) on a ap=an; fn=>0,. I'(2) ne différe donc de
C(z) que par une constante, d’oit la conclusion annoncée.

La comparaison des divers résultats précédents, en supposant que la fone-
tion analytique dont il s’agit & l’intérieur de la circonférence C de rayon un,
soit partout la méme, conduit aux conclusions suivantes.

Tout d’abord, les deux équations

avec

2%

=7 [ e,
2

2x
9(0)=2%f—fa(£}gde + C,
& tg

2

(13)

ou C, et O, sont deux constantes convenables, sont, comme on sait, inverses 'une
de l'autre. En multipliant les deux membres des deux égalités par d8 et inté-
grant de o & 27, on voit sans peine que les valeurs des constantes sont

2x 2w
I I
Eff(a)d() ot ;vfg(ﬁ)dG
0 0

et que les équations ci-dessus doivent s’écrire

g0
0 — — d
< O —— = f i f (o) ds

0
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2xn 2n
I f(€) I
g(o)—;tft——go_ede'{-z—nfg(e)de.
0 2

(1]

Si I'une des deux fonctions f(@) ou g(f) est intégrable ainsi que son carré, il en
est de méme de l'autre; si Pune de ces deux fonctions satisfait 4 une condition
de LrpscHITZ, il en est de méme de Pautre.

Considérons encore les deux équations

27

(13) /(0)=—1fh(e)1ogsin b—¢

2

4
0

|de+ Cte

2n

1 [T@de 1 f0—0)—(6i+0)

(6) O =) e Py
L A

elles seront inverses 'une de 'autre dans des conditions qui résultent clairement
des développements précédents, lorsque f(f) est supposé continu et dérivable,
sauf peut-étre en un nombre fini de points. Nous ferons remarquer que, si f(6)
posséde une discontinuité au point 6;, et y subit un saut brusque égal & k, la

fonction % (0) devient en ce point infinie comme 7%9—;]:—7)- - La réciproque de ce
fait est aisée & déduire de I’équation (15).
Il suit de la que, si Pon suppose f continu dans tout I'intervalle (ce qui

entraine que A n’ait pas de singularités polaires), on doit effacer dans (16) les

termes contenus sous le signe 2, et les deux équations restantes donnent la so-
¢

lution I'une de P’autre. Si alors I'une des deux fonctions f ou A est de carré inté-
grable, il en sera de méme de l'autre, d’aprés des conclusions antérieures.

§ 2. Je vais maintenant supposer qu’il s’agisse d’une fonction analytique,
réguliére dans un domaine limité par deux circonférences concentriques, de centre o
et dont nous prendrons les rayons égaux 4 1 et & ¢ (<1) ainsi qu’on peut évi-
demment toujours s’y ramener. Nous désignerons constamment par les notations:
1(0) et f,(8), g(6) et ¢,(6), h(6) et h,(#), les valeurs que prennent, aux points
¢'0 et qe'd des frontidres, respectivement, la partie réelle, la partie imaginaire,
et la dérivée normale de la partie réelle, dans la direction extérieure & I'aire
annulaire,

Supposons d’abord que les valeurs de f{#) et de f,(f) soient données. La
fonction analytique dont la partie réelle prend sur les deux circonférences C (de
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rayon 1) et C, (de rayon g) les valeurs en question, est, comme je I’ai démontré
ailleurs,! & une constante (imaginaire pure) preés,

27
(x7) A(z)=%ff(8)5(%‘vlogz—%‘elwl,ws)de—»-

zwlffl()cs 110gz Iw“ws)de‘“‘F(x y) +iG(z y).

Les fonctions elliptiques qui interviennent dans cette formule, sont construites
avec les périodes zw, et 2¢iw,, dont le rapport seul est déterminé, et satisfait &
la relation

—0T W3 ]

(18) g=c¢e o .

D’ailleurs (cf. H. ViLrar, loc. cit.) la condition, nécessaire et suffisante, pour
que la fonction analytique A4 (2) soit uniforme, est

2xn 2
(x9) f(e)de = f fy(e)de
J1os=

et nous supposerons bien entendu cette condition remplie. (Les fonctions f et f,
sont évidemment supposées sommables.)

Pour préciser davantage les circonstances dans lesquelles on peut étre assuré
que la fonction A(z) satisfait bien & la question, formons la différence

A(z)—;«fﬂs)i“ de = A(z) — Ao(2)

I e—b &

entre A(z) et une fonction A4,(z) définie, dans tout le cercle de rayon 1, par la
donnée f(6) de la partie réelle sur la frontiére. On a

1 Cf. H. Virrar, Le probléme de Dirichlet dans une aire annulaire, Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, 1912, 1er Semestre, oll j'ai établi directement cette formule. Comme je
I'ai fait voir au méme endroit, on peut aussi déduire cette formule d'un développement (dd &
M. U. Dm¥1) connue antérieurement. Dans son Mémoire déja ¢ité, M. U. Dint a de nouveau in-
diqué cette déduction.

* Nous adopterons pour ce qui concerne les fonctions elliptiques, les notations du Traité
de M. M. Tanwery et Morx (GAurHIER-VILLARS, 4 volumes) auquel nous renverrons souvent dans
la suite, par l'indication: T. M., suivie du double numéro de la formule & utiliser.
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2 I_ze—is

2x . s
40— v = 2 [10[ 20 [1oga— e ~ T T 20—
0

22
—%flx(e)Cs (:071[ logz-—‘—:;‘ clde.
0

Or, en introduisant les fonctions 9, on sait (T. M., XXXIII, 7) que

el
)

et d’autre part on peut déduire de la formule (T. M. XXXII, 5) la suivante

v

= cobg v + 2 4mgnsinzny

1—ag®tcoszny + P

On en conclut

sin =%

ne 2 7 w,
§u= w 20) COth +;2 TU '
! “ 1 1——zq2”cos—a—,»+q“”

1

. w. w .
Maintenant, pour %= g;logz— ;‘ ¢, on a facilement

U .1 + ze~ie
cotg =m—
2w, I—ze i
. U I )
8in — = —— (ze““—z“e’s)
w, 21

Y 1
COS—— = [ze~%¢ + zlet¢
w 2

d’ol

“y - __a.i‘ =1_71 I _ _ﬁl + ze—ie Ea i q"(ze—ie__z—le'is)
C(inlogz ne) n(ilogz e) Zw,_—-l—ze”i‘+'iw,zI——q2"(ze""€+z—1e'8)+q4n

et
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ir+ ze—is n,w,(

T log z— i¢) +

U(z,s)=3%§ ;.w;‘logz-——%a)

n(ze—‘ls_z—lets) .
+ 2 (I___q2nze—1s) (I— 2nz——1e'is)

Sous cette forme, il est bien clair que la fonction de 2
2_11:
;‘;J 1) Uz, e)de
0

se comporte réguliérement dans la couronne, et y est continue, y compris sur
la circonférence de rayon 1. Lorsque z tend vers un point ef de cette derniére
circonférence, I'intégrale ci-dessus tend d’ailleurs vers la valeur imaginaire pure

27

n wl 2¢" sin (0 —¢) ]
nf[ 8)+2‘ —2¢2" cos (0 —¢) + ¢ de.

0

Dans les mémes conditions, P'intégrale

“"‘ff,ms 2 logz—22e)ds

tend également vers une valeur imaginaire pure, et il en résulte que la partie
réelle de la différence 4(z) — A4,(2) tend vers zéro. Par suite la facon dont se
comporte la partie réelle de A(z) au voisinage de la circonférence C, dépend
uniquement de la fagon dont s’y comporte la partie réelle de 4,(z).

Les résultats rappelés dans le premier paragraphe relativement & cette
derniére fonction, peuvent donc &tre immédiatement appliqués & la fonction 4 (2).
Celd étant, et en remarquant qu’on peut échanger le role des deux frontiéres
par la transformation de z en ¢/z, on en conclut notamment les conséquences
suivantes:

Les fonctions f(8) et f,(0) étant données, périodiques (de période 27) et
sommables, la partie réelle de A(z) tend, en général, vers f(0) ou f,(6) lorsque
z tend vers €0 ou geif. La partie imaginaire de A(z) est bien déterminée quand
les intégrales analogues & (2) relatives & f ou & f,, ont des limites. Cette partie
imaginaire tend alors vers les expressmns
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2z 2x
(20) 00) =5 [1@5 2 0—ae—2 [ 15,2 0 —oe
0 0
ou
2x 25
(@) 00 =% [ 105,20~ de—, [ 1,0 % 0~ s
0 0

respectivement. Les intégrales relatives a la fonction { doivent y &tre considé-
rées comme égales & leur valeur principale au sens de CavcHY. Si f et f, satis-
font & des conditions de LipscHITZ, ces formules peuvent étre remplacées par les
suivantes, ou les intégrales ont la signification ordinaire (cf. H. ViLrar, loc. cit.
p. 110, Note 1),

27
90) =2 [0 — (0 20— 1ae — 212 (- 0) 160y
0

(22) .n
— % [ 1052 0—ae
0
20 2n
w, w, w, W .
wy MO of 102 2 O0—e)de— 0] [y () — 1,015 (0—e)de +

+-2—177‘t—w—‘(1—7%)f1(0).

De plus, les fonctions g(0) et g,(0) satisfont alors, elles aussi, & des conditions
de LipscHrTZ.

Si f(6) et f,(0) sont intégrables ainsi que leurs carrés, je dis que g(f) et
9,(0) seront alors déterminées, sauf peut étre chacune sur un ensemble de mesure
nulle, et que ces fonctions seront intégrables ainsi que leurs carrés.

Bien qu’on puisse déduire ce fait sans grand calcul, des théorémes de
P. Fatovu et L. LICBTENSTEIN, je démontrerai cependant ce résultat directement,
en suivant d’ailleurs la voie tracée par L. LiICHTENSTEIN dans le cas du cercle;
car cela nous permettra d’obtenir en méme temps diverses formules importantes.

11 résulte tout d’abord d’un calcul connu (cf. U. Din1, loc. cit. et H.ViLLAT,
Palermo, I, 1912, p. 171) qu’en appelant «, et 3, les coefficients de FOURIER de
la fonction f(6) et o', 8'» ceux de f,(6), c’est & dire en posant

Acta mathematica. 40. Tmprimé le 25 juillet 1915. 15
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2% 2
o= dly = = [ {(6)d0 — —[1,(6)d0

0 0

20 25
=2 ff(o) cos n6d6, = :? ff(0) sin n6d0
0 0

2n 2n
on=11,(6) cosn0df, f'n=" [1,(6)sinn6do
7T it
33 0

la partie réelle F(g, 6) de A(z) peut s’écrire, en placant le point z =pe’d & P'in-
térieur de la couronne,

o" qn I ”

i © 50
F{o,0)=a,+ an (a,, cos nd 4+ B, sinnd) + 29 — (o' cos nd + ', sin nf).

1 qln—g" 1 q———gﬂ

A (z) est par suite, dans la couronne, représentable par Jexpression

A(z)=Flo,0) + iGlo, 0) = &y + 14, + Z“n—q "y — 1 (B —q"Bn ) o "y

I__q2n

(26)

4 § =) +ig ()

I___qﬁn

o A, est une constante réelle dont il est aisé de trouver la valeur. Il suffit
d’observer que 'on a

b4

fA(ge"@)dﬁ = 2 (e + idy).

Qe
Puis d’aprés (17),

2m

fA(ge’f’) fdﬂ{f} “’* " loge + '(0—3))018_

0
2w
"*ffx(e)Ca (%loge + %(6—@) de}.
0

Or on a aisément
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2 o, w, . a(ﬁ log o ;‘e + zwl)
fC (z_;v— loge + ;(ﬁ—e))dﬂ = ‘—ozlog o ) =
¥ a(mlogg—-——e)

(au sujet de la détermination du multiple de :n figurant dans cette formule, voir
H. VirraT, loe. cit. § 6). On a de méme

2

w, @1 g o) g0 — 2T (@1 o, @
f&;s(i”logg+n(0 e))dO— a (mlogg n_e—i—wl).
0

D’ol en tenant compte de (25), et réduisant,

2% 25

25 A
[Ateenar~ [fede—an 2 [ et —r(oNde
0 0 0

et par suite

2%
(27) g — A0 [l — e
0

On a donc pour A(z) un développement de la forme

(28) A(2) = @y — by + D (@n—1iba)2" + X (e + idn)e",
1 1
avec
2z 2x 27
I I o,
" 2w f 1000 = = [ 1,000 =co, b= [017(6)—1,@)1d0.
0 0
7 o' —an A
an=gﬁ.:q_zg£" b”=ﬂ" q2ﬂn
I—¢ n I—¢ n

o= o "Fn—@"Bn
_ -

C
n I_q2n 4 I___q2n

Nous écrirons plus simplement ces derniéres:
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Up -+ Cp = Qp, bn+dn:=ﬂn
n X ! n I _ e
AnqQ" + Cn~ =0y, buq"+dn=Fn.
qn q
On voit que les nombres

o, B+ Cyovo Bun+Cny--n by+d,... butdn,..

sont les constantes de FouriEr de la fonction f(6), et que les nombres

¢ I 1 T

Gos alq+clé, e a,,q"+cn§;‘, e b1q+d1§, N b,,q"+d,.§,;, ..
sont celles attachées & la fonction f, (), c’est & dire qu’avec les notations de M.
HurwiTtz, on a
(30) (@) ~a, + (@, + ¢,)cos6 + --- + (@p + cn)cOSRE + ---
+ (b, +d,)sin8@ + --- (b, + dy)sinng + ---

(31) 1 @) ~a, + (alq + 01;) cos@+ - + (anq” + o,.;;,) cosf + ---

+ (blq +d,;-) sin@+ - + (bnq”—!-dnq—xn) sinnd + ---

Ceci posé, les fonctions f et f, étant de carrés sommables, on a d’aprés un
théoréme de P. Farovu (loc. cit. p. 379)

2

X[ @rds=20;+ S+ e+ Gut dy
(32) ’ 1

2z @© 2 ]
x f [, O a0 =203 + 3 (angm + en 2] + (bag + 0 5)
. 4 g g

En outre, en partant de la formule (28) on a, pour ¢ compris entre ¢ et 1 (dif-
férent des extrémités)

F(g,6)=a,+ ) (ang” + ¢n Qin) cosnf + (b,.g” + d"(’i") sinn6
1

G(e,0) =—b, + 2 (a,.g”—c,,gﬁ) sinn 6 — (b,,q"—-—dng—l—”) cosnb.
1



Sur la résolution de certaines équations intégrales. 117

Multiplions respectivement par F (g,6) et G (o,0), et intégrons de o & 27, en traitant
les seconds membres terme & terme, ce dont on a le droit pour les valeurs de ¢
considérées. 11 vient d’abord

2n 2x 2n
f[F (g,0)]’d0=aofF(q, 0)do + z (a,,gn + c,,(—)x;,)fF(e, f)cosnfdo +
0 ] 0

2n
+ (b,,(,» + d,,i)fF (¢:6)sinnddo
0

et par suite

ofzgﬁ' (0,0)1*d0 = n{za; + ?(an o + :—:)’4— (b,.g"+ Z{)s}

Et on a de méme
2n » N d s
f[G(g,O)]'d0=7t{2b; + Dlaner—2) + (b =) }
1
0

Les séries écrites aux seconds membres sont donc convergentes, et par suite la
série

o0

X (@ncn + badn)

1

obtenue par soustraction, est également convergente.

Cela étant, revenons aux formules (32); il résulte immédiatement de ce qui
précéde, que les séries

I
Das, Qer, Xbh, Dda, Jargrr, Nos 521;: pALY Zd.'.?;,'
sont toutes convergentes, et par suite il en est de méme des deux suivantes

2 (@n— 6a)* + (Bn—d)?
C,

-3 e

Le théoréme de Riesz-FiscHEr (cf. notamment Rirsz, Comptes-Rendus, 144,
1907, p. 615; Gotting. Nachrichten, 1go7; E. FiscHER, Comptes-Rendus, 144,
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1907, p. 1022) permet de conclure de 13 qu’il existe deux fonctions g (6) et g, ()
intégrables et de carrés intégrables, telles que P'on ait

g@)~—>5, + Z(an—c,.) sinnf — (b, — d,) cos nd
(33)
g:(0) ~—b, + 2 (a,.q”-——;%) sinn @ — (b,,,g”—~—;—l:‘;) cosnf.

Si nous considérons alors la fonetion

2n
4,()=F,(0.0) + m,(g,e)=§%fg<e>c (g—;logz—%‘e)de—
0

27

7,008 ({2 10z —2) e,

0

la partie réelle de cette fonction tend, en général, vers g(0) ou g, (0) lorsque z
tend vers les points ¢ ou geif des frontiéres. D’autre part, dans la couronne,
on a pour 4,(z) un développement de la forme

A, () =d',— by + D (@n—ibn) 2" + X (¢n + idln) 2"

avec
2n

dy= = [gO)ao = = f 7,(0)0

0

2 2
a',.+c’,.=7£vfg(0)c03n0d0 a'ng® + ~=7—It 7,(6) cos n6 do
0 0
2 2x
by + ¢ =7I? g(6)sinn0d0; bnqn + C—Z— _;I; 9,(0)sinn0d0
0 0

(il est & peine besoin de faire remarquer que les deux valeurs écrites pour o/,
sont évidemment égales). Mais, de la définition méme des fonctions g et g, il résulte

2m 27
I I
= [ 9030~ [o.0)a0
0 0
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2 2n
d,,——b,,=7£rfg(0)cosn0d0; %-b,,q"=7—1tfg,(0)cosn6d0;
(1] 0
2x 2x
a,,—c,,=£fg(0)sinn0d0; a,,q"——gq—:=7%fg,(0)sinn0d0.
1] 0

On en conclut par comparaison

a'y=—2b,
az;==—‘bn, bz3==an; cﬂ===dﬂ’ d%:==——c"'
Done
A, (0ei8)=—b,—ib'y— X\ (bn + ian) ¢" (cosnl + isinn0) + X (dn— ivn)(""(_(?zg:g)

et par suite la partie réelle F,(¢,0) de A, (z) dans la couronne coincide avec le
coefficient de ¢, G (¢, 6) de A4 (z) ce qui démontre complétement le résultat annoncé.
11 résulte indirectement des développements qui précédent, que Fon a

2n 25 2=
(34) f 9(©)d0 = [ 9,030 — 240 f 811(6) — 1, ()]0
1] 0 0
et que par suite P'égalité
27 2
(5) f f(0)a0— f 1,(6)d0
0 [
entraine

2z

. 27
(36) f g@)do= | g,(0)d6
J

0

et la réciproque est évidemment exacte.

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant: si f(6) et f,(6) sont
des fonctions périodiques (de période 27) et sont les intégrales indéfinies de deux
dérivées (pon nécessairement bornées) f' et f, intégrables ainsi que leurs carrés,

la partie réelle F(o,0) de A(z) a une dérivée %% qui tend en général vers des li-

mites déterminées % (6), et —h,(6), lorsque z tend vers les points €' ou ge*d. Les
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fonctions [A(G)]* et [A,(0)] sont intégrables. Il suffira de suivre le mode de raison-
nement employé par L. LicETENsTEIN (loc. cit. p. 25, et Journal de Crelle, 1913,
p. 189) pour obtenir immédiatement ce résultat.

Dans ces conditions, la dérivée normale de F existe en général sur les fron-
tidres. Supposons les fonctions f et f, bornées, pourvues en général d’une dérivée,
et possédant peut-étre un nombre fini de points 6; de discontinuité, ol ces fone-
tions passent brusquement d’une valeur & une autre. Nous pourrons écrire, en
supposant d’abord ¢<¢<1,

GA(z)

71‘3

2n
.]ogz ls)ds+£3—‘éﬁ,(e)p (%logz—%‘e+wa)de
0 o

puis on a

Z{‘f(a)p(%:logz——% ) {f(e)C( +— logz— } (—Ej;'(s)g(@%logz—%e)de

de sorte qu’en tenant compte des discontinuités possibles,

94 _ (0 — : Wp) 4 2T Oig
67) Gy =g DU+ o)~ O O)JC( logz — 26 + Vi f(—o0) +

ff'()C 1logz de+ fj,(s)p l]ogz ~18+w3 de

en comprenant au besoin le point e =o0=2x parmi les points 6;, si f subit un
saut brusque en ce point.

On voit alors que I’étude de cette expression dérive immédiatement de 1’étude,
déja faite, des fonctions de la forme

27

2x
fF(e)C(?—;logz—%e)de—fﬁ'l(a)gs (g—;logz——%a) de
0 0

2%
(on pourra prendre ici F(c) = f (¢), et F,(¢) égale & la constante ~— f f'(e)de). Par

0
suite, dans des conditions qui ressortent clairement des considérations antérieures,

le coefficient de ¢ dans % tendra en général vers — f'(6) quand z tendra vers

le point €'f; quant & la partie réelle, elle sera
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1(0) = 75 D0 + 0) —f(0:— )L 20— 0 + 2 f(—o) +
(38)

2r 2n
+ 2 10 0—0de + % [1@p[%0—0 + w]de
0 0

Y

I'intégrale relative & [ étant prise égale & sa valeur principale; cette derniére
existe dans les conditions que l'on sait (et notamment son existence est assurée
si f'(0) est intégrable ainsi que son carré).

Si f satisfait &4 une condition de LipscHiTz, on peut mettre, en général,
aprés un calcul trés simple, cette expression sous la forme

d

B(0) =5 DO + 0) — f(B:— 0))5 16— 60) + T2 f(— o) +
2n
+% (176 — FONr 2@ —ade—"2 1~ 2 10) +
0

2n
+ 2% [hip[% 0— 0+ v,]ae
0

ol les intégrales ont leur signification ordinaire.

En désignant par A, (0) la dérivée normale extérieure de F(g, 6), en un point
geid de la frontiére intérieure, un calcul analogue au précédent conduira a Pex-
Pression suivante

w

25 .
hO) =5 [ 1092 0—0) + 0 ]de + 5 D10+ 0 —hO— N2 0—0)+
0 3

(39)

2z
+ 20804 () + f/’l(s)I%(0~€)de

® niq
0

ou encore, si f, satisfait & une condition de Lipscarrz,

Acta mathematica. 40. Imprimé le 27 jnillet 1915. 16
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hi(6) =

7T 7?

27
“’;qff (sm[%(e—~e> + ws]de + wquZ[fx(@j-l' 0)— f,(0;—0)15 2 (0 — ;) +
0

27
+ B =) + ] /1) = 14015, (0 — ) de— =12 (I—,%) f1(0).
0

Observons encore qu’on peut affirmer que, si f' et f, satisfont & des con-
ditions de Lipscuitz, il en est de méme des fonctions % et A,.

Enfin, on peut vérifier sans grande difficulté que les fonctions % et A,
vérifient les conditions

27 27

fh(a)do =J'h1(0)d0 —o
1]

0

dont on connait la nécessité, provenant de 1’uniformité de la fonction analyti-
que A(z).

§ 3. Silon cherche une fonction analytique uniforme, B(z), déterminée par
la connaissance des valeurs g(f) et g,(0) de sa partie imaginaire sur les deux
circonférences limites, il résulte évidemment des développements précédents,
qu’une telle fonction est, & une constante (réelle) prés,

2nn

B(z)=—%2-} 95 ({2 logz— % wuws)de +
(40) 0 2
+ % g:(e)Cs (% logz"‘%ﬁlwuws)de

0

obtenue en multipliant par 7 une fonction analogue & la fonction 4 (z) antérieure.
Les données g et g, doivent d’ailleurs vérifier, bien entendu, la condition

2x 2n
f 9(0)d0 — f 7.(0)d6.
0 0

Ce qui a été dit antérieurement se transporte immédiatement & cette nou-
velle fonction de z. Notamment, si g et g, sont intégrables et de carrés intégra-
bles, la partie réelle de B(z) tend en général vers des valeurs déterminées f(6) et
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f1(8) quand z tend vers un point des frontiéres, et ces nouvelles fonctions f et f,
sont intégrables ainsi que leurs carrés. Elles ont d’ailleurs pour expressions

2a

2
10) =% 9@t 2 0—ade + % [ g5 0 —ade
0 0

(41)

2x 2n

10 == [ 00 % 0—ode + % [ 9,00 % 0—a)de

2
0

ou encore, si g et g, satisfont & des conditions de LipscHrrz,

2n 2n
110 =% [0 =g 1 % 0 —e)de + 222 (1 — D) g0+ 24 [, (12,2 0— e,
0 .

0

2n 2n
1O =~ [ 0@ % 0—ade + 2% [l — 0,012 20 —e)de—
0 0

e 0
T T

PACE

Les fonctions f et f, ainsi déterminées vérifient en outre les relations

2x

2x 2x
_ _ 2w
[1030= (10100 =222 [o1900) .03,
0 0 0

De plus, la partie réelle de B(z) = B(geif) posséde une dérivée partielle par
rapport & ¢, qui, en général, tend vers une valeur déterminée quand ¢ tend vers
I ou ¢, si on suppose que g et g, aient des dérivées, et, en général, les valeurs
limites A(6) et h,(6) qui en résultent pour la dérivée normale (extérieure & l'aire)
sont

h(6) =4¢'(0),

h(8) =—ZXg.).
(6) 991(0)

Cela. découle & peu pres immédiatement des développements contenus dans le
paragraphe qui précéde.
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§ 4. Supposons données les valeurs k(0) et k,(f) de la dérivée normale de
la partie réelle aux frontiéres, et cherchons une fonction uniforme de z répondant
4 ces conditions. Bien entendu, nous supposons vérifiées les relations nécessaires

2w 2x

(42) fh(e)d() =J'h;(0)do=o

0 0

assurant 'uniformité de la fonction de z qu’il s’agit de trouver. Cette fonction
de z résulte trés simplement des constructions antérieures.! Considérons en effet
Pexpression

2w

C(z) —— —fh (0 log (2 logz—;elwl,wa)ds—-

(43)

27

fk (&) log 6, ( ‘logz-—%slwl,ws)de

Y

construite de maniére & ce que la dérivée par rapport & o(z = ge*?) reproduise

la fonction (visiblement uniforme)

_wrg[ (E)C( Ing—;e)d @,ﬂ fh();a( ‘Iogz——;e)d
%

dont nous savons déja par ce qui précéde, que la partie réelle tend vers k(6) ou
—h,(6) en général, quand z tend vers etf ou ge’d. Cette fonction C(z) n’est pas
uniforme, mais elle le deviendra par I'adjonction d’un terme convenable en log 2,
ne modifiant pas la valeur de la dérivée normale de la partie réelle, — ce qui
exige que ce terme soit de la forme 74 .logz, A étant réel. La différence des
valeurs de la fonction C(z) + ¢4 logz quand largument de z diminue, par
exemple, de 27, est, en désignant par logz la premiére détermination du loga-
rithme,

1 M. U. D1 (Palermo, 1913, loc. cit. — in fine — a déterminé récemment une telle fonc-
tion, relativement méme au cas un peu plus général, qu'on peut du reste ramener & celui dn
texte par l'addition d'un terme en logz, out les données vérifient seulement la condition

2x 2

fh(ﬁ)d((i) =fh, (0)do.

0 0
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w w
25 CfS(T‘—]ogz———‘e—zwl
17T 7T

I )
— ;fh () log o o de —
6 (— logz — -4 e)
i T

0

iz @(&logz—&s——zw,)
q i T
—Z |h,(e) o de+ 24n.
T ! g w w
s 63(7‘—10gz—~‘e)
i 7

Mais on a

w, w,
G(Elogz—gs—za)l)
log

. logz | ¢
G(w_llogz-—w_'e) T ame, (I— i +7;)
L7T 7T

W,y W,
C53(i—7rlogz—;¢s—zwl logz &
log - p =2n w, (1— g +;).
63(4—logz—4)
i 7T

Dot pour la différence précédente, en tenant compte des relations (42), I'ex-
pression

27 2n
—~21]‘—;0‘fak(s)de—21"—'wg‘—qfek,(e)de +2d4n
7T T
0 0

qui sera nulle si I'on choisit la constante réelle A par

2m

A= ’Lﬂ‘%fa[h(e) + gh, ()]de.

0

Donc la fonction uniforme

2n 2n
D(Z)=—7I;fh(e)log6 (%‘tlogz—%e) de—;qil{hl(e)logG, (;-f’;-tlogz——%s)de —
0 0

(44)

2

—;.7‘—7:;‘Iog z f e[h(e) + qh, (¢)]de

0

a laquelle on peut d’ailleurs ajouter une constante quelconque, répond a la
question proposée. Ses valeurs aux frontiéres sont déterminées par
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27 27

D(e’ﬁ)——-—~[h(e)log6 © g da——fh (e)log 6, (9 — &) de—

0
2w

— 020 [eth(o)+ ghu(ede

0

et de méme

2x 2w

D(qeiﬁ)———fh(e)logG[ (0 -——e)+w3] s-——;[ (¢)log G, [ l(¢9--—8)+w3:|ds——
0

0

27w

e (a + %Ts)fe[k(e) + ghy(e)]de.

0

Mais on sait que (T. M., X1, 3)
log G (@ + w;) =1n,a + log Guw, + log Ga;

61w362w3

50 —2 24 logba + (2k+ 1)im.

log G, (a + w,y) = nya + log—2-

De sorte qu’en se rappelant les conditions auxquelles % et A, sont assujettis, il vient

27 2n

D(qe"ﬁ)=——:—vfh(e)logﬁs[w—;‘(0—~e)]de——q—f ()log6 % (9 — &) de +
0 0
2m

1793 1 0
+ (2 =B [ethie) + g h@)de
0
ou encore
20 ‘241;
D(geit) = — f(e)logG ‘(0—-5)de——~—[h (e)logG O —e)ds—

0 0

(Zit+’7“"‘ f[h () + gh,(e)]de

a4 cause de la relation connue

%3
T @s =Ygy ==~
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Finalement on voit qu’on peut écrire, en séparant le réel et I'imaginaire,

2]: 2n
f(0)=—i]h(e)log(i%‘w—dds—y—qt[h,(e)log@%‘(ﬁ—s)ds—
b 0

2x

- BT [ethio)+ ah,@1de;

0

(45) - 2
1,6) ———jh (¢)log G, ‘“*(0 s)de—ﬁjh )log 6 ‘|0—e|da—
2
L j e[h(e)+gh, (e)]de;
1]
2
g((})——-—fh(e)arg(logG '(0—-8))d£,
(46) ’

27 2

g1(0)=—7%j (g) arg (log6 ‘(0—8))de——~fe[h(e)+qk (¢)]de.
o

¢
On peut simplifier beaucoup ces deux derniéres formules. Dans la premiére,
le logarithme qui figure provient de loga( ! lovz—7—t e) quand |z| tend vers 1

en lui restant inférieur. D’aprés cela, on se rend compte aisément que 'on doit
écrire, 4 désignant un nombre entier dont la valeur sera sans importance,

arg (logGC;—‘(O—s)) =2.n pour &< 0;

arg (logG%‘(B—e)) =2in + =« pour ¢>0

A

et par suite, a cause de (42),

2n
g60)=— [h(e)de
J

fa
(47) g(0) = j hie) de.
0

ou encore
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De méme, dans la seconde formule, le logarithme provient de logo, (:UT; logz— %‘ e)

quand |z| tend vers ¢ en lui restant supérieur. Cela entraine, u étant un entier,

arg (logGL—"—‘(a_S)) ={2H” pour £< 8
i z2um-— 7T pour &> 0

et par suite
2.av 21!
0.0) =g [ de— - [ h(o) + gh(9)de
a8 0

ou bien

I 2

(48) 91(0)=—-qfhl(e>de—i e[h(e) + ghy (] de.

27
§

Par un procédé exactement analogue & celui quwon a indiqué dans le cas
d’un domaine circulaire, au paragraphe 1, on démontre que, si les données A (0)
et h, () sont intégrables ainsi que leurs carrés, les fonctions f(0), g (0), f, (0), g, (6)
jouissent de la méme propriété.

§ 5. Considérons maintenant une fonction analytique E (z), dont la partie
réelle soit donnée, égale a f(6) sur la circonférence de rayon 1, et dont la partie
imaginaire soit assujettie & &tre nulle sur la circonférence de rayon g. Prolon-
geons analytiquement la fonction dans la couronne, de rayons extrémes ¢ et ¢°,
obtenue par inversion & partir de la couronne primitive (la puissance étant égale
3 ¢?, et le centre d’inversion étant le centre commun); aux points inverses, la
fonction et la fonction prolongée auront méme partie réelle, et des coeffi-
cients de 7 opposés. La fonction qui en résulte, définie dans la couronne totale
¢*<|z| <1, posséde alors une partie réelle égale & f(6) sur les deux frontiéres, et
par suite une telle fonction est (cf. H. ViLraT, Comptes-Rendus, Sept. 1911, Xenia,

Athénes, 1912, U. D1n1, Palermo, 1913, loc. cit.)
w’lw'a)]de

a une constante prés, imaginaire pure. Cela résulte d’ailleurs des résultats an-
térieurs; les périodes 20',, 20, avec lesquelles sont construites les fonctions ellip-
tiques actuelles, sont définies par I'égalité

!

27
tw' ! ! . r .
(49) E(z)=—“i~’ff<e>[c (g’;;logz—‘gjelwlwg)—cs (2 10g2— 2
0

“2
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—aw's

(50) q2 = ¢ 101

de sorte qu'on peut choisir si I'on veut
! f
w3=2w,, Wy =Wy,

2w,, 2w, désignant toujours les périodes utilisées jusqu’ici. D’ailleurs on peut
écrire (T. M., LIX a LXIII)

(51) fa—liam ;0 —f k= Sulind  _Sut

et par suite, plus briévement,
(52) E(z)= —ff log§30 logz g|de.

Il est manifeste, d’aprés la fagcon méme dont on a construit E(z), que la partie
imaginaire de cette fonction est constante sur la circonférence de rayon g¢; cette
partie imaginaire y est d’ailleurs nulle; en effet, pour z=ge*?, la valeur de la
fonction est

2 (0—e) + 22—l

B(geit)= ”"ff( ([ Oz ]de;

or on a (T. M., LXIII, 5, et XI, 2)
o+ %)
Lg 2

R B e e A

! !
Comme { (a+ w?a) et § (a—l%) sont imaginaires conjugués, il en résulte évidem-

ment que la valeur de E (geif) est réelle.
Si dans la fonction E(z) on fait la transformation de z en g/z, ce qui inter-
vertit les frontiéres, et si I'on envisage ’expression

2x
Igple\ 1 4 Y oy @ w_)
B z)—ﬂff(e)deloggo( 1.ﬂlogz 7:8+2 de
]

Acta mathematica. 40. Imprimé le 27 juillet 1915, 17
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la partie réelle de cette nouvelle fonction sera nulle sur la frontiére extérieure,

et la partie imaginaire sera —f(0) au point ge—*¢. On en conclut sans difficulté
que la fonction

2m
’

) ! !
(53 F@) =7 [0 alog s, (72 loge—Tte—?:
0

a une partie réelle nulle pour |z| =1, et une partie imaginaire égale & ¢,(6) pour
z=gqel,
On en conclut enfin que la fonction

G(2)=E(z) + F(z)

c¢’est & dire

2m
, ! !
G0 G@= [j@dlogsy(Ztloge—Te|uar) +
0

20

T ! w! T
+ ;fgl(s)dlog&o (%;logz_;lg_‘%lwrlw,s)
0

est celle qui répond aux données f(0) et g, ().

Il résulte évidemment des considérations précédentes, que pour cette fonc-
tion, dans des circonstances connues, la partie réelle et la partie imaginaire tendront
en général vers des limites déterminées quand z tendra vers un point des fron-
tiéres (et notamment lorsque les données seront intégrables et de carrés intégrables).
Et T'on pourra, en général, écrire, en remarquant que par construction, la deuxiéme
intégrale qui figure dans G(z) est imaginaire pure pour |z2]=1,

2m 2
(55) 9(0)=7£t/f(e)dlog§30%(a_g)+i%fl(e)dloggso(%(a_e)_%s.
0 0

Et 'on a de méme,

20

. 27 ' ' '
(56 HO= [1@dloge (5 0—0 + 5+ X [0.01d1088,% 0—0).
0

]
Les fonctions ¢(60) et f,(0) seront elles-mémes de carrés intégrables en méme

temps que les données. Si ces données satisfont & des conditions de LipscHITZ,
g et f, y satisferont également, et ’on aura
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2a 27
9(0)=}tfme)—f(o)Jdlogsso‘i’;(e—e)+;T-Ef (&) dlog £y, (; 0o —2);
(Y h

2n

. 2z f ' ¢
(0= [10d1ogs, (% 0—0 + F) + . 5.0 a1088. % 0~
0 0

On peut remarquer qu’on vérifie facilement les relations

2n 2x
ffl(ﬂ)dﬂ =f/(6)d6
0 0

2 2z
fy(&)dﬁ:f (6)do
0 0

Quant & la dérivée normale de la partie réelle de G (z), elle existera dans
des conditions générales que je ne répéterai pas; notamment si les données f et
g, sont les intégrales indéfinies de deux fonctions intégrables ainsi que leurs carrés,
les fonctions A (0) et h,(9) définies comme on sait, jouiront de la méme propriété.
On aura, en général, a cause de (51),

et

(/‘I()d l108(""‘—(0——8)] [%;logeﬁ-%(ﬂ—s)]}ds%-

2x ’
+%fg‘(£)d 0g9+%(0"‘8)—‘%’§]'—C [w‘logg+ (0—8)———]}de.
§

On sait que
%(Cs —Cu)=pu—p(u+ o).

Par suite il vient

G wm w'y o'y W', ‘il - '] —
Te = " /(){ [”10g9+ ;(0—8)]—p[i~;;logg+ 2 (0—0) + oy |} do

I

O jyx(){[‘logwr (0 —e)— “’—2—3]— [‘logg+ Y1 —e) + 22 ]}d.

it
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Supposouns f(6) continue sauf en un nombre fini de points #;, et pourvue presque
partout d’une dérivée f(0). La premiére partie de expression précédente pourra
s’écrire

de

2 P 5'30 ‘.‘”1 ogo + 4 (a—e))
ff( @
llog +—‘(6——e))

ou encore

N )
Eu

w’
—5= 2 [f(0i—0)—f(6; + 0)] ;
”92;' (‘logg-l———((? o))

g ‘log 49 (0—~e))
o [ ro- t de
‘Iogg-{— ‘(0-——8))

le point @=o0 pouvant &étre compris dans les points ¢; sous le signe 2 sans

E's
St

admet la période 2¢/,. De 13 on tire, pour ¢ = 1, dans des conditions déja énoncées,
1 » pOur ¢

modifications d’écriture, comme il résulte immédiatement du fait que la fonction L=

S0 0—0)
(570 h(O)="% D[ G 0)—Fi ¥ o)) — o — — + ff(e)dlogsw Y1 (g—e) —
; 51022 (0—0)

27

- [a@p[20—a—2]—p[% 00 + 2 e

0
la derniére intégrale écrite étant évidemment imaginaire pure.
En suivant une voie analogue, on peut encore démontrer que quand ¢ tend
vers ¢, la portion de ﬁg relative & f(¢) devient imaginaire pure, et que, en sup-

posant g,{f) pourvue d’une dérivée presque partout, la portion relative & g, (¢)
donne & la limite, en général, une partie réelle égale 3 1/g.4,(0); d’olu pour la

dérivée normale (extérieure),

Iy
h,(0) = vt 1(0).
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Si les données, au lieu d’étre f(6) et g,(0), sont f,(0) et g(0), la solution se
déduit immédiatement de ce qui précéde. A cet effet, dans la fonction g(z), faisons

la transformation de z en ¢/z; la fonction G(%) aura une partie réelle égale a f (0)

au point ge—*¢, et une partie imaginaire égale & ¢,(f) au point e—*¢. En posant

[1(0)=f(—0)
et

9(0)=g,(—0),
des transformations simples aménent & écrire la fonction

2x

68 HE)——~ [fe)dloge, (22 logz— e ol ) —
0
2n '
[g(ez)dlog,;,o (—~ logz— lw w,)
0

dont la partie réelle sera f,(8) au point ge'®, et la partie imaginaire g(6) au
point ¢6. C’est la fonction cherchée, répondant aux données f, et g. Des con-
clusions analogues & celles qui ont été développées pour G(z) sont actuellement
valables, et notamment, on a, dans des conditions connues

. 2n . . 2 o
GO 0=~ [@dlogs. (20— L g dogs 20—
0 0

2n

60)  6O=—L[hEdlogs.L0—0)—% f () dlog e (22 0—2) + 2}
0
puis, relativement aux dérivées normales,
k(6)=g'(6)
et
o' 5'30& (0"_01') 2z
6 WO =58 Sl G0 L0+ o1+ X [Fu(0dlogE 20—+
i §30 71(0 0) K

2x

o 85 frulb(tro— 0= —o[eho—a s e

0
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§ 6. Je passe maintenant au cas ou 'on donne f(0) et %,(6). La fonction
cherchée est alors celle que j’ai déjd indiquée antérieurement (cf. H. VILLAT,
Comptes—RenduS, Sept-1911, Xenia, Athénes, loc. cit. 1912) et sur laquelle M. U. Dint
est revenu dans son Mémoire (Palermo, 1913, loc. cit.). Je vais faire voir briéve-
ment qu’elle se déduit presque sans calcul de ce qui précéde. On suppose
toujours la relation

2n
(62) f hy(e)de=o

0

pour I'uniformité du résultat & obtenir.

Reprenons la fonction E(z) considérée déja; sa partie imaginaire est nulle
sur la circonférence |z]=g¢ des deux cdtés de laquelle E(z) est réguliére; par
suite la dérivée normale de la partie réelle sera certainement nulle sur cette
circonférence, — ce qu’on vérifierait au reste facilement.

Ceci posé, considérons la fonction

28

‘ ! ! r
(63) 1) =L [ hy(e) log &, (:"—7; logz——c—:;‘s—%slw'l w’a) de
0

vigsiblement construite de maniére & ce que sa dérivée par rapport a ¢(z = ge‘f)
reproduise
. 2x . ] ] .
9 i Y, Wi,
ﬂgfk,(a)dlog&,o(inlogz gl )
b
Nous savons que cette derniére expression (analogue & la fonction F(2) du para-
graphe précédent) posséde une partie réelle qui, pour z tendant vers ge‘d tend

en général vers —h,(6). La fonction I(z) est d’ailleurs uniforme, car la différence
des valeurs qu’elle prend pour deux valeurs de logz différant de 2¢m, est

! ! f
p 2n §30(&10g2——%8-—6—:v—§+2w'1) 7 2q
= | hy(e) log ; ; . de=2 [ h(c)log(—1)ds
T w,l w, g 7T
0 §30 Eogz—'}—e_~2— d

quantité nulle par hypothése. Enfin, pour z=e'0, la valeur

27
160 =2 [0 log & (50—~ 32 de
0
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est imaginaire pure, car la partie réelle de cette expression serait

z%rj;x(e)log{gso (52 00— %) & (20— + %) ae.
0

ou bien (T. M., LX, 4),

27

h(e)log(—Ve,—e, Ve,—e,)de =o.

0

La fonction I(z) a donc une partie réelle nulle sur la circonférence de rayon
1, et cette partie réelle a pour dérivée normale extérieure %,(6) au point getd.

Au sujet de cette fonction I(z) introduisons ici une remarque, qu’aussi bien
on pourrait aussi démontrer autrement. En utilisant la relation

log &;,u =logo,u—logou,

et les formules (T. M., CVI, 1) on trouve facilement

o 2n nmu\?
1°g§mu—-—10g —logsm oo +2n(1q+q2") (zsm 2w,)

(il est & noter que les formules (T. M.) auxquelles nous renvoyons ici, désignent
par ¢ la quantité que nous désignons actuellement par ¢®). Partant de la, un
calcul que j’omets pour abréger (d’autant qu’on trouvera dans le Mémoire cité
de M. U. Dix1, le développement d’un calcul inverse assez analogue) conduit &
I’égalité suivante, assurément valable dans l'intérieur de la couronne,

(64) I(z) = —ib, + X\ (an— ibn)z 2(a,.+zb,.)z n
1
ot 'on a posé
2_::
b, = _%J Oh,(6)d0
§
(65)
2n 2n
S A 040, bo———3""_ (h,(6)sinn6d6
= nn(1+qz”)j 1(0) cos mado, "__mr(1+q2")f ‘ '
1] 1]

Ceci montre qu’on a
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h(0)~—2nan an cosnf) ann smn0

Admettons alors que 4,(6) soit sommable en méme temps que son carré;
on aura, d’aprés un théoréme de P. Farou,

27
2n 2n\2
fkﬂ (0)d0 ana’"(x —'2-73-2 + 2 bzb’ (I -'2_13-2 )
0

On en conclut de suite que les séries

2 (I i‘. 92”)2 zbz (I :l: q2n Enzan, znzb 2&72“ beu

sont toutes convergentes, et par suite on peut poser, ¢g{(6), A (0), f,(0), g, (0) dési-
gnant des fonctions de carrés sommables,

g(0)y=—25, ——Zan cos no -+ 22% sinn6
1

1

h(6) = D 2na, cos nf + X, z2nbysin nd
(66) 1 1
1.(60) ~ 2“"( )cosnﬁ +Zb ( ———%) sin n@

91(0)~—b°+2—bn (q"+;;—) cosn0+2I n( + 7 )s1nn0
1 " 1

Les deux premiéres de ces fonctions sont la partie réelle et la dérivée normale
de celle-ci, sur la circonférence de rayon un; ceci résulte de ce que le développe-
ment en série de LAURENT de I(z) est convergent pour |z|=1, et méme au
deld, comme il est évident d’aprés la construction méme de I(z). Quant & f, et
g1, ce seront la partie réelle et la partie imaginaire de I(z) pour |z|= g¢; cela
est facile & démontrer en employant une méthode indiquée par L. LICHTENSTEIN
(cf. le Mém. cité, p. 23).

De tout ceci il résulte que, si la donnée %,(0) est sommable avec son carré,
il en sera de méme de g, 4, f,, g,.

Il est clair d’aprés ce qui précéde, qu’une fonction de z répondant aux don-
nées f(0) et h,(6) est
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. 2n . .
J(z) =E(2) + 1(2) =;t-[f(s)d log §30(?—7;10gz—‘—:ti eIw’,w',) +
(67) ' o

! ! !
+ %fﬁ, (e) log§,o(%—’tlogz-— ‘-‘—’;e——c—‘;—’lw’,w’,) de

0

a laquelle on peut ajouter une constante imaginaire pure quelconque. Pour cette
fonction on a

27 25
90 =" [foratog 5,22 0= 0 + L [0 log a2 (0—9 — ] ae
(68) ) )
=

. 27 . . 2% .
1O =% 103108 5[ %200 + 22] + £ [ (o) log 22 0 elde
0 0

la derniére intégrale écrite dans g(6) étant, comme on I'a déja vu, imaginaire
pure; puis

2n w,
g.(0) =1 f h(e) arg [log &y, 2 (9 —#)1de,
1]
ce qui donne facilement
/]
(69) 0.0 = —q f hue)de.
0

Enfin, par un calcul simple, on trouve, dans des conditions déji énoncées,

f
&y =2 (0 — 65)
o' +

HO) =22 D 1F(0:— 0) — J(6s + o)) ————
s §3o7tl(0"“0i)

(70) . g
+ :—rff'(e)dlog £t (0 —e) + %qfhl(s)dlog £ (‘;vl (o_e)_ﬁ'z_s).
0 0

Si les données sont de carrés sommables, et si f(f) est en méme temps l'in-
tégrale indéfinie d'une fonction de pareille nature, les quatre fonctions qu’on
vient d’écrire jouiront de la méme propriété.

Acta mathematica. 40. Imprimé ls 26 juillet 1915. 18
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Si dans la fonction J(2) on change z en ¢/z, la partie réelle de J (g) sera f(6)

au -point ge—%; et des propriétés connues de l'inversion il suit que cette partie
réelle aura une dérivée normale extérieure égale & ¢#,(0) au point e—*6. De sorte
qu’en posant

qhi(—0) = A (6)

on voit, aprés transformations simples, que la fonction

27
. ! ! !
K(z)=———%ffl(a)dlog§3o (%logz——%e—%lw’laﬂa) +
[

(71)

27
! !
+ ;;fk(s) log &, (;—f’i—;logz-—-%glwllwrs)de

0

répond aux données f,(0) et (). On peut du reste lui ajouter une constante
imaginaire pure. Pour cette fonction on a

2

. & ‘ ! ! * i !
72) 10)=— [1@dlog & (320~ ) + & [hie)log s 10—elde
0

0
puis
27

g(0) = + :—vfh () arg (log £, 22 (06— @)

0

ce qui donne sans difficulté

[/}
(73) g(0) = | h(e)de
/

et enfin

27

2n . ; o
0.0) = [ 1dlog g 50— [ h(0)log & (10— ) + ) de
0

0
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o §'3o %(0— 01')
h(0) = 25t (05— 0) — (0 + o)) —g——— +
J §so “7;1 (R 01')
(74)

2n o
+ g | IOdlog s 20— — % [hadlog (20 - 0 =)
0 0

Ces fonctions jouissent de propriétés analogues & celles dont il était question il y
a un instant.

§ 7. Pour terminer ces généralités, nous voulons encore signaler les cas ol
les données de la question seraient % () et g,(6), ou bien g(d) et h,(6).

Soit L(z) une fonction de z répondant aux données h(6) et g,(6), en suppo-
sant particuliérement g,=o (Bien entendu, on a toujours, comme dans tout ce

qui précéde,
2%

(75) f h(0)d0=o0).

0

Une telle fonction étant réelle sur le cercle de rayon ¢, est prolongeable ana-
‘lytiquement dans la couronne de rayons extrémes ¢ et g® et I’on démontre bien
facilement que les valeurs de la dérivée normale de la partie réelle devront étre
h(8) (sur la circonférence de rayon 1) et 1/g%.A%(0) (sur- la circonférence de rayon
¢®). Donc, en se reportant a la fonction D(z) et en employant ici une formation
analogue dans la couronne de rayons extrémes 1 et g%, on voit immédiatement
que la fonction cherchée L(z) ne saurait différer que par une constante de la
fonction suivante
25 ,

L](Z) =—_:7[_tfh(8) 10g{6(%logz_%e

! y
w ©
4 ! 1 1 f !
w,w,)6,|-"Llogz— L ¢]ld, 0w }de-——
! 3) ’(wr g2— 4 l ! ’)
g

27
27,0
—%ﬁ—'logz eh(e)de.

6
Formons la valeur de cette fonction pour z=gqeif, il vient

25
f f r r
Lo ) == [h(0)ogS (22 0—2) + %) 6,(%2 0 — ) + %) e
0

! ! f .
27wy |. T
— S 00— — f’) eh(e)de.
i 210,
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Mais on a (T. M., XII, 3)

! !
oo+ ) o ) BBt ),

@y
6

Donec, en tenant compte de ’hypothése relative & 4, et de la relation

i
70 — 150y = P
il vient
Iy I ! I
i) = X )+ 26 g— _‘h) —
L,(g¢) fh(s)logG( (0 s)+2)6(n(0 9 —2) de

0

27
;> ! !
"‘_IE (ZjE + wznlw’a)feh@)ds
7\ 2 T

0
Par suite, on peut écrire, & une constante (réelle) prés,

2w

! ! !
L(z)-=——~— k(s)10g6( ‘logz——%—slw‘we')ﬁ (F;Iogz—%elw"w’s)de—'
0

(76)

2n

2
27w, K3
s log zjek(e)da + zﬂfek(s)de
0

0

A cbté de cette fonction, considérons une fonction M(z) dont la partie
imaginaire soit g, (f) sur la circonférence de rayon ¢, et égale & une constante
K sur la circonférence de rayon 1, — la constante K étant telle que

2
2w K =f ,(e)de.
]

La derivée normale de la partie réelle sera alors nulle sur la frontiére 2| = 1.

Dans ces conditions, il existe une fonction uniforme M (z) répondant & la question,
sous la forme



(77)
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2 2
Me) =—%fgl(s)dsfc (%logz—%e|w,ws)de "
0 0

2z

+wl/91(8)53( logz‘—“e

6

to,w,) de

comme il résulte de la formation de B(z) considérée antérieurement. D’ailleurs
on peut montrer que

[Q — logz-—~e|wl wa)de——wﬁ[wr + 20, (I_lqu)]
13

17T

(cf. mon Mém. cité du Circolo di Palermo, 1912, parag. 6). Par suite

27 2x

M(2) =j;ﬂfg1 (e) T, (—— 1082"-—€|w1wa) de + ——{z"r + zmwl( I(:iz)}fgn(e)de

0 [

et enfin, une fonction répondant aux données h(f) et g,(6) est (avec, si 'on veut,
une constante additionnelle, réelle),

P,()=L(z) + M(z) =
27 . . '
[b(e)logG( ‘logz—%e,w‘w;,)G (z.;logz—%le‘w',w',) de—
(78) ’

2n 27

n!w, long:eh(e)de + — | eh(e)de + 2 fg,(e)ga( ! logz—%s‘w,wz)de +
0 0 1}

2

T [. lo
+ ;;z—,[wv + znlwl(r——#)]fg‘(e)de
¢

On peut simplifier cette expression, qui présente du reste l'inconvénient de
comporter des fonctions elliptiques construites avec des paires de périodes diffé-
rentes. Tout d’abord, de la définition des périodes, il résulte qu’on a le droit
de prendre

t r
w,;,=w, W;=20;.
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Cela étant, désignons toujours par des lettres accentuées les quantités relatives
aux fonctions elliptiques construites avec 2wy, 2¢;. On sait que (T. M., XX1V, 1)

2 e'sa?

o ! _ g3a”
“26(a|w',‘—"2-1)=e 2 6(a]w,w).

—e

G(a l w,1 w's) 6;(a I w,1 wys) =¢e

Puis
= g(mll I o'y w'y)
est lié &

par (T. M., XXIV, 4)

et

ey = p (0] 0 0'y)
est lié 3

-l
par {id. s5)

e, =—2¢,.

Ceci permet de ne conserver dans la formule définitive, que des fonctions

elliptiques aux périodes zw,, 2w,; et aprés réductions on obtient, en négligeant
2m

2
3
la constante réelle, sans importance, — %‘7;’-; f e2h(e)de 1 f g, (e)de
0

0

2x
P(2) ———~[h(e)log6( ! logz—-—%slw,wg) de + ( ; n,w, logz)feh(E)d8+
(79)
27 ; 2x
fgl(e)gs( H logz——;elwlws)de-}—[ - %%log z]fgl(a)de.
Q 0

Pour cette fonction, les expressions f(6), ¢g(6), f.(6), %,(8), existeront en général,
et seront de carrés sommables, dés que les données g, (), A(6), jouiront de la
méme propriété, et que la fonction g, sera la primitive d’une fonction de carré
sommable. On aura du reste en général, comme conséquence de calculs que je
ne reproduis pas pour abréger,
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27 2n
f(0)=—:;fh(e)10g6a—;?‘|0—£|d£-—1—h—;r—03‘—0feh(e)de +

0 0

27 2x
0
+ 2 [0.05, 20— 9= 227 [g,0de
0

0

2n 27 ]
g(o)=2—17;feh(e)de+ ziﬁf ,(s)de+fk(e)de,
(1] 0 0

(80) 2
z 2n
@) =—L f (e)10g6, 2t (9 — &) de— 140 f eh(e)d +
0 b
2 0 2m
+% [ 0.0 % 0—ade=257 (g 0de
0 0

I,
h,(0) =—'Eg 1(0)-

Si enfin dans la fonction P(z) on fait la transformation de z en q/z, un
procédé déja expliqué plus haut conduit sans difficulté, aprés réductions,  la
fonction

2x

2x
Q(Z)=—'%fh;(e)logG,(?—y‘rlogz—%slw, w,)ds~q77$llogzjshl(s)de—
0

(81)

2

o, w,) de + %‘—gflog zfg(e)de

2x
W oy —
n,fg(e)‘g (iﬂlogz ol
4]

(3 laquelle on peut d’ailleurs ajouter une constante réelle quelconque), et qui
répond aux données g(6) et %,(6). On suppose toujours

25

f h(0)d0=o.

0

Et dans les mémes conditions que plus haut, on a les expressions, donnant
naissance & des conclusions analogues & celles qu’on a déja dites,
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2w 27
1(0)-—~fh (6)log 6,2 (9— &) de— T1:2? jelz (6)de—
0 1]
27 0
—2 o0t 0 —ade + G fg(e)de,
0 0
2 27
f,(())-—=——%fh,(e) log 6 %10 — e de — —7;&'—]571, (6) de—
0
(82) 250 2

—% oo, % 0—aae + 257 [g @ de,
0 0
/] 27 25
0.(0)=—1 [ In(@de— L [ente)de+ - [gde,
0 0 0

h(0)=g'(6).

§ 8. La simple comparaison des résultats qui précédent, permet d’écrire &
coté de certaines équations intégrales, une solution de celles-ci. Je citerai rapide-
ment ci-dessous quelques uns des plus simples parmi les ensembles de formules
qu’'on peut obtenir de cette manidre. Je n’ai pas besoin de redire que nombre
des intégrales qui vont étre écrites doivent étre entendues comme égales a leur
valeur principale, et qu’on pourrait éviter cette convention en introduisant,

An

comme on l’a déja indiqué, & la place d’une expression telle que f 1(&)¢ % (0—e)de

une autre de la forme f (f(e) —fO)15 %(0~a)de, qui est reliée simplement & la

premiére.

Si P'on envisage une fonction réguliére de z donné dans le domaine an-
nulaive, soit par la connaissance de f(d) et f,(f), soit par celle de g(f) et ¢,(9),
il est clair qu’il résulte des paragraphes 2 et 3, que les systémes d’équations

27 27
00 = [1608% 0—ade= [ 105 % 0—ade + 0,
0 0

(83)
2n 2n
9.0) =% (1) 0, 2 (0 — e)de— L | f,(6) L 2L (0—e)ds + C,,
o o5 20—e— f1.022
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et
27 2x

[0 =—% (g0 0—ade+ % [0.05.2 0 de + 0,
(84) ’ ’

2 25
hO=—2% 9052 0—ade + % [ 0,05 % 0~ e + Oy,
0 0

seront réciproques les uns des autres; les constantes C, et C, y sont d’ailleurs
liées aux données par les relations

2x 2n 2

_f<o>d0=ff,w>d0= %#]‘otmw—glwndo + 210,
0 0 0

(85)

[

7

25 2n
4(6)d6 =fg, (0)d0=—’f”7;':ﬂj0[ﬂe)—mondo +220,.
1] 0

(=4

Si f et f, sont de carrés sommables, il en est de méme de g et g,, et récipro-
quement.

Le cas des données f,f,, d’une part, f, g, d’autre part, permet de méme
d’écrire les équations réciproques

2% 27
0 0= % [105 20— de— 2 (L@ 20— de +
0 0

20 27
+ ;%fgx (e)de + n—:;lfs[/(e)——]l(e)] de,
0 0

(86) 27
H(0)= %ff(a)dloggso [a-;?" 0 — ) + ‘L’z'ilwylwys] +
8

2x
1 o' roo
+ 2 [00d10g 8] %2 0= oo ]
[
2x
Si notamment on sait que f f1(0)d6 =0, on peut plus simplement écrire les
0

relations
Acta mathematica. 40. Imprimé le 28 juillet 1915, 19
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2w

g, (6) = — jfl )L O —ede + L [0 de— 12 [ef e,
Ja0se=3 [

(87)

2z
0= £ [@tog £ 20— ofn]
0

dont chacune donne une solution de l'autre.
Les données f,f,, et les données f, h,, indiquent les relations, qu’on doit
rapprocher,

By (6) = ~

[% {(6—¢) + ws]ds+ ﬂw—g‘qg[f1 (élj+o)—f(0j-0)1;%(g~0j) +

(88) 4 2T 2'71“’1 f,(— 9 2L (0 — ) de,

”9

2 2w
s » ! i 3
A L e R £ o) Tog £ 210 —elde.
0

0

Supposant f=o0, et f; continu, on a en méme temps, dés que f, posséde une
dérivée sommable,

(89) b (6) = % (g —e)ds + T fi(—o)
et
2m ,
(0) 10) = 2 [ (e log £, T2 10 el .
0

Des données g, [,, ou ¢, g,, on tire de méme les équations
20 2z
KO =2 [107. 250 —ade + j;%fm(e):%(a—-e)de +
0

( nw
) kS f fu (6)de — T f elg () —g (©)]de,
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2 .
70 z_%ff‘(e)dbg §3°%("—'€)-—@%fg(e)dlog§3o[‘§§(0—s) + ‘i’z—]
0 0

2x
on peut y faire g=o si I'on est assuré que | g,(6)df=o.

0
Les donuées g, f,, et g, h, donnent, en supposant par exemple f, continu

et de dérivée sommable,

2n
mO) = 1@ log 0 —0) +
0

2

+ 2 fg(e)[so{‘%f%e)-%’}—p{‘”—,;(0~e)+‘$}]ds,

q
0

(92)
2;7‘: 2n
1,(6) =—%J hl(e)log6%|0—e|de——ﬁi:‘~afehl(e)de—
0

4
0

2

25 14
%%fg(e)ga%(ﬂ—e)de+ Mfg(e)da + C.
]

78
0

En négligeant ¢, qui ne joue qu'un rdle épisodique, on obtient les relations
plus simples

27
O =1 [1@drops, 20—,
0

(93)

2n

2
1.(60) = ——%fh,(e) log6%|0-—e|ds—q—m7%gfekl(e)ds +0.
‘ § 0
Partons des données &, f,, et k, g,, en supposant tout de suite, pour simpli-
fier, h =o0; on a les deux équations
2n 0 2n
(O =% [ 0.0 2 0—ade—"52 [g,@de+ 0,
0 0
(94)

2
00) =—7 [1)dlogt 22 (0—0) +0"
0
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On s’assure bien simplement que les deux constantes C' et C" ont les valeurs
suivantes

7T

27 2x
o= ;%ff,(e)ds + n“;‘fegl(e)ds,
0 0

(95)

2w
O = E%fgl (e)de,

Q

par exemple en observant que les intégrales

2z

[c20—aas

et

27

d \
'[%loggo%(@——e)dﬁ

0

- & .
ont pour valeurs principales 27z, (1—7—[) et zéro.

Enfin, des données 4, f,, et &, A,, nous tirerons, en supposant f, continue,
et pourvue d’une dérivée, et en supposant de suite A= o, les deux équations
2w

mo) =5 [Fedlogs 2 0—o)
0

(96)

2z 2

f,(6) = —%fh,(e) log6%|o-—e|ds—ﬂ7;t—?-‘?fahl(e)de + Cte,
: (1] 0

Il est clair qu’on pourrait obtenir encore un grand nombre d’équations
ou de groupes d'équations simultanées, & c6té desquels les inconnues simultanées
pourraient &étre explicitées. Nous nous contenterons ici des relations qui pré-
cédent, et dont certaines sont effectivement utiles dans diverses questions,

d’Hydrodynamique notamment.
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IL

§ 9. Je veux maintenant obtenir, en partant des considérations dévelop-
pées dans le Chapitre qui précéde, quelques résultats relatifs & une fonction
analytique dans un rectangle donné, — résultats que je veux appliquer un peu
plus loin.

Reprenons tout d’abord la fonction

Az “"*[/(); “ logz— ——ewlws)de—

(97) .
— 2 [0 (g s 2 efon o) ac
0

et supposons que les fonctions périodiques f et f, satisfassent aux relations
f(zm —&)=—](e)
filew —e) = —{(e),

moyennant lesquelles la condition, nécessaire comme on sait & ’'uniformité de 4 (z),

Of (o) de = f () de,

est vérifiée d’elle méme. Par un calcul facile, 4(z) devient

(98)

A, ()= W‘J/( )[ ( ;logz——%e)——g(?—f‘tlogz-f-%s) + 2n,]ds—
(99)
zwl /‘(e)[é‘ ( ;logz— ) Cs( ’logz+—£) +2n1]d €.

0

Négligeons la constante imaginaire pure
2401 f [£(e) — (e de

qui est sans intérét pour nous. Il reste
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(100) A,(z)= Zw‘f]’(a)[@(Z%logz—-— )—~—§( —logz + e)]de._

“"‘ffl(e) —Iogz ) Cs (;07;1082 '*‘%8)]‘;6‘

Or cette fonction est imaginaire pure pour z réel. Cela est évident pour 2
réel positif (entre ¢ et 1). Supposons z négatif, entre —1 et — ¢; on sait qu’on
peut considérer seulement pour logz la valeur

logz=logg+ im (o=1z]).

Or pour cette valeur du logarithme, la fonction 4,(z) prend d’aprés des formules
connues (T. M., XII, 5) la valeur

“"lfm@, -Ioge—~e) 5(?;;1°ge+%8)]"’8’“

“"*fn() [0 (2 og o — 2 e) — s (2 10ge + 2 )] d

ce qui est visiblement imaginaire pure.

11 en résulte que la partie réelle de 4,(z) a les valeurs: f(0) ou f, () sur les
demi-circonférences de rayons respectifs 1 et ¢, et zéro sur les segments recti-
lignes —1, —g¢q; ¢, + 1.

Faisons maintepant la transformation

(ro1) Z=X+iY—-——:§logz

A étant une constante réelle positive quelconque, que nous préciserons ultérieure-
ment. A la demi-couronne circulaire correspondra un domaine rectangulaire dont
deux cotés seront portés par les axes du plan X0 Y, et dont les dimensions seront:

T,

dans le sens horizontal, @ = 17, et dans le sens vertical, b =1 =—. Lafonctionde Z

(0,

(102) Z)-*f)‘() wlz—“’-ls)-;({’—;rz+%e)]de—~

zwlfjl Cs w‘Z-~— )_gs(%z_}_%e)]ds
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a sa partie réelle nulle sur les bords verticaux, et égale & f(0) ou & f,(4) aux
points d’abscisse 18, sur les bords horizontaux (le c6té inférieur correspond & f(6)).
Tout ce qui a été dit au sujet de la fonction analytique dans une couronne, se
transpose immédiatement sans aucun changement, dans le nouveau domaine rec-
tangulaire.

Partons maintenant de la fonction, écrite avec d’autres périodes o', et 'y,

A,(2) ————ffz s)C ‘logz——a!w o' )de——
zn ' '
_%jf,(e)é‘,(?y—;logz——% elw’lw’,)ds.
by
D’aprés ce qui précéde, la fonction
! ! ! !
(x03) (z>=”"* fz<s)[c(§’;;logz—“’;*s)—c(%;logw%‘s)]de—
iy "f (&)l¢ ‘1'310 z__‘i'ls —r (w—"logz—{—u—)'—‘e)]ds
at |73 s\im 8 T 2 lim 7
g

a une partie réelle égale & f,(6) ou f,(d) sur les demi-circonférences de rayon re-
T Q'3

spectifs 1 et ¢' (q' = m), et & zéro le long des segments rectilignes —1, —¢';
¢, + 1. u étant une constante réelle positive, posons

(104) Z=X+1Y=u(logz—logq).

A la demi-couronne correspond dans le plan Z un rectangle dont deux cotés sont

!
sur les axes OX et OY, et dont les dimensions sont: suivant OX, amy%‘%—,
1
et suivant OY, b=un. Par suite la fonction de Z (aprés simplifications immé-

diates)

(r05)  Bi(Z)= "2 "(e>[§ o gl 5 [ 2+ e —

o'
m:,u i

~ 0 [t [s[ i n— )~ [t ]
0
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by

a sa partie réelle égale & zéro sur les bords horizontaux et a f,(6) ou f,(f) sur
les bords verticaux, aux points d’ordonnée u6 (f, correspond au bord droit, f, au
bord gauche.) \

Faisons maintenant coincider les deux rectangles ci-dessus, en supposant, ce

. y . . . . ’ w
ul est évidemment permis, ses dimensions égales & w, et . On s’assure fa-
N4 1 2

cilement qu’il suffit de poser

w w
}‘=J’ lu:—‘
7% 7T
! - L
W, == — Wy, Wy =10, .

Dans ces conditions, il y a lien de ne conserver que des fonctions elliptiques cor-
respondant aux demi-périodes w, et w,. A cet effet, observons que

C(ulwllw'a) = (] —tw;, tw) = g (ul Ty, Tay)
puis

£ ul o, o) = — 35 (] 0r04)-
On a encore
Cs (u lw'ﬂ”’a) ={{u+ oy | w'y w'y) — (N l w'y's)

c’est & dire
Ca(ulo 0= ——-z[C (—? + @, ]w,ms) —£ (mllmlwg)]= —1, (%‘wl ws) .

Par suite la fonction B* (Z) prend la forme

(106) BI(Z):"""aﬁz(s) [g, (z-.‘ias)-—g, (z+‘7";e)]de_

w2 T
0

v
- f3(e)[§(Z~%e)—g(z+%e)]ds.

0

La fonction 4'(Z) + BY(Z) a donc évidemment pour partie réelle une fonc-
tion harmonique qui résoud le probléme de DiricHLET dans le rectangle con-
sidéré. Cette résolution n’est d’ailleurs pas entidrement nouvelle, puisque Ia
fonction de GREEN pour le rectangle est déja connue (cf. par exemple GoUrsar,
Analyse, t. 1II).

En faisant le changement de notations
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f(glt)=F(t), fl(glt)=F,(t), fz(iwi:t)=Fl(t), f,(i)i:t)=F3(t),

on voit sans peine que la somme A!(Z) + B'(Z) en question peut s’écrire sous
la forme

@1

@)= [FOEE—) 8+ 01di—L [F0EE—) L& +01dt—
0 0

(107)

ws

— I [FOEE— i)~ (2 + inde + X f Fy()[5(Z —it) — (2 + it))de.
0 0

Cette fonction analytique, dont la partie réelle prend sur les bords du rectangle

les valeurs: F(X) pour Z=X(0< X <w,), F,(Y) pour Z = w, +z'Y(o< Y< %)’

F,(X) pour Z=w, + X(0< X <w,), F;(Y) pour Z=iY(o< Y<%), jouit dans

ce domaine, de toutes les propriétés analogues & celles qu'on a rencontrées dans
le Chapitre précédent pour les fonctions analogues.

Notamment, la valeur de la partie imaginaire de 7T'(Z) sur les bords verti-
caux, par exemple, sera bien définie dans des conditions déja précisées, et auront
pour expression en général: pour Z=w, +17Y,

G (N)=7 [F(t) Y =) —L,6Y + 01— P[5 Y =)= Y +0)dt—
] ]

(108)

a3

— [ PO GY —it) —LGY +it)ldt + %fﬁ;(t) [L,GY —it) —L, (Y + it)]dt
1]

0

ol la troisiéme intégrale a sa valeur principale; et pour Z=1:Y,

Gs(Y)=j;fF<t)[z(iY—t)—c<iY + z)]dz—-j—thz(n[cs(iY—t)—zsu‘y + )ldt—
0 0

(109)

ws

—%rfF,(t)[g,(iY—it) —~LGY +it)]dt + f;fF,(t)[C(iY—- i) —LGY + it))dt
0 0

ou c’est la quatriéme intégrale qui a sa valeur principale.
Acta mathematica. 40. Imprimé le 29 juillet 1915. 20
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§ 10. Je veux maintenant traiter un nouveau probléme, par un procédé
également déduit du Chapitre précédent. Il s’agit de trouver une fonction ana-
lytique définie dans le rectangle ci-dessus, par les valeurs de sa partie réelle sur
les bords horizontaux (F(X) et F,(X), aux points d’abscisse X, F correspondant
au bord inférieur), et par les valeurs de la partie imaginaire sur les bords
verticaux (G, (Y) et G4(Y) aux points d’ordonnée Y, G, correspondant au bord
droit).

Partons encore de la méme fonction 4(z) que précédemment, mais suppo-
sons-y

fzm—e)={(e)

(110) filzm — &) = f,(e)

de sorte que la condition de régularité devienne

(111) jf(e)de=ffx(8)d€‘

La fonction A4 (z) se met alors aisément sous la forme suivante

“"1’;()[@( ‘logz——-s)+§( i10:’32‘*'_’8)]&"8—_
(112) d

z“’lffl gs Y logz—ﬂe) +C3( ! logz-[-—a)]de

On g'assure sans grande difficulté que cette fonction est réelle lorsque z est un
point des segments rectilignes — 1, —g¢; ¢, + 1, de Paxe réel. Par suite, en
posant

Slogz=a=X+i¥, [(2i)=F@, 1,(%]=F.0,

et opérant une transformation analogue & une déja faite, la fonction de Z

(r13)  8(2%) -—fﬁ’(t)[é'(z—-t) +0{Z + t)}di——fff’ OEs(Z2—1) + 5 (Z + n)]dt

0 0

a une partie réelle égale & F(X) ou F,(X) sur les bords horizontaux du rec-
tangle, et une partie imaginaire nulle sur les bords verticaux. D’ailleurs on a
la condition
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(114) fF(t)dt=sz(t)dt.
0 0

Observons encore que la fonction iS(Z|w' w';) construite avec de nouvelles
périodes 2w, et 2w';, aurait sa partie imaginaire égale 4 F ou & F, sur les
bords horizontaux d’un rectangle analogue au précédent, et sa partie réelle nulle
sur les bords verticaux. On en déduit qu’en posant

7 =—iv, +iZ

VA -}—uu3

la fonction z'S( o' w ) dans le plan Z' sera définie dans un rectangle

dont deux c6tés seront portés par les axes (les dimensions de ce rectangle étant
—1iw'y dans le sens horizontal, et ', dans le sens vertical); la partie réelle de
cette nouvelle fonction sera nulle sur les bords horizontaux, et sa partie imaginaire
sera F(Y) ou F,(Y) aux points d’ordonnée Y, sur les bords verticaux, (F &
droite). Donc la fonction

s <Z)———fa () [, EEe *j“’a—tlwaw;) pp(BEiesy, tl)]dt +
]

(115)
rG 03] [ (Z + 0y tlw',w’,) + &, (éiz_w's + t,w', w’,)] dt

1

' @'t

avec, au moins momentanément, la condition f G, (t)dt = f Gy(t)dt, répond & la

donnée de la partie imaginaire (G, et (,) sur les bords verticaux, la partie réelle
étant nulle sur les autres bords du nouveaun rectangle.
Faisons maintenant coincider les deux rectangles en posant

0 =—10y, =10,
et observons que

c (Z + 10y

)

——t|w'lw'3) =-—13f (-—-—Z——w,——f—l w, ws) =1{(Z + w, —1t)

et que de méme
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vt
z, (Z +‘aw3__t

5 m’lw'3)==i§1 (Z + w,—it] o, wy)

il vient

w3

8,(2) =-}JG, OFZ + 0, —if) + 52 + 0, + it)]dt +

0
[

+ ;;ng(t)[L(Z +w,—1t) + 0, (Z + o, + it)]dt

0

c’est & dire encore, d’aprés les formules (T. M., XII, 5) et d’aprés la condition
supposée entre G, et G,

g

8.0 =~ [0 @—i0) + 1@ + itdr +

§
(116) g

+ ;Jaa(t)[g(z-it) +5(Z + in)dt.
0
Par suite enfin, la fonction 8(Z) + 8,(Z), ou bien

@)= [FOEE—0+ @+ =L [FOE—0+ 6@+ -
) 0

(117)
@3 _Ctla\

_gtf'gx(t)[gx(z—it) + 52 +it)]dt + ;Elfo(t)[C (Z —it) + L (Z + it)]d¢
0

[\]

7 » . . w
répond aux données F, F,, ¢, G, dans le rectangle de dimensions 0, f

Momentanément, on a, supposé les deux conditions

w1

(118) f Pit)dt— f 70,

0 0
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(1x9) fG,(t)dt——— G, (t)dt.
Joon]

Supposons que ces deux égalités ne soient pas toutes deux vérifiées, mais
admettons seulement 'existence de la suivante

(120) f [F () — F, ()] dt — f [6,(t) — G, (0] dt
0 0

sur laquelle nous reviendrons bientdt. Considérons la fonction
UMZ)=U(Z) +ikZ,

ot k est réel; pour cette fonction, en désignant par les mémes lettres munies
d’astérisques les éléments correspondants & ceux de la fonction U, on a

F*(t)=F (), G* (t) = G,(t) + kv,

F*,(t) = Fy(0) — k=% @*,(0) = G:(1),

et par suite, & cause de la relation supposée, on aura

fF*(t)dt=fF*,(t)dt
0 0

ws
[}

fG*l(t)dt =fG*3(t)dt,

0 0

et

dés que Pon prendra la constante % telle que

[

w0, — f(F-F,)dt =f(G,—Gs)dt.
0 1]

On pourra alors évidemment écrire
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U(Z)=—ikZ + };fﬁ’(t) [(Z—1t) + L(Z + t)]dt —
0

_i (] Fo () — 1 |22 —b) + 5(Z + )] di—
7[0 ?

(121)

-——;i—f[Gl(t) + ko) (6 (Z—it) + L, (Z + it)]de +
0

s

+ %st(t) [C(Z—t) + L (Z + it} de.
0

Or on a, par un calcul simple,

f[c3<2—-t> + L2 + 0] di= 29,2,
0

et de méme

w3

[[gl (B—it) + G, (Z + it dt = S 29, 2.
§

Par suite le coéfficient de k& dans Vexpression de U(Z) est
. zZ
—1Z + g;(nlw3——7?3wl)!

c’est & dire zéro d’aprés une relation connue. La formule (117) est donc valable
dans tous les cas moyennant la seule condition (120).

Cette derniére condition est d’ailleurs nécessaire. Soient en effet F + ¢ @,
F, 414G, etc., avec les mémes notations que plus haut, les valeurs sur les
cdtés du rectangle, d’une fonction analytique F(z) dans ce domaine. On sait

que lintégrale
F(ZyadZ
’—'Z.—"“'u"" .

prise le long du contour total du rectangle, est nulle pour tout point u extérieur
& celui-ci, c’est & dire qu’on a
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ozj uF(t)+ zG(t)dt_l_qu}(t) +zG’1(t)idt_
t—u t+ w,—u
0
o
(B 5G0 g [ F) 4G
w;+l—u it—u )
0 0

Supposons le point u trés éloigné dans le plan, et considérons la partie réelle
de Dexpression qu’on vient d’écrire, il viendra de suite la relation qu’on
voulait obtenir,

s

f [F(t) — F, ()] dé — f [6,(6) — Gy(t)]dt = o.
[1) 0

A la fonction U(Z) s’appliquent immédiatement tous les résultats obtenus
dans le premier Chapitre & propos des domaines annulaires. Notamment, dans
des conditions bien connues, la partie réelle de U (Z) sur les bords verticaux du
rectangle sera en général: pour Z=3Y,

w1

F(Y)= “fF(t)[g(iy—t) +IGY +9ldt—

3
0
(3

(122) —};sz(t)[C,(iY——t) FLLGY + O]dt—
0

w3 s

_};fGl(t)[Cl(iY'—“)+C1(iY+it)]dt+;ést(t)[C(iY-—it)+C(iY+it)]dt
0

0

et pour Z=0w, +iX, on a de méme

Fi(1) = [FORGY =)+ 56T +0) + 29)dt—

0
[2)

= [FOBGT =D+ 56T + 0+ 2n)at—

0
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w3

-};fal(t)[g(iy—it) FCEY +it) + 2n)di +
0
};fas(t)[;l(iy—-it) LG Y + i) + 2] de
0

qui se réduit a

a1 01

Fu(D) = [FOEGY 0 + 56T+ 0ldt— - [ B0 Y =0 +56 T +0]di—
0

(123)
"‘ﬁfGl(t)[g("Y—"t)+€(iY+ it)]dl+7%fGa(t)[C1('5Y—it)+C1(iY+z't)]dt,
.0 :

a cause de la relation (120). La quatriéme intégrale dans ’expression de F,,
et la troisiéme dans Pexpression de F,, doivent &tre considérées comme rempla-
cées par leur valeurs principales.

On pourrait évidemment, avec une grande facilité, obtenir par les mémes
méthodes qu’on vient d’exposer, une fonction analytique dont la partie réelle,
la partie imaginaire ou la dérivée normale de la partie réelle, ou encore des
combinaisons linéaires de ces quantités, seraient données sur les bords du
rectangle considéré. Nous laisserons de c0té ces généralisations dont nous
n’aurons pas besoin. Remarquons simplement ici, que les développements pré-
cédents nous permettent d’écrire des systémes d’équations intégrales et les solu-
tions correspondantes: par exemple on obtient de tels systémes en comparant
les valeurs d’'une méme fonction analytique dans le rectangle considéré pré-
cédemment, sur les bords verticaux des frontiéres, la fonction étant supposée
définie, d’abord par la donnée de F, F|, F,, F,, puis par la donnée de F, F,,
G, G,.

Dans les formules qu’on trouve ainsi, les fonctions F et F, ne jouant pas
un réle essentiel, remplagons-les par zéro, en supposant

o3

f[Gl(t)—Ga(t)]dt-———o.v
0

I1 viendra les deux systémes suivants, ou € est une constante,
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( o

G.(0)=— = O [C(0—it)— L (60 + it)]dt +

0

@«

[1]
(124)
G,(6) =——iian,(t) (£, (i0—it) — £, (6 + it)]dt +
0
P(0)— —;i f G (O [CGO— it) + L (60 + it)dt +
0
(125)

ws

F,(6) = —;—'fa,(f) [, (¢0—dt) + L, (360 + st)1dt +
(1]

s

161

+ ,in Fo()[C, (0 — i) — L, (10 + it)]dt + C,

+ 1 j F ) L (10— it) — (6 + ir)]dt + C,
[1]

+ %j'G,(t)[’;,(iﬂ— it) + 5, (160 + 1t)] dt,
0

+ %fG,(t)[C(iﬂ—it) + L (46 + it)ldt.
0

Les équations des deux groupes sont réciproques, c’est & dire donnent la solu-

tion les unes des autres, dans les conditions énoncées.

On remarquera que I'addition d’'une méme constante quelconque & G, et &
G, ne modifie pas les deux dernidres équations, & cause des relations, faciles &

démontrer,

ws ws

f[g. (50 —it) + §, (36 + it)]dt = val. ppale def[§ (10 —st) + L(50 + it)]dt = 2n,0.
0 1]

Acta mathematica. 40. Imprimé le 30 juillet 1915.



162 Henri Villat.

II1.

§. 1r. Jenvisagerai dans ce Chapitre la solution de la ques.tion suivante,
qu'on rencontre souvent en Hydrodynamique (cf. notamment deux Notes aux
C. R. Acad. sc. Paris, 17 juin 1912, 10 féVr. 1913), & savoir: trouver, quand il
est possible, une fonction analytique réguliére dans un cercle [z] =1, du plan z,
dont la partie réelle soit donnée sur une portion de la circonférence frontiére,
et la partie imaginaire sur le reste de la circonférence. Ce reste peut &fre
constitué par un arc ¢ ou par deux arcs ¢ et ¢,, de cette circonférence.

Placons-nous d’abord dans le premier cas, et soient ei, ¢, les extrémités
de Parc ¢ (pour les points e de I'arc ¢, on aura par exemple ¢ <0< g). Soit
f(0) la valeur donnée de la partie réelle sur ’arc complémentaire de c; soit ()
la valeur (inconnue) de la partie réelle de la fonction cherchée, sur l'arc c, et
enfin soit g{f) la valeur donnée de la partie imaginaire de la méme fonction
sur le méme arc ¢. Bien entendu, dans tout ce qui suit, il est admis implicite-
ment qu’on a par définition des relations telles que

6+ 2n7) = {(0).

Ceci posé, on a d’aprés le Chapitre 1, sur Yare ¢, pour e <6<3,

B
(126) 9(0)=2%tf 0(81 +~j f_ de + Ct;
tg—«»—

¢ 2 2

Vintégrale relative & [(f) est égale & sa valeur principale, par convention. D’ail-
leurs, en général, on peut encore mettre cette équation sous la forme

E—a

(27) L l(e) SOOI e[ 1O g
’ w8 ﬂ—ﬁﬂg 27 0— :
sin =— Y tg -

D’aprés le Chapitre I, il est clair que la recherche de la fonction de z de-
mandée, revient & la résolution par rapport & l'inconnue I(f), de I’équation
intégrale qu'on vient d’écrire. La solution peut s’en obtenir indirectement
comme on va l'expliquer (ef. C. R. 23 oct. 1g911). Divers artifices conduisent &
ce résultat. Je vais exposer celui qui donne la solution sous la forme méme
ol j’ai eu effectivement & 'appliquer dans d’autres recherches, dont on trouvera
ailleurs I’exposé.
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Je commencerai par remplacer 'aire du cercle ol la fonction est cherchée,
par laire d’un demi cercle de rayon 1 d’un nouveau plan Z, au moyen d’une
représentation conforme qui fasse correspondre Yarc ¢, au diamétre horizontal
situé sur l'axe OX du nouveau plan, et 'arc complémentaire de ¢, & la demi
circonférence |Z|=1 au dessus de OX. Comme il est bien connu, une telle
représentation du plan z sur le plan Z est obtenue par une relation de la forme

(128)

Nz~—e"“ (Z+1)"

z—e? \Z—1

ol la constante N est quelconque.
Pour simplifier, je choisirai

,f—a
= —e’ 2

b

jats
de telle maniére que le point Z=o corresponde au point z=¢ %, milieu de

larc ¢. Explicitons alors les équations qui font correspondre les points des
frontiéres.

Voyons d’abord la correspondance entre les bords circulaires. En posant

Z =e¢",
z=2e,

un calcul facile montre qu’on a

cosﬁ:a—cos (ﬂ—a +p’)

2 fe —_ e 2 ’
cotg 2 1—cos (6 —p)
ou encore

. —

9 sin —
e r .

(129) cotg ; Y

sin —

D’une maniére analogue, on verrait qu’entre un point Z = X du diamétre limite,
et un point z=¢# de l'arc ¢, on a la relation
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ou encore

sin 0 — o

X+
(130) I—x_ B0
sin

le radical étant arithmétique.
En conséquence, & la fonction f(#) donnée sur I'arc complémentaire de c,
il correspondra une fonction F(p) définie au moyen de (129). Comme on a alors

P smﬁ—sm‘g cotg
tg — = 2
2 cosg co p)cotgz(p
ou si 'on veut
g ©C089 tg ﬂ tg(:é
tg—== a-{—ﬂ aiﬂ’
cos @ + t t,
@ T g — 4 g — 2
il en résulte
tga+(gcosq>—t_ a—F
(131) F(p)=1f|2arctg 4 ﬁ 4,8 .
cosrp+tg

De méme, & g(0) correspondra une fonction G(X); en observant que (130)
donne

2
sing + siné (X+ I)

¢ 0 2\ X—1
€27  « ﬂ(X—i—I)B’
cos— + cos—
2 2 \X—1
ou
(I+X2)tgg—_—:—/5—)'———thgo—‘Z—‘8
tg—= ]
2l X oXtgtt P e—F
4 4
on aura
(I+X2)tg‘iié_2tha__ﬁ
(132) G(X)=g|zarctg 4 4

I+X2+2tha——:—§tgo%g
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On est alors ramené & trouver une fonction analytique dans le demi-cercle,
dont la partie réelle soit F'(¢) au point €'? sur la demi-circonférence, et dont la
partie imaginaire soit G(X) au point d’abscisse X sur le diamétre frontiére.

A cet effet, envisageons d’abord une fonction analytique réguliére dans le
demi-plan supérieur, et dont la partie imaginaire soit G(X) pour Z=X(|X|<1).
L’intégrale

(133) H@Z)=1 f G 4,

| u—2

prise le long de Paxe réel dans le sens positif, représente une telle fonction
si G(X) est une fonction (sommable) définie sur laxe réel par la condition:
1° d’8tre égale 4 G(X) sur le segment —1, + 1, de 'axe OX; 2° d’étre égale
en dehors de ce segment, & des fonctions choisies arbitrairement, de maniére
toutefois que G(X) soit sommable entre — o et + . Par exemple on pour-
rait prendre
+1G( )

I u

(134) @)= [y

—1

Les propriétés d’une telle fonction H(Z) ont été déja étudiées bien souvent, et
sont bien connues. Cette fonction donne lieu 4 des résultats analogues a ceux
qui ont été rappelés dans le Chapitre I au sujet de la fonction :4(z), — &
laquelle on peut du reste la ramener par une inversion qui transforme en un
demi-plan la surface du cercle considéré a cet endroit.

La fonction H(Z) une fois construite, est bien déterminée sur la circon-
férence |Z|=1. Pour Z =, sa partie réelle est

(135) D)= [0 =S

—2ucos +ut

Il est & peine besoin de faire observer que cette derniére expression est bien
déterminée sur la demi-circonférence, mais qu’elle n’est pas valable sans pre-
caution aux points extrémes situés sur I’axe réel: en ces points, pour ¢ =0 ou
7, l'intégrale doit étre réduite & sa valeur principale.

Cela posé, la fonction

(136) 1— 28

I
;f[F(e)—@(e)] 1—2Zcose+Z’d£’
0
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qui est un cas particulier de la fonction A4(z) du Chapitre I (lorsque les don-
nées sont symétriques par rapport & l'axe réel), est réelle sur 'axe réel du plan
Z, et sa partie réelle tend vers F(p)— (@) au point €# de la frontiére. Donc
la fonction analytique
Tow)d ¢ 70
1 uwydu 1 I—
(x37) K(Z)_;f_m+EI[F(S)_'SD(E)]I—chose+Z2d£’
o

-—0

répond & la question proposée.

L’indétermination qui intervient dans la définition de G(X), facilite évidem-
ment les calculs, comme on s’en rend compte sur 'exemple donné plus loin.

Ce quon vient de dire suppose la fonction $(¢) sommable entre o et .
Or ce point ne présente en général aucune difficulté, dés que la fonction G(X)
est elle-méme sommable, et que la partie réelle de la fonction H(Z) qui en ré-
sulte, existe et est finie aux points Z + 1. On a vu les conditions pour qu’il
en soit ainsi: il suffit par exemple, que G(X) au voisinage de X = 4+ 1, soit
continue, et y satisfasse & une condition de LipscarTz. Dans ces conditions, il est
clair que 9 (¢) sera bornée dans Pintervalle considéré, et par suite sera sommable.

Pour donner un exemple simple du mode de construction dont on vient de
parler, supposons que les valeurs de F(g) étant quelconques, celles de G(X)
soient égales: & une constante a sur le segment o,1, et & une constante b sur
le segment —1,0. Il est évident sans calcul que la fonction

b—a
7

iq +

log Z

répond & ces valeurs de la partie imaginaire (on suppose le logarithme réel pour
Z réel positif). Comme sa partie réelle est nulle pour Z = ¢*?, la fonction de Z

T

. b—a T A
e+ — IOgZJr%_fF(E)I—ZZcose—1—Z5’d'S
0

répond au probléme proposé avec ces valeurs particuliéres des données.
Dans le cas général, remarquons que la valeur de la partie réelle de la
fonction de Z obtenue, est sur 'axe réel, entre 1 et-—1,

+ oo

0
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ou la premiére intégrale est considérée comme égale & sa valeur principale.
Par la transformation

. U—a
sin
2
sin p—0
X= S S——
. 0—a
sin
b1
sinp)—()
2
qui résulte de (r30), la fonction
1(6) = L(X)

est une fonction de 6 dans Pintervalle « g2, et qui fournit une solution explicite
de I'équation intégrale écrite au début de ce Chapitre.

La fonction analytique de z, que Pon voulait déterminer, est d’ailleurs
obtenue en faisant dans la fonction K(Z) la transformation inverse de la trans-
formation (128).

§ 12. Passons au cas ol la circonférence dans laquelle on envisage la
fonction de 2, est séparée en quatre arcs, sur deux desquels, ¢ et ¢,, on donne
la partie imaginaire, la partie réelle étant donnée sur les deux autres. Dési-
gnons par «, 8, ¥, d, les arguments, définis & 2nz prés, des extrémités des arcs
¢ et ¢,. Nous supposerons, ce qui est toujours possible, e <g<y<d<a + 27,
et nous désignerons par f(0), f,(6) les valeurs données de la partie réelle aux
points ¢ des arcs complémentaires de ¢ et c,; par I(f) et ,(6) les valeurs (in-
connues) de la partie réelle sur les arcs c(a <0< p) et c,(y <6< ) par g(0) et
9:(0) les valeurs données de la partie imaginaire sur ¢ et ¢,. Il résulte des
propriétés rappelées dans le premier chapitre, que les fonctions I(0) et I,(f),
dont la connaissance entraine celle de la fonction analytique cherchée, satisfont
aux deux équations simultanées

8
s)ds "1, (e)de _

(139) (a<0<ﬂ)-f 0_6 P 0—¢
7 tg 2

g)de fl(a)de
—=90)— j ——e—znj 0——-:-: ¢

8
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ol la premiére intégrale a sa valeur principale, et

o

(¢)de l(e)de
(140) (y<6<d) _,f 0—e 27vf 0—e
T2 b

4 2

fle)de f;
=9.(0 znf —e znf 0-e

ol la méme convention est faite cette fois pour la seconde intégrale.

Telles sont les deux équations intégrales qu’on va résoudre indirectement.
Nous transformerons d’abord le domaine circulaire donné, en le demi-plan
inférieur d’'un plan auxiliaire Z,, au moyen de la substitution

Zy =1 ;-
(141) L=t

On se rend compte aisément qu’a un point €@ de la circonférence frontiére,
correspond un point d’abscisse X, sur I'axe réel du nouveau plan, X, étant lié
4 6 par la relation

(142) X, —tg (E__Q)

Nous appellerons X, X4, X,, X5, les valeurs de X, correspondant & 6=,
8,7, oud.
Cela étant, posons
dZ,
V%, — X.) (2, — X;) (2, — X,) (Z,— X,)

dZ =

et plus précisément

Zy

' dz,
(143) z -] V(Z, — X.) (2, — X;) (B, — X,) (4, — Xs)

K

Z, devient une fonction elliptique de Z, construite avec les périodes zw,, zw,
(la premiére réelle, la seconde imaginaire pure) et définies comme on sait par

Xq

= dX, dX,
V& =X (X, — X (X, — X)) (X, — X)) V’
8
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X, X,
dX, _  [dX,
i

3

wy = +

X,

En désignant par S,, §,, S;, 8, les fonctions symétriques élémentaires des quatre
nombres X,, X3, X,, X,, on aura

(2w, — 9 (v, 0,05 8
(144) Z1=}2_P( o, w5) P(”llwws)_l__i,

P (Z]w,ws) — p (v,| w,w,) 4

dans laquelle équation », représente un argument défini par les relations com-
patibles

Y R P
P =6 6
S, 8,8 8
ly =3 L DBy Sy
p/‘/l_ 4 + 8 32

(on peut prendre v, entre o et 2w,). On a aussi

(145) VZ,—X)(Z,— Xp)(Z,— X)) (Z,—Xo)=pZ—p(Z + »).

Par ce procédé, d’ailleurs classique (cf. par ex. ApPELL et Lacour, Fonct.
Ellipt. p. 254), on fait correspondre au demi-plan précédent, l'aire d’un rec-
tangle dans le plan Z, un c6té de ce rectangle étant situé sur 'axe réel. Les
sommets de ce rectangle sont les points

Yy Yy
=——y ——tw, —— —w + w;, — = —uw,.
2 2 ¥ ! 3 2 !

Aux arcs ¢ et ¢, de la circonférence primitive, correspondent les cotés verticaux
de ce rectangle (¢ correspond au bord droit.) On en conclut bien facilement,
par des calculs que j'abrége, la correspondance entre les points ¢ de la cir-
conférence du plan 2, et les points, définis par leur abscisse X ou leur ordon-
née Y, des c6tés du rectangle ci-dessus:
A l'arc 0 <0<« + 27, correspond le c6té horizontal placé sur OX, par

(146) E—2) =e@ 4 =X —tw, + 2

4 2z 4
A Tarc ¢ <0< g correspond le coté vertical droit, par
Acta mathematica. 40. Imprimé e 30 juillet 1915, 22
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7O\ _ "y Vi iy)—rw 4 St
(x47) g (F—3) ~ ¢ (2 +i¥) + (2 —i¥)—Tn ]

A Tarc <0< y correspond le bord horizontal supérieur, par
7 S,
(148) tg(F—2) — L (X + ) —LX—Ln + 32

A P’arc y <0< J correspond le coté vertical gauche, par

(149) tg (§—§)=§1 (% +¢Y) +L, (%-ﬂ)a;wféﬁ

Les quatre expressions de tg (2_5_2_) sont toutes évidemment réelles.

Aux fonctions données de 6, correspondent par suite quatre fonctions con-
nues, soit de X, soit de Y, définies par les relations suivantes

10=1|

no=1{

NI§

zarctg{mx TR S 34}] Fy(X),

N!§

~zarctglC(X 4 v)— X —Cv, + 54}] F(X),

(150) {
g(0)=g[;j zarctg{C —HY C(%—~iY)——Ca/l+%}]=G1(Y),

7,000 =g, —~—-2arctg gl —l—zY +z,( Y)—;‘wl ‘Z}] a,(Y).
Comme 1’équation
(x51) Z+7 o=}

transforme le rectangle précédent, en un autre du plan 3=% + 7Y dont deux
cOtés soient situés sur les demi-axes positifs, en posant

F(£—~%—wl) 3. (%), F(%'——%h—wl);‘%(x),

on se trouvera ramené 3 déterminer, dans un rectangle de dimensions w, et
T 9 une fonction dont les parties réelle ou imaginaire soient égales sur les

bords, & §(X), &.(%X), G,(Y), G,(Y), respectivement.
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Or on sait écrire une telle fonction, sous ’hypothése qu’il existe entre les
données la condition (cf. le Chapitre antérieur)

s

(152) f[%(?i)—%z(I)]d$=f[Gl(Y)—G,(Y)]dY-
0 0

Par des calculs assez simples, on peut, en revenant & la variable 6, rem-
placer cette condition par la suivante

f 19(0)do n

o (7 _ 0 Yy oyl oYy

a 008 (4 zl[p(z-HY) p(z zY)J
)

+f 19,(0)d6 "
w0 v . v, .
St o v ] o]

2
4

+/‘ 1(8)deo n
¥ eost (T =)o (X + 51+ 0) —p (Xt )]

a+2a

1,(0)do

+ Ve
y cos® (%-—g) [p (X +v,)—pX]

=0’

ou il est entendu que dans les dénominateurs, X ou Y doivent étre considérés
comme les fonctions de 6 définis par les relations écrites plus haut, liant 6 & X
ou Y sur les quatre arcs successivement.

En uvtilisant la variable X, on a une formule plus maniable. Car on a par
exemple pour la premiére intégrale

p(2+i¥)—p[2—i¥) = —VE XTI & — X (X, — X, (X, — Xo),

—‘(7—0—)= —ZdXI,
Co8 |- ——
4

et des relations analogues sont valables pour les trois autres. Il en résulte la
condition de possibilité sous la forme
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Xp ) X5 Xy
ig(0)dX, ig, (04X, (10X,
VX1~Xa) (Xl"‘Xﬂ) (Xl"“X?) (Xi—Xd) X 14 # }

Xa ' 8
—o Xg
h©)dX, | [fhOEX, _
+ f Y b o,
X + o

(153)
avec 0= ;E-—z arc tg Xl). Toutes les intégrales qui y figurent ont un sens

dés que f,f,, ¢,9,, sont sommables et ne deviennent pas infinies aux limites
1
des intervalles, d’un ordre d’infinitude supérieur & (0 —«) 2 *e par exemple,

—¢& étant un nombre positif arbitrairement petit. Cela est assurément le cas si
les données f, f,, g, g,, sont de carrés intégrables.

On pourra alors écrire, en général, les valeurs suivantes pour la partie
réelle de la fonction analytique répondant aux données §, §,, G,, G, sur les
bords verticaux du rectangle:

OE
. K
F(Y)=— ;tf(}l(t) [LEY —it) +LGY + i)lde +

0
w3

+£fG3(t)[Cl(iY—it) + 5, (0 Y +at)]di+
0

a

L [FOGT—0 4 LG Y 4 a— [HOEET —0+L6Y +o1d,
s 0

(154)

wg

Fy(¥) = —};fa,(t)[gl(iy—it) L0 GY + 8] dE +
;

+;;—[G3(t)[§(iY—it) +C(iY+it)]dt—%f%(t)[g(iy_t) FLGY 4+ ) di—
. 0

0

o [BOBGT =0+ 56T + 0
0
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La solution des deux équations intégrales (139) et (140) sera dans ces conditions

U0) = F\(Y),

avec
) v, . v, . S,
et
1,(6) =F,(Y),
avec
w0 v, . v, . S,
tg (Z—E)=C1(;+iy)+§1(;_ly)_§”1+ 4

Quant & la fonction analytique elle-méme, dans le rectangle du plan j,
elle sera

+£f%uHUp—n+cu+nwn—%f%mnau—n+€Ar+md*—
& 0

(155)

s

_*%[QUHLQ~H%FQQ+iMdr+%]bﬂﬂﬂk“m*fg+imdh
§ 0

et on en déduirait la fonction analytique de z dans le cercle primitif, en
opérant sur cette expression les transformations inverses de celles qu'on a faites
ci-dessus.

Avant de quitter ce sujet, je dirai un mot d’un autre procédé pour ré-
soudre la question dont on vient de s’occuper, en utilisant une méthode fort
semblable & celle utilisée au paragraphe 1. Par la transformation

—__ W "
(156) Z z.”log /4 , + w,,

le rectangle du plan Z est représenté sur une demi-couronne circulaire de rayons
ﬂ)s
extrémes 1 et ¢ (=e "“"<1). En posant W =¢'?, les points des frontiéres se

correspondent, soit par la relation
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soit par cette autre

=% Oy
Y—nlogg-{— 5

relations au moyen desquelles les fonctions données F(X), F,(X), G,(Y), G4(Y),
deviennent les fonctions §*(p), §%(p), &, (o), &,(0).

Formons alors une fonction de W réguliére dans le demi-plan supérieur,
et dont la partie imaginaire prenne les valeurs ®,(— u) et &,(») aux points
d’abscisse u sur les segments — 1, —g¢, et +¢q, + 1, de I'axe réel; par exemple

—q 1
_1 [B(—wdu, 1 [6,(m)du
(r57) 'Q‘(W)*nf wW FTa| u—w’
est une telle fonction.
Elle donne lieu aux mémes remarques que la fonction H(Z) d’un para-

graphe antérieur. Sa partie réelle prend, pour W =e'? ou W = gei?, les valeurs

—q 1
_I . u—q COS I % -—q COS @
(2 nf@js( u)u”——zqucos¢+ q2du + ﬁf@‘(u)'zﬁ—zqucosrp +q¢? du,
)
(58) !

9.(p) = 711:] ®&(—u) e % — COS ¢ du+ %f@l(u) . % — oS .

—2UCOSQ + I —2ucosp + 1

Si 'on forme ensuite la fonection
0,(W) = —7;—‘1[[% () — 9. (2)] [; (;Lﬂ log W_f“ﬂ_*e) +E (n log m %e)]de——
6
—%.[n[%*(s)——@(e)] [Ca (z%iz log W—%e) + &, (g;— log W + %’ 8)]ds,
0
(cf. ante, par. 10) qui est régulidre sous la condition
(159) f[%*z (8)-%*(6)]d8=/?[©z(8) —H(e)]de,
0 0

la fonction 2,(W) + 2,(W) répond & la question, en ce sens que sa partie réelle
ou sa partie imaginaire prennent sur les frontiéres les valeurs respectives §*(¢p),
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§*: (@), ®,(0), ®;(¢). En revenant & la variable z, on a donc une fonction de z
répondant au probléme primitif. D’ou indirectement la solution, sous une autre
forme, des équations intégrales signalées antérieurement. Cette construction
nouvelle de la solution, construction qui en apparence présente une certaine
indétermination, dfie & ce fait qu’on peut modifier la fonction 2,(W) comme on
Pa déja vu au paragraphe 11, en prolongeant les fonctions ®, et &, arbitrairement
hors des segments — 1, —gq; + ¢, + 1, est fort utile dans certaines applications
(cf. mon Mémoire «Sur la détermination des problémes d’Hydrodynamique relatifs
& la résistance des fluides», Annales de ’Ecole Normale supérieure, 1914).

Je laisse de coté l'écriture facile de la solution obtenue par le procédé
quon vient de décrire. En terminant ce Chapitre, je ferai seulement observer
que la condition de possibilité du probléme a été obtenue sous deux formes trés
différentes (152) et (159); il est essentiel de remarquer que ces deux conditions
sont au fond équivalentes.

Il est en effet aisé de s’assurer que, pour g positif, on a 1’égalité

£

U —QCOoS g w u—e? 1 4 .
3 ¢ sde=—+ ¢ w—I - —7 ouzéro.
u?—z2pucose+ g 2u 2u Viut—e2): u
0

Il en résulte sans difficulté, en appliquant cette égalité pour p=1 et g=g¢

successivement,
x
f H,(e)de=o0
0

et
—g
) d du
[p@ae=[o—uit+ [om%
-1 q
Par la substitution
= 2 Jog |u] + %:

on trouve

[D@de= 7 [16.1)~G,Tnar.
0 0

: . 4 w
Maintenant on a, par la transformation X — ——»j —;‘s,
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f%*z(e)de—f—ﬁ‘ (X)dX—fj%z (X)dX,

__"-ml

et on trouve de méme

f%* %()

Portant ces résultats dans (159) on voit que cette condition se réduit bien & la
condition (152) obtenue par la premiére méthode.

Note.

§ 13. Dans les Chapitres précédents, il a été résolu, d’'une maniére indi-
recte, certaines équations intégrales, — il est vrai trés particuliéres, — rentrant
dans la forme

b
(160) f 1(6) N (@, s)ds = g(z)
ou encore
b
(261) A@) f(2) + f [f(2) — H(s)] N (z, ) ds = g(z),

f(x) étant la fonction inconnue. Le noyau N (z, s) présente une discontinuité
polaire pour s=2x. Tous les noyaux N(z, s) qu'on a rencontrés dans de telles
équations sont, comme il est facile de s’en assurer, tels que la différence

N(x, s) —

k ..
3 ol k est une constante convenablement choisie, reste une fonc-

tion finie et continue, et méme dérivable, dans I'intervalle a, b, y compris le
point s=x. En terminant, nous ferons observer que les équations intégrales
de la forme (160) et celles aussi de la forme

b
(162) fa) + f 1) N(z, 8)ds = g (),
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peuvent se ramener a des équations de FREDHOLM, lorsque le noyau présente
la propriété qu’on vient de dire. Cela résulte de considérations qui ont été
signalées par D. HiLBERT (Congrés des Mathém. Heidelberg, 1904, Verhandlungen,
p- 233).

Effectuons d’abord un méme changement de variable (linéaire) sur s et

sur x, en ramenant les limites de l'intervalle d’intégration, & étre égales & o et
27, de sorte qu'on ait affaire & des équations de la forme

2n
(163) F(o) +]§R(£, f) F(t)dt— D (e),
0
ou bien
25
(164) f R(e, 1) F(t)dt — De),
0

suivant les cas. De I'hypothése faite sur les noyaux, il résulte évidemment
qu’'on peut trouver une constante m telle que I'on ait

m

e—1
tg 5

N(e, t) = + P(e, t),

(165)

P(e, t) étant fini, continu dans tout l’intervalle, y compris pour ¢=¢.
Appelons fonction associée de F (¢) la fonction G (¢) qui lui est reliée par
les deux équations (éq. 14 du paragraphe 1)

2z 2n
2nF(0)=——f—%(s—_)éde+fF(s)de,
t
0

g

2 0
(166)
2 27
27 G(0) =f Gofﬂsdw] G(e)de.
¥ 88— b
Cela étant, considérons d’abord 1'équation (163); multiplions-la par ) 01__8
€7

et intégrons entre o et z2s par rapport & ¢. Aprés un changement dans I'ordre
Acta mathematiea. 40. Imprimé le 2 aofit 1915. 23
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27
de

2n

des intégrations pour le terme f % ./ F(t)d(e, t)dt, de ’expression obtenue
tg

§

2 0
(cf. HiLBERT, loc. cit.) on obtient aisément I’équation

42

N

2n 2x . 25 on 2

K : A

(167) jF(;)ilse +]F(t)dth'Sét}df—anmF(O)—l—znmfF(a)da =]_—_gg_)fz
0 tg_gh 0 0 tg 2 & § tg

Et comme on a d’aprés (166)

. 2n
F (6) +f—;":+13(0,s) F(e)de = @(0),
0 tg——;

en multipliant ces deux derniéres équations par m et — 1, et ajoutant, il vient

2

——-(I+4n2mg)F(0)-I-‘/.F(t)dt{mfig’_f)sde—{-znmz——P(ﬁ,t)}=

0 ¥ tg 2
(168) \
=mf O(e)de —o(0),
0—¢
0 tg—z—

ce qui est une équation de FrEDHOLM pour l’inconnue I'(f).
Si Von était parti de ’équation (164), le premier calcul aurait donné aus-
sitot, & la place de (167) I'équation suivante

2z 20 2@
(169) —4”2"1‘F(0)+IF(t)dt[ fpgs’_t)eds—}—zﬂsm =fq)f;)_dz
0 o tg—z_ ¢ tg“z—

Bien entendu, les intégrales ol il subsiste une tangente au dénominateur, sont
prises égales & leur valeur principale.

Les équations proposées sont donc ramenées a des équations de FREDHEOLM.
Mais il semble qu’il soit bien difficile de tirer parti de ce fait pour retrouver,
dans les cas particuliers considérés antérieurement, les résultats simples auxquels
on est parvenu d’une autre maniére.




