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Einleitung.

Die RiemanN’sche Zetafunktion { (s) der komplexen unabhingigen Variablen
s=o0+41t ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene, bis auf den einzigen Pol
s = 1, reguldre analytische Funktion, welche der Funktionalgleichung

;(r—s)=(727cosf§r(s);(s)

geniigt. Diese Funktionalgleichung erlaubt die Untersuchung der Zetafunktion

auf die Halbebene o >2 zu beschrinken; in der Tat, wenn man die Zetafunktion

fir ¢ >§ beherrscht, lisst sie sich mittels der Funktionalgleichung, welche ja die
Werte von Zeta in den beiden Punkten s und 1 — s verbindet, in der iibrigge-
bliebenen Halbebene ¢ <§ studieren.

In der Halbebene o > 1 ist {(s) durch das EuLer’sche Produkt

I

£(s) ==ﬁ — ot

nwl

dargestellt, wo p, die n** Primzahl bedeutet; es ist also speziell { (s) » 0 fiir > 1.
Von dieser Produktdarstellung ausgehend habe ich in einigen fritheren Abhand-
lungen durch eine arithmetisch-analytische Methode, welche auf die Theorie der
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Diophantischen Approximationen basiert ist, das Verhalten von { (s) in der Halb-
ebene ¢>1 studiert und u. a. den folgenden Satz bewiesen:! Hs nimmt L (s),
bei jedem 0> o, im Streifen 1 <0 <1+ jeden Wert ausser Null an, sogar unend-
lich oft.

Es war schon seit langem ein Problem in der Theorie der RIEMANN’schen
Zetafunktion die Bedeutung des Evrrr’schen Produktes fiir das analytische Stu-
dium von {(s), und speziell zur Untersuchung des Wertevorrates von £ (s), auch

fiir solche Gebiete der Halbebene ¢ >§ zu erkennen, welche links von der Gera-
den ¢ =1 gelegen sind — obwohl das Produkt in keinem Punkte s = o + ¢f mit

E < o<1 konvergiert.

In zwei Abhandlungen der neuesten Zeit® ist es gelungen, dies Problem an-
zugreifen, und zwar mit wesentlichem Erfolg. Ein weiteres Beitrag wird in der
vorliegenden Abhandlung gegeben. Die Moglichkeit sowohl in den beiden zitierten
wie auch in der vorliegenden Arbeit, die EvLEr’sche Produktformel zur Unter-

suchung von [ (s) im Streifen §<o< 1 verwenden zu konnen, beruht auf einer

recht bemerkenswerten Tatsache, die iibrigens leicht aus einem von Herrn ScHNEE
herrithrenden Mittelwertsatz in der Theorie der DiricHLET schen Reihen abgeleitet
werden kann, und die, allgemein gesprochen, folgendermassen ausgedriickt wer--
den kann: Das EurEr’sche Produkt konvergiert wohl in keinem Punkte s

des Streifens §<6< 1, d. h. bei festem in diesem Streifen gelegenem s strebt
N
]I (1—p,* )™ mit wachsendem N keinem bestimmten endlichen von Null ver-
]l

N
schiedenen Grenzwerte zu; trotzdem konvergiert aber das Produkt [ (r —p;9)™
nei

. s ., I .
wenn mann kein festes s sondern das ganze unendliche Gebiet 5<0< 1 ins Auge

fasst, im Grossen und Ganzen gegen die Grenzfunktion { (s); genau ausgedriickt
(in der Form, in welcher diese Tatsache in der letzten der beiden zitierten
Abhandlungen benutzt wird, welche das Verhalten auf einer festen Geraden

0 =g, des Streifens 2 <0 <1 behandelt): Es sei o, eine Zahl im Intervalle g <o<1

* H. Bonr: Uber das Verhalten von ¢(s) in der Halbebene ¢ > 1. (Géttinger Nachrichten
1911). Der Leser braucht tibrigens fiir das Verstindnis der vorliegenden Abhandlung weder
die hier zitierte, noch die spiterhin zu zitierenden Arbeiten iiber die Zetafunktion zu kennen.

* H. Borr und E. Lanoav: Sur les zéros de la fonction ¢(s) de Riemany (C. R. Paris. 1914).
H. Bosr und R. Cooranr: Neue Anwendungen der Theorie der Diophantischen Approzimationen auf
die RieMaNN'sche Zetafunktion (Crelles Journal, 1914).
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und &>o0, d>0 beliebig gegeben; dann gibt es dazu ein N¥,= N, (g, ¢,d) mit
folgender Eigenschaft: bei jedem festen N > N, ist fiir alle hinreichend grosse T'
die Summe der Lingen der Intervallen der reellen Variablen ¢ zwischen — 7" und
+ T, fir die

L (g, +12)

N
II (1 __p;(u.ﬂ»it))"l

ne=1l

—1|<e¢

ist, dividiert mit der Gesamtlinge 2 T', grosser als 1 —d.

Bevor ich dazu iibergehe, das Ergebnis der vorliegenden Abhandlung kurz
auseinanderzusetzen, werde ich zunichst zu Orientierung die Resultate der bei-
den oben zitierten Abhandlungen kurz erwihnen.

Die erste Abhandlung, welche von Herrn LANDAU und mir herriihrt, be-
handelt das Problem der Nullstellen der Zetafunktion. In einer friiher verfassten
gemeinsamen Arbeit! hatten wir den Satz bewiesen: Es bezeichne, bei festem & > o,

N(T) die Anzahl der Nullstellen von § (8) im Gebiete ¢ > g +d, —T <t<T; dann
18t fiir unendlich wachsendes T'
(1) N(T)=0(T).®

Nur wegen der besonderen Wichtigkeit der Nullstellen von  (s) batten wir
in dieser Abhandlung unsere Methode auf die Abschitzung der Anzahl der Wur-
zeln von [ (s)=o beschrinkt und sie nicht allgemein zur Abschitzung der An-

' H. Borr und E. Lanoav: Ein Satz siber Diricuier'sche Reihen mit Anwendung anf die -
Punktion und die L-Funktionen (Palermo Rendiconti, 1914).
* Damit hatten wir, unter Beriicksichtigung bekannter Tatsachen, speziell gezeigt: Die dem

Streifen 0 <o <1 gehirigen Nullsiellen von [ (s) liegen meist in nichster Nihe der Geraden o = %; d. h.
wenn ¢(T) bezw. ¢(T) die Anzahl derjenigen Nullstellen von (¢ (s) im Rechtecke o<o<7,
— I'< t< T bezeichnet, welche dem schmalen Streifen %— ’<a< 21 + 8 angehdren bezw. nicht

angehdoren, so gilt bei jedem & >0 die Gleichung

#(T)

lim = =o0.

Tew¢(T)

Dieser letzte Satz ist das eine zweier Resultaten, durch welche es in der neuesten Zeit gelungen
ist, dem Riemann’schen Problem der Nullstellen der Zetafunktion im kritischen Streifeno <o <1
wesentlich ngher heranzuriicken. Das andere Resultat ist die von Herrn Harvy (Sur les zéros
de la fonction ( (s) de Riemasy, C. R. Paris 1914) gemachte Entdeckung, dass auf der Geraden

o= % unendlich viele Nullstellen von ¢ (s) gelegen sind.
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zahl Ng(T) der Wurzeln von {(s) =a in demselben Gebiete ¢ > i +46,—T<it<?T

verwendet; wortlich dieselbe Methode ergibt bei jedem komplexen a das ent-
sprechende Resultat:

(2) No(T) = O(T).

In der spiter verfassten Note in den Comptes rendus konnten wir, fiir die An-
zahl der Nullstellen, unser fritheres Ergebnis N (7') = O(T) durch das weiterge-
hende Resultat N (7') =o(T') ersetzen, d. h. die Relation

. N(T)
S
dahin verschirfen, dass sogar
. N(T)
) L e

1s2. Die Methode, welche uns dieses letzte Resultat ergibt, beruht, wie oben er-
wihnt, auf die Idee der Verwendung des divergenten EuLERr’schen Produktes fiir

den Streifen §<O‘< 1; sie ist prinzipiell nur zur Abschitzung der Anzahl der

Nullstellen — wund nicht wie die frithere Methode auch zur Abschiétzung der
Anzahl der g-Stellen — verwendbar.

In der zweiten der oben zitierten Abhandlungen, welche von Herra COURANT
und mir herriihrt, untersuchen wir die Werte, welche  (s) auf vertikalen im Strei-

1 . . . .
fen S <0 <1 gelegenen Geraden ¢ =g, annimmt. Wir beweisen durch eine Ge-

neralisation meiner friiheren fiir die Halbebene ¢ >1 ausgearbeiteten arithme-
tischen Methode den Satz:

Satz 1: Es liegen bei jedem festen o, des Intervalles §< o < 1 die Werte, welche

£ (s) auf der vertikalen Geraden ¢ = o, annimmt, in der ganzen [-Ebene tiberall dicht.
Dieser Satz, welcher das intrikate Verhalten von {(s) im kritischen Streifen
in prignanter Weise zum Ausdruck bringt, enthilt speziell, das { (s) im Streifen

§< 6<1 jeden komplexen Wert beliehig nahe kommt; er liefert aber keine be-

stimmte Aufklirung iiber die Werte, welche  (s) in diesem Streifen tatsiichlich
annimmt, d. h. der Satz erlaubt fiir keinen einzigen Wert zu entscheiden, ob er

im Streifen §<a< 1 angenommen wird oder nicht. Uber die Frage der Werte

. . 1 .. .
von [ (s) im Streifen 5< 0 <1 war es vor einigen Jahren Herrn LANDAU und mir
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gelungen, unter Annahme der Richtigkeit der RiEMANN’schen Vermutung iiber die
Nulistellen von {(s), d. k. unter der Annahme {(s)= o fir ¢ > ;—, das recht be-
merkenswerte Resultat zu erschliessen,! dass {(s) in jedem vertikalen Streifen
a<o< g mit ZIr <o <@ <1 simtliche von Null verschiedenen Werte annimmt. Auf
sicherem Boden, d. h. ohne Annahme der RieMann’schen Hypothese, war aber
bis jetzt iiber den Wertevorrat von {(s) im Streifen 2 < 0 < 1 sehr wenig bekannt.

Ich beweise nunmehr in der vorliegenden Abhandlung, von der EULER’schen
Produktformel ausgehend und in wesentlicher Ankniipfung an die von Herrn
CouranT und mir ausgearbeiteten arithmetischen Methode, dass die obige Aus-
sage iiber die Werte von { (s), welche von Herrn LANDAU und mir als eine Fol-
gerung der RIEMANN’schen Hypothese gewonnen wurde, unabhingig von der Rich-
tigkeit oder Unrichtigkeit dieser Hypothese wahr ist, d. h. ich beweise den Satz:

Satz 1I: Es se: §< a<f<1. Dann nimmt §(s) im Streifen a« <o <g jeden

von Null verschiedenen Wert an, sogar unendlich oft.

Es ist zu beachten, dass wihrend dieser Satz iiber den Wertevorrat W,
von { (s) im Streifen « <o < g unter Annahme der Richtigkeit der RieMaNN’schen
Hypothese ein endgiiltiges Resultat liefert, namlich: es wird jeden Wert a>o
unendlich oft, den Wert o dagegen gar nicht angenommen, erlaubt der Satz,
wenn keine Hypothese iiber die Nullstellen hineingezogen wird, nicht den Werte-
vorrat W, ; vollstindig zu bestimmen; er besagt nur: W, enthilt gewiss jeden
von Null verschiedenen Wert, lisst aber die Frage offen, ob die Menge W, s aus
den simtlichen Werten iiberhaupt, oder aber aus den simtlichen Werten mit
Ausnahme von Null besteht. Es scheint vorliufig, als ob die Untersuchungs-
methode bei der Entscheidung dieser letzten Frage, d. h. bei der Entscheidung

des fundamentalen RiEMANN’schen Problems, ob { (s) im Streifen 2 <0 < 1 tatsiich-
lich Nullstellen besitzt oder nicht, prinzipiell versagt.

Uber das Problem der a-Stellen bei von Null verschiedenem a erlaubt aber
die Methode der vorliegenden Abhandlung nicht nur den Existenzsatz II auf si-
cherem Boden zu stellen, sondern auch den folgenden viel weitergehenden Satz
zu beweisen:

Satz 111: Es ser §—<a<ﬂ< 1 und a=o; es bezeichne My o5 (T) die Anzahl
der a-Stellen von [(s) im Rechteck a<o< g, —T <t<T. Dann ist

! H. Bour und E. Laspav: Beitrige zur Theorie der RieMaxs'schen Zetafunktion (Math.
Annalen, 1913).
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lim inf Mo, (T) >
T=co T

Q,

d. k. es gibt eine positive Konstante k=1k (a,«, 8) derart, dass fiir alle hinreichend
grosse T

(4) Moas(T)> kT

1s8t.

Durch diesen Satz ist es gelungen, die »wahre Gréssenordnung» der Funk-
tion Mg,q,5(T) festzustellen; denn, wie aus der von Herrn LANDAU und mir be-
wiesenen Relation (z) unmittelbar folgt, gibt es andererseits eine positive Kon-
stante K = K {(a,c, 8) derart, dass fiir alle hinreichend grosse T

Ma,a,ﬁ (T) < K T

st
Es bezeichne, stets fir 2<a <B<1, Moos(T) die Anzahl der Nullstellen
von [ (s) im Rechteck a <0< g, —7T <t<T; dann ist nach der Relation (3)

. Moas(T)
Jim =5 =0

Unter Beriicksichtigung dieser letzten Gleichung ergibt sich aus (4) das sehr be-
merkenswerte Resultat: Es ist bei jedem as*o

lim MO,a,ﬂ (T) e

P Mo s (1) O

d. h. ungenau ausgedriickt: die Anzahl der Nullstellen von {(s) im Streifen
a<o<@, wenn es iiberhaupt solche gibt, ist jedenfalls von kleinerer Grissen-
ordnung als die Anzahl der a-Stellen bei beliebig gegebenem @ #o. Es ist hier-

mit zum ersten Male festgestellt, dass fir die Werte von {(s) im Streifen §< o<1

die Zahl Null, mag sie in der Wertmenge enthalten sein oder wnicht, eine allen dibri-
gen Zahlen gegeniiber besondere Rolle spielt.

Bei den folgenden Untersuchungen werde ich mich nicht auf den Beweis
der soeben erwihnten Resultate iiber {(s) beschrinken, sondern dieselbe sogleich
in einer etwas allgemeineren Form beweisen, die ich erhalte, indem ich einerseits

die Resultate fiir den Halbstreifen §< 6<1,t>0 statt fiir den ganzen Streifen

§< o < 1 ableite, und andererseits — was wesentlicher ist — die Funktion log £ (s)
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statt {(s) selbst studiere. Bevor ich die somit erhaltenen verallgemeinerten
Resultate kurz angebe, ist zunichst zu erkliren, was dabei unter log {(s) in

der Halbebene o>§ zu verstehen ist: Es bezeichne, wie durchweg im folgenden,

Q@ dasjenige einfach zusammenhingende Gebiet, das aus der Halbebene a>§
entsteht, wenn erstens das reelle im Punkte s—=71 ausmiindenden Intervall

§< 8<1 und zweitens, bei jeder eventuellen der Halbebene a>§ angehorigen

Nullstelle ¢, + 22, von {(s), die horizontale Strecke § < o< 0,, t =1, entfernt wird.

In diesem Gebiete ¢ zerfillt der Logarithmus von {(s) in unendlich vielen ein-
deutigen reguliren Zweigen; unter log ¢ (s) soll derjenige in G regulire Zweig
verstanden werden, welcher fiir reelle s > 1 reell ist. Fiir die somit in @& definierte
Funktion log {(s) werde ich alsdann die beiden folgenden Sitze 4 und B be-
weisen, von denen der erste eine Generalisation des von Herrn CoUraANT und
mir bewiesenen Satzes I bildet, wihrend der zweite den Satz III und somit &
fortiori den Satz II als speziellen Fall enthilt.

Satz A: Es sei o, eine feste Zahl des Intervalles g <o<1; dann liegen die

Werte, welche log { (s) in denjenigen Punkten der Halbgeraden ¢ = o,, t> 0 annimmt,
die dem Gebiete G angehoren, in der ganzen Ebene diberall dicht.

Satz B: Es se: §< e<PB<I und a eine beliebige komplexe Zahl (Null nicht

ausgeschlossen). Es bezeichne Lgqp5(T) die Anzahkl der Wurzeln von log {(s)=a
in demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechtecke a <o < g, 0 <t<T angehort.
Dann ist

li;l,l inf&"ﬁqﬁ;—(—@ >0

Ed

d. h. es gibt eine positive Konstante C = C (a, a, ) derart, dass fiir alle hinreichend
grosse T
Lo g(T)>CT
1st.
In diesem letzten Satze ist speziell enthalten, dass log  (8) in jedem Sirei-

fen a<o<pB mit 2 <a<B<1 jeden komplexen Wert unendlich oft annimmi. Dies

Resultat ist, selbst unter Annahme der Richtigkeit der RiEMaNN’schen Hypo-

these ein neues; in der Tat, die funktionentheoretische Methode von Herrn LaN-

DAU und mir, durch welche wir unter Benutzung der RiemaNN’schen Hypothese
Acta mathematica. 4. Tmprimé le 23 avril 1815, 10
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bewiesen haben, dass [(s) im Streifen o < 0 < g jeden Wert ausser Null annimmt,
ist unfdhig, das schirfere Resultat: es nimmt log £ (s) im Streifen a <o < g je-
den Wert an, zu ergeben.

Die obige im Gebiete G definierte regulire Funktion log { (s) ist, wie aus
der EvrLER’schen Produktformel unmittelbar folgt, in der Halbebene ¢ > 1 durch
die Reihe

log { (s)=— X Log (1—p;*)

nwl
dargestellt, wo fiir einen z mit positivem reellem Teil Log z stets den Hauptwert

bezeichnen soll, d. h. denjenigen Wert, dessen imaginidre Teil zwischen —7—; und
+g ge]egén ist. Ich schreibe nun, bei festem N > 1, nicht nur in der Halb-

ebene ¢ > 1, sondern im ganzen Gebiete G

N
log §(s) =— D Log (1— p;*) + By (s);

ne=1

hierbei bedeutet also Ry (s) diejenige in @ regulire Funktion, welche in der Halb-
ebene ¢ > 1 durch die Reihe

Ry (s) = — X Log (1— p;*)
ne=N+1
definiert ist.

Die folgende Untersuchung von log (s) zerfillt nunmehr in drei Para-
graphen.

In § £ wird das Verhalten des »Restes» Ry (s) mit Hilfe der ScuNEE’schen
Mittelwertsatzes untersucht; es wird hierbei nicht etwa der Rest Ry (s) bei fest
gehaltenem s fiir unendlich wachsendes N abgeschitzt, sondern es wird gezeigt
(vergl. die obigen Bemerkungen iiber den »Rest» des EuLeR’schen Produktes),
dass bei festem sehr grbssem N der Rest By(s) in den meisten Gebieten des

unendlichen Streifens §< 0 < 1 sehr klein ist.

In § 2 bezw. § 3 wird zunidchst mit Hinblick auf den Beweis des Satzes A
bezw. B, der »Anfang»

N
Fu(s)=— D Log (1—p;*)

ne=]
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durch die arithmetische Methode, in der generalisierten, sich auf die Idee der geo-
metrischen Wahrscheinlichkeit stiitzenden Form untersucht. Schliesslich werden,
in denselben Paragraphen 2z und 3, unter Heranziehung des Resultates von § 1,
die Beweise der beiden Hauptsitze 4 und B vollendet.

§ 1.
Abschitzung des Restes.

Der Ausgangspunkt der Untersuchungen dieses Paragraphen bildet der fol-
gende Satz, welcher einen Spezialfall des sogenannten ScENEER’schen Mittelwert-
satzes in der Theorie der DiricHLET’schen Reihen, in einer von Herrn Laxpavu und
mir unerheblich verallgememerten Form darstellt.!

a

Hilfssatz 1. Es sei die Dirichletsche Reihe f(s) = 2 n: fiir ¢ > o konvergent,

nw=l

I . . .
2 <0,<1 und 6,>1. Dann ist gleichmdssig fir 6, <6 <0,

Jim ——fl/(a+zt)|’dt— 3 I“nl

n=1

Aus diesem Satze folgt sofort das
Corollar: Es ist

(5) lim 5 f|f(a+zt)|’dadt-— [2'“"' do<(0,—0) S ',:’,'Z,,l-
o Lota ne~=l n=1
—TrLtLT

Durch Anwendung dieser letzten Ungleichung auf die Zetafunktion werde
ich zuniichst den folgenden Satz beweisen, welcher implizit schon in der in der
Einleitung zitierten C. R.-Note von Herrn LaANDAU und mir enthalten ist, und
dessen Beweis ich dieser Note entnehme.

Hilfssatz 2. Es sei 2 <0 <%, 0,>2 und e>0. Dann gibt es dazu etne Zahl

N,=N,(0,,0,, &) mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N, gilt fir alle hinreichend
grosse T, d. h. fiir T>T,=T,(N) die Ungleichung

! H. Borr und E. Laxoav: Ein Satz iber Dirichletsche Reihen ... l. c.
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ff|CN(8)—-I|‘dadt<eT,

01 L0<0;
12tLT

wobet {n(s) die Funktion

N
Cv(e) =L () JI x—p59)

ne]
bezeichnet.
Beweis: Es ist bei festemm N die Funktion [y (s) eine in der ganzen Ebene

N
bis auf den einzigen Pol s=1 (mit dem Residuum I[(I ——p;‘)) regulire Funk-

ne=1

tion, welche fiir 0 > 1 durch das Restprodukt

v =t [[a—r)= ﬁ (x—p79 "

nel n=N+1

dargestellt wird. Um den ScENEE'schen Mittelwertsatz zur Abschdtzung von
{n(s)—1 zu verwenden, betrachte ich zuniehst, statt der Funktion {y(s)—1
selbst, die ganze transzendente Funktion ({x(s)— 1) (x— 2'—*), welche fiir 6 >0

durch eine konvergente DiricaHLET sche Reihe 2% darstellbar ist. (Dies folgt z. B.
nw=l

unmittelbar daraus, dass die Funktion ({x (s)— 1) (x —21—9) gleich

N N
{§ O a—r;9— I} (x—2=) = a—22=)} [[ ¢ —p;°)— (1 —2"9)

ne=l n=1

ist, also bis auf zwei Gliedern als das Produkt einer fiir ¢ >0 konvergenten D1-

’ . T I I . .
RICHLET’schen Reihe { (s) (1—2!—%)=1——-+—-— — ... und einer aus nur endlich

28 38 4'
vielen Gliedern bestehenden DiricHLET schen Reihe erscheint.) Aus der Definition
von {x (s) folgt sofort, dass die Koeffizienten a, der Reihe ({x(s) — 1) (1 —21~2) =2 %f:
den Bedingungen
{an=o fir n < py,,
far]<L2 fiir n > Py s

geniigen. Angewandt auf die Funktion ({y(s)—1) {(x—2'—*) ergibt die Un-
gleichung (5) die Relation
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iim % [ 16w =0 a— 29 paodeso,—o) ZL <m0 3t = e

nta nlos

0, 20X 0, n=1 "ePNs1

—PLeLT
wo (bei festen ¢,,0,) ¢y— o0 fir N —oo.
Es ist also fiir alle binreichend grosse 7', d. h. fiir 7> 7T, =T,(N)(> 1)

|Cn(8) —1) (1 —2'"*)|'dodt<3enT.
ﬂné"-f:”:

—rZt<T

Nunmehr soll unter dem Integralzeichen der hineingebrachte Hilfsfaktor
(1 —2!'—*) wieder weggeschafft werden. Zu diesem Zwecke konstruiere ich zu-

nichst die Kreisen I', (v =0, £ 1, £ 2,---) mit dem Radius 3 um die Nullstellen

von 1 —2!'—*, d. h. um die Zahlen

27V
z’—I+Log2 (v=o0,+1,%+2,)

In der ganzen Ebene ausserhalb dieser Kreisen ist offenbar
|x—2-¢|>c,

wo ¢ eine positive absolute Konstante bedeutet. Hieraus folgt fiir 7' > T\, wenn
nur iiber dasjenige Gebiet H (T) integriert wird, welches aus dem ausserhalb der
Kreisen I', gelegenen Teil des Rechteckes 0, <0 <0,, —T <t<T besteht, die
Ungleichung

(6) ffICN(a)—-Il’dadt<3—§gT.

H(D)

Es handelt sich jetz darum, die kleinen ausgeschnittenen Kreise I', (mit » o)
dem Integrationsgebiet wieder hinzuzufiigen. Um die hierzu ndtige Abschit-
zung des Doppelintegrals iiber den Kreis I', vorzunehmen, kann man sich des
folgenden kleinen Kunstgriffes bedienen. Da {xn(s) in den Kreisen |s—z, <1
(v=0) reguldr ist, gilt bei jedem » o die Ungleichung

fflglv(-?)——xl’dadt<f |Cn(s)—1|'dadt.

1 1 2
—_ < . < — ot
lo—ml<} L<lo—nl<l
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(Denn wenn die nicht konstante Funktion f(s) = 2“" s fiir |s] < R regulér ist,
e

gilt bekanntlich fiir o <r < R die Relation

ne=Q

25 o

I 7 — n

E;fl/(re OPrdo— Dfenfrrem,
0
also fir o <r, <r,< R die Ungleichung

23 2n .
Jieoras< [1jmenras,)
0 0

Durch Summation =’ iiber diejenigen » » o, fiir welche der Kreis I', dem Recht-
eck 0,<0<0,, —T <t<T ganz oder teilweise angehort, folgt fir 7'> 1T,

[ 1w —xpdoar<y | [1twe)—1ldod
(7) szlzvs I GtTZJ/ N(8)—1lfdodt

|3‘“24’|§=§ §é|3—zvl—<_=§

2 3
< ICN(S)-—I‘ dO’dt(‘c—g(T-FI).
H(T+1)

Es ergibt sich somit fiir 7> 7T, durch Addition der beiden Ungleichungen
(6) und (7), dass das Doppelintegral von |{x(s) — 1|® erstreckt iiber das ganze

. . . I
Rechteck 0,<0<0,, —T <t<7T nur mit Ausnahme des kleinen Kreises ]s—1}|< 9

um den Pol s = 1 kleiner ist als

3¢ & 3é& &
JT+%¥(T+1)=C—,§"(2T+I)<%2A’T;

c!
also gilt & fortiori, filr 7> 7T,, die Ungleichung

&
|;N(s)—1|2dodt<9c—jVT.

R AEA
1T

Ich wihle nun, wegen ¢,,— o, die Zahl N, so gross, dass fiir N > N, die Unglei-
&

chung g—)TN<‘! besteht. Dann ist fiir dieses N, (nebst den obigen Zahlen 7', (N)
c

fir N > N,) die Bedingungen des Hilfssatzes offenbar erfiillt,
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Es sei wie oben §<01 <%, o,>2 feste Zahlen, und es sei N >1 eine belie-

bige ganze Zahl; dann definiere ich fiir z > 2 eine stetige Funktion ¢y (r) der
reellen Variablen » durch die Gleichung

‘I’N(T)=ff|CN(8)—I|’dadt.

nSoso0,
r—1<¢t<Lv+1

Wegen der fiir T > 2 giltigen Ungleichung

T

f(pN(r)dr<szl‘gzv(s)—-ll’dadt

z 0 <0=o,
15:<T+1

folgt sofort aus dem Hilfssatze 2 das
Corollar: Es sei ; <0, < 3, g,>2 und ¢>0. Dann gibt es dazu eine Zahl

N, =N,(0,,0,,6) mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N, ist fir alle hinreichend
grosse T, d. h. fiir T>T,=T, (N)

T
(8) on(r)dr<eT.
/

Fir das folgende wird es von Bedeutung sein nicht nur das Integral von
ox (v) sondern auch die Funktion ¢y (7) selbst abzuschiitzen. Dies geschieht durch
den folgenden, aus der obigen Ungleichung (8) fast unmittelbar abzuleitenden
Hilfssatz 3, welcher in unpriiziser Formulierung aussagt: bei sehr grossen N ist
fir unendlich wachsendes = die Funktion @n (7) fast immer sehr klein. In die-
sem Hilfssatze tritt, obwohl nur in impliziter Form, der Begriff der Wahrschein-
lichkeit auf, welcher fiir die ganze Untersuchungsmethode der vorliegenden Ab-
handlung (sowie schon der mit Herrn CoURANT gemeinsam verfassten Abhand-
lung) eine wesentliche Rolle spielt, und dessen Einfithrung in den Kreis der Be-
trachtungen es zuerst ermdglicht, bei den Beweisen der Sitze 4 und B die Un-
tersuchung des »Restess Ry (s) einerseits und die des s Anfanges» Fy (s) anderer-
seits aneinander zu kniipfen, d. h. diese beiden zuniichst getrennten Untersu-
chungen zu einer gemeinsamen Untersuchung der Funktion log £ (s) = Fx (s) + Rn(s)
zu vereinigen,
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Hilfssatz 3: Es habe bei festen 2 <0, < i, ag,>2 und einem N>1 die Funk-

tion @n(v) die obige Bedeutung, d. h. es set fir 1> 2

¢N(T)=ff|§'zv(s)—1|’dadt

URLATA
t—1Zt<7r+1

gesetzt. Es seien ferner o0 <& <1 und o<e, <1 beliebig gegeben. Dann gibt es ein
N =N'(0,,0,,¢,¢&) derart, dass bei jedem N > N' fiir alle hinreichend grosse T,
d. h. fir T>T =T'(N) die Strecke 2<t<T eine endliche Anzahl von Intervallen
enthdlt, von denen keine zwei einen inneren Punki gemeinsam haben, und welche
die beiden folgenden Eigenschaften besiizen: Es ist die Summe der Ldingen der In-
tervallen >(1—é&) T und fiir jeden tnneren Punkt © einer dieser Intervallen gilt
die Ungleichung
on(r)<s,.

Beweis: Ich bestimme nach dem obigen Corollar ein N' derart, dass bei
jedem N > N' fiir T'>T'="T"(N) die Ungleichung

T
9) f¢N(r)dr<8{jl(T—z)

¥
besteht; hierbei soll ausserdem, fiir alle N > N', die Zahl 7" = 7" (N) so gross ge-
wihlt sein, dass sie der Ungleichung (I-—%) (7" —2)> (1 —¢g,) T" geniigt. Dieses

N' und diese Zahlen 7" (N) (N > N') werden alsdann die Bedingungen des Hilfs-
satzes erfiillen. In der Tat, es sei N> N', T >7T"(N) und, auf Grund der Defini-
tion des bestimmten Integrals, die Zahlen 2=2, <z, <%, - < m < Tms1 =T 80
gewihlt, dass
T
2 (@r1—m) Max gn () — [ gu(@)de <22 (T —2)

y=0 v <t V41
2

ist, also wegen (g)

2 (v +1— ) Max @y(z) < El~2~8-2(T— 2)

yeu( 2w=7é1v+1

ist. Da auf der ganzen Strecke 2 <7 <7 die Funktion ¢y (7} positiv ist, muss
hierbei die Summe der Lingen derjenigen Intervallen (z,,z,4.1), fiir welche
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Max ¢n(7) > ¢, ist, kleiner sein als 8—’(T —2). Es erfiillt somit die Menge
vt o4l 2

aller iibrigen Intervallen (z,, z,4+:) die Bedingungen des Satzes; denn sie haben
eine Gesamtlinge > (1—523) (' —2)>(1—¢) T, und es gilt fiir jedes in diesen

Intervallen gelegene z die Ungleichung

pn(z)<e.

Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen.

Um spiterhin (d. h. beim Beweise des Hilfssatzes 5) von der gefundenen
Abschitzung des Integrals ¢n (z) = ff'|{~(s) — 1|*dodt zu einer Abschitzung der
unter dem Integralzeichen stehenden Funktion |{x(s)— 1| selbst zu gelangen,
bediene ich mich einer einfachen funktionentheoretischen Bemerkung, die ich
aber wegen eines spiteren Gebrauchs (in § 3) als besonderen Hilfssatz formuliere.

Hilfssatz 4: Es seien in der s-Ebene C und C' zwei geschlossene Kurven (bei
den Anwendungen stets Kreise oder Rechtecke), von denen C ganz innerhaldb C'
gelegen 1ist. Es sei ferner & > o beliebig gegeben. Dann gibt es eine, nur von C,C'
und & abhingige Zahl &6 >o mit folgender Eigenschaft: Jede innerhalb C' reguldre
Funktion f(s), welche die Bedingung

fofms)pdadta

erfillt, geniigt fiir alle s innerhald oder auf der Kurve C der Ungleichung
1 (8)l<e.

Bemerkung: Wenn bei festem &> o die Existenz eines solchen d =4d(C, (')
nachgewiesen ist, wird dies J offenbar von einer Translation der Figur C, C' nicht
abhingen.

Beweis: Es sei z¢ >o die kiirzeste Entfernung eines Punktes auf € zu einem
Punkte auf (', also fiir jedes innerhalb oder auf C gelegenen s, der Kreis
J]s—s,|<o ganz im Inneren von C' enthalten; dann behaupte ich: die Zahl
0=mp®e® hat die verlangte Eigenschaft. In der Tat, es sei f(s) regulir inner-

halb ¢’, die Ungleichung
fflf(a)l’dadt<d
c

erfiillt, und s, ein beliebiger Punkt innerhalb oder auf C. Dann folgt, nach einer
schon oben verwendeten Schlussweise
Acta mathematica. 40. Imprimé le 24 avril 1915, 1
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lf@oFégiifj]ﬂ@Pdwﬂé;%{[]]ﬂﬂPdﬂu<;%r5=€'
CY

ls—al<p
also
lf(s)l<e q. e. d.

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zur Abschitzung des Rest-
gliedes in der Formel fiir log { (s) iiber, d. h. zur Abschétzung der im Gebiete
G (vergl. S. #3) reguliren Funktion Ry (s), welche fiir ¢ > 1 durch die Reihe

(x0) By(s)=— 3 Log (1 — ;")

nw=N41

dargestellt wird. Tch beweise diesbeziiglich den folgenden, fiir den spéteren Ge-
brauch angepassten Satz, welcher das Ziel dieses Paragraphen bildet.

Hilfssatz 5: Es sei §< 0'<1,0<d<1,0<€e" <1. Dann gibt es eine Zahl
N*=N*(d¢',¢,¢") mit folgender Eigenschafi: Bei jedem N > N* enthdlt fir alle hin-
reichend grosse T, d. h. fir T > T* = T*(N) die Strecke 2 < v < T eine endliche An-

zahl Intervallen, von denen keine zwei einen inneren Punkt gemeinsam haben, deren
Gesamtlinge > (1 — &')T ist, und so, dass bei jedem im Inneren einer dieser Interval-

len gelegenen © erstens der horizontale Halbstreifen ¢ > d', r—g <tLlw +2— ganz dem

Gebieie G angehort, und zwestens fir alle in diesem Halbstreifen gelegenen s die
Ungleichung
|Bn(s)|<¢
besteht.
Beweis: Aus (10) folgt sofort, dass gleichméssig fiir alle N >1 und alle

—wli<w

lim Ry(s)=o0

Ome 4o
ist; es sei auf Grund dieser Bemerkung ¢" > 1 so gewihlt, dass bei jedem N >1
in der ganzen Halbebene o > ¢"

|Bn(s)| <€

ist. Es ist hernach der Nachweis (fiir ein N >1 und ein 7> 2), dass der Halb-
streifen ¢>o¢', 7— 2 <t<z +§ dem Gebiete G angehort, und dass in diesem Halb-

streifen |Ry(s)|<¢ ist, damit gleichbedeutend zu zeigen: Es gehort das Recht-
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eck R: (a’ Ld<d", r-—-g 2tz +£) dem Gebiete G an, und es besteht im gan-

zen Rechtecke R die Ungleichung | By (s)|<¢'.
Ich werde nunmehr zeigen, dass diese beiden letzten Bedingungen fiir das
Rechteck R erfiillt sind, wenn im ganzen Rechtecke R (inkl. Rand) die Ungleichung

2

(xx) lzwie) —11<2 (<)

N
besteht, wobei {x(s) die obige Funktion {n§(s)=1{ (s)H(I—p;') bedeutet. In

ne=]
der Tat, aus (11) folgt zunichst, dass {x(s) %o, d. h. {(s) %0, im Rechtecke R,
also dass das Rechteck R dem Gebiete G angehort. Ferner ergibt sich aus (1r),
als eine leicht zu ziehende Folgerung, dass im Rechtecke R der imaginéire Teil

von Ry (s) zwischen _% und +Z§ gelegen ist, also dass in R die Relation

Ry () = Log{n(s)

besteht, wo Log x wie immer den Hauptwert bedeutet; denn auf der rechten Seite
des Rechteckes (wo o =o¢" ist) gilt, nach der Bestimmung von ¢", die Unglei-
chung |Ry(s)| <& <1; also ist dort gewiss der imaginire Teil von Rx(s) ab-

solut genommen <7—:, und da, nach (11), die Funktion {x(s) = eZx® im ganzen
Rechteck R einen positiven reellen Teil besitzt, muss der imaginire Teil der in

R reguliren Funktion Ry(s) im ganzen Rechtecke R zwischen -—7—: und +1:
bleiben. Aus der somit in R bewiesenen Relation

Ry (s) = Log{n(s) =Log (1 + (tn(s) —1))
folgt aber sofort, durch nochmaligen Gebrauch von (11), die Ungleichung
|By(s)| <2|Cin(s)—1]<¢.

Es darf folglich beim Beweise des Hilfssatzes (5) die beiden an einem In-
tervallpunkt 7> 2 gestellten Bedingungen durch die eine Forderung ersetzt wer-

den: Es soll {x(s) im Rechtecke o' <0 <0, z—i <t<lrt +§ der Ungleichung

!
It () —zl<Z
geniigen.
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Es sei nunmebr o, = 21,7 (a’ + 3), o, =20¢" gesetzt, also 2 <6,< ‘j—‘, g,>2 und

das obige Rechteck R: (o’ <oZd", v— 2 Lt<z+ 2 ganz im Inneren des Recht-

eckes R':(0,<0¢<0,, 7—1<t<7+1) enthalten. Da, fiir v>2, die Funktion
{n(s)—1 im Rechtecke R' regulir ist, so ergibt der Hilfssatz 4 die Existenz
eines § =4 (¢, R, R') =4 (¢, 0',¢") mit folgender Eigenschaft: Wenn

Lf'CN(S)—‘IPdet< )

ist, so gilt im ganzen Rechtecke3R (inkl. Rand) die Ungleichung
G'
IEn(s)—1l<-

Es ist somit der Beweis des Hilfssatzes 5 darauf zuriickgefiihrt zu zeigen:
Bei hinreichend grossen N (d. h. fiir N > N*) und fiir alle hinreichend grosse T
(d. h. fiir 7> T*(N)) liegt auf der Strecke 2z <z <7 eine endliche Anzahl Inter-
vallen, von denen keine zwei einen gemeinsamen inneren Punkt besitzen, deren
Gesamtlinge > (1 —¢")T ist und deren innere Punkte = die Bedingung

on(7) =ff|§N(s)——I|’dadt<d

00l o,
1< t+1

erfiilllen. Die Existenz eines solchen N* nebst Zahlen 7% = 7% (N) (N > N*) ist
aber gerade, was im Hilfssatze 3 bewiesen wurde. v

Der Hilfssatz 5 wird erst in § 3 beim Beweise des Satzes B in vollem Um-
fange verwendet. Fiir den Beweis des Satzes 4 in § 2, welcher das Verhalten
von logl (s) auf einer festen Geraden ¢ =0, behandelt, wird das folgende Co-
rollar geniigen.

Corollar: Es set o, eine feste Zahl im Intervalle 2 <6<L1 und o<&<1,

0<é"<x1. Dann gibt es eine Zahl N* mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N*
enthdlt fiir alle hinreichend grosse T, d. h. fiir T > T* = T*(N), die Strecke 2<z<T
eine endliche Anzahl von Intervallen, von denen keine zwei einen inneren Punkt
gemeinsam haben, deren Qesamtlinge > (1 —&") T ist und so dass bei jedem im In-
neren einer dieser Intervallen gelegenen v der Punkt o,+ it dem Gebiete G angehort
und die Ungleichung

|Rn(o,+i2)|< ¢
befriedigt.
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§ 2.

Beweis des Satzes A.

Im vorliegenden Paragraph wird das Verhalten von log { (s) auf einer ver-
tikalen Geraden o =g, untersucht, wobei g,, wie durchweg im ganzen Paragra-

phen, eine beliebige, fest gewdhlte Zahl des Intervalles §< ¢ < 1 bezeichnet.

Ich studiere zunichst mittels der arithmetischen Methode den »Anfang» von
log £ (o, + ¢1)

N
Fr(o,+4t)=— 2 Log (1 — p;'(ao-fit))

newl
d. h,, wenn zur Abkiirzung
rn=p;ﬂo
Logp" (n=I’2"")
I — B Pn
27

gesetzt wird, die Funktion

N
(12) Fy(o, + it) = — 21‘08 (1 — rae2mitin),

nel

Hierbei ist, wie ich fiir die folgenden Anwendungen sogleich hervorhebe, die Reihe
2
ne=l
divergent, die Reihe
2
nw=1
dagegen konvergent.

Den Ausgangspunkt der folgenden arithmetischen Untersuchung des An-
fanges Fy(o,+¢t) bildet die Theorie der Diophantischen Approximationen, vor
allem der folgende von KRONECKER herriihrende Satz:

Es seien A, 4,,---Any linear unabhdngige Zahlen, d. h. es bestehe keine Rela-
tion ¢, 4, + ¢, A, +---+exyAy=o0 mit rationalen nicht samilich verschwindenden c,;
es seien ferner @, ,,---pn beliebige reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem positi-

tiven ¢ ein positives t und dazu gehorige ganze Zahlen g,, g,, --gn, so dass die N
Ungleichungen
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12— pn—gnl<e (n=1,2,---N)
samtlich erfillt sind.

Geometrisch sagt dieser Satz aus, dass im N-dimensionalen Einheitswiirfel
Q die Menge A aller Punkte P; (0 <f< @), die aus den Punkten (t1,,f4,,---tin)
durch Reduktion der Koordinaten modulo 1 entstehen, diberall dicht liegt.

Der KroNECKER’sche Satz ldsst sich dahin verallgemeinern — und diese
Verallgemeinerung, deren prinzipielle Bedeutung fiir das Studium der Zetafunk-
tion zum ersten Mal in der oben zitierten, mit Herrn COURANT gemeinsam ver-
fassten Abhandlung erkannt ist, hat auch fiir die vorliegende Abhandlung eine
ausschlaggebende Bedeutung — dass die Punktmenge 4 aller Punkte P;im Ein-
beitswiirfel @ nicht nur iiberall dicht liegt, sondern auch, dass sie dort »iberall
gleich dicht» liegt; d. h. es gilt der folgende

Hilfssatz 6:1 Es seien die reelle Zahlen Ay, A,,--- An linear unabhdingig. Es sei
im N-dimensionalen Einheitswiirfel @ (0<yn,<1) (n=1,2,---N) ein parallel den
Achsen orientiertes Parallelepipedon 2 :Yp <yYn<yn~+dn mit dem Rauminhalt d,d,---dx
gegeben. Es bedeute E = E (2, T) die Menge aller Werte ¢ im Intervalle o <t < T, fiir
die der aus (tA,,th,,---tAn) durch Reduktion der Koordinaten modulo 1 entstehende
Punkt P; dem Parallelepipedon 2 angehort. Dann besteht bet jedem T > o die Menge
E aus den inneren Punkten einer endlichen Anzahl von Inlervallen. Bezeichnet L(T)
die Summe der Ldngen dieser Intervalle, so ist

L(T) =dd, --dn,

Hm =7

d. k. der Quotient —1—;—(1;71—2 strebt fir unendlich wachsendes T gegen den Rauminhalt des
Parallelepipedon £2.

In der vorliegenden, sowie in den fritheren arithmetischen Untersuchungen
der Zetafunktion wird der KroNECKER’sche Satz auf die Amplituden der Zahlen
pt(n=1,2,--N), d. h. (wenn durch 2« dividiert wird) auf die in dem Aus-

drucke (12) vorkommenden Grissen

1 Die in diesem Satze enthaltene Gleichmassigkeitseigenschaft der Punktmenge 4 ist fiir
beliebiges N zum ersten Mal von Herrn H. WeyL in einem Vortrage in der Math. Gesellsch. in
Gottingen (Juli 1913) explizit ausgesprochen. Herr WryL gab dort einen neuen Beweis des
Krovecker'schen Satzes, der gleichzeitig die iiberall gleichmissige Dichte der Punktmenge 4 in
Evidenz setzte. Die WeyL'sche Beweismethode (versffentlicht in der Abhandlung: Uber ein Pro-
blem aus dem Gebiet der Diophantischen Approximationen, Gottinger Nachrichten, 1914) hat sich
fir die Behandlung anderer Probleme in der Theorie der Diophantischen Approximationen
von Wichtigkeit gezeigt. Wenn es sich aber nur um den verallgemeinerten KroNecker'schen
Satz des Textes handelt, kann man, wie ich nach dem Weyv'schen Vortrage bemerkt habe, den
Beweis mit Hilfe des Kronecker'schen Satzes selbst leicht erbringen (vergl. Bomr-Courant, 1. c¢.)
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tln=t(—1—‘9ﬂﬂ) (n=1,2,---N)
27
angewendet. Die Moglichkeit dieser Verwendung des KroNECKER'schen Satzes
beruht darauf, dass die Zahlen Log ps(n=1,2,---N), auf Grund der eindeutigen
Zerlegbarkeit einer ganzen positiven Zahl in Primfaktoren linear unabhdingig sind.
Der KroNECKER’sche Satz ergibt, allgemein gesprochen, dass die obigen
Zahlen ti,(n=r1,2,---N), obwohl sie ja in Wirklichkeit Funktionen nur des
einen Parameters ¢ sind, sich (modulo 1) fast ganz benehmen, als wiren sie von
einander unabhdngige Variable.
Betrachten wir daher zunichst, statt der Funktion

N
Fu (0, +it) = — X Log (1 —r, &7¢3w),

nwl

die Funktion der N reellen unabhdngigen Variablen y,,y,, - -y~

N
SN (Y1, Ysr - YN) = — 2 Log (1 — rp€27i¥n).
nem]
Nach dem Studium dieser Funktion werden wir alsdann mit Hilfe des KroNEc-
xER’schen Satzes auf die Eigenschaften der Funktion Fx (o, + ¢¢) zuriickschlies-
sen konnen.

Es bezeichne in der komplexen Sy-Ebene 3y die Menge aller Werte, welche
Sn(Yi, Y5, --yn) annimmt, wenn die Variablen y,,y,, -y~ unabhingig von einan-
der simtliche reelle Werte, oder was auf dasselbe herauskommt, simtliche Werte
0 < yn <1 durchlaufen. Hierbei durchlduft r, e2#i¥n einen Kreis mit dem Mittel-
punkte Null und dem Radius r,<1. Wenn aber eine komplexe Zahl z, einen
Kreis |2,] =17, < 1 durchlauft, so durchlduft — Log (1 — z.) eine geschlossene kon-
vexe Kurve I',, die den Nullpunkt im Inneren enthilt.? Es ist somit I einfach
die Punktmenge, welche durch sAddition» der N konvexen Kurven I',, I, - I'~
entsteht, d. h. es ist Sy die Menge aller Punkte y, + 7,+ - - + 75, WO yn (R =1, 2,---N)

! Die einfachste Weise, um die Konvexitit dieser Kurve I'n einzusehen, darf wohl die
folgende sein (vergl. Bomr-Couraxt, 1. c. pag 264, Note): Es geniigt zu zeigen, dass der Winkel,
den die Tangente an die Bildkurve y = — Log (1 — x) mit der Abszissenachse der y-Ebene bildet,
sich monoton #ndert, wenn 2 den Kreis z=reéflr<1) im positiven Sinne durchliduft. Dieser

dy _dydx 1 ]

. . . . . z .
Winkel ist aber gleich der Amplitude von do—dzdy =rpri=i o und es ist also

sich monoton #ndert; das aber folgt unmittelbar

. . . i
nur zu zeigen, dass die Amplitude von —=

daraus, dass, wenn x den Kreis | 2] = » durchlauft, I—‘}; ebenfalls einen Kreis durchlauit, und

zwar einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren enthalt.
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einen beliebigen Punkt auf I', bedeutet. Fiir eine solche geometrische Addition
konvexer Kurven (auf die ich schon bei der Untersuchung von { (s) in der Halb-
ebene ¢ >1 gefiihrt wurde) gilt, wie ich an anderem Orte! bewiesen habe, der
folgende Satz:

Es seit Tn(n=1,2,---N) eine geschlossene konvexe Kurve, die den Nullpunkt
im Inneren enthdlt, und es bezeichne Sn die durch geomeirische Addition entstehende
Punktmenge Sy=1I, + ', + ---T'y. Dann ist Sy ein Gebiet (inkl. Rand), welches
entweder von einer einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y begremzt wird, oder
aber von zwei geschlossenen konvexen Kurven Y und I, von denen I ganz tm In-
neren von Y verlduft.

Es bezeichne ferner E, bezw. e, den grossten bezw. kleinsten Abstand vom Null-
punkte zur Kurve 'y, und es seien die Kurven so mumeriert, dass das von der
Kurve I'; begrenzte Areal > das von der Kurve I'n(n=2,---N) begrenzte Areal ist;
dann tritt im Falle

N
-Eléizaen
ne=2
der erste -der beiden obigen Fdllen ein, d. h. es wird das Gebiet I von nur einer
konvexen Kurve Y begrenzt, und es ist diese Kurve Y ganz im Kreisringe (inkl.
Rand)
N N
2 ]zl 2 B

nw=l ne=l

gelegen.

Ich babe hier diesen Satz in seiner allgemeinen Form nur zu Orientierung
iiber den Charakter der Punktmenge 3y angefiihrt. Fiir den Gebrauch der vor-
liegenden Untersuchung wird der folgende Satz iiber die Punktmenge =y reich-
lich geniigen, welcher sofort aus dem obigen allgemeinen Satze abgeleitet wer-
den kann.

Hilfssatz 7: Es sei ¢ eine b’elz’ebige positive Zahl,; dann gibt es esn M, = M, (o)
derart, dass ber jedem M > M, die Menge Sy aller Werte Sy (Y, ys, - -Yu) sdmi-
liche Zahlen z mit |z| <o enthilt.

Beweis: Wegen r, >r,>7r,... ist fiir n>2 die Kurve I, ganz innerhalb der
Kurve I', gelegen. Ferner ist

E,= Max |—Log (1 —7r,€**¥n)|=—Log(x —1,),
0Lyn<]l

en= Min |—Log (1 —r,e?*i¥n)| = Log (x + r).
0<yn<1

1 H. Bosr, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver, Oversigt over det Danske Viden-
skabernes Selskabs Forhandlinger. 1913.
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Es ist folglich lim % 1, also, wegen der Divergenz von 3r,, die Reihe Je,

nemonln

divergent. Es sei nunmehr M, so gross gewihlt, dass die beiden Ungleichungen

M, M
E1<zefn 9<zen

= ne]

erfilllt sind. Dann ist fiir dieses M, die Bedingung des Hilfssatzes offenbar er-
fiillt; in der Tat bei jedem M > M, wird, nach dem letzten Teil des obigen Satzes,
das Gebiet 2y nur von einer einzelnen Kurve begrenzt, welche den ganzen Kreis
|z} <e in seinem Innern enthalt.

Wihrend dieser letzte Hilfssatz, welcher in unpriiziser Formulierung aussagt:
mit unendlich wachsendem M breitet das Gebiet I3 sich nach und nach iiber die
ganze Ebene aus, offenbar auf die Divergenz der Reihe Xr, beruht, wird der
Beweis des folgenden Hilfssatzes, welcher die Funktion

N
SuNWus1, yms2, - Yn) = — 2 Log (1 — ra€®*i¥n)
nmM4+1

bei sehr grossen M und N > M behandelt, im Gegenteil auf die Konvergenz der
Reihe 372 bauen.

Hilfssatz 8: Es sei ¢>o0; dann gibt es ein M' = M'(c) mit folgender Eigen-
schaft: Bei jeden N >M > M' gibt es in N — M-dimensionalen Einheitswiirfel
0L yn<it(n=M+1, M+ 2,---N) eine endliche Anzahl parallel den Achsen orien-
tierter Wiirfelchen apn<yn<an+d(n=M + 1,---N) von denen keine 2wes einen

gemeinsamen inneren Punkt besitzen, deren Gesamiinhalt > ; 18, und so dass fir jedén
Punkt (ya 1, -+ yn) einer dieser Wiirfelchen die Ungleichung
S .
18u, 8 (Yare1, Yarsa, - -yn) | =|— D Log (1—rne2ivm) | < e

ne=M+1
besteht.

Beweis: Ich betrachte das iiber den N — M-dimensionalen Einheitswiirfel
Q erstreckte Integral

IM,N=ff”'f|SM,N(yM+1,?/M+2,"'yN)deM+1dyM+2"‘dyN
Q

L1
=]j"'f'SM,N(yM+1;""!/N)l’d?/M+l"'d!/N-
0 o0 0

Acta mathematica. 40. Imprimé le 26 avril 1915. 12
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Wegen
N ) y )
| Sa, v (Yars1, - ym) | = (—— 2 Log (1 — r,.ez””’n)) (—— 2 Log (I—rne‘2””’")) =

ne M+1 neM+1

( 2 Ermezmmy,.)( 2 27"’”3—‘2n1myn>

n=M+1 mel NmM4lmel

folgt in bekannter Weise (durch Ausmultiplizieren und Integrieren)

IMN—«Z i—-<i 7"2;;@—:% Zr,,.

neM+1m=1 nmM+l mel neM+1

Es sei M' so gewihlt, dass

7 o I &
T 2 u<;
ne=M 41

ist. Dann gilt bei jeden N > M > M' die Ungleichung
82
IM, < 2

Hieraus folgt aber unmittelbar, nach der Definition des bestimmten N—3/-dimen-
sionalen Integrals einer stetigen Funktion, die Moglichheit den N—M-dimensio-
nalen Einheitswiirfel @ so in einer endlichen Anzahl parallel den Achsen orien-
tierter Wiirfelchen ¢, mit den Inhalten 4, einzuteilen, dass die Summe 1iber
diese Teilwiirfel erstreckt

2
2 Max [Su,n(ysa+1, - yn) |2 <§—
) (in ng,) 2

ist. In dieser Summe ist aber jedes Glied > o; also muss der Gesamtinhalt der-
jenigen dieser Wiirfelchen, fiir welche Max |8y v|<e ist, grosser sein als 5

Diese letzten Wiirfelchen geniigen somit den simtlichen Bedingungen des Hilfs-
satzes.

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes
dieses Paragraphen iber,

Satz A: Bei festem o, des Intervalles -2 <0 Z 1 liegen die Werte, welche log (s)

in denjenigen Punkien der Halbgeraden ¢ =ga,,t>0 annimmit, die zum Gebiete
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G gehoren, in der ganzen Ebene iiberall dicht, d. h. bei gegebenem komplexem a und
etnem &> o hat die Ungleichung

|log G(s)—al<e

eine in G gelegene Losung s = o, + it mit ¢t >o.
Beweis: Ich bestimme zunichst, auf Grund der beiden Hilfssitze 7 und 8,
eine ganze Zahl M, so gross, dass sie die beiden folgenden Eigenschaften besitzt.
1) Es gibt im M dimensionalen Einheitswiirfel o<y, <1(n=1,2,---M,)
einen Punkt (y,,9,,...%m), fir welchen

Mo _
(13) — 2 Log (1 — rae?*i¥n) =qa
n=1
ist.
2) Bei jedem festen N > M, gibt es im N — M -dimensionalen Einheitswiir-
fel o<yn<1(n=M,+ 1, M;+ 2,---N} eine endliche Anzahl parallel den Achsen
orientierter Wiirfelchen ¢,(v=1,2,---%,) von denen keine zwei einen gemein-

samen inneren Punkt besitzen, deren Gesamtinhalt >§ ist, und so dass in allen

inneren Punkten (yag+1, Y, +2, -+ yn) dieser Wiirfelchen

N
(14) —2 Log (x — rqe2=ivn) <£
ne Mo+1 3
ist.
Nachdem M, festgelegt ist, bestimme ich, was unter Beriicksichtigung von
(13) offenbar aus Stetigkeitsgriinden méglich ist, im M ,-dimensionalen Einheits-
wiirfel o <y,<1{n=1,2,---M,) einen kleinen parallel den Achsen orientierten
Wiirfel ¢ mit der Seitenlinge d, dessen Inhalt d¥ ich mit i bezeichne, so dass im
ganzen Wiirfel ¢ die Ungleichung

Mo ‘ e
(15) - 2 Log (1 —rpe?™ivn) —a| < 3

n=1
besteht.

Ich betrachte nunmehr, bei einem festen N > M,, diejenige Punkte P des
N-dimensionalen Einheitswiirfels 0 <y,<1(n=1,2,--- M,, M,+1,---N), deren
M, erste Koordinaten im M -dimensionalen Einheitswiirfel o <ypn<1(n =1, 2,--- M)
einen Punkt im Innern der obigen Wiirfel ¢ bestimmen, wihrend der zu den
N — M, letzten Koordinaten gehorige Punkt des N — M -dimensionalen Einheits-
wiirfels 0 <y,<1(n=M,+ 1,---N) im Innern eines der obigen in endlicher An-
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zahl v, = »,(N) vorhandenen kleinen Wiirfeln ¢, mit Gesamtinhalt > g gelegen ist.

Die Menge dieser Punkte P besteht offenbar im N-dimensionalen Einheitswiir-
fel o<y.<1i(m=1,2,---N) aus w», Parallelepipeden ¥ < yn<9y'n+d. (WO
d,=d,~--- = dit,—d; daf,+1= dagy42 =+ = d ist), deren Gesamtinhalt > i- ist,

also grosser als eine feste, d. h. nicht von N (wohl aber von M,) abhdingige Zahl.
Ich wende nun den veralligemeinerten KroNECKER’schen Satz (Hilfssatz 6)

an auf die Zahlen 1, = —I—%ﬂ'—” (n=1,2,---N) und die soeben besprochenen »,

Parallelepipeden des N-dimensionalen Einheitswiirfels, deren Gesamtinhalt > 21 ist.

Dieser Satz ergibt sofort, stets bei einem festen N > M,, die Existenz eines
T'=1T'(N), so dass fiir alle 77> 7" die Strecke 0 <¢<T eine endliche Anzahl

nicht iibereinandergreifender Intervallen mit Gesamtlinge >—;’ T derart enthilt,

dass fiir jedes v im Innern eines dieser Intervallen der Punkt (z1,,74,,---zin),
jede Koordinate modulo 1 reduziert, in einem der obigen », Parallelepipeden ge-
legen ist; fiir jedes solche 7 gilt daher, wegen (15) und (14), die Ungleichung

N
'FN (0'0+ ir)-—-al = I—Z Log (I_rne2ni(r).”))__a

n=1

2¢&

hs
o 3

Mo . N N & ‘
— X Log (1 —re & tsn) —a| + | — 3 Log (1 —ra &7é(in)) I <3737
n=1

7 Mo+ 1

Bisher war N eine beliebig gewdhlte Zahl > M,. Ich bestimme nun schliess-
lich, auf Grund des Ergebnisses von § 1 iiber den Rest By (o, + ¢¢) (vergl. das Corollar
des Hilfssatzes 5), ein festes N,> M, so, dass fiir alle hinreichend grosse 7', d. h.
fir T>7T,, das Intervall 0o <¢<T (sogar das Intervall 2 <#<7') eine endliche

Anzahl nicht iibereinandergreifender Intervallen mit Gesamtlinge > (I——%) T ent-

héilt, mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes z im Innern eines dieser Inter-
vallen gehort o, + 7 dem Gebiete G an, und es ist

| B0 + 65)| < -

Es ist nunmehr leicht den Beweis des Satzes 4 zu Ende zu fiihren. In der Tat,
es sei T'> Max(T,,7T'(N,)); dann gibt es (da ja die Summe der beiden obigen
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Gesamtintervallingen, von denen die eine >£ T, die andere > (I——s) T ist, grosser

ist als die ganze Linge T der Strecke o<t<T) einen Punkt ¢ im Intervalle
0<t<T, welcher gleichzeitig die beiden Bedingungen erfiillen:

IFNO(O'O +it)—a|<2—3€

lRNn(oo+it>l<—;-

Fiir dieses ¢ > o gilt also die Ungleichung
|log {(oe + it) —a]<e.

Damit ist der Satz 4 bewiesen.

§ 3.
Beweis des Satzes B.

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes, in welchem,
sowie durchweg im folgenden, ¢ und g feste Zahlen bezeichnen, die den Be-

dingungen 2 < ea< B<1 geniigen, wihrend a eine beliebige fest gewihlte komplexe

Zahl bedeutet.

Satz B: Es bezeichne L, q,5 (T) die Anzahl der Wurzeln von log {(s)=a in
demjenigen Teil des Gebietes @, der dem Rechtecke o <o <p,0<t<T angehort.
Dann ist

Lim inf

La,a, B8 (T)
Tm o T >0

Im vorhergehenden Paragraphen war die Aufgabe zu zeigen, dass log £ (s),
wenn s eine gewisse Wertmenge durchliuft (die Punkte der Halbgeraden ¢ =g,
t > o), einer gegebenen Zahl a beliebig nahe kommt. Im vorliegenden Paragraphen
dagegen handelt es sich um den Nachweis, dass log {(s) in gewissen Gebieten
den Wert a tatsichlich annimmt. Um diesen Nachweis zu fithren, muss mit der in
§ 2 verwendeten arithmetischen Methode noch eine andere, schon in fritheren
Abhandlungen von mir iiber DiricHLET sche Reihen angewandte Methode verkniipft
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werden, die allgemein gesprochen darin besteht, dass zunichst eine analytische
Hilfsfunktion H (s) konstruiert wird, welche mit der zu untersuchenden Funk-
tion (hier log {(s)) in engem Zusammenhange steht, und die in einem vor-
gegebenen Punkt s, den gegebenen Wert a tatséichlich annimmt; mit dieser Hilfs-
funktion wird danach die gegebene Funktion verglichen.

Diese Hilfsfunktion H(s) wird durch den folgenden Satz eingefiihrt.

Hilfssatz 9: Es sei ¢, = ¢ _: B , also 2 <L 0,< 1. Dann gibt es eine reelle Zahlen-
folge @, @,, - @n, --- mit den beiden folgenden Eigenschaften:

1) Es konvergiert fiir a>§ die Reihe

—_ 2 Log (1 —e%ion p—9),

n=1
sogar bei jedem &> o, B > o0 im Gebiete ¢ > 2+ e, |s| < B gleichmdssig, und stellt also

fiir 0'>§ eine reguldre analytische Funkiion H (s) dor.
2) Es ist

H(0,) =— ), Log (1—et7ivn p=o) =g,

n=]

Beweis: Es ist die erste Bedingung offenbar erfiillt, wenn fiir alle » von
einer gewissen Stelle an, d. h. fiir » > N, die Zahl tp,.=——g (also €279 = (— 1)*)
gewihlt wird; denn es ist ja die Reihe I Log(i—(—1)"p;®) im Gebiete
o >2 + ¢&,|s]| < E gleichméssig konvergent, da die beiden Reihen Z(— 1)"p~*und

Sl (—1)"p = 3p, 27 in diesem Gebiete gleichmissig konvergieren. Ich wihle

die ganze Zahl N so (d. h. so gross) dass einerseits

-—i Log (1—(—1)*p %) |<1

ne=XN+1

ist, wahrend andererseits die aus den Werten

N
SN (Y1s Yz - y) = — X Log (1— p;0e>ivn)
n=1
bestehende Punktmenge 3y die sdmtlichen Zahlen z im Kreise |z—a]< 1 ent-
hélt, was auf Grund des Hilfssatzes 7 moglich ist. Dann enthilt die Menge Zxn
speziell die Zahl "
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z=a + ), Log (1—(—1)"p; ),
n=N+1
d. h. es gibt N reelle Zablen ¢,, @,, --- pn derart, dass

N @
— 2 Log (1—eimnp- %) =a + ¥ Log (1—(—1)"p; ™)

ne=l ne N41

ist, also, wenn fiir n > N die Zahl (}’n=g gewihlt wird, dass die Identitét

— D Log (1—e*iomp %) —gq

nel

besteht. Die somit bestimmten Zahlen ¢,, ¢,, --- erfiillen somit die beiden Be-
dingungen des Hilfssatzes. Damit ist dieser Satz bewiesen.

Es sei um den Punkt o, = -;-,8 ein Kreis mit dem Radius r<‘8:a 80

gezogen, dass die obige Funktion H (s) des Hilfssatzes g (welche im Mittelpunkte
g, den Wert ¢ annimmt, und die, wie z. B. aus dem Verhalten fiir ¢ — + o un-
mittelbar hervorgeht, keine Konstante ist) auf dem ganzen Rande des Kreises,
d. h. fiir |s —o,| =7, von a verschieden ist, und es bezeichne u das Minimum
von |H (s)—a] fiir |s—o,}J=r. Dann geniigt es offenbar, damit log {(s) inner-
hald eines im Gebiete G gelegenen Kreises |8 — (6, + i7)|<r den Wert a annimmt,
dass fir |8 —o,|<r die Ungleichung

|log §(s+ ir)— H(8)| <

besteht; denn dann haben ja die beiden Funktionen log {(s + ¢z) und H(s), nach
einem bekannten funktionentheoretischen Satze, im Kreise |s—a,| < r dieselbe
Anzahl a-Stellen, d. h. wenigstens eine.

Ich beweise nunmehr den folgenden Hilfssatz 10, welcher beim Beweise des
Satzes B die entsprechende Rolle spielt, wie der Hilfssatz 8 in § 2 beim Beweise
des Satzes 4.

Hilfssatz 10: Es set ¢>0. Dann gibt es etn M'= M'(c) mit folgender Eigen-
schaft: Bei jeden N >M > M' gibt es in N — M-dimensionalen Einheitswiirfel
0 Yn<i(n=M+1,M + 2,---N) eine endliche Anzahl parallel den Achsen orien-

tierter Wiirfelchen (ohne gemeinsame tinnere Punkte) mit Gesamtinhalt >2 derart

dass fir jeden festen Punkt (ym+1, Ym+2, - yn) 'm Innern eines dieser Wiirfelchen
die Funktion
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N
(16) Sﬂ/[,N(s; ?/M+1, YM+2, 'yN) = — 2 Log (I_— p;sezniyﬂ‘)
neM+1

im ganzen Kreise |8 — g,|<r absolut genommen kleiner ist als e.
Beweis: Es ist offenbar erlaubt, auf Grund des Hilfssatzes 4 in § 1, beim
Beweise die Ungleichung

(17) 1 Sae 5(s;5 yarens yarse, - ymi<e (fir [s —o,|<1)

durch die Ungleichung

(18) [8 2 n (85 yars1. yuse, - yn)Pdodt <&
ls—o ] <2r

zu ersetzen, wo ¢ eine passend gewihlte positive Zahl ist; denn nach dem Hilfs-
satze 4 gibt es zu dem gegebenen s und den beiden Kreisradien r und 27 ein ¢,
so dass aus der Ungleichung (18) die Ungleichung (17) folgt.

Ich betrachte nun fiir einen beliebigen festen Punkt (yar+1,ya+2, - yn) des
N — M-dimensionalen Einheitswiirfels @ das Integral

| Sar, N (85 yara1, Yarse, - yn) Pdodt =g(ysrsr1, yar 42, - yn)

fs—oo | L2r

und integriere diese letzte in @ stetige Funktion ¢(yar+1,yar+2, - yn) iber den
ganzen Einheitswiirfel @; dabei erhalte ich

JMN=ff~--fg(?/M+1, Yz, YN Aymr1dymyz---dyn

Q@
'['dtf flSMN(S Y1, Yu+2, - YN PAym+1dysvz--- dyn
ls—al<2r Y@
h(s)dodt,
ls —o | S 2

wo

h(s) =ff---fl&w,zv(s; YMa1, Y2, YN PAyarerdyaree---dyn
[(*})

ist. Nun ist aber nach (16)
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Su,n(0 + 5t Yyusr, - yn) =Su,n(0; yars1+ karsr, -y + kn),
wo

__tLogp,, _
k., = o m=M+1,---N)

ist. Daraus folgt — wie durch die Transformation ', =yn + ka(n =M +1,---N)
unmittelbar zu ersehen ist, welche ja den Einheitswiirfel @ in einen dquivalenten
(d. h. nach Reduktion der Koordinaten modulo 1 mit @ zusammenfallenden) Be-
reich iiberfilhrt — dass das Integral A(s)=»A(¢ + 4¢) nur von o, d. h. nicht von
der Ordinate ¢ abhingt. Da nun (wortlich wie beim Beweise des Hilfssatzes 8)

fiir a>E
2

2 K
h(a)=ff"f|SAI,N(0;yM+l,"'yN)lzdyM+1"'d?/N<% 2 pote

@ ne=M41

ist, so folgt, wegen 0,— 2r >«

Ju.n=f‘fh(a)dadt< 47:1’(%’ > p:2a) = tar,

-M+1
ls—o{L2r o=

Wo ey —o fiir M —o. Also gibt es ein M', so dass fiir N > M > M' das Integral

!
JMN=ff"fg(?/M+l’yM+2:"'yN)d;'/M+ldyM+2"'dyN<§
)

ist. Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber sofort nach einer schon
frilher verwendeten Schlussweise (vergl. den Beweis des Hilfssatzes 8) die Exi-

stenz einer endlichen Anzahl in @ gelegener Wiirfelchen mit Gesamtinhalt > 2,

so dass im Innern aller dieser Wiirfelchen die zu beweisende Ungleichung

(18) gyars1, Ysrv2, - yn) < ¢

erfiillt ist. Damit ist der Hilfssatz 1o bewiesen.

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zum Beweise des Satzes B
uber:

Es sei zundchst die Zahl M, so (d. h. so gross) gewihlt, dass einerseits, auf
Grund der gleichmissigen Konvergenz der Reihe H(s) = — 3 Log (1 — p*e?"i%n),
wo H (s) die durch den Hilfssatz g eingefiihrte Hilfsfunktion bedeutet, die Ungleichung

Acta mathematica. 40. Tmpriré le 24 juillet 1915, 13
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Mo
(19) H(s) + 3 Log (x—pyetion)| <5

ne=l
fiir |s —o0,|<r besteht, wo u die auf Seite ¢5 definierte Zahl ist, wihrend
andererseits, auf Grund des Hilfssatzes 10, bei jedem N > M, im N — M,-dimen-
sionalen Einheitswiirfel @:0<y,<1(n=M,+ 1,--- N) eine endliche Anzahl pa-

rallel den Achsen orientierter Wiirfelchen mit Gesamtinhalt >£derart existieren,

dass fiir jeden inneren Punkt (yig+1,---yw) einer dieser Wiirfelchen die Unglei-
h
chung .
— 2 Log (1 — pse?™i¥n)| < ®
n=Mo+1 4
fir js—o,| <r erfiillt ist.

Nachdem M, festgelegt ist, bestimme ich, aus Stetigkeitsgriinden, im M-
dimensionalen Einheitwiirfel 0<y,<1(n=1,2,---M,) einen kleinen Wiirfel ¢
mit dem Inhalte ¢ derart, dass fiir jeden inneren Punkt (y,,y,, ---ya,) dieses
Wiirfelchens ¢ die Ungleichung

My Mo
— X Log (1— pj*e2mivn) + ) Log (1— p;* €¥¢9n) <f

n=1 n=1]

im Kreise |s—o,| <r besteht.
Folglich existiert, bei jedem festen N > M, im N-dimensionalen Einheits-
wiirfel o<y, <1(n=1,2---M,, M, +1---N) eine endliche Anzahl von kleinen

Parallelepipeden mit Gesamtinhalt >§i derart, dass fiir jedem im Innern dieser

Parallelepipeden gelegenen Punkt (y,, ¥,, - Yu,, - yn~) die beiden Ungleichungen

My My
I—— 2, Log (1—p * @iun) + 3 Log (1 — p;* @=imn)| < %
n=1 ne=l

und

N
— 2 Log (1 — p€**¢¥n)

n==Mo+1

<M
4

im Kreise |s—0,| < r bestehen. Fiir jeden solchen Punkt (y,, y,, --- yn) gilt daher,
unter Beriicksichtigung von (19), die Ungleichung

N
lH(s) + 2 Log (1 — p2e*™ivn)

7wl

<38
4
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Ich wende nunmehr den verallgemeinerten KroNECKER'schen Satz an auf

die Zahlen i, = —L—Ozg;&' (n=1,2,---N) und die obigen Parallelepipeden des
N-dimensionalen Einheitswiirfels mit Gesamtinhalt > g Dieser Satz ergibt fiir alle

hinreichend grosse 7', d. h. fiir 7> 7' — T"(N) die Existenz einer endlichen An-
zahl auf der Strecke o <¢< T gelegenen Intervallen (I'), von denen keine zwei

einen inneren Punkt gemeinsam haben, deren Gesamtlinge > :—T ist, und derart,
dass fiir jeden inneren Punkt z einer dieser Intervallen die Ungleichung

N
H(s) + 2 Log (1—pre2™ittin) | < %{ﬂ

ne=l
d. h. die Ungleichung
| H (s) — Fn(s + ir)|<37:f

im Kreise |s —a,]| < r besteht.

Es war bisher N eine beliebige ganze Zahl > M,. Ich wihle nunmehr, auf
Grund des Hilfssatzes 5 in § 1, ein festes N, > M, derart, dass fiir alle hinreichend
grosse T, d. h. fiir 7> T,, auf der Strecke 0<¢<T eine endliche Anzahl nicht

iibereinandergreifender Intervallen (I") liegen, deren Gesamtlinge > (I —g ) T ist,
und so dass fiir jeden inneren®Punkt v einer dieser Intervallen der ganze Streifen
d>a, 't-——; <t<7 +§ im Gebiete @ liegt und dass jedes s dieses Streifens der

Bedingung
|Bw()f <’

geniigt. Da der Kreis |s— (g, +¢7)|<r ganz innerhalb des Streifens ¢2>a,

r—z Lt<Lz +§ gelegen ist, gilt a fortiori fiir jedes solche # die Ungleichung

|RN(s+it)|<$

im Kreise |s—o,]| <.
Ich betrachte nun schliesslich fiir ein T > T, = Max (T"(N,), T,) diejenige

endliche Anzahl Intervallen (I"') von Gesamtlinge > (gT—— §T) — éT, deren in-

nere Punkte diejenige Punkte der Strecke o < ¢ < 7 sind, welche den beiden obigen
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Intervallmengen (I') (fiir N =N,) und (I") gemeinsam sind. Fiir jedes = eines
dieser Intervallen (I") gelten im Xreise |s— 0,] < r gleichzeitig die beiden Un-
gleichungen

| H (s) — Fa(s + z‘r)|<§4ﬁ
und
| Bw(s + n)|<§,
also die Ungleichung
[log C(s + i7)—H(s)| < 1.

Hieraus folgt aber (vergl. Seite g95) nach der Definition von u, dass log {(s) im
Kreise |s— (0, + i7)| <r mindestens eine a-Stelle besitzt.

Es ist nunmehr leicht, den Beweis des Satzes B zu vollenden. In der Tat,
da einerseits eine endliche Anzahl auf der Strecke o < ¢ < T gelegenen Intervallen

mit Gesamtlinge >%T offenbar mindestens (—éT——I) Werte 7z enthalten, von de-

nen je zwei einen Differenz >1 haben, wihrend andererseits zwei Kreise
|s— (o, +i7,)]<r und |s— (0, + i7,)|<r, wo |v,—7,|>1 ist, gewiss keinen ge-
meinsamen Punkt besitzen, so folgt fiir jedes T > T, die Existenz von mindestens

(é T— 1) verschicdenen a-Stellen im Streifen o,—r<o <o, +r,—r<t<T +r,

algo a fortiori im Streifen ¢ <o < g, —1<t<T + 1.
Hieraus folgt aber unmittelbar, wenn L, q, 5 (7') die Anzahl der a-Stellen von
log {(s) im Rechtecke a <0< 8, 0<t< T bezeichnet, die Ungleichung

lir;'n inf Ijﬂ%‘f—(—@ >0

Damit ist der Satz B bewiesen.



