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SUR LES SERIES ENTII~RES 

ET LES FRACTIONS 

C'0NVERGENTES 0U DIVERGENTES 

CONTINUES RATIONNELLES 

PAR 

H E N R I  PAD]~' 
L Y O N .  

(x). Les G~om~tres du si~cle dernier n'apportaient pas autant de 
soins que nous le raisons aujourd'hui ~ n'employer, dans le calcul, que des 
s~ries convergentes; certain grand trait6 de calcul diff~rentiel et integral du 
commencement de ce si~cle le t~moigne encore suffisamment. Ce sont 
surtout GAuss et ABEL qui, suivant une expression que j'emprunte, ))ont 
rappel~ les G~om~tres aux convenances de la rigueur et fait cesser ce 
scandale math~matique)). 

))Si, par exemple)), 6crit ABEL au d~but de son e~l~bre M~moire sur 
la s6rie du binbme, ))on dolt multiplier deux s~ries infinies l'une par 
l'autre, on pose 

(~o + u, + u~ +. . . ) (v0 + ~ + v~ + . . . )  = u~ + (u0~,, + U~o) 

+ (UoV~ + UlV 1 + U~Vo) + . . . .  

Cette ~quation est tr~s juste lorsque les sdries Uo -F u~ -~.. . ,  Vo --~ v, -b... 
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d'abord n~cessaire qu'elles 
convergent, car une s~rie divergente n'a pas de somme; ensuite la s6rie 
du second membre dolt de m~me converger.)) 

i Voyez Th~se de Doetorat: Sur la veprdsentation approchde d'une fo~ction par des 
fractions rationnelles. Gauthier-Villars~ 1892. 

A~ta math~mat~a. 18. Imprim6 le 16 f~vrier 1894. 13 



98 Henri Padg. 

Ce sont 1~ des affirmations que je ne saurais contredire dans le 
cas off les termes des s~ries consid5rSes sont des nombres donn~s quel- 
conques. Mais il est des s6ries qui peuvent ~tre envisag~es b~ un point 
de rue difffrent: ce sont celles off les termes sont des fonctions d'une 
variable dont la succession ob6it ~ une loi particuli6re. Si, par exemple, 
on a affaire h des s6ries enti~res, comme, justement, la s6rie ~ laquelle 
Am.'i~ consacre son m6moire, il n'est pas impossible de montrer qu'une 
6galit6 tclle que h~ pr6c6dcnte peut ))6tre juste)), ou, pour parler plus 
clairement, peut acqugrir une signification tr6s 16gitime, que les s6ries qui 
y figurent soient convergentes ou divergentes. C'est ce que je voudrais 
montrer ici. 

L'id6e fondamentMe est donc qu'une s6rie enti6re met en 6vidence 
autre chose qu'une suite de quantit6s a yant chacune une valeur num6- 
rique d6terminfe pour une valeur donn6e de la variable. Elle fait con- 
naltre encore et surtout, car c'est bien ]~. le caract6re qui la diff6rentie 
de toute autre s6rie, une suite de polyn6mes dont chacun se d6duit du 
pr6c6dent en ajoutant un terme de degr6 sup6rieur ~ ceux des autres termes. 

II peut arriver que la consid6ration d'une telle suite de polyn6mes 
suffise, ~ elle seule, pour conduire ~ la d6finition d'une fonction, et cela, 
ind6pendamment des valeurs num6riques qu'ils acqui~rent quand on donne 

la variable une valeur d6termin6e, en d'autres termes, ind@endamment 
de la convergence ou de la divergence de la s6rie elati6re dont ils sont 
extraits;  la fonction 6tant tellement d6finie, toutefois, que, si la s6rie est 
convergente, la fonction soit la somme de la s6rie. 

C'est la mani6re d'arriver ~ cette d6finition de la fonction qui fait 
l'objet de la premigre section de ce travail. Elle repose sur les r6sultats 
6tablis dans le m6moire cit6 en Note bo la page pr6c6dente, et sur deux 
faits tr~s remarquables de convergence signal6s par LAGUEmlE et HALPItEN. 
Cependant, pour permettre la lecture sans que l'6tude pr6alable du premier 
mfmoire ait 6t6 faite, je commence par un aper~u synth6tique tr~s som- 
maire des r6sultats qui sont le plus n6cessaires, ce qui, au surplus, rend 
l'enchalnement des id6es plus clair. 

Une lois la dffinition de la fonction acqulse, les r6gles 616mentaires 
d'addition et de multiplication des s6ries peuvent 6tre 6tendues imm6- 
diatement ~ des s6ries enti6res divergentes; je fais cette extension dans 
une seconde section. 
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Enfin, darts la troisi~me et derni6re section, je discute bri6vement 
certains des r6sultats sur lesquels repose la m6thode, et, plus particuli6re- 
ment, la notion fondamentale de fraction continue simple. 

Ce travail a 6t6 r6sum6 dans une courte Note pr6sent6e ~ l'Acad6mie 
des Sciences de Paris, le 27 mars I893. 

I. 

(:). D6signons par y Ia sdrie enti6re convergente ou divergente 

So + six + s:x + . . . ,  

dans laquelle nous supposons s o diffdrent de zdro. 
Soient p ,  ~7 deux hombres, 6gaux ou in6gaux, pris dans la suite 

o ,  I , 2 , 3 ,  . . . .  A ces deux hombres correspond une fraction rationnelle 
U 
V '  dans laquelle U est de degr6 au plus 6gal ~ p, V de degr6 au plus 

6gal ~ q, et qui jouit de la propri6t6 suivante: son d6veloppement suivant 
les puissances croissantes de x coincide avec la s6rie y jusqu'b~ un terme 
de rang plus 61ev6 que cela n'aurait lieu avec toute autre fraction ration- 
nelle dont les degr6s des termes ne d6passeraient pas non plus respec- 

i0 et q. Cette fraction speciale V '  nous la nommerons la fraction tivement 

rationnelle approch~e de y correspondant au couple (p,  q). 
Les fractions rationnelles approchdes de y forment une suite illimit6e 

double entr6e; nous pouvons les imaginer 6crites dans les cases d'un 
tableau ~ double entr6e (T), les files verticales correspondant aux valeurs 
o ,  i ,  2 , . . .  de p, et les files h0rizontales ~ ces m~mes valeurs de q. 

Si la fraction approch6e qui correspond au couple (p ,  q) ne figure 
qu'une seule lois dans le tableau (T), les degr6s de ses termes sont prd- 
cis6ment 6gaux ~ p e t  q, et son d6veloppement suivant les puissances 
de x coincide avec la sdrie y jusqu'au terme, exchsivement, de degr6 
p -{ -q  Jr- I, terme qui figure n6cessairement dans la sdrie. Nous dirons 
alors que la fraction approchSe est une [faction normale, 
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Dans ce qu i  suit, pour simplifier, nous consid6rons seulement le cas 
oh le tableau (T) ne renferme que des fractions normales. 

U U' 
Nous dirons de deux fractions approch6es V '  V" qui correspondent 

aux couples 0 ,  q), (P', q'), qu'elles sont dgalement avancdes dans le tableau, 
U' 

s i p  + q est 6gal ~ # + q'; la fraction ~ sera dite plus avanc6e que la 

U 
fraction V '  s i p ' +  q' est sup6rieur ~ p + q. Enfin, deux fractions 

approch6es seront dites contigugs, si les cases off elles figurent ont un c6t6 
ou un sommet commun. 

Extrayons du tableau (T) une suite lin6aire de fractions satisfaisant 
aux conditions suivantes: 

I ~ Lu premiere fraction sera une fraction du bord du tableau; 
2 ~ Deux fractions cons6cutives quelconques seront contigues; 
3 ~ Chaque fraction sera plus avanc6e dans le tableau que celle 

qui la pr6c~de. 
Les fractions d'une telle suite sont les r6duites successives d'une fraction 
continue, dont les num6rateurs partiels sont tous des mon6mes entiers en x 
dont le degr6 et le coefficient sont diff6rents de z6ro, et les d6nominateurs 
partiels des polynbmes dont le terme constant est diff6rent de z6ro; ~ la 
condition, toutefois, d'adopter, si la premiere fraction de la suite appartient 
au bord sup6rieur du tableau, une fraction continue de la forme 

(I) a, + a, a, + a~ 
a ~  --~ . . ,  

oh a 1 est un polyn6me, et, si la premiere fraction de la suite appartient 
au bord lat6ral du tableau, une fraction continue de la forme 

(II) a, a, + a____~ , 

a I 6tant une constante. Une fraction continue de cette nature, qu'elle 
appartienne ~. l'une ou ~ l'autre forme, est dire une fraction continue simple. 

R6ciproquement, si les r6duites d'une fraction continue simple appar- 
tiennent toutes au tableau (T), elles forment une suite de fractions qui 
satisfait aux trois conditions 6nonc6es pr6c6demment. 
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(3). Les fractions de la premiere file horizontale du tableau satisfont 
ces conditions; elles ne sont autres que les polynbmes obtenus en li- 

mitant ]a s6rie y ~ ses termes successifs. La fraction continue simple 
correspondante, qui est de la forme (II), s'obtient imm~diatemcnt au 
moyen des 6quations 

~ n + 2  an+aS + a,,§ -{- s,,+lx "+I) = S -1- s,,+lx "+1 + s~+2w , 

oh S repr~sente le polyn6me, de degrd n, qui correspond au couple 
(n, o). Ces dquations n'expriment pas autre chose que la loi de forma- 
tion des r~duites; elles donnent 

8 n + l  X ~  

8n+2 
~ n + 3  - -  - -  X ,  

8n + 1 

et l'on obtient ainsi la fl'action continue 

S 1 
8 o - -  2g 
- -  8 0 8 ~  
I - - x  

I -~- 81 81 8a  - - ~ g  - - X  

So I -~- - - x - -  s2 s~ 

Sl I -[- s~ 
S z 

d4j~ donn~e par EUL~R dans son Introductio. 

(4). De cette fraction continue peut se d6duire imm6diatement la 
sdrie y correspondante, et ces deux expressions analytiques semblent 
s'6quivaloir enti~rement. Cependant, au point de vue de la formation 
du tableau (T), une distinction dolt ~tre faite entre elles: il faut ne voir, 
dans la s6rie y, que la fraction de rang infiniment grand de ]a premiSre 
file horizontale du tableau, tandis que la fraction continue dolt 6tre re- 
gard6e comme faisant connaitre, par ses r6duites successives, la suite 
compl6te des fractions de cette premiere file. Et, en effet, c'est la g6- 
n6ralisation de cette deuxi~me mani6re de concevoir la d6finition du 
tableau (T) qui nous am6ne ~ cette proposition fondamentale: Le tableau 
(T) est ddfini par l'une quelconque de ses fractions continues simples. 
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La d6monstration repose sur cette remarque que, si l'on connait la 
U fraction ~ qui correspond au couple (p,  q), toutes celles qui sont au 

plus aussi avanc6es se trouvent par lk-mdme d6termin6es. 
u' 

Soit, en effet, ~-~ une fraction, correspondant au couple (p', q'), au 

U 
plus aussi avanc6e que W, en sorte que la somme p ' +  q' soit au plus 

6gale ~ p + q. Les d6veloppements, suivant les puissances croissantes de 

U U' coincident avec la s6rie y respectivement jusqu'aux x, de ~ et de 

termes, exclusivement, de degr6s p + q + I et p' + q' + I; comme 
p ' + q ' +  i est au plus 6gal k p + q +  I, on en conclut que les d6- 

U U" 
veloppements de ~ et de ~ coincident entre eux jusqu'aux termes in- 

clusivement, de degr6 p' + q'; donc, si l'on forme le tableau des fractions 
U U' 

rationnelles approch6es de la fonction ~ ,  la fraction ~ sera la fraction 

U 
de ce tableau qui correspond au couple (p', q'). Ainsi, d~s que V e s t  

U' 
connue, ~-~ Pest 6galement. 

On voit alors qu'il suffit qu'une suite illimit6e de fractions de plus 
en plus avanc6es du tableau (T) soit donn6e, pour que le tableau tout 
entier se trouve d6fini. Or, les r6duites d'une fraction continue simple 
du tableau constituent une suite de cette nature, et la proposition que 
nous voulions d6montrer se trouve 6tablie. 

(5)- Dans leurs travaux sur le d6veloppement en fractions continues 
des fonctions, LAGUEnl~E et HALPHEN 1 ont mis en lumi6re deux fairs ex- 
tr~Inement remarquables auxquels nous allons avoir recours maintenant. 

LAGUEI~Rr a 6tabli qu'k une s6rie enti6re divergente pouvait corres- 
pondre une fraction continue simple convergente; puis HALrrIEN a montr6, 

1 LAGUERRE: B u l l e t i n  de la Soc i6 t6  m a t h 6 m a t i q u e  de F r a n c %  t. 7~ 
I879 ; J o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s  p u r e s  e t  appl iqu6es~ 4 e s6rie~ t. I~ I885. 

HALPHEN" Compte s  rendus  de l 'Aead6mie  des sciences,  t. Ioo~ I885; 
Trai!d des [onctions elliTti~ues et de leurs applications, t. 2~ 1888, 
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qu'inversement, une fraction continue simple pouvait ~tre divergente, alors 
que la s6rie correspondante 6tait convergente. 

Nous sommes maintenant en 6tat de concevoir ces deux r~sultats 
particuliers dans ce qu'ils ont de g~n6ral, et nous dirons simplement: 
parmi les fractions continues simples, en hombre illimitd, qui peuvent ~tre 
d~duites d'un tableau de fractions rationnelles approchdes, les unes peuvent 
~tre convergentes, les autres divergentes. 

Supposons alors que l'on ait une fraction continue simple dont routes 
les r6duites appartiennent ~ un mdme tableau de fractions rationnelles 
approch6e8; ce tableau se trouve par l~ enti6rement d6fini; il lui corres- 
pond une infinit6 de fractions continues simples; si, parmi elles, il en 
est une qui soit convergente, elle d6finit une fonction, et le tableau est 
celui des fractions rationnelles approch6es de cette fonction. Ainsi, partant 
d'une fraction continue simple convenable, sans rien supposer~ toutefois, 
sur sa convergence ou sa divergence, nous parvenons ~ la d~finition d'une 
fonction; cette fonction est 6videmment la valeur, au sens habituel de ce 
mot, de la fraction continue simple, au cas off celle-ci est convergente. 

Dans l'hypoth6se tr6s particuli~re oh la fraction continue simple qui 
sert de point de d6part est celle d'EULER, ou, ce qui revient au mdme, 
si c'est une s~rie enti6re qui sert ~ d6finir le tableau, nous avons cette 
proposition: une sdrie enti~re peut suffire, qu'elle soit convergente ou di- 
vergente, ~ d~finir une fonction; et cette ddfinition est alors telle que, lorsque 
la sdrie est conve~:qente, la fonction n'est autre que la somme de la s~rie. 

HO 

(6). Soient (T1) et (T2) deux tableaux de fractions rationnelles 
approch6es, que nous supposerons, comme pr6c6demment, uniquement 
compos6s de fractions normales. 

De ces deux tableaux, nous en d6duisons un troisi~me ( T ) d e  ia 

U~ U, les fractions qui, dans (T1), (T~), fa~on suivante- d~signons par V~' V~ 
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U, U, et formons correspondent au couple (p,  q). Faisons la somme ~ + ~ ,  

U la fraction rationnelle approch6e F qui, pour cette fonction, correspond 

U 
au couple (p, q). La fraction ~ sera celle que nous ferons figurer, darts 

le tableau (T), dans la case (p, q). 
Je dis maintenant que, si les tableaux ( /1 )e t  (r2)d6finissent chacun 

une fonction, respectivement les fonctions yt et Y2, le tableau (T) est un 
tableau de fractions rationnelles approch4es, il ddfinit une fonction y, et 
cette fonction est la somme y~ + Y2 des deux premieres. 

Dans ces hypoth6ses, on a, en effet, 

~;~ + h~x p+~+~ + h'~x ~+~+0" + . . .  
Y~ = V ~  ' 

Y~ = V, 

d'autre part, en raison de la faqon m~me dont est ddfinie la fraction U V: 

U 1 U~ __ U kxvt_q+ 1 k,xp+q+~ ..~ 
Y , + v ,  v + + " " ;  

et on conclut de cos 6galit6s celle-ci: 

U ]~xp+q+l h,xv+q4e 

Si done on forme le tableau qui correspond ~ la fonction Yl + Y~, la 
u 

fraction V sera, dans ce tableau, celle qui figure dans la case (p, q); en 

d'autres termes, le tableau obtenu n'est autre que (T), ce qui d6montre 
la proposition. 

~, ~;~ . u 
(7). Si ~ et ~,, sont des polynomes, la fraction -Vest  simplement 

l e a r  somme.  

Supposons maintenant que les deux tableaux (T1) et (:/2) aient dt6 
d6duits de deux s~ries enti6res, convergentes ou divergentes; alors les 
polynbmes qui composent la premiere file horizontale du tableau (T) 
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sont ceux que l'on d6duit de la s6rie, convergente ou divergente, obtenue 
en ajoutant terme ~, terme les deux s6ries donn6es, et l'on arrive ainsi 

ce r6sultat: Si deux sdries entidres, convergentes ou divergentes, d~finissent 
chacune une fonction, ht s~rie, convergente ou divergente, obtenue en les 
ajoutant terme d terme, ddfi'nit elle-m~me u~e fonction q~d est la somme des 
deux premikres. 

(8). Tout ce que nous venons de dire pour l'addition peut 6videm- 
u 

ment 6tre r6p6t6 pour l a  multiplication; la fraction V du tableau (T), 

qui correspond au couple (p,  q), est alors la fraction rationnelle approch6e 

U, U~ pour le couple (p q), On arrive k cette con- de la fonction ~ X y,~ 

clusion: Si deux s~ries enti~res, convergentes ou divergentes 

uo + u, + u, + . . . ,  vo + v, + v~ + . . .  

ddfinissent chacune une fonction, la s~rie ent@re, convergente ou divergente, 

ddfinit elle-m~me une fonction qui est le produit des deux premieres. 

III.  

(9)' On voit le r61e fondamental que prennent, dans les consid6ra- 
tions qui pr6c6dent, les r6sultats obtenus par LAGUmmE et ttALeHE~; ils 
constituent, avec la notion de la multiplicit6 des fractions continues simples 
pour une m6me fonction, le fond mOne de la m6thode. 

D6jk, au si6cle dernier, LAMBERT avait constatd, par le calcul direct 
d'un certain nombre de rdduites, qu'une fraction continue pouvait 6tre 
convergente tandis que la s6rie d'oh on l'avait d6duite 6tait divergente; 

L Ces r6sultuts oat  6td eommuniqu6s ~. M. J .  TA~XERY dans une let t re  dat6e de 

Goettingue, le I er avril I 8 9 I .  
Aeta math~matiea. 18. Imprim6 le 19 f6vrier 189t. 14 



106 Henri Pad& 

mais c'est lk une cons*.atation qui, apr;~.~ des exemplcs comme ceux que 
nous offre ]a sSr]e de STIRLING, cst totalement d6nu6e de valeur ddmon- 
strative, et LAGUERRE est le premier qui ait mis le fait en question tout 
k fait hors de doute. 

J'ai donn6 h~ ddfinition prdcise de la fraction continue simple et 
Oabli los modes de g6n6ration de cclles qui correspondent k une fonction 
dans le m6moire auquel se rapporte ce travail. 

Auparavant, les G6ombtres qui s'occupaient de la question du dd- 
veloppement d'une fonction en fractions continues se trouvalent en pre~sence 
tant6t de i'une, t an t6 t  de l'autre de celles qui correspondent ~ la fonction 
qu'ils 6tudiaient; en sorte que, sous cctte expression ))le'd6veloppement 
d'une fonction en fraction continue)), on a entendu los choses les plus 
diverses. 

Le plus g6ndralement, ils supposaient la s6rie ordonnde suivant les 
puissances d6crolssantes de x. En suivant alors, pas k pas, la m6thode 
qui eat employde pour obtenir le ddveloppement en fraction continue 
arithm6tique d'un nombre irrationnel, on oblient une fraction continue oh 
t o u s l e s  numdrateurs p:~rtiels sont dgaux k l'unit6 et tous les  d6nomina- 
teurs partiels des polyn6mes entiers cn x. La nature de l'approximation 
donn6e par led r6duites successivcs a alors ml caraet6re trbs pr6cis qui 
led caractdrise cornpl6tement. 

C'est la convergence d'une fraction continue de cette nature que 
LAGUERar a raise en 6vidence, alors que la s6rie, ordonn6e suivant led 
puissances d6croissantes de x, d'oh il l':t d6duite, est divergente et satisfait, 
au point de wm formel, ~ une 6quation diffdrentielle lindaire du premier 
ordre; l a fonction vers laquelle converge la fraction continue est une 
int6grale de cette 6quation. 

Si, dans une telle fraction continue, on remplace x par-~ et que 1'on 

rende, par tles multiplications convenabtes, tousles  616ments, num6rateurs 
et ddnominateurs partiels, entiers, on obtient une fraction continue simple. 
Dans le cas le plus g6ndral, ectte fraction est r~guli~re: tous les  num6- 
rateurs partiels sont du second degr6, et tous les  ddnominateurs partiels 
du premier; dans tous les cas, c'est une fraction tr6s particuli@e parmi 
celles qui correspondent k la fonction. 

Ce sont des d6veloppements de cette dernibre forme rdguli6re que 
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JACOB~ avait adopt6s pour la fonction v'V(~), t)(x) repr6sentant un po- 
lyn6me du quatri$me degrS, alors qu'il en a fait connaitre, sans ddmon- 
stration, les expressions g6n6rales des r6duites en termes elliptiques. Mais, 
tandis qu'il y a u n e  infinit6 de tels d6veloppements pour la fonction, 
ayant cette forme r6guli6re ou d'autres encore, il n'en a consid6r6 que 
deux. HALI'rIF.X, entrant darts la voie qui lui 6tait ainsi ouverte, a repris 
6galement ces deux seuls d6veloppements pour dSmontrer, d'abord les 
propositions de JABOBI, et en d6duire, ensuite, avec une sagacit6 mer- 
veilleuse, les admirables r6sultats que 1'on sait et qui ont 6t6 si justemcnt 
appr6ci6s pt~r M. POI:SCAR~ dans la notice qu'il a consacr6e, dans le 
journal de l'Ecole Polytechnique, a l'illustre G6omStre. Mais n'est-il pas 
permis de croire que cette particularisation excessive des d6veloppements 
considdr6s a pu cachet ce que les r6sultats obtenus peuvent avoir de 
g6n6ral, e t ,  par cons6quent, la loi, sans doute plus simple, dont ils ne 
sont que des cas sp6ciaux. 

C'est une autre forum de fraction continue simple que celle que 
GAuss a fait connaitre pour le quotient de deux s6ries hyperg6om6triques; 
elle est 6galement r6guli6re, les num6rateurs partiels y sont du premier 
degr6, et les d6nominateurs partiels sont des constantes. L~ encore, il y 
a, pour la fonction, un nombre illimit6 de d6veloppements de cette forme, 

, ,  �9 

tandis que, jusquicl, celui de GAuss seul a 6t6 consid6r6. On sait la 
belle tentative faite par RIEMA~N pour 6tablir la convergence de cette 
fraction continue. En lisant sa d6monstration, on peut remarquer qu'il 
obtient, pour expression g6n6rale par des s6ries hyperg6om6/riques de la 
r6duite de rang m, deux formes diff6rentes suivant que m est pair ou 
impair; c'est qu'au fond la fraction continue consid6r6e n'est que la 
superposition, pour ainsi dire, de deux fractions continues simples, l'une 
d'elles ayant pour r6duites les r6duites de rang pair, et l"tutre les r6duites 
de rang impair, fractions qui pourraient; 6tre obtenues imm6diatement 
par la simple application d'une identit6 de I,AGIIANGE; mais alors il 
semble bien que la m6thode de ddmonstration de RI~IA~'~ ~, si t a n t c s t  
qu'elle soit tout k fait rigoureuse, s'appliquerait i~ la d6m.onstration de 
la convergence des autres fractions continues rdguli6res relatives ~ la 
fonction consid6r6e. 

Le d6veloppement d'Eur.~R, cnfin, est un troisi6me type de d6veloppe- 
meat encore consid6r6 autrefois. II est 6galement r6gulier; les num6rateurs 
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et les ddnominateurs partiels sont du premier degrs Comme dans les 
cas precedents, il y a, pour une fonction, une infinit6 de ddveloppements 
de cctte forme, et le seul qui ait 5t6 considdrd jusqu'ici est celui-l~ 
mdme donn5 par EULUR, qui a pour %duites les polynSmes successifs de 
la s6rie. 

Ces quelques exemples ne suffisent-ils pas d6jg /~ justifier cette asser- 
tion qu'un sens assez vague 6tait attach6 g cctte expression de d6veloppe- 
ment d'une fonction cn fraction continue, qu'on entendait par lg des 
modes de d6vcloppements fort diffdrents les uns des autres, sans liens 
apparcms entre eux, qu'on n'apercevait pas la multiplicitY, pour une m6me 
fonction, des fractions continues de chacun de ces modes. 

Les ouvrages classiques traitant de la question accusent, en g6n6ral, 
au plus haut point, cos ddfauts. Je ne parle pas de l'6trange confusion 
qui y apparalt entre la thdorie du d6veloppement d'un nombre irrationel 
cn fraction continue arithm6tique ct celui d'une fonction en fraction con- 
tinue algSbriquc; le rapprochemen~ que l'on fait toujours entre ces deux 
ordrcs de faits est tout aussi bizarre que le scrait l'id~e que la th6orie 
des s6ries enti6res doit toujours e~ n~cessairement dtre prdcddde de la 
thSorie des fractions dScimales. Mais on peut constater que les auteurs 
nSgligent de faire savoir ce qu'ils entendcnt par le dSveloppement d'une 
ibnction en fraction continue, ou que, s'ils font connaitre une d6finition, 
ils choisissent uu mode particulier de d6veloppemcnt dans lequel ne ren- 
trcnt pas cnsuite tous leurs exemples, ou mdme dont il n'u jamais ~t6 
donn5 aucun cxemple. 

Mais il y a plus. Au moins tous les d6veloppements que nous 
avons cit6s jusqu'ici, si divers et si dpars soient-ils, avaien~ ce caractdrc 
commun que leurs r6duites avaient avec la fonction d6velopp6e certaines 
relations pr6eises d'approximation; mais on a 6t~ jusqu'h donner, sous le 
nora de ddveloppement cn fraction continue d'une fonction, des expres- 
sions qui n'ont plus avec celle-ci aucun rapport, au point de rue de 
l'approxim'~tion donn6e par les r6duites. 

Je puis, bar cxemple, 6galer une fonction h une frttction continue 
limitde dans ]aquelle je me donne arbitrairement tous l e s  num6rateurs 
particls et tous los ddnominateurs partiels sauf le dernier, et regarder 
cette 6galit6 comme une 6quation d'oh je ddduis ce dernier d6nominateur. 
Si, maintenant, je ddveloppe celui-ci, n'importc comment, en fraction con- 
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tinue et que je le remplace, dans l'~galit6, par ce d6veloppement, j'ob- 
tiens une fraction continue k la formation de laquellc a bien contribu6 
la fonction; mais il est bien clair que les r~duites de cette ft'action, au 
moins les premiSres, n'ont plus absolument aucune relation d'aucune 
espSce avec la fonction ddvelopp6e; dolt-on dire que l'~n a lk un d6- 
vcloppement cn fraction continue de la fonction? 

De m6me, il ne suffit pus qu'une fonction satisfasse k une 6quation 
fonctionnclle linSaire k trois termes, analogue aux relations entre s(~ries 
hyperg4om5triqucs contigu~s, pour que le dSveloppement que l'on en 
dSduit, par le proc~d4 connu, pour le quotient de deux de  ces fonctions, 
ait quelque relation d'approximation avec ce quotient. II semble qu'on 
l'ait pu croire, cependant, et qu'on se soit demand6 quelles relations les 
rdduites d'un d~veloppement obtenu ainsi pouvaient avoir avec celles des 
dSveloppements d'Ewr,Er~ et de GAvss, sans qu'on ait pu faire la r~ponse, 
bien entendu. 

(Io). Ce sont toutes ces constatations qui, alors que, guid6 par de 
fausses analogies entre la th~orie des fractions continues arithm6tiques 
eL celle des fractions continues algSbriques, je poursuivais un but bien 
different, m'ont conduit k rechercher des fondements precis d'une th~orie 
des fractions continues alg~briques. Prenant pour point de dSpart le 
caractSre des r~duites d'6tre des fractions rationnelles approch~es de la 
fonction, j'ai ~t~ amen~ k la d~finition de la fraction continue simple, 
~L la notion de leur multiplicitd pour une mdme fonction, k l'5tude des 
types r~guliers, rattachant ainsi k une conception gdnSrale et parfaite- 
ment precise tous les exemples divers dorm,s ant~rieurement. 

La fraction continue simple est k celles off les 6l&nents sont simple- 
ment rationnels, ce que Ia s(~rie enti~re est k cetles oh les termes sont 
at~ssi simplement rationnels; c'est lk une analogie importante pour justifier 
l'introduetion de la notion de fraction continue simple, ct qui cut peut- 
6tre emp~ch6 certains doutes de se manifester ~ si je ravais plus claire- 
ment raise en dvidence. 

R e v u e  g 6 n ~ r a l e  des  s c i e n c e s ,  3 e aange~ p. 38I .  M . L .  Au ' ros~Em'aecorde  
an r~sultat que je n'ai pas obtonu. Si j 'ai  tent6 de traiter~ par ma m6thode, la s~rie 

hyperg~om~triqu% ce dont je ne dis pas un mot dans tuna m6m0ire~ rues efforts ont 
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Le caract6re fondamental d'une s6rie entiSrc consiste cn ce que 
chaque nouveau terme ajout6 est un monbme entier de degr6 sup6rieur 

tous les  prdcddents, en sorte que l'on obtient des polynbmes qui repr6- 
sentent avee une approximation de plus en plus grande l 'un quelconque 
de ceux qui viennent apr6s. 

Or, dans une fraction continue simple, ce caract6re fondamental se 
retrouve: chaque r6duite repr6sente avec une approximation qui croit 
en mdme temps que le rang l'une quclconque des rdduites suivantes; 
et il disparait si l'on modifie de quelque fa(;on la ddfinition, comme le 
peuvent montrer les exemples les plus simples. Si done on veut trouver, 
dans les fractions continues, l'analogue de la s6rie enti6rc, c'est tout au 
moins parmi les fractions continues simples qu'il faut le chercher. Le 
seul reproche que l'on pourrait encore adresser ir la d6finition de la 
fraction continue simple, c'est de n'dtre pas encore assez restrictive; et, 
en effct, cette d6finition laisse 6chapper ce caract6re important, sur lequel 
j 'ai insist6 prdc6demment et qui appartient aux s6ries enti6res, que sos rd- 
duitcs soient n6cessairement des fractions rationnelles approchdes pour une 
r6duite de rang plus 61ev6 quelconque; si on se donne, ~ priori, une fraction 
continue simple, ses r6duites ne sont par consdquent pas n6cessairement des 
fractions d'un tableau de fractions rationnelles approchdcs; elle ne ddfinit 
pas cn gdn6ral un tel tableau, tandis qu'une sdrie enti6re le ddfinit toujours. 

(I I). Comme une s6rie entidre peut dtre raise sous forme de frac- 
tion continue simple, lc thdor6me d'ABEr, sur la convergence des s6ries 
cnti6res peut dtre transport6 '~ cette fraction continue, et l'on est alors 
conduit .~ rechercher ce que devient ce thdordme quand, au lieu de con- 
siddrer la fraction continue d'EuLmb on s'adresse k une fraction continue 
simple quelconque. Comme je l'ai montr6, on retrouve la notion de 
cercle de convergence, mais modifi6e d'une fa~on essentielle, en ce qu'il 
peut y avoir, h l'int6eieur du cercle de convergencc, des ensembles sp6- 
ciaux de points, isolds ou formant des lignes ou des champs, pour lesquels 
la fraction diverge, tandis qu'inversement de tels ensembles peuvent se 
pr6senter /~ l'ext6rieur du cercle de convergence pour lesquels la frac- 
tion converge. 

dchoad; jo n'ai traitd~ en empruntant l'expression gdadrale de la fraction rationnelle 
approehde g M. HF~P~ITE~ que la fonction exponentielle. 
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Ces consid.6rations montrent combien il serait int6ressant de reprendre, 
au point de vue g~n6r~l auquel nous pouvons nous placer maintenant 
"tvec l~ notion de h~ multiplicitfi des fractions continues pour une m&ne 
fonction, los beaux travaux d'HALvnES, qui semble bien avoir rencontr5 
les premiers exemplcs de ces ensembles spSciaux de points oh il y aurait 
convergence ou divergence anomales. 

Lyon, le 26 f~,vrier I893. 


