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SUR UNE FORME NOUVELLE
DES EQUATIONS DU PROBLEME DES TROIS CORPS

PAR

H. POINCARE

4 PARIS.

Soient 4, B, C les trois corps; solent z,, «,, %, les coordonnées du
point 4; z,, x,, x, celles du point B; «_ , z,,x, celles du point C.

Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifféremment
la masse du corps 4 par m,,m,, m ; et de méme la masse du corps B
par m,, m; oun m; et celle du corps C par m,, m, on m,.

79
Je poserai

— m, 2%
yi~ ldt

de telle fagon que par exemple y,,y, et y, soient les composantes de la
quantité de mouvement du corps A.
La force vive T sera alors

me (dz\? Y
T= Y5 (@) = X

D’autre part, si on choisit les unités de telle facon que la constante
de Gauss soit égale &4 1, la fonction des forces U s'écrira

—— ml m4 ml m‘l’ m4m‘l
U="n*+ 740t
Si nous posons F = T — U; la fonction F dépendra des x et desy
et les équations du mouvement pourront se mettre sous la forme canonique

(1) doi _dF  dy, _ _ dF
dat — dy;’ R

Aote mathematica. 21. Imprimé le 6 septembre 1837,

(i=1,2,..,,9)
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Supposons maintenant que I'on change de variables et soient
Zisy Yis G=1,2,...,9)

les 18 variables nouvelles. Quelle est la condition pour qu'aprés ce change-
ment de variables les équations conservent la forme canonique?

La condition nécessaire et suffisante c'est que
Zridy; — Zz.dy,

soit une différentielle exacte.

Si cette condition est remplie, les équations deviendront

dr, _dF dF

(I) dt '—@7 dt _—_d_a:,

Examinons en particulier le cas ot les / sont des fonctions linéaires
des z, et les y; des fonctions linéaires des y;.

La condition précédente peut alors s'énoncer d'une autre maniére:
la condition nécessaire et suffisante pour que la forme canonique des
équations ne soit pas altérée, c'est qu'on ait identiquement

(2) Xyix; = By,

Faisons une hypothése plus particuliére encore et supposons:
1° Que
%y, *;, v; dépendent seulement de z,,z,, 2,
%3, %5, Ty dépendent seulement de z,, 7, 7,
%3, Xg, T, dépendent seulement de z,, z,, x,
Y1, Y:,y: dépendent seulement de y,,y,,y;
Y5, Y5, ys dépendent seulement de y,, y;, ¥,
Ys s> Ye, Y dépendent seulement de vy, ¥, , ¥,;

\

2° Que les relations linéaires qui lient w;, 2], x5 & x,, @5, 2, et
celles qui lient 3, x;, z; a 2;, 2, z, solent les mémes que celles qui
lient z;, 7., z; & x,, 2, , @}

3° Que de méme les relations linéaires qui lient 4., v5, ¥i & ¥a, ¥s, ¥s
et celles qui lient y;, yi, ys & ¥s, Ys, Yo soient les mémes que celles qui

lient yi, ui, 9 &y, yss Y.
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Cette troisiéme hypothése est d’ailleurs une conséquence nécessaire
des deux premicres et de lidentité (2).
Dans ces conditions, I'identité (2) peut étre remplacée par la suivante

(2) viey + vaxi + yrw = yi %, + yux + v 2.

Si en effet I'identité (2’) a lieu, on en déduira une seconde en aug-
mentant tous les indices d'une unité et une troisiéme en augmentant en-
core une fois tous les indices d’'une unité. La somme de ces trois identités
ne sera autre chose que lidentité (2).

Mais ce n'est pas tout: nous avons supposé que x;, Z; , &y sont liés a
%y, s , Xy, par les mémes relations que zj,2;,%; & Xy, Ty, Tyy €6 Yo, Ui, Ys
liés a y,, y;, ys par les mémes relations que y;, ¥i, ¥ & ¥y, Yus Ys-

L’identité (2') subsistera donc quand on y changera

’ 14
Xy y Bay Tyy B1y Xyy T15 Yoy Yay Yz Yis Yo Ys
en
. ’ ’ Y . ’ ’ 7
L3y Bgy Loy Lgy Loy Lo Yas Ys s Yss Y2 Ys s Ys-
On aura donc
’ ’ ’
Yoy + YsTs + Y5y = Yoy ++ Y526 + Ys %y
et de méme
!
YsTy + YsZs + Yo%s = Y@y + Y5 + Ypks
et en retranchant
’ 7
Yol — Y323 + Y35 — Y5 + Yy — Yo
= Yoy ~— Ys Xy ~+ YsTs ~— Y65 + YTy — Yo Ts-

Or le second membre n'est autre chose que le premier moment de
rotation du systéme, qui doit étre constant en vertu de 1'équation’ des aires.
On voit que l'expression de ce moment de rotation en fonction des z’ et
des y' a la méme forme que son expression en fonction des z et des y.

La forme de Uéquation des aires w'est donc pas altérée par notre change-
ment de wvariables.
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Premier exemple. — Nous satisferons & l'identité (2') en faisant
Y=Y, Yo = Y, X = %7, Ty — T; = Xy, Ty — % == @y,
Y1 =%+ Y + Y-

Ce changement de variables, dont nous ferons un fréquent usage
dans la suite et que nous appellerons le changement (a), a une significa-
tion géométrique, trés simple.

Les variables nouvelles =), 25, ..., 2; sont les coordonnées relatives
des points 4 et B par rapport a des axes mobiles passant par le point C.

. TR .
Les variables ;Jn—‘ c L, Y sont les composantes des vitesses absolues
omy g
de ces deux points 4 et B.
Un second exemple qui ne différe pas essentiellement du premier est

le suivant

" T r r " . x m, x, +mx, + m, 2z,
1= &y Iy 4 = g T Ty T =
! m, + m, + m,

’ m,y, ’ My Y7
Yy =4 m + m + ’ Ye =Y — ; ’
' . T m, m, + m, + m,

Yo =% + Y+ Yi
J’ai dit que ce second changement de variables ne différe pas essen-
tiellement du premier, voici pourquoi:
On ne restreint pas la généralité en supposant que le centre de
gravité du systéme est fixe, c’est-a-dire que

Y + ¥+ Yy =o.

Si Von fait cette hypothése, les valeurs de #;, ;, ¥, ¥;, y; sont les
mémes dans les deux systémes; les valeurs de x; seules différent; mais
cette différence n’a rien d'essentiel. La fonction F dépend en effet des
différences des coordonnées des trois points 4, B, C. Elle dépend donc
de 2] = 2, — z; et de z, = 2, — x,; mais elle ne dépend pas de z;.

Troisiéme exemple. — Avec le troisieme exemple je retombe sur un
changement de variables connu et que j'appellerai le changement (B).
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Soient

My == My = My, my = m; = My, m; = Mg = My

trois coefficients constants analogues aux masses. On voit que, pour con-
server la symétrie des notations, je représente indifféremment le premier
de ces coefficients par m;,m; ou m; de méme que javais représenté in-
différemment la masse du corps A4 par m, , m, ou m,.

Soit

’

Dans ces conditions, les y; sont liés aux y, par les mémes relations
que les m;x; aux mz, et les identités (2) et (2) peuvent étre remplacées
par les suivantes

(3) Im x> = Ymax}
(3) mixy? 4 myxy? + omia)? = w2t + mx; -+ moa;.

I’identité (3) nous montre en outre que la force vive T, exprimée
en fonction des nouvelles variables, s'écrira

: mi (dai\* Nyt
=Y 3G =T L.

Ainsi, non seulement avec le changement de variables (8) la forme
canonique des équations n'est pas altérée de méme que la forme des
intégrales des aires, mais il en est de méme de la forme de 1'équation
des forces vives.

Il reste & voir comment on pourra satisfaire & lidentité (3). Cela
peut se faire d’une infinité de maniéres. Voici celle qui est ordinairement
usitée et que nous adopterons.

Soit G le centre de gravité des trois corps; D celui des deux corps
4 et C.

Nous appellerons x7, x;, 2, les coordonnées du point G; &, 1, { celles
du point- D et nous poserons

’

T, = Xy — Ty, Ty =z, — &,
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de telle sorte que z;, z3, z; soient les coordonnées du point 4 par rapport
& des axes mobiles passant par le point C; et =z, z;, x; celles du point
B par rapport a des axes mobiles passant par le point D.

Nous poserons d'ailleurs

", m.
m; —_ 17 ”l; —

m(m, + m,)
m, + m, ’

r—— my = My 4+ m, - m,.
Les propriétés du changement de variables (3) ainsi défini ont été étudiées
par M. Rapavu (Annales de I’Ecole Normale, 1% série, tome 3).

Les deux changements de variables (a) et (4) ont d’ailleurs en com-
mun la propriété de ne pas altérer la forme canonique des équations,
ni la forme des intégrales des aires; de plus, ils permettent d’abaisser de
9 a4 6 le nombre des degrés de liberté.

En effet, dans I'un et P'autre cas, la fonction F' ne dépend que des
y' et des six premiéres variables z; mais elle est indépendante de z7, z;
et z;. D’autre part, on ne restreint pas la généralité en supposant le
centre de gravité fixe, ce qui entraine les égalités

Si I'on annule done y;, ys, y,, F ne dépend plus que des douze variables
7, ety (i=1,2,...,6) et les équations (1) peuvent s'écrire

(1) iz, dF dy. __dF

at — dyl’ ar ~  d=z

(t=12,...,8)

avec six degrés de liberté seulement.

Méthode usuelle.

Malgré les avantages que présente le changement (3) et bien qu'il
soit connu depuis longtemps, on sait qu'il n'est pas le plus usité dans
la pratique. On lui préfére d'ordinaire un changement de variables que
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jappellerai le changement (r) et dont les propriétés sont loin d’étre aussi
élégantes. On pose

’ ’ Idx’;
Mg == My -+ my 4 my; y7=?/1+y4+y7=m7%“;

My == My %y - MLy + M2

T, = X — %y, Ty == Xy — Xy, Ty = Ty ~— Ty,
Xy == Ly ~— &y, Ly == Ly — s, Ly = Ly — @y,
m: = m,, (i=1,2,...,6)
dz;
Y = "d—tl G=1,2,.0,9)

On voit que «;, 77, z; sont les coordonnées du centre de gravité G; que
®y, Ty, Xy; Ty, Ty, Ty sont, comme dans le changement (a), les coordonnées
relatives des points 4 et B par rapport a des axes mobiles passant par
le point C. Mais les variables

l; , (i=1,2,...,8)

m
au lien de représenter, comme dans le changement (a) les composantes
des vitesses absolues des points- 4 et B, représentent les composantes des
vitesses relatives de ces deux points par rapport aux axes mobiles.

Il est aisé de voir que le changement (7) ne satisfait pas aux iden-
tités (2), (2'), (3) et (3"); il ne conservera donc ni la forme canonique des
équations, ni la forme des intégrales des aires.

Supposons cependant que le centre de gravité soit fixe; de telle sorte
que Y; = y; = Y; = O; on sait que les équations poyrront se mettre sous
la forme suivante, que 1'on pourrait appeler semi-canonique:

dz; dF, dy; dF, )

at T dy; at —  dai’ o
“ dx; dF. dy’ dF

ax. el oY . __ oL, im

dt — dy’ dt dx;’ (=450

Acla mathematica. 21. Imprimé le 20 juillet 1897, 12
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ou
¥t ; m? m: . omom, , , )
Fo=2 om— U~ 4o~ g0t Bo @oi + @i + ),
T ¥ mi omi | omm,,, ) ,o
F, = om U—E—B#C+Al_cm(x1x4+x2xs + z37p).

On voit en quoi les douze équations (4) différent des équations canoniques.

La fonction qui joue le réle de la fonction F n'est pas la méme
dans ces douze équations; elle est égale & F| dans six dentre elles et &
F, dans les six autres. Clest ce que l'on exprime quelquefois en disant
que la fonction perturbatrice n'est pas la méme pour les deux planétes.

Elimination des neuds.

Ce quon doit appeler Vorbite osculatrice du point 4 ou du point B
n'est pas la méme chose suivant que l'on adopte le changement (a) ou
I'un des changements (8) ou (7).

Dans T'hypothése («), le plan de l'orbite de A passe par la droite AC
et par la vitesse absolue du point A et le plan de Torbite de B passe
par la droite BC et par la vitesse absolue du point B (je suppose tou-
jours le centre de gravité fixe).

Dans T'hypothése () le plan de l'orbite de A passe par la droite
AC et par la vitesse relative du point A par rapport & C; le plan de
Porbite de B passe par la droite BD et par la vitesse relative du point
B par rapport a D.

Dans T'hypothése (y) le plan de l'orbite de A passe par la droite
AC et par la vitesse relative du point A par rapport & C; le plan de
Forbite de B passe par la droite BC et par la vitesse relative du point
B par rapport a C.

Nous avons vu que les changements (a) et (8) conservent la forme
des intégrales des aires, mais il n'en est pas de méme du changement (7).
Il en résulte une importante propriété des orbites.

Dans T'hypothése (a) comme dans I'hypothése (), lintersection des
plans des deux orbites est dans le plan invariable, mais il n'en est plus
de méme dans I'hypothése (7).
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Il semble que tous ces avantages auraient du faire substituer le
changement () au changement (7). Si on ne l'a pas fait, c’est sans
doute parce que le développement de la fonction perturbatrice est un peu
plus compliqué dans I'hypothése (8). Cest pour cette raison que je crois
devoir attirer l'attention sur le changement (a) qui n'a pas encore été
proposé, qui waltére ni la forme canonique des équations, ni la forme des
intégrales des aires et qui conduit & wun développement de la fonction per-
turbatrice toul aussi simple que le changement (B). C'est ce dont nous nous
rendrons mieux compte en comparant dans les trois cas la forme du
développement.

Mouvement elliptique.

Soit une masse mobile m attirée par une masse fixe M située 2
lorigine, son mouvement sera képlérien.

Soient @, e,4,l,9+ 0, et 8 le demi grand axe, 'excentricité, l'in-
clinaison, I'anomalie moyenne, la longitude du périhélie et celle du neud.
Soit

L = u, G = Ja(1 — &Y, 8 = Gcosi.

Nous pouvons exprimer les trois coordonnées z, , z, , 2, de la masse mobile
m en fonction des six variables, L, G, 6,1, g, 8; écrivons donc

v, =¢(L,G,0,10,9,0). (i=1,2,9)
Posons d’autre part, en appelant » le moyen mouvement,

Yo =mg =M =I5

Les fonctions ¢, jouissent de deux propriétés qui nous seront utiles dans
la suite; elles satisfont d’abord & Vintégrale des forces vives

S mM __mb
zm (I 2L

D’autre part, I'expression
Zydx = mJM(Ldl + Gdg + 646)

est une différentielle exacte.
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Emploi des variables képlériennes.

Considérons les variables #; et y; (i =1, 2,...,6) définies par I'un
des trois changements (a), (8) ou (r); nous allons faire un nouveau
changement de variables en remplagant ces douze variables par douze

variables nouvelles
L’ G) O)Z’g’07

L” G" 0” ll’ g" 0"

Ces douze variables nouvelles seront définies de la maniére suivante;
NOUS POSerons

x;zgé’k(L, G7 01Z3.7:0)
B dgs (£=1,2,3)
Y = 5ar
(5)
x; = Sak—s(L'7 G'a 0" l,y .919 0’)
’ dow.. (k=4,5,6)
"= g g

Les douze variables définies par ces équations (5) pourront s’appeler
variables képlériennes, ou bien éléments osculateurs des deux corps A et B.

Il importe de remarquer que ces éléments osculateurs ne sont pas
les mémes selon qu'on adopte le changement («) ou I'un des changements
(B) ou (y). Jajouterai méme que, si I'on adopte 'un de ces changements,
le changement (a) par exemple, la définition des élements osculateurs
dépend encore du choix des deux constantes 8 et §, choix que nous
ferons dans la suite de facon a simplifier les équations autant que possible.

Dans tous les cas, les expressions

Yidz; + yadw; + yidoy — B (Ldl 4 Gdg + 6d6)

yidw, + ysdo; + yoday — g(L'dl + G'dg’ + 6'd9)
sont des différentielles exactes, de sorte qu'aprés ce nouveau changement
de variables, les équations du mouvement conserveront la forme canonique

dans les hypothéses (a) et (B) et la forme semi-canonique dans Thypo-
thése (7).
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Dans les hypothéses (a) et (5) les équations s'écriront

a_dr L _—dF
© @t~ pdL’ it~ g’
) a _ dF Al _—dF
dt — FdL’ at — gdr -
Dans I'hypothése (y) elles s'écriront
a_dr,  dL_ —dF,
) @ gL’ @ g’
v dF, 4L —dF,

d ~ pgar’  ai ~ pal c

Aux quatre équations (6), comme aux quatre équations (6'), il faut
adjoindre celles qu'on en déduirait en changeant L,l, L, en G,g,&, ¢
et celles qu'on en déduirait en changeant L,!, L, en 6,40, 6,0

D’autre part, on aura

y;2+y;2+y;2—_ ’92 ___Ei
o 2 Vet ey el
7 ’ 7 ’ U
Y&yt + Y B? =_.8’2
2 AR AR 2L

Forme de la fonction perturbatrice.
Nous distinguerons dans la fonction F' quatre parties et nous poserons

F=f+1+£f+1.

Dans le cas (7), ou au lieu d'une seule fonction F on a & considérer
les deux fonctions F, et F,, nous poserons

F1=f1 + 6+ f
F,=fi+f+1f+ 1.

Le premier terme f; (ou f;) sera le premier terme képlérien; £, sera
le second terme képlérien, f, sera la partie principale de la fonction per-
turbatrice, f, sera la partie complémentaire de la fonction perturbatrice.
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1° Dans Phypothése (2), nous aurons

FeT—U, T=§[L % s

2m, 2m, 2m,

Le signec S représente une sommation s'étendant aux trois axes des
coordonnées, et je puis écrire également

£ (24 55y v,

2m, ' 2m, m,

en posant, pour abréger,

m’ m, m, r_ m,m,
om +m,’ YT om 4 m,
Je poserai

f y o, £ = y' _ mm,

1 Yo, AC 2T T o2m, BC’
’ 7

f =__m1m4. f =Syly4.

3 AB 4 m

1

Si nous prenons

o mm, __mm,
P vm, + m,’ £ Vm, +m,’

les équations (7) donneront

—mam, f _ :_m‘ m,
2L 2 2L

f, =

2° Dans I'hypothése (8), nous avons

T=S(£+£),

2m; ' 2m,
et nous poserons

19 ‘2

— QY _mm, — Sy _ "M
h=8m—c hH=5m—"%p"
f _ __nmm, / —;m—_‘m’_%ﬂ.
s = T AR + = BD T BC
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En prenant

B =

m, m,

UL _m, (m, + m;)
——— )
\/m1 + m,

’
m, + m, + m,

:3,: Vmamam, = m,

il viendra

3° Dans I'hypothése (y), nous poserons

ey m(m +m,)
](1—‘fl‘_‘S27nl AC ’

/9
fi=fy = § Y __ mim, + m)

2m, BC ’
hi=fi=—"0g =TSz, fi=" S
En prenant
B=mym +m, [ =mm +m,
il viendra
fm Ok m) o —mn )

re 2L? ’ 2L? ’

Premiére approximation. Nous regarderons la masse m, comme
finie et les masses m, et m, comme trés petites du premier ordre. Dans
ces conditions # et B sont du premier ordre, f, et f, sont du premier
ordre; f, et f, (comme f}) sont du second ordre. On remarquera d’abord

h L 1 1

qu'aux quantités prés du second ordre, les valeurs de R AN AN sont
les mémes dans les trois hypothéses (a), (B) et (y); & ce degré d’ap-
proximation, les équations différentielles auxquelles conduisent les trois
hypothéses ne différent que par les termes qui dépendent des dérivées de f,.
Soit
¢ = Soyoy = wiwy + wawp + 2%

La fonction ¢ scra une fonction des douze variables képlériennes dont le
développement est connu et d’ailleurs relativement aisé a obtenir.
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Si I'on observe d’autre part que

_ B dz 5 ___1dz
hW=pa 40T T oA
gz m 1 da
“=raw BT T rram

on aura donc:
Dans I'hypothése (a)

. )
£ mL,L, dldl
exactement;
Dans Vhypothése (8)
_. T mm, diil’
f,= —c art

aux quantités prés du troisiéme ordre;

Dans I'hypothése (7)

— m,m, a ¢
o= —g a
exactement;
f o, Y
f4 - LG dl2
exactement.

Tous ces développements de f;, et de f; se déduisent immédiatement
les uns des autres. A ce degré d’approximation, les trois méthodes sont
équivalentes au point de vue de la facilité du développement de la fonc-
tion perturbatrice.

D’autre part, si I'on ne tient compte que des perturbations du pre-
mier ordre, on n'est pas géné par le fait que les équations (4) ne sont
pas canoniques. Done, ¢ ce premier degré d approximation, les trois mé-
thodes se walent.

Deuxiéme approximation. Mais il n'en est plus de méme si l'on
veut tenir compte des perturbations du second ordre; la forme non ca-
nonique des équations (4) devient alors un grave inconvénient; d'un autre
coté, le développement de la fonction perturbatrice auquel il n’y a rien
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3 changer dans les hypothéses (a) et (y) devient trés compliqué dans
Ihypothése (B). Le changement de variables (a) que je propose prend
alors un avantage marqué.

Il a toutefois son inconvénient propre, plus apparent que réel, au
point de vue de l'osculation. Supposons que l'on veuille calculer la posi-
tion de la planéte 4, par exemple, & l'aide des éléments osculateurs, a
I'époque £. Si Ton définit ces éléments osculateurs comme on le fait
dans les hypothéses (B) et (r), les coordonnées ainsi calculées sont exactes
a I'époque ¢, et pour I'époque ¢ 4 ¢, lerreur est de l'ordre de £%. Si
on les définit comme dans I'hypothése (a), les coordonnées sont encore
exactes pour I'époque ¢; mais pour l'époque ¢ 4 e, lerreur est de I'ordre
de . Il ne faut pas sexagérer cependant l'importance de cet incon-
vénient. Si ¢ est comparable & la durée de révolution, l'erreur est du
méme ordre de grandeur que celle qui est due aux perturbations; elle
est du méme ordre dans tous les cas. Si e est trés petit par rapport
a la durée de révolution, la correction est extrémement faible et de plus
trés facile.

Aota mathematica. 21. Imprimé le 20 juillet 1897. 13



